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Résumé. Nous étendons la méthode de démonstration du théoréme de Berry—
Esseen proposée par Bergstrom aux suites de variables aléatoires faiblement
dépendantes. En particulier, nous montrons que, pour les suites stationnaires
de variables aléatoires réelles bornées, la vitesse de convergence dans le
théoréme limite central en distance de Lévy est de I'ordre de n'/? dés que
la suite (6,),>0 des coefficients de mélange uniforme satisfait la condition
> p>0 pgp < 0.

About the Berry—Esseen Theorem for weakly dependent sequences

Abstract. We extend the method of Bergstrom for the rates of convergence
in the central limit theorem to weakly dependent sequences. In particular, we
prove that, for stationary and uniformly mixing sequences of real-valued and
bounded random variables, the rate of convergence in the central limit theorem
is of the order of n™!/2 as soon as the sequence (,),-o of uniform mixing
coeflicients satisfies X ,.0p0, < co.

Mathematics Subject Classifications (1991): 60 F 05

Introduction

Dans cet article, nous étudions la vitesse de convergence dans le théoréme lim-
ite central pour des suites de variables al¢atoires réelles faiblement dépendantes.
Nous considérons donc une suite (X;);cz de variables aléatoires réelles centrées
et de variance finie. Posons S, == X; +... + X, et ¥;, = Var S,. Quand les vari-
ables X; sont indépendantes et équidistribuées, V[I/ zSn converge en loi vers la
loi gaussienne standard. Il est alors naturel de chercher 4 évaluer la vitesse &
laquelle cette convergence a lieu. L’une des distances les plus courantes pour
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estimer la vitesse de convergence est la distance uniforme entre les fonctions
de répartition. Si ¥ est une variable aléatoire gaussienne de loi N(0,1), nous
poserons donc

(L1) IT, = sup |IP(V, %S, < x) —P(Y < x)|.

x€ER
Pour les suites de variables aléatoires indépendantes, le théoréme de Berry—
Esseen donne une évaluation de II, en fonction de la somme des moments
cubiques absolus des variables X;. Par exemple, quand les variables X; sont
équidistribuées,

(12) 11, < 4E(|X, [*)n~ "2

[voir Esseen (1945)]. Nous renvoyons a Petrov (1975) pour des estimations de
TI, sous des hypothéses de moment sur |X;| plus faibles et a Zolotarev (1990)
pour une revue des résultats connus dans le cas indépendant. La méthode clas-
sique pour obtenir (I.2) est la méthode des fonctions caractéristiques. Cepen-
dant, il est possible de montrer (1.2) sans utiliser la fonction caractéristique de
S,: en modifiant la méthode de Lindeberg (1922), Bergstrom (1944) a montré
(1.2) par récurrence sur n. Bergstrom (1945) et Sazonov (1968) ont étendu cette
méthode aux vecteurs aléatoires. Enfin Bergstrom (1972) a étendu la méthode
de Lindeberg au TLC pour les suites triangulaires uniformément mélangeantes,
mais il n’a pas donné de vitesses de convergence.

Les résultats connus pour les variables dépendantes sont de différentes
sortes. Une premiére généralisation possible est 'extension aux accroissements
de martingales. Dans ce cas, en étendant la méthode de Bergstrom (1944) aux
martingales, Bolthausen (1982a) a donné les vitesses de convergence optimales
sous certaines hypothéses de variance conditionnelle des variables. Par exemple,
un controle des moments cubiques des variables conduit & une vitesse de con-
vergence de 1’ordre de n~Y/*. Quand les variables sont uniformément bornées,
la vitesse de convergence est de I'ordre de n~"?log n. De plus, Bolthausen
(1982a) montre sur des exemples ’optimalité des vitesses obtenues dans le
cadre ou il se place. Par conséquent les techniques de martingales ne permet-
tent pas d’obtenir des vitesses de convergence en O(n~/?) dans le TLC.

Une seconde extension possible est I’extension aux chaines de Markov.
Soit (& )icz une chaine de Markov Harris-récurrente et stationnaire. Bolthausen
(1982b) montre que la vitesse de convergence dans le TLC est liée a I'intégra-
bilité des temps de régénération de la chaine [voir Nummelin (1984) pour une
définition des temps de régénération]. En particulier, si X; = f(¢&;) pour une
fonction f bornée et si les accroissements des temps de régénération ont un
moment cubique fini, alors IT, = O(n~'/?). De plus Bolthausen (1980) montre
que cette condition d’intégrabilité sur les temps de régénération est satisfaite
quand les coefficients (¢,),~0 de mélange fort au sens de Rosenblatt (1956)
de la suite (&;);cz satisfont la condition de sommabilité

(13) > poy < 00.

p>0
De plus, si la condition (1.3) n’est pas vérifiée, les moments cubiques des temps
de régénération de la chaine peuvent étre infinis. La vitesse de convergence
dans le TLC n’est alors plus en O(n~2). La vitesse de convergence dans le
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TLC pour les chalnes de Markov est donc liée a la vitesse de convergence des
coefficients de mélange fort vers 0.

Une question naturelle est d’étendre ces résultats sur les chaines de Markov
aux suites fortement mélangeantes. Dans ce cas, pour les suites stationnaires
de variables aléatoires bornées, Ibragimov et Linnik (1971) ont montré le TLC
sous la condition minimale

(L4) Yoo, <00
p>0

Sous la condition de mélange o, = O(n~'7%), qui interpole entre (1.3) et
(1.4), Rio (1995) a montré que II, = O(n~%?) pour les suites stationnaires
et fortement mélangeantes de variables aléatoires bornées, pourvu que o <
(—1 ++/5)/2. Mais il obtenait seulement IT, = O(rn~') sous (L3).

Pour obtenir des vitesses de convergence plus rapides, de nombreux auteurs
ont utilis¢ la méthode proposée par Stein (1972). Dans le cas indépendant,
Gotze (1991) a appliqué cette méthode aux vecteurs aléatoires et a donné
des vitesses de convergence optimales ainsi qu'une dépendance en la dimen-
sion en k2, améliorant ainsi des résultats antérieurs de Bentkus (1986) et
de Nagaev (1976). Dans le cas dépendant, Tikhomirov (1980) montre que
pour des suites stationnaires géométriquement mélangeantes de variables ayant
un moment d’ordre quatre fini, IT, = O(n~"? log n). Malheureusement ni cette
méthode ni la méthode de Bernstein [voir Zuparov (1991) pour une application
de cette méthode aux suites faiblement dépendantes] ne permettent d’obtenir
une vitesse de convergence en O(n~/2) dans le TLC pour les suites faible-
ment dépendantes. Aussi les meilleures vitesses de convergence connues pour
les suites de variables aléatoires fortement ou uniformémemt mélangeantes sont
de la forme O(n~"*(logn)?) avec f = 1, et ces vitesses sont atteintes seule-
ment quand les taux de mélange sont géométriques. Enfin, pour des suites avec
deécroissance géomeétrique de la dépendance, Gétze et Hipp (1983) ont étudié
les développements asymptotiques de la fonction de répartition de §,,.

Dans cet article nous étudions donc la vitesse de convergence dans le
TLC pour les suites uniformément mélangeantes. Nous montrons que, pour
les suites stationnaires de variables aléatoires bornées, de suite de coeflicients
de mélange uniforme (6,)pz0, 1L, = O(n~12) dés que ¥ ,50p0, < co, pourvu
que lim, 7, = +o00. La méthode utilisée pour obtenir ce résultat est une exten-
sion de la méthode de Bergstrém (1944) aux suites faiblement dépendantes.
Nous obtenons ce résultat comme conséquence d’un théoréme plus général qui
s’applique aussi & certaines suites non fortement mélangeantes.

1. Définitions et résultats

1.1. Une nouvelle mesure de dépendance

Afin d’énoncer un résultat sur les vitesses de convergence s’appliquant aussi
a certains processus faiblement dépendants mais non mélangeants, nous allons

mntroduire une nouvelle mesure de la dépendance entre une sous-tribu &7 de
(2, .77,1P) et une variable aléatoire X a valeurs dans un espace métrique (&, d).
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Définition. Notons A(Z,d) lespace des fonctions de (Z,d) dans [0,1] lips-
chitziennes de rapport un. On pose

(1.1) o, X)= sup [EB(SX)L) = E(SX)]oo -
fEANZE,d)

Soit @(#,%) le coefficient de mélange uniforme au sens d’Ibragimov
(1962) entre les sous-tribus &/ et #. Si & =R est muni de la distance
usuelle,

(1.2) sup (7, 1) = (A, %B) ,
Be%#

ce qui justifie la notation (1.1). Enfin, si X est une variable aléatoire réelle
AB-mesurable,

(1.3) o(A,X) < o(A,B) .

Nous allons maintenant définir les coefficients (¢ ,),20 de dépendance uniforme
d’une suite (X;);cz de variables aléatoires réelles ainsi.

Définition. Soit %, la tribu engendrée par les variables (X;)i<y. On munit R’
de la distance associée & la norme ||x|o = sup,cp il On pose o =1 et

(1.4) Qp= ilelg o Fre, Xt py» Xiet o Xicv py))  pour p > 0.
PEPI<PI<P3

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme principal,

Théoréme 1. Soit (X;);cz une suite stationnaire de variables aléatoires réelles
centrées et bornées par M. Supposons que la suite (¢ ,) =0 de coefficients de
dépendance uniforme de (X;);cz satisfait

(a) > PPy < .
p>0

Soit I, Pécart uniforme défini par (11). Si limsup,V, = oo, alors 11, <
A'n~12 la constante A' dépendant uniquement de la suite des coefficients de
dépendance uniforme, de la borne M des variables et de Iécart-type asympto-
tique ¢ = lim,(V,/n)'? des variables S,//n (voir (2.2)—(2.4) pour Pexistence
de a).

Les coefficients (¢,),>0 sont majorés par les coefficients de mélange uni-
forme au sens d’Ibragimov. Donc le théoréme 1 s’applique aux suites uni-
formément mélangeantes. Mais les coeflicients définis par (1.4) fournissent
aussi des résultats pour certaines suites non mélangeantes: soit (U;)icz est le
processus autorégressif d’ordre un défini & partir d’une suite (g, );cz de variables
ii.d. de loi de Bemoulli par U; = X;»a’g;—; avec a dans 10,1[ et X; = gy, <.
La suite (X;)icz ainsi définie n’est pas fortement mélangeante et donc a fortiori
pas uniformément mélangeante, mais le théoréme 1 s’applique encore, comme
le montre la section ci-dessous.
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1.2. Application aux suites causales faiblement dépendantes

Soit (&;),ez une suite de variables aléatoires a valeurs dans [a,b] N R, avec a
et b dans R. La suite (U;);ez est définie par

(1.5) Ui =F(sey:j €N,

ou F' est une fonction mesurable bormée (une telle suite est appelée weakly
dependent shift dans la terminologie anglo-saxonne).

Notation. Pour toute suite (1;);>0 de nombres réels et tout entier naturel &, on
définit la suite (uf‘ Jizo par uf =u;l;<; et on pose

(1.6) Sk = sup{|F(u;: i € N) — F(uF: i € N)|: (;)ien € [a, 51N} .
Le corollaire suivant se déduit du théoréme 1 [voir annexe A].

Corollaire 1. Soit (¢;);cz une suite de variables aléatoires réelles, stationnaire,
de suile des coefficients de mélange uniforme (8,) ¢ telle que % ;30 pb, < co.
Soit H une fonction bornée sur R et (U)icz la suite définie par (1.5).
Posons X; = H(U;) — IB(H(U;)). Supposons que limsup, V, = co. Alors la
suite (X;)iez satisfait les hypothéses et les conclusions du théoréme 1 si

(1.7 Zo PE(wy(Up,26,)) < o0,
P

out wp(x,1) = sup, y—XI§n|H (v) — H(x)| désigne la fonction d oscillation max-
imale de H.

Donnons maintenant deux applications du corollaire 1.

Exemple 1. Soit (g );cz une suite de variables aléatoires indépendantes de loi
de Bernoulli de parametre s dans 10,1/2]. Soit (y,),>0 une suite décroissante
de réels tels que

(1.8) 0 < ypr1 £v,/2 pourtout p = 0.
Définissons les variables U; par

(1.9) Ui = 2 vy6i-j -

Jjz0

Dans ce cas 0p = %54y, convient dans (1.6). Soient H(x)=1,<, et X; =
U — E(H(U})). Alors wp(u,26,) = 1, <25, Par conséquent la majoration
suivante de la concentration maximale de la loi de Uy, implique (1.7): pour
tout entier naturel %,

(1.10) sup P(x — 28, < Uy < x +28;) < 5(1 — s)F*!.
x€R

(Nous montrerons (1.10) dans ’annexe B). Regardons maintenant le processus
autorégressif d’ordre un défini par

(L.11) U=aUi1+&=>3 ale ;.

jZ0
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Quand « est dans 10,1/2], (1.10) s’applique directement. Supposons maintenant
que a est dans ]1/2,1] et considérons le plus petit entier positif / tel que
a' £ 1/2. On se raméne au cas précédent en décomposant U ainsi:

-1 -1

i lj 7

UO = E a E dJE_r_[j = E a U(),r .
r=0 jz0 r=0

Comme les variables U , sont indépendantes,

(1.12) sup P(x —20 = Up S x+28) S sup P(x — 26 = Upo = x+29).
x€R xER

Or Uy satisfait (1.8) et (1.9). Donc la suite (U;);cz définie par (1.11) vérifie
(1.7).

Exemple 2. Soit (g;);cz une suite de variables aléatoires réelles bornées sta-
tionnaire et uniformément mélangeante au sens d’Ibragimov, de suite de coef-
ficients de mélange uniforme (0,),=0 telle que X,>0 pf, < oco. Considérons
une suite (yp)pen de coefficients réels absolument sommable et définissons
la suite (U;)iez par (1.9). Soit a dans ]0,1] et H unc fonction numérique
a-hdldérienne telle que |H(x) — H(y)| < |x — y|* pour tout couple (x,y) de
réels. Alors wg(x,8) < 6% et (1.6) est satisfaite avec og = ||&glco X psk|7p!-
Par conséquent la condition (1.7) est satisfaite pour toutes les valeurs de «
lorsque les coefficients (,),>0 décroissent géométriquement en valeur absolue.
Notons que, si la fonction H est lipschitzienne, la condition (1.7) sera satisfaite
dés que Tpz0 PPy, < oo

2. Preuve du théoréme principal
Nous allons en premier donner quelques propriétés élémentaires des coefficients
de dépendance uniforme. La premiére est 1’inégalit¢ de covariance suivante.

Lemme 1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (%,d). Si g est dans
AZ,d), et si Y est une variable aléatoire réelle of/-mesurable et intégrable,

alors
|Cov(Y, g(X))| £ o(, X)E([Y]).

En particulier, si les variables X; sont botnées par M = 1,
(2.1) ICov(X, X))| < 2M* ¢y

(pour montrer (2.1), appliquer le lemme 1 avec g(x) = ((x + M)/2M)* A 1).
Par conséquent, si les variables X; sont bornées, I’hypothése (a) du théoréme 1
assure que

(2.2) S )t Cov(Xo, Xy)| < o0
tcZ

Posons 62 = ¥,z Cov(Xy, X;). Puisque

(2.3) V,=VarS, =ne® — 3. (n Alt]) Cov(Xo,X;),
1cZ
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(2.2) entraine [’alternative suivante [voir par exemple Bradley (1985)]. Seit
o = 0, auquel cas la suite (V},),~¢ est bornée, soit 0 +0 et alors

(2.4) lim (no?) 'V, =1.

n— 00
En particulier, sous les hypothéses du théoréme 1, nous sommes dans le second
cas. Quitte & renormaliser les variables on peut alors se ramener & ¢ = 1. Soit
v = Vi — Vx—1. Sous (2.2), avec la normalisation proposée, v; converge vers
1 quand k& tend vers I'infini. Aussi le théoréme 1 est un corollaire du théoréme
suivant, qui s’applique aussi aux suites non stationnaires.

Théoréme 2. Soit (X;);cz une suite de variables aléatoires réelles centrées et
bornées par M, vérifiant I'hypothése (a) du théoréme 1. Posons vy = V) —
Vi_y. Si

(b) vy = 1/2 d partir d’un certain rang ny,

alors T, < An=V2, la constante A dépendant uniquement de la suite des co-
efficients de dépendance uniforme, de la borne M des variables et de ny.
Preuve. Pour majorer II,, nous allons procéder par récurrence. Nous faisons
donc I’hypothése de récurrence suivante au rang #:

H(n) M £ A4k~ pour tout k < n.

Nous allons majorer II, en reprenant la méthode proposée par Bergstrom
(1944). Le premier pas est de régulariser la fonction de répartition. Soit donc

bo(x) = (21) 26 exp(—x?/26?
p
le noyau gaussien d’écart-type &. On pose ¢ = ¢1. Le lemme suivant, di a

Bergstrom (1944), permet de régulariser S,,.

Lemme 2. Soit F et G deux fonctions de répartition. On suppose que G a
une densité uniformément majorée par B. Si ||F — G|l = AB, alors

Af2e
(F — G)* ¢elloo = AB (3 [ ¢w)dv— 1) pour tout ¢ > 0.
0

Le pas suivant est de décomposer le terme d’erreur 4 ’aide de la méthode
de Lindeberg. Afin de majorer les erreurs élémentaires, nous utiliserons souvent
le lemme suivant [voir Bolthausen (1982a)].

Lemme 3. Soient F et G deux fonctions de répartition, et X et Y deux
variables aléatoires de fonctions de répartition respectives F et G. Alors, pour
toute fonction f de variation totale V(f) bornée,

sup E(fX +a)| = |F = Gl V() + 1S * G0 -

Nous utiliserons aussi le lemme de saturation suivant.
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Lemme 4. Soit Oy l’opém.teur qui a toute fonction g associe SUP [ —ag, ]
g( - — y). Pour toute fonction g continue et ¢ variation bornée, Oy - g est a
variation bornée, et

(a) V(Ou-g9) = V(g).
De plus, si g est intégrable,

(b) [ Ou -g(x)dx = [ g(x)dx +MV(g).
R R

Preuve. Puisque g est a variation bornée g = g; — g2, les fonctions g; et g
¢tant croissantes et telles que V(g) = V(g1) + V(g2). Clairement

Oy - g(x) + go(x — M) — go(x +y — M)
SOu-gx+y) S Oy-gx)+gx+y+M)—gi(x+M),

ce qui montre que la variation totale de Oy, - g est majorée par V' (g1) + V(g2).
Pour montrer (b), il suffit d’intégrer en la variable x 1’inégalité¢ suivante:

Op - g(x) = g(x) + (g1(x + M) — g1(x)) + (g2(x) — ga(x — M)).

2.1. La méthode de Lindeberg

Dans la suite, M = 1. Notons d’abord, que d’apres ’inégalité (2.1),
Lkl
(2.5) okl < 4M™ 3 @,
p=0

ce qui assure que la suite (v )r>o est bornée.
Notation. On pose Ai(f) = E(f(Sk—1 +Xe) — f(Se-1 + 1))

Soit (¥;)izn, une suite de variables aléatoires gaussiennes indépendantes
centrées avec Var Yy = v;. Soit ¥ une variable aléatoire gaussienne standard,
indépendante des variables ci-dessus. ¢ ¢étant un paramétre que 1'on choisira
ultérieurement, on pose

n
Tgn=2¢eY+ > Y et T,,=¢Y.
i=k+1
Soit H(x) = L,zqet fr(x) = E(H(y —x — Tx,)). On note Fz la fonction de
répartition de la variable aléatoire réelle Z. Clairement

FSn+aY(y) _FSnO_1+Tn041,n(y) = Z Ak(fk) -

k=ng

Nous allons maintenant majorer Ag( f;) en fonction du maximum de la
dérivée cubique de fi. Pour finir la majoration, nous utiliserons la majoration
suivante des dérivées de f;. La preuve est facile et sera donc omise.
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Lemme 5. Sous les hypothéses du théoréme 2, fy a des dérivées continues a
tout ordre et, pour tout k = ny et tout i > 0,

“f]?)”oo é 2i/2(n —k + 82)~i/2 sup |¢(i—1)(x)1 .
xER

En adaptant la méthode utilisée par Rio (1995) pour les suites fortement
mélangeantes, nous obtenons la borne suivante sur Ag(f).

Lemme 6. Soit [ une fonction trois fois continiiment dérivable. Si M 2 1,

AN = 1BMP|f" oo Z (1+ )y

p,

Preuve. Clairement Ap(f) = Ay x(f) — A 1(f), ou

Ave(f) = BO/ (St + X)) = B (Se1)) = 5 BO (81-1)

et

U1
Bak(f) = B(S (Semr + 7)) = B/ (Si1)) = 5 B (Sem))
Le lemme 6 découle donc des estimées suivantes:

\/_ k=1

(2.6) 1D i(f)] < fM3 sup B (Si-1 +a)| X (1 + p)o,
3 p=0
et
(2.7) AL < 8M2)f" [loo Z (1+ p)gy.
=

Pour montrer (2.6), appliquons la formule de Taylor intégrale a 1’ordre
trois:

2
Sty + Ye) = f(Sk—1) — [ (Se—1) Ve — %f’l(Sk—l)
y3 1
= "21‘— S =t [ (Simr + 1Yy dt
0

En prenant ’espérance dans cette égalité et en notant que ¥; est indépendante
de S;_1, nous obtenons:

(2.8) Do = 5 Wui” sup [E(/"(Sg—1 + a))|
§ 3/2Hf”/Hoo-

3\/"“"
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Pour majorer v, nous allons appliquer 1’inégalité de Holder: puisque ¢, < 1,
k=1

k—1
Yo £ X ((1+ pep) (1 + p)2?
p=0 p=0

k-1 By 3
(Z 1+ P)@p)) (Z (I+ P)'z) .
p=0 p=0

Done, en appliquant (2.5),

A

2 k=1
(2.9) 5 < 8M° = L1+ p)0,.
p=0
ce qui achéve la preuve de (2.6).
Pour montrer (2.7), appliquons la formule de Taylor & ’ordre trois:
(2.10)
F(Se) = f(Sk=1) = /' Se=0)Xe + 11" (Se—1)XE + 1" (Se1 + 0X0)XL
avec 6 dans [0,1]. Puisque [Xz| < M,
(211) " (Sem1 + 0X0X7 ] < M oo -

Nous devons maintenant estimer les termes d’ordre un et deux. Clairement
k—1

(2.12) Cov(f"(Sk-1):X7) = 3 Cov(f"(S)) = f"(Si=1). X¢) -
i=1

En appliquant le lemme 1 avec g(x) = (x A M )?/2M? ct en notant que f"'(S;) —
F(Si_y) est #;-mesurable, nous obtenons:

(2.13)
[Cov(f"(Si) — 1" (Sim1L XD < 2MP o E(f7(S) — £ (Si—D])

< 23 il| £ oo -
En sommant (2.13) en i, nous en déduisons que

k—1
(2.14) |Cov( £ (Sk—1), X)) = 2M°|[ 1" || oo ZI Pp -
=

Pour estimer le terme d’ordre un, nous utilisons & nouveau l’argument de
sommes glissantes. Clairement

k=1
S (Sk-1)Xe = ; (f'(S) = f1(Sim1 ) Xk -

Afin de faire apparaitre la dérivée seconde de f, écrivons la formule de Taylor
a Pordre deux:

FIUS) = F1(Sim1) = S™(Si )X + L (81 + 0X) X,
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avec @ dans [0,1]. Appliquons le lemme 1 avec o7 =, ¥ = f"/(S;1 + 0X))X7?
et X =Xy, g(x) = {x +M)/2M. 11 vient:

(2.15) |Cov(f"(Si—1 + 0X) X2, X)) < 2M° || £ || oo P -

Nous sommes donc ramenés & 1’évaluation de IE(f"(S;_1 XXz ).
Posons j = sup(0,2i — k). Clairement

E(/"(Si-)XiXa) = B (SHXeXa) + B (Si1) — S (S XiX) -
En appliquant a nouveau le lemme 1 et en notant que
(F(Sie1) = ' SNX| £ k=i = DM ||
il vient:
(216) B (Si1) — £ (SNXXe)| < 2M3|| [ oo — i — Dpie—s .
Pour estimer I’espérance de f”'(S;)X:X;, nous allons majorer la covariance de

f7(S;) avec X;X;. Clairement

Cov(f"(S;), X:X) = ; Cov(f"(S1) ~ £"(S1-1 1 XiXe)

avec la convention que cette somme est nulle si j = 0. Appliquons le lemme
1 avec o = % et X = (X;,X;). Puisque les variables sont bornées par M,
nous pouvons choisir & = [—M,M]?. La fonction g(x;,x;) = (1 + M x;x;)/2
est donc dans A(%,d), et
(217)  1Cov(f"(S1) — £ (S1-1), X X))

< 2M2 @SS = (S0 £ 2MP | /" oo i -

En regroupant (2.15)—(2.17), nous obtenons alors:

(2.18) [Cov(f'(S:) — ['(Si=1). Xk) — (S (S NEXX))|

k—1
< 200" ook = Dii 5 0,
"

avec la convention que S, =0 pour p < 0. Enfin, pour revenir & f"(Sy_;),
on note que
76 = "S-l = 2M k= DI oo »
ce qui, avec (2.1}, entraine que
(219)  [E(S) ~ "S- NEEX] S 4M3|| £ oo (e — 1)pp—i -

En ajoutant (2.18) et (2.19) et en sommant sur i, nous avons donc:
(2.20)

k—1
JECS (Se-1)X) — E(S"(Sk-1)) ; E(XX)| < 8M°

k—1
S Nloo Zl PPy -
=
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Il suffit alors de regrouper la formule de Taylor (2.10) et les inégalités (2.11),
(2.14) et (2.20) pour obtenir (2.7). Le lemme 6 est démontré.

Revenons a la preuve du théoréme 2. Nous allons commencer par ma-
jorer Ay pour les petites valeurs de k. Supposons donc que k < n — [n/3],
ou [x] désigne la partic entiére de x. Pour i = 3, une application du lemme 5
donne
(221) 1/ lco < A(me) (n —k + %)%,

Donc le lemme 6 assure que, pour tout & = 1,

n—{n/3]—1
(2.22) ST A S A0MPVE Y (14 ploy -
k=ng p=0

Nous sommes donc ramenés a la majoration des termes peu régularisés.
Pour ces termes le controle du maximum de la dérivée cubique de f; n’est pas
suffisant pour majorer au mieux Ag( fi). Pour améliorer cette majoration quand
k =z n— [n/3], nous allons utiliser le procédé d’accélération de la convergence
de Bergstrom (1944).

2.2. Le procédé d’accélération de la convergence de Bergstrom

Pous améliorer les majorations des quantités qui sont apparues lors de la preuve
du lemme 6, nous allons utiliser I’hypothése de récurrence #(n), combinée
avec les lemmes 3 et 4. Cette méthode conduit a la majoration suivante pour
les grandes valeurs de k.

Proposition 1. Supposons que n = 6ny. Posons

& (1 +q2)§0q
l//(n78)_qZ::0 \/qz—+8—2

Alors il existe une constante universelle ¢ = 1 telle que, sous 5#(n),

et Y(e)= nginoo W(n,c).

Vn i A (Sl S eMPQ(n, 1) + A(n,)) < cMPW(L) + AY(e)) ,

k=n—[n/3]
pourvu que ¢ Z M et A 2 M = 1.

Avant de démontrer la proposition 1, nous allons finir la preuve du
théoréme 2.

Fin de la preuve du théoréme 2. Soit n = 6my. En réunissant (2.22) et la
proposition 1, nous obtenons l’existence d’une constante positive K = M
dépendant de M et de ¥(1) telle que, sous H#(n),

[P(S, + £Y < x)— P(Spy—1 + Tng—1,0 = )| < Kn~2(1 + AY(e))

dés que ¢ = M et 4 = M (rappelons que M = 1 par hypothese). De plus,
il est facile de montrer que, si 7, est une variable aléatoire de loi N(0, V)
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indépendante de Y, alors
IP(Spg—1 + Tny—1.0 < x) — (T, +6¥ = x)| < ClngM y*n!
sous (n); Par conséquent, quitte & modifier X, sous des contraintes identiques,

sup |IP(S, +e¥ < x) —P(T, + &Y < x)| < Kn™ (1 + AY(e)).
xeR

Revenons a la fin de la preuve. Quand 4 > /6ny, I’hypothése de récurrence
est vraie au rang 6mn. Montrons alors que, pour n = 6ng, 'hypothése #(n + 1)
est impliquée par #(n) si 4 est choisi convenablement. Appliquons le lemme 2
avec A = 3g:

Af2e 2
3 [ ¢pwydv—12= =.
0 7

Donc, sous #(n),
I, < n~27K(1 + Ay(e))/2 .

Comme n = 6ng, 'hypothése (b) du théoréme 2 assure que V, = (n — ng)/2 =
n/3 et donc la densité de T, est uniformément majorée par n~ /2. Donc
B = n"1? convient dans le lemme 2. Alors

A = TK(1 + A(e))/2 .

Quand ¢ varie de 1 a D'infini, ¢ décroit continiment de (1) a 0. Donc
I’équation A = 3¢, qui équivaut 2

1/ 6
(E) W) = - (7Ke 1) ,
a une unique solution &(4) dans [7K/6,4co, et cette solution croit de 7K/6
a linfini quand 4 décrit ]0,+oo[. Pour montrer que, pour 4 assez grand,
HAH'(n) implique H#(n+1), il suffit donc de montrer qu’il existe 4y > 0
tel que 3e(d) = 4 dés que 4 = Ay. Puisque e(4) décroit vers 0 quand 4
tend vers D'infini, il existe 49 > 0 tel que 7K AY(e) < 4 pour 4 > Ag. Si
A = sup(do, 7K, 6n9), alors d’une part #(6my) est satisfaite, et d’autre part
3g(A) = A < A4 et I’hypothése #'(n) implique alors #(n+ 1). Done, par
récurrence, S (n) est vraie pour n = 6ny.

Preuve de la proposition 1. Dans la suite, & = n — [n/3]. Le lemme suivant
donne des majorations des termes provenant de l’inégalité de covariance du
lemme 1.

Lemme 7. Supposons que n = 6ng. Soit i > 0, k = n — [n/3] et [ entier dans

[n/3,k]. Soit gi; = Oy - [f,((i)|. Alors, il existe des constantes universelles pos-
itives ¢; telles que, sous I'hypothése de récurrence #(n) et avec les notations
des lemmes 3 et 4,

(a) sup E(gei(Si+a) < con™ 2 (An — k + &) 2+ (n — k + )12
a&R

pourvu que A = M, et
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(b) sup [E(SIS) + )| < e A — k + e2) 2 4 n1-D12y
a€R

Preuve. Appliquons le lemme 2 avec X = S; et ¥ = 7. Puisque sous #(n),
1% GNloo = NI/1111G oo

(2.23) E(gsi(S; + a)) £ AV (g,) + Qavi) ™2 [ gri(x)dx .
R

Comme n = 6ny et [ = n/3, I’hypothése (b) du théoréme 2 assure que V; >
n/12. De plus, une application du lemme 4 donne

[ geitx)dx < VT F MV et Vg < V(D).
R

Or la variation totale d’une fonction qui tend vers zero a I’infini est majorée par
le double de la somme des valeurs absolues des ses extremas locaux. Quand
i > 0, comme les zéros de f,(('H) sont les zéros d’un polyndéme de degré i,
nous en déduisons que

(2.24) V(L) < 20| fV]oe £ Cin — ke + 622

par le lemme 5, C; étant une constante ne dépendant que de i. Enfin, si i = 0,
V(f#)=1. En partant de (2.23) et en introduisant les inégalités ci-dessus,
nous obtenons donc:

E(gx(Si+a)) <2n7 2 (Cid+M)(n — k+&*) P +Cii(n — k4 )12y
ce qui établit (a).

Pour montrer (b), appliquons le lemme 3 a nouveau.
(2.25) B +a)] < APV + G+ [0 D)o -

En faisant porter les dérivations sur G dans le produit de convolution et en
notant que || fillcc = 1, il vient:

(G * [ Vloe = 1GPV|} < 21 sup [GO)| < C2/WY2,
x€R

ce qui, combiné avec (2.24) et (2.25), implique (b).
Appliquons maintenant (2.6) suivi de (b) du lemme 7 a A, x( fi). Nous
obtenons:

(2.26) |20, (f1)l £ 8, DMPn V2 (A(n — k + )32 + 071y

Cette majoration est analogue a celle obtenue par Bergstrom (1944). Dans
le cas des variables indépendantes, S;_; et X; sont indépendantes, et donc
|ALx(f)] se majore par la méme méthode. Malheureusement, pour les suites
de variables dépendantes, une application directe de la méthode de Bergstrom
ne permet pas d’obtenir une vitesse de convergence dans le TL.C de "ordre de
n~12_ En effet, méme sous des hypothéses sur I’espérance conditionnelle et la
variance conditionnelle de X sachant S;_, la formule de Taylor a I"ordre trois
conduit a une vitesse de 1’ordre de 27"/ log n pour des variables uniformément
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bornées [voir Bolthausen (1982a)]. Cette remarque justific un développement
a Pordre quatre pour les suites de variables faiblement dépendantes.
Appliquons la formule de Taylor a lordre quatre:

Ave(f1) = B (S Xe) + SECF S )AE — k)
+ B (Se-)XD) + E(Ry)
ou
(2.27) Rel < 32064(Se-1) X} < 319ka(Se—1)M* .

Majoration du reste d’ordre quatre. (2.27) suivi d’une application de (a)
du lemme 7 donne:

IE(Ry)| < %(AH-I)M4n‘1/2(n—k+sz)*3/2 < %AM4n*1/2(n—k+82)"3/2
sig=letd =M = 1. En sommant en k, nous en déduisons que

(2.28) S R £ eaMtAeT V2
k=n—[n/3]

Majoration des termes d ordre deux et trois. Afin de revenir a une situa-
tion identique a celle du cas indépendant, nous allons majorer les quantités
Cov( f1"(Sk—1),X2)| et |Cov( f(Sk—1),X?)|- Soit donc i égal & 2 ou a 3.
k étant fixé, posons [ = [(n — k)"/?]. Clairement

. A P _'
(229 fOS ) = fOS )+ _zl (fPSe) = FOS— )
=

Par la formule de Taylor
(2.30)
D Se) = S Smym) = Xy fT S y0)

1 .
F X2 [ =0 TS+ X))
0

En appliquant le lemme 1 avec X = X, g(x) = (x' + M)/4M' et of = F
il vient:

,._j,

(2.31)  |Cov( [P USkjt + X XL XD < AM™20, B (gh 112(Sk—)) -

—j

Comme j < (n— k)2, nous pouvons appliquer (a) du lemme 7. Par conséquent

(232) |Cov( £ NSk + X NXE_, XP))
é 4ci+2Mi+2(ijn—l/2(n —k + 82)—(1+i)/2 ,

pourvu que 4 =2 M = 1l ete = 1.
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Pour majorer les termes provenant des dérivées d’ordre i + 1, nous écrivons
a nouveau
(2.33)

, ] . , .
DGy = 2 1 (SEDStm) = LIS + FEUS)
m=j+

Nous allons maintenant appliquer le lemme 1 ainsi.

Sij = m— j, nous prenons X =X, g(x) = (x' + M)/4M' et of = Fy_;,
comme précédemment. Alors
(2.34)

ICOV((f T (Shem) = SISt DXy X < AM2 0, Bl g i12(Sk—7))

ce qui conduit 2 un majorant identique a celui de I'inégalité (2.33).
Si maintenant m > 2j, nous appliquons le lemme 1 a

Y = fSm) — S Siome) et X = (X, X)) -

En choisissant of = Fy_p, et glu—_jxe) = xpj(xi — B(X))/AM™T! +1/2,
nous obtenons

(235)  Cov(/{ TV (Skm) — £ (Stmmm ) Xam (X — B(XD))|

< AM i (g, i+2(Sk-m)) -

En procédant de méme pour le terme résiduel Cov( f’ ,(CiH)(Sk, -1)Xe—j, X)),
nous obtenons les majorations suivantes. Si / < 2j,

(236)  |Cov(fIV(Si_i 1) Xej, XD < AM T 0B i i1 (Sk—1-1)) 5

et sil = 2j,
(2.37)

ICov( S (Sii—1 ) Xa— j (X2 — B(X2))| < 4AM ™ 1 E(ge, i1 (Sk—i—1)) »

En sommant en m dans (2.34) et (2.35) et en ajoutant (2.36) et (2.37), nous
en déduisons que

(238) |Cov( /(S jm1) X X7

_ !
< AMT™ 3T (@) A @m—E(Gk i42(Sk—m))
m=j+1

+AMTN (@) A 11— Bk i1 (Se—1-1))
+ 1y /B (Sema))CovXe— X2

Ajoutons maintenant (2.31) et appliquons I’inégalité (a) du lemme 7 aux deux
premiers termes du majorant et (b) du lemme 7 au dernier terme du majorant.
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Puisque, d’aprés le lemme 1, [Cov(Xi—;, X{)| < 4M"'¢;, nous obtenons:

NG

St ICoVU Sk ) = S m), XD

(2.39)

. l
S AM(n—k+ &)Y (05 A @ y)
m=j

+A@; A pra—)n —k+ &)
+ qD](A(n —k + 82)(—171')/2 T n—i/2) ,

pourvu que 4 =2 M = 1 et ¢ 2 1,C étant une constante universelle (dans la
suite, C sera une constante différente & chaque ligne). En sommant (2.39) en
J, on a donc montré que

NG

CMi+1
< An—k+ 82)(1'i)/2¢[(1+1)/21

(2.40) |C0V(f(l)(Sk-1) - f,(ci)(Sk_z—1),X1§)|

N o
+ AM(n — k 4 ¢2)= D2 Yo Jjoi+ n~? Y.
=1 =1

Enfin une application du lemme 1 ainsi que (a) du lemme 7 montrent que,
sous I’hypothése de récurrence,

(2.41) Cov( f7(Sk—1-1 XD < CM™ 0240/ (n — k + & (=2
k

ce qui assure que ce terme est de I'ordre du premier terme du majorant de
(2.40). Posons [ =[(n—k)"?]. Quand ¢ = M, M(n—k+&)" 2 < 1. Le
terme d’ordre trois et le terme d’ordre deux ont alors le majorant commun
suivant:

(2.42)
/A

cM? Cov(fP(Si-1). XD £ A — k+ &) Poypaiym

1
+ A(n — k+s)_3/zzj(p +n" Zlgoj.
]_ =

Pour finir le calcul, on totalise en (n — k) et on intervertit les sommations,
ce qui donne
(2.43)

" ')

S| Cov( £, XD £ CM (Z @y +4 Z

k=n—{n/3] \/p +82> ‘

Pour conclure, on note que, d’aprés (b) du lemme 7

(244) |IE( I/I(Sk 1))E()(k )| < CM3 —I/Z(A(n k+82)73/2+n—1).
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Done, en sommant (2.44) en (n — k) et en ajoutant (2.43), on a montré que

a5) S (RS- 0R) | oA ). 3D

112
< oMt ((pp—l-A———(l +p)(p”> .
p=0

Majoration du terme principal. 1l reste a estimer le terme d’ordre un, qui est
égal &

k—1
(2.46) Dy = Cov( f{(Se-1),Xk) — B f} (Sk-1)) ; E(X:X) -

Comme précédemment, on pose [ = [(n — k)'/?]. Clairement,

;
(247) Fe(Sk—1) = fi(Sk—1—1) + 21 (FiCSk—) — [ilSe—j-1)) -
=

Par la formule de Taylor

(248) fi(Sk—7) = [i(Sk—jm1) = Xemj fi (Se—jm1) + X [ (Sijm1)
1
+ X2, [ (=) f (S jmr + 0o o
0

Les covariances des deux derniers termes de la formule de Taylor ci-dessus
avec X; se majorent exactement comme les termes d’ordre deux de 1'égalité
(2.30), ce qui conduit & une majoration identique a celle de (2.42).

Afin de majorer Dy, nous allons maintenant approcher Cov( f{'(Sx—j—1)
Xi—j, Xe) par E( f(Sg—1))E(X;—;X; ). Clairement

i
(249) i (Sej1) = ZH (S Se—m) = [ Sk=m—1)) + [ (Se—1-1) -
m=j

Afin d’évaluer les termes de la somme glissante, on applique la formule de
Taylor a ordre deux:

(2.502) S St=m) = [ St=m—1) = f7 (Sk—m—1)Xi—m + Riom
avece

1
(2.50b) Rim =X [ (1= 0) £ (Skmmet + 0Xi—m) d .

0

Majorons maintenant les erreurs provenant des restes intégraux. Comme dans la
majoration du terme d’ordre deux, on distingue deux cas: m > 2j et m = 2.
Cependant, contrairement 8 ce qui se passe pour le terme d’ordre deux, les
termes provenant du cas m > 2/ contribuent 4 I’approximation de la quantité



Vitesses dans le TLC pour des suites dépendantes 273

Cov{ f{(Sk—1).Xz) par le second terme de Dy. Aussi la majoration obtenue est
de la forme suivante:

I !
> BRemXi X)) — >0 ERpm)E(X ;1 X0)
m=j+1 m=2j+1

(2.51)

!
< cM? ( > ey A m;) A (n =k + )7

m=j+1

avec la convention i _,a; = 0 si ¢ > s. Pour revenir & une somme allant de
j+1 a !l dans le second terme a gauche, on note alors que, d’aprés (a) du
lemme 7,

(2.52) [B(Rin)| < CMPAn™"P(n — k + &)™ .
Donc, en appliquant (2.1), nous obtenons:

! !
> EBRemXe—iXe) — Y ERem)EX_ ;1 X;)
m=j-+1 m=j+1

(2.53)

l ‘s
< cm* (jq)j + 3 @mej A q;,-) An P~k + )72
m=j+1

Regardons maintenant le terme principal. Pour revenir a des termes d’ordre
quatre, nous allons a nouveaun 1’écrire sous la forme d’une somme glissante.
Clairement

254) £ (Se-m—1)Xe—m
= péﬂ (e Si=p) = S St p-1 N Xamm + S (See1=1) Xk -
Nous allons maintenant appliquer le lemme 1 au produit
(S Sk=p) = Ji" St—pm DX mXie— X .

Afin de minimiser le reste, ce lemme sera appliqué 14 ou I’espacement entre
les variables est le plus important. Nous suivons en cela la méthode proposée
par Doukhan et Portal (1983) pour obtenir des inégalités de moment de type
Rosenthal [voir aussi Doukhan (1994)]. Nous allons donc séparer suivant les
différentes configurations possibles.

Premier cas: p —m > m. Afin d’optimiser les termes provenant du lemme 1,
nous allons I"appliquer & X = (Xs—p, Xi—j, Xi) et ¥ = " (Sk—p) — f{"(Se—p—1).
Nous reviendrons ensuite a

Cov(( Sy (Sk—p) — fi" (Skmp 1 N Xamms Xie 1 Xi)
en notant que, si S, U,V et W sont des variables aléatoires bornées, alors

(255)  Cov(SU, VW) — E(S)E(UVW ) = Cov(S, UV — E(SU)E(VW ) .
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Iei nous prendrons S = f;"(Sy—p) — f{"(Sk—p-1), U =Xeem, V =Xp_; et
W = X;. Pour majorer le premier terme, appliquons le lemme 1 &4 Y =S,
X =U,V, W), g(u,v,w) = uow/(3M3) +1/2 et of = Fy_,,. 1l vient:

(2.56) |Cov(S, Xi—nXa—j Xe)| < 3M> 0, nIE(|S]) .

Pour majorer le dernier terme, on note que, d’aprés (2.1), |E(X;_Xp)| <
2M?¢;, et que, d’aprés le lemme 1, [E(SX;—,)| < 2Me,_,IE(]S|). Donc

(2.57) E(S Xe—m E(Xi—; Xe)| < 4M°0p_nE(IS]) -
En rentrant les inégalités (2.56) et (2.57) dans (2.55) et en notant que
(2.58) IS| < Mga(Sk—p)

nous avons donc montré que:
(2.59)

|COV(SXk~m=Xk~ij) - IE(S)IE(Xk~ka~ij)‘ é 7M4§Dp—mIE(gk,4(Skfp)) )

ou S = fi""(Sk—p)— f7"(Sk—p—1).- De méme, si [ —m = met S'= f7"(Sp—i_1),
(2.60) '
|Cov(S Xi—m, Xie— 1X5e ) — (S BN Xie— 1 X0 )| < TM> @111 — B9 3(Sk—1-1)) -

Fixons m et j, et sommons sur les entiers p tels que p —m > m. Quand
I—m = m, (2.59) et (2.60) suivis d’une application de (a) du lemme 7 as-
surent que

(2.61)
[Cov( £} (Sk—2m—1)Xk—m> Xi— i X ) — (S (Sk—2m—1 DEKs—m Xi— 1 X))

!
< CAMPn V2 (M(n k)Y gt (n —k+ez>—1<pz+1_m) :
p=2m+1

pourvu que 4 = M et e = 1.

Pour controler le second terme a gauche, nous allons majorer 1’espérance
de UVW = Xy mXi—; Xy ainsi. Si m — j > j, nous appliquons le lemme 1 a
X =, W), Y =U=X4_p. Alors o = F_,, et g(v,w) = vw/(2M?) + 1/2.
Dans le cas contraire, nous appliquons le lemme 1 4 X = 7, Y = UV. Nous
obtenons donc:

(2.62) B —mXie— i Xe)| S 2M (@ A ;) .
Donc, en appliquant (b) du lemme 7, il vient:
(2.63) JECS;" (Sk2m—1 DVEKe—mXie— i X )|

< CMPn P (o A @) (! 4 Al — Kk -+ ).
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(2.63) et (2.61) entrainent donc que
(2.64)  |Cov( £ (Sk—2m—1)Xk—m> Xic— j Xi)|

< CMPu (@i A ;) + CAM n™ 12

i
x (M(n—k+82)_3/2 > cop_m+<nAk+sz)*‘qam_m>.
p=2m+1

Second cas: p—m < m+ 1. Nous allons distinguer deux sous-cas. Supposons
dans un premier temps que m — j < j. Alors, d’apres le lemme 1 appliqué a

Y = (f{" Se=p) = S Sk=pmi DX—mXi—; et X =X,

nous avons:
(2.65)

ECCS Sip) = S Sk pot DX X K )| S CAM ™ (0 — k + &)
En appliquant (2.1), nous en déduisons que, quitte a doubler C,
(2.66) ICov(( S (Sk=p) — 12" (Sk— p=1 ) Xk— > Xi— 1 X))
< CAM*n P (n —k + &), .
Quand m = 2j + 1, d’aprés le lemme 1 appliqué a
Y = ([ Se=p) = S Sk p—)WXim ot X = (XN, Xp)
suivi de (2.58) et de (a) du lemme 7,
(2.67) [Cov(( " (Sk=p) = S5 (St p—1))XKik— s K Xa)|
< CAM* P (n —k + )@,

En réunissant (2.66) et (2.67), nous avons donc moniré I’analogue suivant
de (2.61):

(2.68) Cov(( S (St—p) = S1 (St p—1 ) Xi—m, Xic— 1. Xe)]
< CAM*'n ™ P (n =k + &) (@n-j A 9)) -

Des arguments similaires montrent que, si | —m < m,
(2.69)

ICov( " (St—11 WK Xi— i Xi)| S CAMPn™ 2 (n — & + €)@y A 0)) .

Revenons a p quelconque. Si / —m < m nous sommons (2.68) sur les
entiers p dans [m+ 1,]] et nous ajoutons (2.69). Si / —m = m, nous som-
mons (2.68) sur les entiers p dans [m 4+ 1,2m] et nous ajoutons (2.64). Nous
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obtenons ainsi:

n
(2.70) 1OV 1" (k-1 Wk i)

< Py A @)+ AM(n — ke + ) 7?)

!
+ AM(n — k + )37 ZZ Fom + A —k+ ) pripa -
p=2m+

Pour revenir aux dérivées secondes, il suffit alors de sommer en m dans (2.70),
et d’introduire conjointement (2.53) et 'inégalité ainsi obtenue dans (2.49)
et (2.50), ce qui donne:

(2.71) C—\j/\/f—ﬁngOV( Se Se—jm1) = S (Sk—1-1), Xa— )|

IA

! 1
& <J¢j + ) ‘Pq> +AM(n—k+&) 7 Y a(e; A g)
g=j+1 g=1

+ A —k+ ) o1y -

Enfin il est facile de montrer 4 Paide du lemme 1 et de {(a) du lemme 7 que
(2.72)
|CoV( £/ (Smi—1), X Xe)| < CMPn ™ P (@rirj N @) (e +&8) ™2

Comme ! < (n—k)'? £ (n — k + ¢2)!/2, nous obtenons finalement, en ajoutant
Q2.71) et (2.72),

NG

2. A
(2.73) roYE

|Cov( fi (Sk—j—1) Xie— 1 X))

IIA

I i
n! z:1 (@; A @g)+AM(n — k + )73 zl 4(®; A 9g)
9= 9=

+A(m—k+ &) oy -

Pour conclure cette partie de la majoration, regardons maintenant ’erreur
commise en remplagant JE( £}’ (Sg—;— 1 NE(Xi—; X ) par E(f (Se—1 NEXG—:X5).
Comme dans (2.49), nous écrivons:

(2.74) V(Sk—1 — f1 (Sk—j—1)) = Sj;l (S Sk—m) — I (St=m—1)) -

Afin d’évaluer les termes de la somme glissante, on applique (2.50). Le reste
Ry se majore a I’aide de (2.52). Pour majorer les termes principaux, on utilise
fa décomposition (2.54). Avec les notations de (2.56) et (2.60), nous sommes
alors ramenés aux majorations de |Cov(S, X;—n)| et de |Cov(S’,X;_»)|. Comme
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auparavant, il suffit alors d’appliquer le lemme 1 et (a) du lemme 7 pour
obtenir la majoration suivante:

/i

2.
1) dem

lCOV( /”(Sk m— I)Xk m)|

!
SMn—k+) " Y @pmt(—k+&) 0o,
p=m+1

pourvu que 4 = M et ¢ = 1. En ajoutant (2.52) et en sommant sur m, nous
en déduisons que

(2.76) A\C/‘J_M B S (Se—1 = f' St jm1 )]

!
S JM(n—k+) Y g+ jn—k+ ) oy
g=1

En multipliant ’inégalité (2.76) par P'inégalit¢ (2.1), puis en notant que

ng(pq § ((DJ A QDq) et j(Pj(Pl+1—j é l(p1+[1/4], il vient:

(2.77)
\/_

o IECS (Sk—j=1) = & (Sk—1 DEXGe— i X2

< AM(n —k + &%) z](w,wq)M(n_kﬂ )" 014 -
=

Pour finir, nous ajoutons (2.77) a (2.73), ce qui donne:

(2.78) C\Z{Z IECSE Sk 1)Ko Xa) = B (Se—1 DEXG—1 X0

IA

i !
n! 21 (@; Npg) +AM(n —k + e2) 32 S+ ;A og)
q= g=1

+ A —k+ ) Py .

Nous revenons alors a f.(Sx—;) — f1(Sk—j—1) & I'aide de la formule de Taylor
(2.48), ce qui donne:

(2.79)

\/'
CcM?

<n! zl (@7 A @) +A(n — k + &%)~ z (G +a)e, A oy)
7= g=1

(S 1(Sk—) = SlSkmjm1 DXi) = BCFE (Sem 1) EXG— X )|

+ A —k+ )Y o1 -

Afin de revenir a D; nous devons encore majorer IE(f 2 (St—1-1)Xx) d’une
part et le produit IE(f}/(Si-1))E;>1E(Xe—;Xx) d’autre part. Majorons le
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premier terme. En appliquant le lemme 1 et ensuite (a) du lemme 7 avec i = 1,
(2.80)
B3 (Sk—1- )X £ 2M1 1 B(gr1 (Sk—1-1))
< 2CMn Vi (A(n —k+ )72 1)

Pour majorer le second terme, notons en premier que, d’aprés (a) du lemme
7, sous I’hypothese de récurrence,

IE(/{(Si-1))| < Cn~" + CAn P(n —k + )~/

Secondement, d’apres (2.1),

n
S EXG_ i X0)| < 2M* Y @, .
j=1 p=I+1

Donc
(2.81) IE(fY (Se=1))] Z [E(Xy- %)
j>1
< O U~k + AP Y
p=I+1

En sommant (2.79) sur les entiers j dans [1,/] et en ajoutant (2.80) et
(2.81), nous obtenons:

(2.82)

n n
C\j{;ﬂDkl = ¢’l+n_1/2 lel(pp—i-n_l Zlq(pq+A(n—k+82)‘1/2
p=i+ 9=

<l¢1+1/4]+ Z (Pp) +A(n—k+ &) 3/224@ ;

b=

ou ! = I(k) =[vn—k]. Pour conclure, nous devons sommer (2.82) sur les
entiers & compris entre #n — [r/3] et n. Notons d’abord que

Z Pk = Z(l +20)e;

k=n—[n/3]
et que
S & —12 5 PPy “
n > Y. @ =n > T <2 pop
k=n—[n/3] p=I(E)+1 k=n—pnp31 pm1 R +1 7 05

Par conséquent
(2.83)

M:

1A

n n n
> (q)l(kﬂr"m > <Pp+n_lzq(l)q> 55 (+9)e,.

k=n—[n/3] p=lk)+1 g=1
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Les autres termes sont dominés, a une constante prés, par Ay(n,e). Regardons,
par exemple, le terme

n

. n
STo(n—k+eHTE T g,
k=n—{n/3] p=Ik)+1
En intervertissant les sommations, nous obtenons:

2

n n n po=1 .

(2.84) Y n—k+E) Y =Y 0 X (g

k=n--[n/3] p=Ik)y+1 p=1 q=0
Or,sie =1,

i 2N—172 2(1+ p*)

> (g+¢) <oAVprre Ve 1) £ e

4=0 PP+ é
et donc

7 4

(2.85) S n—k+E)y N 9y £ 2(ne).

k=n—[n/3] p=I(k)+1

Les deux autres termes se traitent de fagon similaire. Nous avons donc établi
que

(2.86) S 1Dl £ CMA R0 1) + )
k=n—[n/3]

En ajoutant (2.28) et (2.45) a (2.86), nous obtenons alors une inégalité
analogue pour la quantité Ezzn_[m]{ALk( fi)l. Pour conclure la preuve de la
proposition 1, il suffit alors de sommer ’inégalité (2.26) en k et de I’ajouter.

Amnexe A: Suites causales faiblement dépendantes
Dans cette annexe, nous montrons le corollaire 1. Ce corollaire est une
conséquence immediate de I’évaluation suivante des coefficients (¢,),=0.

Lemme 8. Sous les hypothéses du corollaire 1, pour tout entier I dans [0, p],
¢p < 40,1 + 12IE(wn(Up, 20;) A 1) .

Preuve. Nous devons majorer o(F— , (X, Xp,, Xp,)) pour p3 > pr > py 2
k. Clairement nous pouvons nous ramener & & = 0 par une translation des in-
dices. Soit / < p. Nous allons d’abord remplacer (X,,,X,,,X,,) par le vecteur
aléatoire obtenu en oubliant les variables (g;);<—;. Pour m = 0, nous posons

donc

Unt = F(em—jlp—jz—1 : J € Z) et Xp; = H(Un,1) — E(H(Uy)) .
En appliquant (1.6), il vient:
(A1) [Unt = Un| =61
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Donc

(A2) VH(Un,1) — H(Un)| < 05(Un,1,01) A 05U, 61) .

Soit f une fonction de IR* dans [0, 1], lipschitzienne de rapport un. D’aprés
(A2),

3
|f(XP1’XP2’XP3) - f(Xpl,l’sz,l’Xp3,l)| é Z] (a)H(U,‘,l: 51) A 1) .
i=

Par conséquent

(A3) ||]E(f(Xp19Xp25Xp3) - f(Xpl,lssz,laXp3,l)|d)”oo
3
< ;”IE(CUH(U}%I’ 61) A1t )l|oo -

Or les variables wy(Up,1,0;) A1 sont mesurables pour la tribu 4_; = o(ey :
m = —1) et & valeurs dans [0,1]. Puisque la suite (& );cz est uniformément
mélangeante, il en découle via (1.3) que

IE(0x(Up,.1,01) A1t Moo £ 0p—1 + E(@p(Up,1,61) A1) .

Enfin, en appliquant a nouveau (A.1), on note que wy(Upy,01) £
3wy (Uy;,207), ce qui, avec les deux inégalités précédentes, implique que

(A4) ||IE(f(Xp17Xp2=Xp3) - f(XP1,l=Xp2J’XP3J)|'£{)||00
< 30, + OF(wx(Up,26) A 1).

Dans un second temps, nous appliquons a nouveau (1.3) a la variable ¥_;-
mesurable (X, 1,Xp,.1, Xp;,1)- Ainsi

(AS) HIE(f(Xp1,l:sz,l:ng,,l)) - IE(f(Xpl,lasz,lyXp:,',l)l‘M)HOO é 0}7—1 .
Enfin, pour revenir & IE( f(X,,,Xp,,X,;)), on note que, d’apres (A.1) et (A.2),

3
lf(Xpl’szaXp3) - f(Xpl,lasz,lﬂXP3,l)| § ;(wH(Upiaél) A 1) s

ce qui assure que
(A.6)
|]E(f(Xp1:Xp23Xp3 )) - IE(f(Xpl,lasz,l,Xp3,l))t é 3IE(('0H(U07251) A 1) .

Pour obtenir le lemme 8, il suffit alors d’ajouter (A.4), (A.5) et (A.6).

Annexe B: Processus linéaires a innovations discrétes

Dans cette annexe, nous montrons (1.10). Posons Up ; = E’;:O Ypé— p. Alors

(B.1) Sk= Y, v et 0= Uy— Uy < 0 ps.
pzk+l1
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Donc, pour tout x dans IR,

(B.2) P(Up € Ix — 20, x +20¢]) < P(x =30, < Upp £ x+258).
Soit (by,...,b) élément quelconque de {0,1}%*!. Clairement

(B3) P(so = bo,...,6 = b) < (1—5)".

Donc, pour majorer la probabilité que Uy, tombe dans un intervalle donné, il
suffit de minorer 1’écart minimal entre les points de la forme E’;:pr by,. Soient

donc (bg,...bx) et (B),...,b}) deux €léments distincts de {0, 1}, Soit j le
plus petit entier tel que b; +5}. Si, par exemple &} = 1 et b; = 0, alors

k fore)
S by = by Z Y= 2 - Y Wt
p=0 p=0 p=j+1 p=j+1

car Oy = Xpzi41¥p. Or, d’aprés (1.8), Yo 1Y S ), et done

(B4) S bl — 3 tpby 2 6

Par conséquent, les points de la forme E’;:prbp sont écartés de O, au moins.
1l sufhit alors d’appliquer (B.2)—(B.4) pour obtenir (1.10).
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