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R6sum6. Nous 6tendons la m6thode de d6monstration du thdor~me de Berry- 
Esseen propos6e par Bergstr6m aux suites de variables al6atoires faiblement 
ddpendantes. En particulier, nous montrons que, pour les suites stationnaires 
de variables al6atoires r6etles born6es, la vitesse de convergence dans le 
th6or~me limite central en distance de L6vy est de l'ordre de n -1/2 d6s que 
la suite (Op)p>O des coefficients de mdlange uniforme satisfait la condition 
~p>opOp < oo. 

About the Berry-Esseen Theorem for weakly dependent sequences 

Abstract. We extend the method of Bergstr6m for the rates of convergence 
in the central limit theorem to weakly dependent sequences. In particular, we 
prove that, for stationary and uniformly mixing sequences of real-valued and 
bounded random variables, the rate of  convergence in the central limit theorem 
is of  the order of r/-1/2 as soon as the sequence (Op)p>O of uniform mixing 
coefficients satisfies }]p>opOp < oc. 

Mathematics Subject Classifications (1991): 60 F 05 

Introduction 

Dans cet article, nous 6tudions la vitesse de convergence dans le th6or6me lim- 
ite central pour des suites de variables al6atoires r6elles faiblement d6pendantes. 
Nous consid6rons done une suite (X~.)icz de variables al6atoires r6elles centr6es 
et de variance fmie. Posons S, == X1 + . . .  + X~ et V~ = Var S~. Quand les vari- 
ables X/ sont ind6pendantes et 6quidistribu6es, Vs converge en loi vers la 
loi gaussienne standard. I1 est alors naturel de chercher/t 6valuer la vitesse/i  
laquelle cette convergence a lieu. L'une des distances les plus courantes pour 
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estimer la vitesse de convergence est la distance uniforme entre les fonctions 
de r6partition. Si Y est une variable al6atoire gaussienne de loi N(0, 1), nous 
poserons donc 

(I.1) IIn = sup IIP(Vs < x) - IP(Y < x ) l .  
xCN_ 

Pour los suites de variables al6atoires ind@endantes, le th6orbme de Berry- 
Esseen donne une 6valuation de [In en fonction de la somme des moments 
cubiques absolus des variables Xi. Par exemple, quand les variables X/ sont 
6quidistribu6es, 

(I.2) II~ =< 41E(IX 113)n -1/2 . 

[voir Esseen (1945)]. Nous renvoyons/l Petrov (1975) pour des estimations de 
II~ sous des hypoth6ses de moment sur [Xll plus faibles et fi Zolotarev (1990) 
pour une revue des r6sultats connns dans le cas ind6pendant. La m&hode clas- 
sique pour obtenir (I.2) est la m6thode des fonctions caract6ristiques. Cepen- 
dant, il est possible de montrer (1.2) sans utiliser la fonction caract6ristique de 
S~: en modifiant la m6thode de Lindeberg (1922), Bergstr6m (1944) a montr6 
(I.2) par r~currence surn. Bergstrgm (1945) et Sazonov (1968) ont ~tendu cette 
m6thode aux vecteurs al6atoires. Enfin BergstrSm (1972) a 6tendu la m6thode 
de Lindeberg au TLC pour les suites triangulaires uniform6ment m61angeantes, 
mais il n'a pas donn6 de vitesses de convergence. 

Les r6sultats connus pour les variables d6pendantes sont de diff6rentes 
sortes. Une premi6re g6n6ralisation possible est l'extension aux accroissements 
de martingales. Dans ce cas, en 6tendant la m6thode de Bergstr6m (1944) aux 
martingales, Bolthausen (1982a) a donn6 les vitesses de convergence optimales 
sous certaines hypotheses de variance conditionnelle des variables. Par exemple, 
un conlr61e des moments cubiques des variables conduit fi une vitesse de con- 
vergence de l'ordre de n -I/4. Quand les variables sont uniform6ment born6es, 
la vitesse de convergence est de l'ordre de n-1/21og n. De plus, Bolthausen 
(1982a) montre sur des exemples l'optimalit6 des vitesses obtenues dans le 
cadre o/l il se place. Par cons6quent les techniques de martingales ne permet- 
tent pas d'obtenir des vitesses de convergence en O(n -1/2) dans le TLC. 

Une seconde extension possible est l'extension aux cha]nes de Markov. 
Soit (~i)iG~ u n e  cha~ne de Markov Harris-r~currente et stationnaire. Bolthausen 
(1982b) montre que la vitesse de convergence dans le TLC est li6e g l'int6gra- 
bilit6 des temps de r6g6n6ration de Ia cha~ne [voir Nummelin (1984) pour une 
d6finition des temps de r6g6n6ration]. En particulier, si X / =  f(~i) pour une 
fonction f born6e et si les accroissements des temps de r6g6n6ration ont un 
moment cubique fini, alors II~ = O(n-1/z). De plus Botthausen (1980) montre 
que cette condition d'int6grabilit~ sur les temps de r6g6n6ration est satisfaite 
quand les coefficients (Op)p>0 de m61ange fort au sens de Rosenblatt (1956) 
de la suite (~i)i~z satisfont la condition de sommabilit6 

(I.3) ~ pop < oo. 
p>0 

De plus, si la condition (I.3) n'est pas v~rifi~e, les moments cubiques des temps 
de r6g6n6ration de la chaSne peuvent &re infinis. La vitesse de convergence 
dans le TLC n'est alors plus en O(n-t/2). La vitesse de convergence darts le 
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TLC pour les cha~nes de Markov est donc li6e ~ la vitesse de convergence des 
coefficients de m61ange fort vers 0. 

Une question naturelle est d'6tendre ces r6sultats sur les cha~nes de Markov 
aux suites fortement m61angeantes. Dans ce cas, pour les suites stationnaires 
de variables al6atoires born~es, Ibragimov et Linnik (1971) ont montr6 le TLC 
sous la condition minimale 

(I.4) ~ C~p < o o .  

p>0 

Sous la condition de malange C~p = O(n 1 ~), qui interpole entre (I.3) et 
(I.4), Rio (1995) a montr6 que IIn = O(n ~/2) pour les suites stationnaires 
et fortement m61angeantes de variables al6atoires bornaes, pourvu que c~ < 
( - 1  + x/5)/2. Mais il obtenait seulement IIn = O(n -l/s) sous (I.3). 

Pour obtenir des vitesses de convergence plus rapides, de nombreux auteurs 
ont utilis6 la m6thode propos6e par Stein (1972). Dans le eas ind@endant, 
GStze (1991) a appliqu6 cette m6thode aux vecteurs alaatoires et a dorm6 
des vitesses de convergence optimales ainsi qu'une d6pendanee en la dimen- 
sion en k 1/2, amdliorant ainsi des r6sultats antdrieurs de Bentkus (1986) et 
de Nagaev (1976). Darts le cas d6pendant, Tikhomirov (1980) montre que 
pour des suites stationnaires g6om6triquement m61angeantes de variables ayant 
un moment d'ordre quatre fini, IIn = O(n -1/2 log n). Malheureusement ni cette 
m6thode ni la mathode de Bernstein [voir Zuparov (1991) pour une application 
de cette m6thode aux suites faiblement d@endantes] ne permettent d'obtenir 
une vitesse de convergence en O(n -1/2) dans le TLC pour les suites faible- 
merit d6pendantes. Aussi les meilleures vitesses de convergence connues pour 
les suites de variables al6atoires fortement ou uniform6memt m61angeantes sont 
de la forme O(n-1/2(logn) ~) avec fl > 1, et ces vitesses sont atteintes seule- 
ment quand les taux de m61ange sont g6om6triques. Enfin, pour des suites avec 
d6croissance g6om6trique de la d6pendance, GStze et Hipp (1983) ont 6tudi6 
les d6veloppements asymptotiques de la fonction de r@artition de Sn. 

Dans cet article nous 6tudions donc la vitesse de convergence dans le 
TLC pour les suites uniform6ment m61angeantes. Nous montrons que, pour 
les suites stationnaires de variables al6atoires bom6es, de suite de coefficients 
de m61ange uniforme (Op)p>O, II  n = O(n -1/2) dbs que ~p>OPOp < o% pourvu 
que limn V~ = +oo. La m6thode utilis6e pour obtenir ce r6sultat est une exten- 
sion de la m6thode de Bergstr6m (1944) aux suites faiblement d@endantes. 
Nous obtenons ce r6sultat comme consaquence d'un th6orbme plus g6n6ral qui 
s'applique aussi ~ certaines suites non fortement m61angeantes. 

1. D6finitions et r6sultats 

1.1. Une nouvelle mesure de d@endance 

Afin d'6noncer un r6sultat sur les vitesses de convergence s'appliquant aussi 
/t certains processus faiblement ddpendants mais non m~langeants, nous allons 
introduire une nouvelle mesure de la d6pendance entre une sous-tribu ~ de 
(fl, Y ,  IP) et une variable al~atoire X ~ valeurs dans un espace m6trique (&r, d). 
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D6finition. Notons A(X,d)  l'espace des fonctions de (YC, d) dans [0,1] lips- 
chitziennes de rapport un. On pose 

(1.1) r p ( J , X )  = sup {IIE(f(X)I~r  lE(f(X))l too.  
fcA(,~,d) 

Soit q0(sg,~) le coefficient de m61ange uniforme au sens d'Ibragimov 
(1962) entre les sous-tribus d et N'. Si 5~ = IR est muni de la distance 
usuelle, 

(1.2) sup q)(s~C, l lB)= q0(sg, N ) ,  
BC~ 

ce qui justifie la notation (1.1). Enfin, si X est une variable al6atoire r6elle 
~-mesurable, 

(1.3) ~o(~r <= ~o(d,~). 

Nous allons maintenant d6finir les coefficients (q0p)p > 0 de d6pendance uniforme 
d'une suite (Xi)i~z de variables al6atoires r6elles ainsi. 

D~finition. Soit .~k la tribu engendrde par les variables (Xi )i<=k. On munit IR 1 
de ta distance associ~e fi la norme Ilxl]oo = suPi~[l, qlx~ I. On pose q~o = 1 et 

(1.4) q)p = sup q)(~k,(Yk+pl,Yk+p2,Yk+p3)) pour p > O. 
kC~ 

P<Pl <P2 <P3 

Nous sommes maintenant en mesure d'6noncer le thdorbme principal, 

Th~or~me 1. Soit (Xi)icz une suite stationnaire de variables al~atoires r&lles 
centrdes et bornOes par M. Supposons que la suite (q)p)p>O de coefficients de 
d@endance uniforme de (Xi )i~z satisfait 

(a) ~ p~Op < oc. 
p>0 

Soit II, l'dcart uniforme ddfini par (I.1). Si lim sup, Vn = co, alors IIn < 
AIn -1/2, la eonstante A' d~pendant uniquement de la suite des coefficients de 
d@endance uniforme, de la borne M des variables et de I'Ocart-type asympto- 
tique a = limn(Vn/n) 1/2 des variables S~/x/-n (voir (2 .2 ) - (2 .4 )pour  l'existence 
de a). 

Les coefficients ((Pp)p>O sont majores  par les coefficients de m~lange uni- 
forme au sens d'Ibragimov. Donc le th6orbme 1 s'applique aux suites uni- 
form6ment m61angeantes. Mais les coefficients d6finis par (1.4) fournissent 
aussi des r6sultats pour certaines suites non m61angeantes: soit (U~)icz est le 
processus autor~gressif d'ordre un d6fini/~ partir d'une suite (ei)iE2~ de variables 
i.i.d, de loi de Bernoulli par U / =  ~j>=oaJei_/ avec a dans ]0,t[ et X~- = llu~__<t. 
La suite (X/)~cz ainsi d6finie n'est pas fortement m61angeante et donc afortiori 
pas uniformdment m61angeante, mais le th6orbme 1 s'applique encore, comme 
le montre la section ci-dessous. 
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1.2. Application aux suites causales faibtement d@endames 

Soit (ej) j6e une suite de variables albatoires ~t valeurs dans [a,b] N IR, avec a 

et b dans ItS. La suite (Ui)ic~ est d6finie par 

(1.5) gi = F(ei_j : j E N) , 

off F est une fonction mesurable bom6e (une telle suite est appei6e weakly 
dependent shift clans la terminologie anglo-saxonne). 

Notat ion.  Pour  toute suite (ui)i>o de nombres r6els et tout entier naturel k, on 
k = uilli__<~ et on pose d6finit la suite (uki)i>o par u i 

(1.6) 6k = sup{IF(ui: i ~ N) - F ( @ i  E N)J: (u i ) i~  C [a ,b]N}.  

Le corollaire suivant se d~duit du th6orbme 1 [voir annexe A]. 

Corollaire 1. Soit (ej )j~e une suite de variables aldatoires r4elles, stationnaire, 
de suite des coefficients de mdlange uniforme (Op)p>=O telle que 2p>=OpOp < oo. 

Soit H une fonction born& sur ]R et (Ui) i~  la suite d4finie par (1.5). 
Posons Xi = H ( U , . ) -  1E(H(U/)). Supposons que limsupn Vn = oo. Alors la 
suite (X,)ice satisfait les hypoth&es et les conclusions du th4orOme 1 si 

(1.7) ~ plE(o)H(Uo,2@)) < oc, 
p>0 

o7) ~oH(x, t/) = suply_~l__<, IH(y) - H(x)j d&igne la fonction d' oscillation max- 
imale de H. 

Donnons maintenant deux applications du corotlaire 1. 

Exemple 1. Soit (ei)i62~ une suite de variables al6atoires inddpendantes de loi 
de Bernoulli de param~tre s dans ]0,1/2]. Soit (Yp)p>O une suite d6croissante 
de r~els tels que 

(1.8) 0 < Yp+l <~ 7p/2 pour tout p > 0 .  

D6finissons les variables Ui par 

(1.9) U,. = ~ Yjei-j. 
j>0  

Dans ce cas 6k = 2p>kYp convient dans (1.6). Soient H(x) = llx<, et X / =  
Ui - IE(H(U,-)). Alors (oH(u, 2ap)  = ~l,-,r <2%. Par consequent la majoration 
suivante de la concentration maximale de la loi de U0 implique (1.7): pour 
tout entier naturel k, 

(1.10) sup IP(x-26~ <= Uo <= x + 2 6 k )  =< 5(1 - s )  k+l . 
xdR 

(Nous montrerons (1.10) dans I 'annexe B). Regardons maintenant le processus 
autor6gressif d 'ordre un d6fini par 

(1.11) Ui =aUi-1 +el = ~ aJsi j .  
j>o 
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Quand a est clans ]0,1/2], (1.10) s'applique directement. Supposons maintenant 
que a est dans ]1/2,1] et consid6rons le plus petit entier positif l tel que 
a l ~ 1/2. On se ram~ne au cas pr6c~dent en d6composant Uo ainsi: 

l--1 1--1 
u0 = 2 a r 2   ZJ - -Zj = 2 a Cro, . 

r=0 j ~ 0  r=0 

Comme les variables U0,r sont ind6pendantes, 

(1.12) sup 1P(x-26  < Uo = < x + 2 6 )  < suplP(x-2c5 < U0,o < x + 2 6 ) .  
xC~. x~N 

Or Uo,o satisfait (1.8) et (1.9). Doric la suite (U/)icz d6finie par (1.11) v6rifie 
(1.7). 

Exemple 2. Soit (ei)i~z une suite de variables al6atoires r6elles born6es sta- 
tionnaire et uniform6ment m61angeante au sens d'Ibragimov, de suite de coef- 
ficients de m61ange uniforme (Op)p>=O telle que Np>=O pop < oc. Consid6rons 
une suite (Tp)p6~ de coefficients r6els absolument sommable et d6finissons 
la suite (U/)icz par (1.9). Soit c~ dans ]0, 1] et H une fonction num6rique 
ct-h61d6rienne telle que IH(x)- H(y)[ <= ] x -  yl ~ pour tout couple (x ,y)  de 
r6els. Alors coLr(x, 6)_-< 6 ~ et (1.6) est satisfaite avec 6k : ll~olt~2p>klTpl. 
Par cons6quent la condition (1.7) est satisfaite pour toutes les valeurs de c~ 
lorsque les coefficients (Tp)p__>0 d~croissent g~om6triquement en valeur absolue. 
Notons que, si la fonction H est lipschitzienne, la condition (1.7) sera satisfaite 
d6s que ~p>=o P2typl < 00. 

2. Preuve du th6or~me principal 

Nous allons en premier donner quelques propri6t~s 616mentaires des coefficients 
de d6pendance uniforme. La premiere est l'in6galit6 de covariance suivante. 

Lemme 1. Soit X une variable al~atoire gz valeurs dans (Y(, d). Si g est dans 
A(X,d),  et si Y est une variable aldatoire rdelle d-mesurable et intdgrable, 
alors 

ICov(Y,g(X))l _-< ~(o~,x)~( IYI) .  

En particulier, si les variables Xi sont bom6es par M >__ 1, 

(2.1) ]Cov(Xi,Xj)l < 2M2qOli-j] 

(pour montrer (2.1), appliquer le lemme 1 avec g(x) = ((x + M ) / 2 M )  + A 1). 
Par cons6quent, si les variables X~ sont bom&es, l'hypoth~se (a) du th6or~me 1 
assure que 

(2.2) ~ ItCov(Xo,Xt)l < e~. 
tEN 

Posons a 2 =  EtEz Cov(X0,Xt). Puisque 

(2.3) Vn = VarSn = no "2 - ~ (n A ttl) Cov(X0,Xt), 
tC2Z 
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(2.2) entra]ne l 'alternative suivante [voir par exemple Bradley (1985)]. Soit 
(r = 0, auquel cas la suite (Vn)n > 0 est bom6e, soit a 4:0 et alors 

(2.4) lim (na2) -1Vn = 1. 
n ---+ c x 3  

En particulier, sous les hypothbses du th6or~me 1, nous sommes dans le second 
cas. Quitte fi renormaliser les variables on peut alors se ramener h cr = 1. Soit 
Vk = Vk -- Vk-a. Sous (2.2), avec la normalisation propos6e, Vk converge vers 
1 quand k tend vers l'infini. Aussi le th6or~me 1 est un corollaire du th6orbme 
suivant, qui s 'applique aussi aux suites non stationnaires. 

Th6or~me 2. Soit (X~)i~e une suite de variables aldatoires rdelles centrdes et 
bornOes par M, v~rifiant I'hypothkse (a) du th~orOme 1. Posons Vk = V~ - 
Vk-1. Si 

(b) vk >= 1/2 d partir d'un certain ran9 no, 

alors 1-In < An 1/2, la constante A d@endant uniquement de la suite des co- 
efficients de ddpendance uniforme, de la borne M des variables et de no. 

Preuve. Pour majorer Fin, nous allons proc6der par r6currence. Nous raisons 
donc l 'hypoth6se de r6currence suivante au rang n: 

2/f(n) Ilk <= Ak 1/2 pour tout k < n .  

Nous allons majorer Fin en reprenant la m&hode propos6e par Bergstr6m 
(1944). Le premier pas est de r6gulariser la fonction de r@artition. Soit donc 

qS~(x) = (2n)-1/2e-1 exp( -x2 /2e  2 ) 

le noyau gaussien d'6cart-type e. On pose 4 ) =  ~bl. Le lemme suivant, dfi 
Bergstr6m (1944), permet de r6gulariser Sn. 

Lemme 2. Soit F et G deux fonctions de r@artition. On suppose que G a 
une densit~ uniform~ment major~e par B. Si I]F - GIIc~ > 2xB, alors 

II(F - G)  �9 ~ 1 1 ~  --> ZXB 3 f q~(v)dv - 1 pour  tout  ~ > 0 .  
0 

Le pas suivant est de d6composer le terme d'erreur/~ l 'aide de la m6thode 
de Lindeberg. Afin de majorer les erreurs 616mentaires, nous utiliserons souvent 
le lemme suivant [voir Bolthausen (1982a)]. 

Lemme 3. Soient F et G deux fonctions de r@artition, et X et Y deux 
variables aldatoires de fonctions de rdpartition respectives F et G. Alors, pour 
toute fonction f de variation totale V ( f )  bornOe, 

sup[1E( f (X+a) ) [  < liE G [ l c ~ V ( f ) + ] l f  , a ' t loo .  
aE1R 

Nous utiliserons aussi le lemme de saturation suivant. 
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Lemme 4. Soit Om l'opdrateur qui gt toute fonction g associe SUpy~[_M,M] 
9( " -- Y). Pour toute fonction g continue et ~ variation bornde, OM �9 9 est gt 
variation bornde, et 

(a) V(OM'g)  <= V(g).  

De plus, si g est intkgrable, 

(b) f Ou" g(x)dx < f g(x)dx + M V ( 9 ) .  

Preuve. Puisque g est /t Variation born6e g = gl - 9 2 ,  les fonctions gl et g2 
6tant croissantes et telles que V(g) = V ( g l ) +  V(g2). Clairement 

OM �9 g(x) + 92(x - M )  - g z ( x  -]- y - M )  

< O M ' 9 ( x + y )  < O M ' g ( x ) + g l ( x + y + M ) - g I ( x + M ) ,  

ce qui montre que la variation totale de OM �9 g est major6e par V(91) + V(92). 
Pour montrer (b), il suffit d'int6grer en la variable x l'indgalit6 suivante: 

OM" g(X) <= g(X) § (gl(X + M )  - g l (x))  -t- (g2(x) - g2(x - M ) ) .  

2.1. La mdthode de Lindeber 9 

Dans la suite, M > 1. Notons d'abord, que d'aprbs l'in6galit6 (2.1), 

k--1 
(2.5) Ivkl =< 4M 2 ~ ~Op, 

p=0 

ce qui assure que la suite (Vk)k>0 est born6e. 

Notat ion.  On pose A k ( f )  = IE(f(S~_I  + X k )  -- f (Sk -1  q- Yk)). 

Soit (Y/)i_->n0 une suite de variables aldatoires gaussiennes inddpendantes 
centr6es avec Var Yk = vk. Soit Y une variable al6atoire gaussienne standard, 
ind6pendante des variables ci-dessus, e &ant un param~tre que l 'on choisira 
ult6rieurement, on pose 

Tk, n = eY + ~ Yi et T,,, = eY.  
i=k+l  

Soit H ( x ) =  llx>=oetf~(x)= I E ( H ( y - x -  Tk, n)). On note Fz la fonction de 
rdpartition de la variable aldatoire r6elle Z. Clairement 

Fs.+~r(y) - Fs.o_l+r.o_l,.(Y) = ~ Ak ( fg ) .  
k = n  0 

Nous allons maintenant majorer Ak( f k )  en fonction du maximum de la 
d6fivde cubique de fk. Pour finir la majoration, nous utiliserons la majoration 
suivante des d6riv6es de fk. La preuve est facile et sera donc omise. 
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Lemme 5. Sous les hypothkses du thkorOme 2, fk a des ddrivdes continues 
tout ordre et, pour tout k > no et tout i > 0, 

xEIR 

En adaptant la m6thode utilis6e par Rio (1995) pour les suites fortement 
m61angeantes, nous obtenons la borne suivante sur Ak(f) .  

Lemme 6. Soit f une fonction trois fois contin~tment ddrivable. Si M >= 1, 

k-1 
IAk( f ) t  < 13M31lfmlloo ~ (1 + p)%. 

p=O 

Preuve. Clairement A k ( f )  = Al ,k(f )  -- A2,k(f), off 

Uk I t  
A l , k ( f )  = IE(f(Sk l + X k ) ) -  I E ( f ( S k - 1 ) ) -  - f l E ( f  (Sk-1)) 

et 
Vk /z 

Az, k( f )  = IE(f(Sk-1 + Yk)) -- IE(f(SI,_I)) - --flE(f (Sk-1)).  

Le lemme 6 d6coule donc des estim6es suivantes: 

k-1 
8~r sup IIE(f"'(Sk_l + a)) I ~ (1 + p)qOp (2.6) IA2'k(f)l ~ 3"~/3 aE~ p=0 

et 

k--1 
(2.7) ]Al,k(f)l  < 8M311f'"lh~ ~ (1 + p)qOp. 

p=0 

Pour montrer (2.6), appliquons la formule de Taylor int6grale /t l'ordre 
trois: 

y:  
f (Sk-1  + Yk) -- f(Sk-1) -- f ' (Sk - l )Yk  - L~-f"(Sk-1) 

Z 

- ~ -  f ( 1  - t)2f'"(Sk_a + tYk)dt .  
0 

En prenant l'esp6rance dans cette 6galit6 et en notant que Y~ est ind6pendante 
de Sk-1, nous obtenons: 

(2.8) [/X2,k(f)l < 2 .3/2 = 3 , / ~  vk a~sup liE(fro(&_1 + a)) I 

2 .3/21/z.tzt -< 
- -  3 V / ~ v k  ttJ  
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Pour majorer vk, nous allons appliquer l'in6galit6 de H61der: puisque (Op __< 1, 

k-1 k-1 
@p ~ ~ ((1 -~- p ) e p ) 2 / 3 ( 1  -~ p)--2/3 

p=0 p=0 

( k--lp=o P)(PP)) < \E((1 + 

Done, en appliquant (2.5), 

2/3 k--1 ) 1/3 

(2.9) ~ < 8M3 ~ / 6  p~--0 (1 + p)(pp. 

ce qui ach~ve la preuve de (2.6). 
Pour montrer (2.7), appliquons la formule de Taylor/~ l'ordre trois: 

(2.10) 
f ( S k )  - f ( S k -  1 ) ' l g'llt'C~ , V 2  I ,FIll{ c~ O X  k ) X  3 ' = f ( S k - 1 ) X k  -}- g y  ~.Ok-lJAk -c ~ j  I.~k--1 @ 

avec 0 dans [0,1]. Puisque IXNI <= M, 

(2.11) If'"(&-1 + OXk)X31 <= M3lpf"'II~. 

Nous devons maintenant estimer les termes d'ordre tm et deux. Clairement 

k--1 
(2.12) Cov(f"(sk_~),x~, ) = ~ Cov(f"(si)-  f"(si_t),x~). 

i=1 

En appliquant le lemme 1 avec g(x) = (x A M)2 /2M 2 et en notant que f" (Si )  - 
f " (S i_~)  est ~/-mesurable, nous obtenons: 

(2.13) 
]Cov(f"(S~) - f '~(Si- ,  ),X2)I < 2M2~Ok-ilE(]f"(S~) - f " (S i -1  )1) 

<= 2M3 fpk_illfl"ll~ , 

En sommant (2.13) en i, nous en d6duisons que 

k-1 
(2.14) ICov(f"(Sk-1),X~)[ < 2M3]lf"'11~ E q)p. 

p= 1 

Pour estimer le terme d'ordre un, nous utilisons /~ nouveau l'argument de 
sommes glissantes. Clairement 

k--i 
f ' (Sk -~)Xk  = ~ ( f l (S i )  - f ' ( S i - 1 ) ) X k .  

i--1 

Afin de faire appara~tre la d6riv6e seconde de f ,  6crivons la formule de Taylor 
~t l'ordre deux: 

f ' ( S i )  f t ( S i _ l )  = tt q- -~ j  koi-1 -k - f (Si-1)X," , ,-1,,~ OZi)X2, 
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avec 0 dans [0,1]. Appliquons le lemme 1 avec ~ = ~ i ,  g = f m ( S i - l  + OXi)Xi 2 
et X = Xk, g(x) = (x + M) /2M.  I1 vient: 

(2.15) ICov(f t l t (s i_ 1 + OXi)Xi2,Xk)l < 2M3llf '"lloo(Pk-i. 

Nous sommes donc ramen6s fl l '~valuation de I E ( f " ( S i - l ~ i X k ) .  
Posons j = sup(0, 2i - k) .  Clairement 

IE( f "  ( Si-1 )XiXk ) = lE( f "  ( Sj )XiXk ) + IE( ( f "  ( &_ ~ ) - f "  ( Sj ) )XiXk ) . 

En appliquant ~t nouveau le lemme 1 et en notant que 

I ( f " ( S i - 1 )  - f"(sj))x t <__ (k - i -- 1 ) M 2 l l f " ' l l ~ ,  

il vient: 

(2.16) I lE((f"(Si_~) - f"(Sy))X~Xk)] < 2M 3 IIf'"lloo(k - i -  1)qok_,. 

Pour estimer l 'esp~rance de f " (S j )XiX~,  nous allons majorer Ia covariance de 
f " ( S j )  avec X/Xk. Clairement 

J 
Cov( f " (S j ) ,X iXk )  = ~ C o v ( f " ( S l )  - f " ( S l - 1 ) , X i X k ) ,  

/=1 

avec la convention que cette somme est nulle si j = 0. Appliquons le lernme 
1 avec ~r = ~-l et X = (Xi,Xk). Puisque les variables sont born6es par M, 
nous pouvons choisir Y' = [ - M , M ]  2. La fonction g(xi,xk) = (1 + M-Zxixk) /2  
est doric darts A(Y ' ,d ) ,  et 

(2.17) ] C o v ( f " ( & )  - f " ( & - l ) , X i X k ) l  

< 2M~cp~-ilE(If"(&) - f " ( & - l ) l )  < 2M3Hf"' l l~q~l-i  �9 

En regroupant ( 2 . 1 5 ) -  ( 2 . 1 7 ) ,  nous obtenons alors: 

(2.18) [Cov(S(Si  ) - S ( S i _ l ) , X k )  - IE(f"(Sj))]E(XiXk)] 

k--1 
<_ 2 M 3 H f m l l ~ ( ( k  - i)qgk_ i + ~ ~Pp), 

p--k--i 

avec la convention que Sp = 0 pour p < 0. Enfin, pour revenir & f " ( & - I  ), 
on note que 

I f " ( S j )  - f " ( S k - 1  )l < 2M(k  - i)llf"ll~, 

ce qui, avec (2.1), entra~ne que 

(2.19) IIE(f"(Sj)  - f " ( & - ~ ) ) I E ( X ,  Xk)l < 4M3Hf ' " l l~ ( k  - i)qgk i. 

En ajoutant (2.18) et (2.19) et en sommant sur i, nous avons donc: 

(2.20) 
k - 1  k--I 

I l E ( f ' ( & _ l ) X k )  - I E ( f " ( & _ ~ ) )  ~ IE(XiXk)I <= 8M3Hf '"I I~  ~ pqop. 
i=1 p = l  
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I1 suffit alors de regrouper la formule de Taylor (2.10) et les in6galit6s (2.11), 
(2.14) et (2.20) pour obtenir (2.7). Le lemme 6 est d6montr6. 

Revenons /~ la preuve du th6or6me 2. Nous allons commencer par ma- 
jorer Ak pour les petites valeurs de k. Supposons donc que k < n - [n/3], 
off [x] d6signe la partie enti6re de x. Pour i = 3, une application du lemme 5 
donne 

(2.21) I I !  Hfk [[~ ~ 4(zce)-l/2( n -- k -k ,$2) - 3 / 2  �9 

Donc le lemme 6 assure que, pour tout e > 1, 

n--[n/3]--  1 
(2.22) 

k = n  0 

[/kk(fk)l =< 40M3n -1/2 ~ (1 + p)(pp . 
p>0 

Nous sommes donc ramen6s fi la majoration des termes peu r6gularis6s. 
Pour ces termes le contr61e du maximum de la d6riv6e cubique de fk n'est pas 
suffisant pour majorer au mieux Ak(fk).  Pour am~liorer cette majoration quand 
k _-> n - [n/3], nous allons utiliser le proc6d6 d'acc616ration de la convergence 
de Bergstr6m (1944). 

2.2. Le  procOdO d'acc4ldration de la convergence de Bergstr6m 

Pous amdliorer les majorations des quantit6s qui sont apparues lors de la preuve 
du lemme 6, nous allons utiliser l'hypoth6se de r6currence ~ ( n ) ,  combin6e 
avec les lemmes 3 et 4. Cette m6thode conduit fi la majoration suivante pour 
les grandes valeurs de k. 

Proposition 1. Supposons que n > 6n0. Posons 

0(n,e) = ~ (1 +q2)~Oq et O(e) = lim O(n,e ) .  
q=O v/q 2 -k g2 n~+oa 

Alors il existe une constante universelle c > 1 telle que, sous ~ ( n ) ,  

~ IAk(fk)J < cM4(O(n, 1 ) + A O ( n , e ) )  <= c M 4 ( O ( 1 ) + A ~ ( e ) ) ,  
k = n  - In/3] 

pourvu que E > M et A > M > 1. 

Avant de d6montrer la proposition 1, nous allons finir la preuve du 
th6or~me 2. 

Fin de la preuve du thdorOme 2. Soit n > 6n0. En r6unissant (2.22) et la 
proposition 1, nous obtenons l'existence d'une constante positive K > M 
d@endant de M e t  de ~(1) telle que, sous ~ ( n ) ,  

IIP(Sn 4- eY <= x)  - IP(Sno--1 d- Tno 1,n ~ x)l <= Kn-1/2(  1 +A~p(e)) 

dbs que e > M e t  A ~ M (rappelons que M > 1 par hypothbse). De plus, 
il est facile de montrer que, si Tn est une variable al6atoire de loi N(0, Vn) 
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ind@endante de Y, alors 

I~P(&0_~ + r~0_~,~ __< x) - ~P(r. + ~Y < x)l =< C(n0M)2n < 

sous ;,~(n)i Par cons6quent, quitte 5~ modifier K, sous des contraintes identiques, 

sup liP(& + aY < x) - IP(T~ + aY =< x)l < Kn-1/2(1 + A ~ ( e ) ) .  
xEIR 

Revenons/t la fin de la preuve. Quand A > 6 ~ ,  l'hypothbse de r6currence 
est vraie au rang 6n0. Montrons alors que, pour n > 6no, l'hypoth6se 24~ + 1) 
est impliqu~e par ~ ( n )  si A est choisi convenablement. Appliquons le lemme 2 
avec A = 3~: 

Lx/2~ 2 
3 f ~ ( ~ ) d ~ - l _ > - .  

0 - - 7  

Donc, sous 24~(n), 
IIn < n-1/Z7K(1 §  

Comme n => 6n0, l'hypothbse (b) du th6orbme 2 assure que Vn > (n - n0)/2 > 
n/3 et donc la densit6 de Tn est uniform6ment major6e par n -1/2. Doric 
B = n 1/2 convient clans le lemme 2. Alors 

z5 = 7K(1 +Af t ( e ) ) /2 .  

Quand e varie de 1 ~ l'infini, ~ d6croit continfiment de 0(1) ~ 0. Doric 
l'6quation 2x = 3e, qui 6quivaut/t 

(•) ~ ' ( ~ ) = 5  ~ - ~  , 

a une unique solution e(A) dans [7K/6,+cx~[, et cette solution croit de 71s 
/t l'infini quand A d6crit ]0,+ec[.  Pour montrer que, pour A assez grand, 
• ( n )  implique ~f~(n + 1), il suffit donc de montrer qu'il existe A0 > 0 
tel que 3e(A) < A dbs que A > A0. Puisque e(A) d6croit vers 0 quand A 
tend vers l'infini, il existe A0 > 0 tel que 7KAO(e) < A pour A > Ao. Si 
A > sup(Ao, 7K, 6no), alors d'une part ~ ( 6 n 0 )  est satisfaite, et d'autre part 
3e(A) = A < A et l'hypoth~se .Z~(n) implique alors 24~(n + 1). Donc, par 
r6currence, 24~(n) est vraie pour n > 6n0. 

Preuve de la proposition t. Dans la suite, k > n - In~3]. Le lemme suivant 
donne des majorations des termes provenant de l'in6galit6 de covariance du 
lemme 1. 

Lemme 7. Supposons que n > 6n0. Soit i > 0, k > n - [n/3] et l entier dans 

[n/3, k]. Soit  9k, i = OM �9 [f~i)l. Alors, il existe des eonstantes universelles pos- 
itives ci telles que, sous l'hypoth~se de rdcurrence 2~(n) et avec les notations 
des lemmes 3 et 4, 

(a) sup IE(gk, i(S I + a))  < cin-1/2(A(n - k + 52) i/2 + (n - k + g2)(1-/)/2) 
a~lR 

pourvu que A > M, et 
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(b) sup IlE(f(ki)(Sl + a ) )  I __< cin-V2(A(n - k + e2)-i/2 + n(1-i)/2). 
aE1R 

Preuve. Appliquons le lemme 2 avec X = St et Y = TI. Puisque sous ~'~(n), 

[ t f*  a ' l l~  < Ilfllalla'[l~, 

(2.23) IE(gk, i(Sl + a)) <= AI U2V(glc, i ) + (27CUl) -1/2 f gk, i ( x )dx  . 
N. 

Comme n => 6n0 et l > n/3, l 'hypothbse (b) du th6or6me 2 assure que V1 => 
n/12. De plus, une application du lemme 4 donne 

f gk, i(x)dx ~ V( f ( i -1) )+MV(f~i ) )  et V(gk,~) <= V(f(kO). 
]R 

Or la variation totale d 'une fonction qui tend vers zero/ t  l'infini est major6e par 
le double de la somme des valeurs absolues des ses extremas locaux. Quand 
i > 0, comme les z6ros de f(i+l) k sont les z6ros d 'un polyn6me de degr6 i, 
nous en d6duisons que 

(2.24) V(f(k i)) ~ 2illf(k~ =< Ci(n - k + 82) -i/2 

par le lemme 5, Ci 6tant une constante ne d6pendant que de i. Enfin, si i = 0, 
V( f k )  = 1. En partant de (2.23) et en introduisant les in6galitds ci-dessus, 
nous obtenons donc: 

lE(gk, i (S l+a))  <= 2n-1/2(Ci(A+M)(n  - k +g2)-i/2 +Ci_i (n  - k + C ) ( 1 - i ) / 2 )  , 

ce qui 6tablit (a). 

Pour montrer (b), appliquons le lemme 3 a nouveau. 

(2.25) I]E(f(ki)(Sl+a))l < Al-1/Zv(f(ki))+ II(G. fk)(i+l)ll~o. 

En faisant porter les d6rivations sur G dans le produit de convolution et en 
notant que IIf~ll~ = 1, il vient: 

II(G * fk)<i--1)ll~ ~ IIG<i+l)lll ~ 2i sup IGCe)(x)l ~ C i ( 2 / V I )  i/2 , 
xEN_ 

ce qui, combin6 avec (2.24) et (2.25), implique (b). 
Appliquons maintenant (2.6) suivi de (b) du lemme 7 h A2,k(fk) .  Nous 

obtenons: 

(2.26) IA2,k( f k )l ~ 8~O(n, 1)M3n-1/2(A(n - k + ~32) -3/2 -}- n - l ) .  

Cette majoration est analogue /t celle obtenue par Bergstr6m (1944). Dans 
le cas des variables ind6pendantes, Sk-1 et Xk sont ind6pendantes, et donc 
IAl ,k(fk) l  se majore par la m~me m6thode. Malheureusement, pour les suites 
de variables d6pendantes, une application directe de la mdthode de Bergstr6m 
ne permet pas d 'obtenir une vitesse de convergence dans le TLC de l 'ordre de 
n -1/2. En effet, m6me sous des hypoth6ses sur l 'esp6rance conditionnelle et la 
variance conditionnelle de Xk sachant Sk-1, la formule de Taylor/ t  l 'ordre trois 
conduit h une vitesse de l 'ordre de n -1/2 log n pour des variables uniform6ment 
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bomdes [voir Bolthausen (1982a)]. Cette remarque justifie un ddveloppement 
/t l 'ordre quatre pour les suites de variables faiblement d@endantes. 

Appliquons la formule de Tay lor / t  l 'ordre quatre: 

Off 

(2.27) 

A l , k ( f k )  IE(f 'k(&-l)Xk) + I]E( " 2 = fk(&-i)(X[+ -- Vk)) 

1 l i t  + -~IE(f k ( & - x ) X ) )  + IE(Rk), 

1 4 /Rkl ~ ~gk,4(Sk i ) X  k = l g k , 4 ( S k  l ) a  4 �9 

Majoration du reste d'ordre quatre. (2.27) suivi d 'une application de (a) 
du lemme 7 donne: 

]IE(Rk)[ = < ~44(A+g-1)M4n-1/2(n'k@g2) -3/2<= ~22AM4n-1/i(n - ] s  ~32)-3/2 

s i e  > 1 et A > M > 1. En sommant en k, nous en d6duisons que 

(2.28) ~ ]Rkl ~ c4M4Ag-lrt -1/2 . 
k=n-[n/3] 

Majoration des termes d'ordre deux et trois. Afin de revenir ~t une situa- 
tion identique ~t celle du cas ind6pendant, nous allons majorer les quantit6s 
]Cov(f~"(Sk_l),X3)l et ICov(f~'(Sk_,),X2)l. Soit donc i 6gal ~t 2 ou ~ 3. 
k &ant fix6, posons l = [(n - k)1/2]. Clairement 

1 
(2.29) f2Z)(Sk 1) = f ( i ) (sk- t - ,  ) + 2 ( f20(&_j)  _ f2i)(Sk_j_ ~)). 

j= l  

Par la formule de Taylor 

(2.30) 

f(ki)(&_j) - f (2(Sk_j_l)  X, .~(i+x),o , = k--jJ k kOk j - I  ) 

1 
. ~ r + x2_j  f (1 - ~ j ~  t~,k-j-~ + v&_j)  dr .  

0 

En appliquant le lemme 1 avec X = Xk, g ( x ) =  (xZ+ Mz)/4M i e t  z~r = ~ k . j ,  
il vient: 

�9 2 i ( 2 . 31 )  ]Cov(f('+2)(Sk_j_l -4- I)Xk_j)Xs I ~ 4Mi+2 @j]E(Ok, i+2(gk_j)) . 

Comme j < (n - k) 1/2, nous pouvons appliquer (a) du lemme 7. Par cons6quent 

2 2 (2.32) ]Cov(f(i+2)(Sk_j_l § vXk_j)Xs163 )t 

<= 4ci+2Mi+2cpjAn-1/2(n - k + g2) -(1+/)/2 , 

p o u r v u q u e A  > M  > 1 et e > 1. 
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Pour majorer les termes provenant des d6riv6es d 'ordre i + 1, nous 6crivons 
/~ nouveau 
(2.33) 

l 

f( i + l ) t e  i .e(i+l) ,~c~ -, , e ( i + l ) t ' r  -~  ~ . c ( i+ l ) / ' c*  
k I ,~  - 1 3  = ~ I, J k  ~ , ~  J k  t O k - m - 1 ) )  T J k  I , ~  " 

m = j +  1 

Nous allons maintenant appliquer le lemme 1 ainsi. 
Si j > m - j ,  nous prenons X = Xk, g(x) = (x i + Mi) /4M ie t  ~4 = Y k - j ,  

comme pr6c6demment. Alors 
(2.34) 

ICov((f(ki+I)(&_m) - f(ki+l)(Sk_m_l ) )Xk_j,X~) I _-< 4Mi+2cpjlE(gk,~+2(&_j) ) , 

ce qui conduit ~ u n  majorant identique/t  celui de l'in6galit6 (2.33). 
Si maintenant m > 2j, nous appliquons le lemme 1/l 

. c ( i + l ) [  r -, g ' ( i + l ) / r  
Y = J k  k O k - m ) - -  J k  k ~  et X =(Xk_j ,Xk) .  

En choisissant sr  = ~ k - m  et g(xk_j,xk) = xk_j(xik -- IE(X~:))/4M i+1 § 1/2, 
nous obtenons 

(2.35) ( i+1 )  . e ( i + l ) [  c, i ICov(f~ ( & - m )  - -  J k  ~ , O k - m - 1 ) , X k - j ( X / c  - -  I E ( X ~ ) ) ) [  

< 4M i+2 IE(g (& )) ~_ (P j - -m  k , i + 2  - m  �9 

( i+1 )  i En proc6dant de m6me pour le terme r6siduel C o v ( f k  (Sk 1 1)Xk-j,X~), 
nous obtenons les majorations suivantes. Si I < 2j, 

(2.36) ICov(f~*+l)(&_l_l)Xk_j,X/~)l <= 4Mi+l(pj]E(gk,i+l(Sk_l_l)), 

et si l > 2j, 
(2.37) 

(i+1) X, X~ 2 ICov( fk  ( & - l - l ) ,  k - j (  k - ] E ( X f f ) ) ) I  < 4Mi+1~~ J]E(gk,i+l(Sk-l-1)), 

En sommant en m dans (2.34) et (2.35) et en ajoutant (2.36) et (2.37), nous 
en d6duisons que 

(2.38) ( i + I )  X~ 2 
I C o v ( f  k (Sk-j-1) k-j,Xs )l 

l 
< 4M i+z ~ (q~j A CPm-j)lE(g<i+2(Sk-m)) 

m = j + l  

+ 4Mi+~(~oj A ~l+l-j)lE(gk, i+l(Sk-l-1)) 

( i+1 )  X~ X ,  2 . + ll2j_<lllE(f k (Sk_2j))Cov( k-j, k)t 

Ajoutons maintenant (2.31) et appliquons l'in6galit6 (a) du lemme 7 aux deux 
premiers termes du majorant et (b) du lemme 7 au demier terme du majorant. 
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Puisque, d'aprSs le lemme 1, ]Cov(Xk_j,X/~)i < 4 M i + l o j ,  nous obtenons: 

(2.39) C M  i+' ]Coy ( f~ i ) (&_j )  _ f ( i ) ( & _ j _  1 ), X/~)I 

l 
<= A M ( n  - k + g2)(-1-i)/2 ~ (~Oj /~ @m--j) 

m=j 

+ A(qoj A qo1+l-j)(n - k + g2)--i/2 

+ qoj(A(n - k + ~2)(-1 i)/2 _~_ 17-i/2) , 

pourvu que A > M > 1 et e > 1, C 6tant une constante universelle (dans la 
suite, C sera une constante diff6rente ~ chaque ligne). En sommant (2.39) en 
j ,  on a doric montr6 que 

(2.40) x/n iCov(f~ i ) (&_l)  (i) i - f k  (&-I-1) ,X/~) ]  CMi+I 

<= A(n  - k + g2)(1--i)/2(p[(l+l)/2] 

l l 
+ A M ( n  - k + g2)(-i-1)/2 ~ j c p j  + n-i/2 ~ qoj . 

j=l j=l 

Enfin une application du lemme 1 ainsi que (a) du lemme 7 montrent que, 
sous l 'hypothbse de r6currence, 

(2.41 ) " ]Cov( f k ( S k - l - 1 ) ,X~) ]  <= CMi+l n-1/ZAept(n - k + g2)(1-i)/2 , 

ce qui assure que ce terme est de l 'ordre du premier terme du majorant de 
(2.40). Posons l = [ ( n - k ) l / 2 ] .  Quand ~ > M ,  M ( n - k + e 2 ) - l / 2  < 1. Le 
terme d'ordre trois et le terme d'ordre deux ont alors le majorant commun 
suivant: 

(2.42) 
,/a ICov(f~i)(Sk_l),X/c)[ < A ( n -  k q- g2".] 1/2(/)[(i+1)/2] 

C M  4 = 

l l 
+ A(n  - k + e2) -3/2 ~ j q ) j  + n - I  ~ qoj . 

j=l j=l 

Pour finir le calcul, on totalise en (n - k) et on intervertit les sommations, 
ce qui donne 
(2.43) 

f i  IC ~ (f~(i)(gk_l) ' k)l ~ / "~ ] (])p q-A [nl/2]~ ~ ~ _ - -  ~ . v X. i CM4n_I /2  pqOp I 
k=n--[n/3] 

Pour conclure, on note que, d'apr6s (b) du lemme 7 

(2.44) IIE(f~"(&_I))IE(X/3)I ~ C M 3 n - 1 / Z ( A ( n _ k + g 2  ) 3 / 2 + n - ~ ) .  
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Doric, en sommant (2.44) en (n - k) et en ajoutant (2.43), on a montr6 que 

1,1 3 ,1 2 (2.45) (llE(f~ (&- l )X i  )l + ] Cov(fa'  (&_~),Xs )l) 
k=n--[n/3] 

In 1/2] ( (l  + p)pp 
< CM4n -1/2 ~ qOp + A - - - - - -  . 

Majoration du terme principal. I1 reste/ t  estimer le terme d'ordre un, qui est 
~gal ~t 

k - - I  

(2.46) Dk = Cov( f~ (&_ l  ),Xk) - IE(f~'(&_~ )) ~ IE(XiXk). 
i=1 

Comme pr6c6demment, on pose l = [(n -k)1/2] .  Clairement, 

l 

(2.47) f/c(&-1) = f~(Sk- l -1 )  + ~ ( f~(Sk- j )  -- f~ (Sk - j - i ) ) .  
j=l 

Par la formule de Taylor 

(2.48) f~(&_j)  - f~ (& j - l )  = X k - j f ~ ' ( & - j - , )  + X~_j f~"(&- j -1)  

1 
+ X3_j f ( 1 - v)2f(4)(Sk_j_ , -t- VXk-j ) dr. 

0 

Les covariances des deux demiers termes de la formule de Taylor ci-dessus 
avec Xk se majorent exactement comme les termes d'ordre deux de l'6galit6 
(2.30), ce qui conduit fi une majoration identique fi celle de (2.42). 

Afin de majorer Dk, nous allons maintenant approcher Cov(f~1(Sk_j_l) 
Xk-j ,Xk ) par ]E( ftI(Sk_I ) )]E(Xk_jXk ). Clairement 

l 

(2.49) f~[ ' (Sk_j_l )=  ~ ( f ~ l ( S k - m ) - - f ~ ' ( & - m - ~ ) ) + f ~ ' ( & - l - 1 ) .  
m = j + l  

Afin d'6valuer les termes de la somme glissante, on applique la formule de 
Taylor fi l 'ordre deux: 

(2.50a) f [ ' ( & - m ) -  f~'(&-m 1)= f~"(Sk m-1)Xk-m + Rk, m 

avec 

1 

Xs m f (1 - v)f(k4)(Sk_m-1 ~- I)Xk_m)dV . (2.50b) Rk, m = 2 
0 

Majorons maintenant les erreurs provenant des restes int~graux. Comme dans la 
majoration du terme d'ordre deux, on distingue deux cas: m > 2j  et m < 2j. 
Cependant, contrairement fi ce qui se passe pour le terme d'ordre deux, les 
termes provenant du cas m > 2j  contribuent /t l 'approximation de la quantit~ 



Vitesses dans le TLC pour des suites d@endantes  273 

Cov(fs I),xk) par le second terme de Dk. Aussi la majoration obtenue est 
de la forme suivante: 

m=j+l  1 lE(Rk'm)lg(Xk-jXk) I (2.51) ~ IE(Rk, mXk j X k ) - -  
m=2j+ 1 

avec la convention s  i=t ai = 0 si t > s .  Pour revenir / tune  somme allant de 
j + 1 /t l dans le second terme ~ gauche, on note alors que, d'apr6s (a) du 
lemme 7, 

(2.52) IlE(Rk, m)[ <= CM2An-1/2(n - k + g2) -3 /2  . 

Donc, en appliquant (2.1), nous obtenons: 

(2.53) ,.=J+~ z IE(R~,m)IE(&_j&) 
m=j+l  

<= CM 4 q)j + ~ qOm-j A (pj An-1/2(n - k + e2) -3/2 . 
m=j+l  

Regardons maintenant le terme principal. Pour revenir fi des termes d'ordre 
quatre, nous allons ~t nouveau l'6crire sous la forme d 'une somme glissante. 
Clairement 

( 2 . 5 4 )  m f/~ (Sk m-l )Xk-m 

l 

(JL"(&_p)  - f i"(sk_~_~))x~_, .  + f ; " ( & _ l _ l ) x ~  . . . .  
p=m+l 

Nous allons maintenant appliquer le lemme 1 au produit 

1// 
(f/~ ( & - p ) -  ,,, fk  ( Sk- p-1) )zlfTk-mXk-jXk 

Afin de minimiser le reste, ce lemme sera appliqu6 1/t off l 'espacement entre 
les variables est le plus important. Nous suivons en cela la m6thode propos6e 
par Doukhan et Portal (1983) pour obtenir des in6galitds de moment  de type 
Rosenthal [voir aussi Doukhan (1994)]. Nous allons donc s6parer suivant les 
diff6rentes configurations possibles. 

Premier cas: p m > m. Afin d 'optimiser les termes provenant du lemme 1, 
nous allons l 'appliquer ~ X =  (Xk--m,Xk--j,Xk) et Y , i  = f[  ( & - p )  '" - f~ ( & - p - l ) .  
Nous reviendrons ensuite 

Cov((fi~"(& p) - J / / ' (&_p 1 ) ) & - m , x k - j & )  

en notant que, si S, U, V e t  W sont des variables al6atoires born6es, alors 

(2.55) Cov(SU, VW) - IE(S)IE(UVW) = Cov(S, UVW) - IE(SU)IE(VW).  
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Ici nous prendrons S ~" = f/, (Sk-p)  - " f/, (Sk-p-1) ,  U =Xk-m,  V = X k - j  et 
W =Xk .  Pour majorer le premier terme, appliquons le lemme 1 ~ Y = S, 

X = (U, V, W), 9 (u ,v ,w)  = uvw/(3M 3) + 1/2 et ~ '  = ~ k - m .  I1 vient: 

(2.56) ICov(S, Xk_mXk_jXk )I < 3M3 cpp_mIE(ISI) . 

Pour majorer le demier terme, on note que, d'apr6s (2.1), IIE(Xk_jXk)] < 
2M2(pj, et que, d'apr6s le lemme 1, IIE(SXk_m)I < 2mq)p_mIE(ISI). Donc 

(2.57) I1E(SXk_m)IE(Xk_jXk)] < 4M3 q)p_mlE(ISI) . 

En rentrant les in6galit6s (2.56) et (2.57) dans (2.55) et en notant que 

(2.58) ISI <= mgk,4(gk_p) , 

nous avons donc montr6 que: 
(2.59) 

ICov( SXk-m,Xk- jYk  ) -- IE( S)IE(Xk-mXk-jXk )I <= 7M4 q)p-m]E(gk,4( Sk p ) ) , 

0 ~ 1 S  = fk t t t (gk_p)-- f~t t (Sk_p_l) .  De m6me, si l - m _> m e t  S'  = f [ " ' (Sk_ l_ l ) ,  
(2.60) 

I Cov(S'Xk-m, Xk - jXk ) - IE(S' )IE(Xk -mXk-jXk )l < 7M3 P l+I -m lE(gk, 3 (Sx - l -  1 ) ) .  

Fixons m et j ,  et sommons sur les entiers p tels que p -  m > m. Quand 
l -  m > m, (2.59) et (2.60) suivis d 'une application de (a) du lemme 7 as- 
surent que 

(2.61) 
III XJ III ICov(f~ (Sk-2m 1) k-rn,Xk-jXk)--]E(f/c (Sk-2m-1))lE(Xk-mXk-jXk)l 

<= CAM3n 1/2 M ( n - k + e 2 )  -3/2 ~ ~ O p - m + ( n - k + e 2 ) - l q ~ l + l - m  , 
p=2m+l 

pourvu que A > M e t  e > 1. 
Pour contr61er le second terme /t gauche, nous allons majorer l 'esp6rance 

de UVW = X~-mXk-jXk ainsi. Si m - j  > j ,  nous appliquons le lemme 1 /~ 
X = (V, W), Y = U = Xk-m. Alors d = Yk-m et 9(v ,w)  = v w / ( 2 M 2 ) +  1/2. 
Dans le cas contraire, nous appliquons le lemme 1 ~ X = W, Y = UV. Nous 
obtenons donc: 

(2.62) IlE(Xk_mXk_jXk )l < 2M3 ( ~Om_j A qoj ) . 

Doric, en appliquant (b) du lemme 7, il vient: 

(2.63) IlE(f/ ,"(Sk-2m-1))lE(Xk-mXk-jXk)l 

CM3n-1/2(CPm_j A qoj)(n 1 + A(n - k + ~2)-3/2). 
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(2.63) et (2.61) entrainent donc que 

(2.64) ICov(J["(Sk_2m_l)Xk_m,X~ jXk)l 

CM3 n-3/z((pm_ j /~  qoj) + CAM3n -1/2 

( ' ) x M ( n - k + ~ 2 )  -3/2 ~ q ) p _ m + ( n - k + ~ 2 ) - l q O l + l _ m  . 
p=2m+l 

Second cas: p - m < m + 1. Nous allons distinguer deux sous-cas. Supposons 
dans un premier temps que m - j  < j .  Alors, d'apr~s le lemme 1 appliqud fi 

11! III fk (Sk-p- I )~k-mXk- j  et X = Yk = ( f~  (Sk-p)  -- 

FIOUS aVOrlS:  

(2.65) 
I l l  IIE((f~ (Sl~-p) - J~"(Sk-p-~ ))Xk-mXk-jXk)] < CAM4n-1/2(n - k + e2)-3/2~oj. 

En appliquant (2.1), nous en d6duisons que, quitte fi doubler C, 

(2.66) ]Cov( ( f [" (Sk_p)  - f [ " ( S k - p - 1  ))Xk-m,Xk-iX~)] 

<= CAM4n-1/2(n - k + 82)-3/2(pj . 

Quand m > 2j + 1, d'apr6s le lemme 1 appliqu6 /t 

Y = ( f s  -- f[t t l(Sk_p_i))Xk_ m et X = (Xk-j ,Xk) ,  

suivi de (2.58) et de (a) du lemme 7, 

(2.67) ]Cov( ( f [" (Sk_p)  - f [ " ( S k - p - 1  ))Xk-m,Xk-jXk)]  

< CAM4n-1/2(n - k + e2)-3/Z(om_j . 

En r6unissant (2.66) et (2.67), nous avons donc montr6 l 'analogue suivant 
de (2.61): 

(2.68) [Cov(( f[ t t (Sk_p) -- f [ ' t ( sk_  p 1))Xk_m,Xk_jXk)t 

<= CAM4n-1/2(n - k + ~2)-3/2((pm_ j A q0j). 

Des arguments similaires montrent que, si l -  m < m, 
(2.69) 

[ C o v ( f [ " ( S k - l - l ) X k - m , X k - j X k ) ]  ~ CAM3n-1/Z(n - k + 82) l(@m_ j A ~gj). 

Revenons fi p quelconque. Si l - m  < m nous sommons (2.68) sur les 
entiers p darts [m + 1, l] et nous ajoutons (2.69). Si l -  m > m, nous som- 
mons (2.68) sur les entiers p dans [m + 1,2m] et nous ajoutons (2.64). Nous 
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obtenons ainsi: 

(2.70) v/n ~III~s Uff/ICov(j  t k-,n-1)Xk-,n,X -jXk)l 

< (~Om-j A q~j)(n -1 + A M ( n  - k + e2)-3/2) 

+ A M ( n  - k + 82) -3/2 
l 

2 
p=2m+l 

(Pp--m + A(n  - k + 8 2 ) - 1  ~01+[ / /41  . 

Pour revenir aux d6riv6es secondes, il suffit alors de sommer en m dans (2.70), 
et d'introduire conjointement (2.53) et l'in6galit6 ainsi obtenue dans (2.49) 
et (2.50), ce qui donne: 

(2.71) 
4 a  

ICov( fk ' (~k-j-1 ) -- fkl(Sk--l--1 ),Xk-jXk )] 

n -1 (j(oj-t- qgq q - A M ( n - k q - g 2 ) - 3 / 2 ~ q ( ~ p j A C p q )  
q=j+l q=l 

+ A(n  - k + e2) -1 l~pl+[l/4] . 

Enfin il est facile de mont rer / t  l 'aide du lemme 1 et de (a) du lemme 7 que 

(2.72) 
]Cov(J~t(Sk_l_l ),Xk_jXk) ] ~ cm2n-1/ZA((Pl+l_j A (pj)(t'l -- k q- 82) -1/2 . 

Comme l < (n - k)  1/2 ~ (n - k + 82) 1/2, nous obtenons finalement, en ajoutant 
(2.71) et (2.72), 

(2.73) UM7 
l l 

<~ F1-1 ~ ((pj A (pq) + A M ( n  - k q- e2)-3/2 ~ q((,oj A (,Oq) 
q=l q=l 

+ A (n - k + e 2 ) -  t ~01 +[l/4] - 

Pour conclure cette partie de la majoration, regardons maintenant l 'erreur 
commise en remplagant l E ( f [ ' ( & _ j _  1 ))IE(Xk _jXk  ) par l E ( f [ ' ( &  _ 1 ) ) IE(Xk- jXk ) .  

Comme dans (2.49), nous 6crivons: 

J 
- - f l  = f/~ (Sk -m)  f~  ( & - j - 1 ) )  " " f/, ( & - i  ( �9 (2.74) " " 

m=l 

Afin d'6valuer les termes de la somme glissante, on applique (2.50). Le reste 
Rk, m s e  majore ~ l 'aide de (2.52). Pour majorer les termes principaux, on utilise 
la d6composition (2.54). Avec les notations de (2.56) et (2.60), nous sommes 
alors ramen6s aux majorations de ICov(S,  Xk-m)]  et de ICov(S ' ,X~-m)I .  Comme 
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auparavant, il suffit alors d'appliquer le lemme 1 et (a) du lemme 7 pour 
obtenir la majoration suivante: 

(2.75) A@MfCOv(f f f t (Sk_m_l) ,Xk_m)i  

l 
<= M ( n  - k + e2) -3/2 ~ (Pp-m 4- (n -- k 4- ~2)-lqO/+l_ m , 

p=m+l 

pourvu que A > M et e > 1. En ajoutant (2.52) et en sommant sur m, nous 
en d6duisons que 

(2.76) ~ IlE(f~'(Sk_~ - J [ t ( S k _ j _ l ) ) t  
A C M  

l 
<= j M ( n  - k + ~2)-3/2 ~ q)q + j ( n  - k + e2)-lqol+l_j . 

q=l 

En multipliant l'in6galit6 (2.76) par l'in6galit6 (2.1), puis en notant que 
qoj~Oq < ((pj/\  (pq) et jq ) j (P l+l - j  ~ [(Pl+[l/4], iI vient: 

(2.77) 

IlE( f~' ( gk - j -1 )  - Y~' ( Sk-1 ) )lE(Xk_jXk )[ CM 3 

l 
<= A M ( n  - k + e2) -3/2 ~ j ( r p j  A (pq) + A(n - k + ez)-l/2(pl+[l/4] . 

q=l 

Pour finir, nous ajoutons (2.77) /t (2.73), ce qui donne: 

(2.78) C~3IIE(f~'(Sk_./  l )Xk-sXk)  -- IE(.f~'(Sk-1))IE(Xk_sXk)I 

I l 
<= n -1 ~ (~oj A (Oq) + AM(n  - k + e2) -3/2 ~ ( j  + q)((pj A (pq) 

q=l q=l 

+ A(n - k + ~2) 1/2(D1+[l/4 ] . 

Nous revenons alors ~t f ~ ( S k - j )  -- f~ (Sk - j -1  ) ~ l 'aide de la formule de Taylor 
(2.48), ce qui donne: 

(2.79) 

V ~  [lE((fk(Sk_j)' -- fk(Sk_j_l))Xk)' -- IE(fk(Sk_l))IE(Xk_jXk)[~' CM 4 
1 I 

n -1 ~ (@j/~ (Oq) + A ( n  - k + ~2)-3/2 ~ ( j  + q)((pj  A qOq) 
q=I q=l 

+ A(n - k + E2)-1/2~9l+[l/4] . 

Afin de revenir ~t Dk nous devons encore majorer IE ' ( f k ( S k - l  1)Xk) d'une 
part et le produit IE(f~I(Sk_I))~j>IlE(Xk_jXk) d'autre part. Majorons le 



278 E. Rio 

premier terme. En appliquant le lemme 1 et ensuite (a) du lemme 7 avec i = 1, 

(2.80) 
/ 

IlE(f k(&-l-1)X~ )l < 2Mcpl+llE(gk, l (&_l_ l ) )  

<= 2CMn-1/2tpl+l(A(n - k + g2)-1/2 q_ ] )  . 

Pour majorer le second terme, notons en premier que, d'apr6s (a) du lemme 
7, sous l'hypoth6se de r6currence, 

II IIE(fk (&-~)) l  ~ C/7 -1 + CAn-1/2(n - k + g 2 ) - 1 / 2  . 

Secondement, d'apr6s (2.1), 

Donc 

]IE(Xk-jXk)] =< 2M 2 ~ pp. 
j>l p=l+l 

(2.81) plE(f~'(&_i))l ~ r~E(Xk-jXk)l 
j>l 

<= CM2n-1/Z(A(n - k +/32) -1/2 +/7 1/2) 
p=l + l 

. 

En sommant (2.79) sur les entiers j darts [1, l] et en ajoutant (2.80) et 
(2.81), nous obtenons: 

(2.82) 

V~ ]Dk] < P1 q- n -1/2 k (PP q- 17-I k qPq + A(n - k + g2)-1/2 
CM4 = p=l+l q=l 

• lpl+[l/41 4- k Pp + A ( n - k + g 2 ) - 3 / 2 ~ - ~ q 2 p q ,  
p=/+l q=l 

ofa l = l ( k ) =  [ ~ Z ~ ] .  Pour conclure, nous devons sommer (2.82) sur les 
entiers k compris entre n - [n/3] et n. Notons d'abord que 

k Pi(k) < ~ (1 + 2l)pl  
k=n-[n/3] l=0 

et que 

/7-1/2 k 
k=n-[n/3J p=l(k)+l 

n 

P %  < 2 ~ p % .  qgp <= n -1/2 ~ l(k) + 1 
k=n--[n/3] p=l p=l 

Par cons6quent 

(2.83) 

q)l(k)q-/7 1/2 ~ ~ (pp-l-n -1 q@q ~ 5 k ( l q - q ) ( P q .  
k=n--[n/3] p=l(k)+l = q=O 
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Les autres termes sont domin6s, ~ une constante prbs, par A~(n, ~). Regardons, 
par exemple, le terme 

k=n-[n/3] p--l(k )+ l 

En intervertissant les sommations, nous obtenons: 

p2 _ 1 ~2 ) -  1/'2 (2.84) s (n-k+r s qop =< s pp ~ (q+ . 
k--n--[n/3] p=l(k)+l p=l  q=O 

Or, si a > 1, 

p2 2(1 + p2) 
~ ( q + e 2 )  -1/2 < 2(~/p2 + e 2 - X / ~ -  1) < 
q:O : = p 2 ~ - ~  ' 

et donc 

(2.85) 
k=n-[n/3] p=l(k)+l 

Les deux autres termes se traitent de fagon similaire. Nous avons doric &abli 
que 

(2.86) s ]Okl ~ CM4n-1/2(O(n , 1) + ~ t ( n , g ) )  . 
k=n-[n/3] 

En ajoutant (2.28) et (2.45) /t (2.86), nous obtenons alors une indgalit6 
analogue pour la quantit6 2~=n_[n/g]lAl,k(fk)l. Pour conclure la preuve de la 
proposition 1, il suffit alors de sommer l'in6galit6 (2.26) en k et de l'ajouter. 

Annexe A: Suites causales faiblement d~pendantes 

Dans cette annexe, nous montrons le corollaire 1. Ce corollaire est une 
cons6quence imm6diate de l'6valuation suivante des coefficients ((Pp)p>=O. 

Lemme 8. Sous les hypothOses du corollaire 1, pour tout entier l clans [0, p], 

qOp <= 40p_l + 12IE(coH(U0,26t) A 1).  

Preuve. Nous devons majorer ~o(~_p,(Xp,,Xp2,Xp3)) pour P3 > P2 > Pl >= 
k. Clairement nous pouvons nous ramener ~ k = 0 par une translation des in- 
dices. Soit l __< p. Nous aeons d 'abord remplacer (Xp~ ,Xp2,Xp3 ) par le vecteur 
al6atoire obtenu en oubliant les variables (ej)j<-l. Pour m > 0, nous posons 
donc 

Um, l = f(Sm-j l[m-j>=-I " j C ~ )  et  Xmd = H(Um, I) - 1E(H(Um)) . 

En appliquant (1.6), il vient: 

(A.1) lUre, z -  Uml <= 6l. 
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Donc 

(A.2) IH(gm, z ) -  H(gm)l <= e~H(Um, z,~z) A CoH(Um,~Z) . 

Soit f une fonction de IR 3 dans [0, 1], lipschitzienne de rapport un. D'apr6s 
(A.2), 

3 

If(Xpl,Xp2,Xp3 ) - f(Xpl,l,Xpz,l,Xp3,1) I < ~ (C~H(Upi,1, 6l) A 1) .  
i=1 

Par cons6quent 

(A.3) I l lE( f (Xn,XpvXp3)  - f(yp~,z,yp2,z,yp3,z)ld)lloo 

3 

i--1 

Or les variables o.~Lr(Upi,1,6l ) A 1 sont mesurables pour la tribu fq-t = a(Cm : 
m >= - l )  et A valeurs dans [0,1]. Puisque la suite (ei)icz est uniformbment 
m61angeante, il en d6coule via (1.3) que 

IIlE(coH(Upi,Z,6z) A l[d) l loo  < Op_z + ]E((DH(Upi,I,6I ) A 1) .  

Enfin, en appliquant A nouveau (A.1), on note que COH(Upi,l, 6l ) <--_ 
3~H(Upi,261), ce qui, avec les deux in6galit6s pr6c6dentes, implique que 

(A.4) IIlE(f(Xn,Xp=,Xp3 ) - f(Xn,l,Xp2,l,Xps,t)ld)[l~ 

<= 30p-i + 9]E(O~H(Uo,26I) A 1) .  

Dans un second temps, nous appliquons fi nouveau (1.3) fi la variable ff-1- 
mesurable (Xn,1,Xp2,l,Xp3,1). Ainsi 

(A.5) IIIE(f(Xp~,z ,Xpz,z ,Xp~,Z))-  IE(f(Xp, ,z ,Xp~,z ,xp~,z) l~r  < Op_z . 

Enfin, pour revenir fi lE(f(Xpl,Xp2,Xp3 )), on note que, d'apr6s (A.1) et (A.2), 

3 

I f ( X p l , X p 2 , X p 3 )  -- f(Xn,1,Xp2,z,Xp3,z)l < ~ ((DH(gpi,r A 1 ) ,  
i=1 

ee qui assure que 
(A.6) 

IIE(f(Xpl,Xp2,Xp3 )) -- IE(f(Xpl , l ,Xp2,1,Yp3, l))  I ~ 3IE(fDH(U0,  26~) A 1) .  

Pour obtenir le lemme 8, il suffit alors d'ajouter (A.4), (A.5) et (A.6). 

Annexe  B: Processus  lin~aires fi innovations discr~tes 

Dans eette annexe, nous montrons (1.10). Posons U0 k = ~k , p=0 7Pe--P" Alors 

(B.1) 6 k =  ~ 7p et 0 < U0-U0 ,~  < 6k p.s. 
p>=k+l 



Vitesses dans le TLC pour des suites d~pendantes 281 

Donc, pour tout x dans IR, 

(B.2) 1P(Uo C [x - 2gk,x + 2Ok]) < IP(x - 3dk < U0,k < x + 2dk) .  

Soit (bo . . . . .  bk) 61~ment quelconque de {0, 1 }k+t. Clairement 

(B.3) IP(eo = b o , . . . , e _ k  = bk)  < (1 - - s )  k+l . 

Donc, pour majorer la probabilit~ que U0,k tombe dans un intervalle donn6, il 
suffit de minorer  l'&cart minimal  entre les points de la forme ~kp=OTpb p. Soient 

donc (b0 . . . .  bk) et (b'o,...,b~) deux 616ments distincts de {0, 1} k+l. Soit j le 
plus petit entier tel que bj 4 = b~. Si, par  exempIe bj. = 1 et bj = 0, alors 

k k k (x) 

p=0 p=0 p = j + l  p = j + l  

car c~k = Y;p>k+lTp. Or, d 'apr~s (1.8), Y;p=j+1Yp ~ 7j, et donc 

k k 

(B.4) ~ 7pbp - ~ 7pbp > bk. 
p=0 p--0 

Par consequent, les points de la forme p=07pup sont 6cart6s de c51c au moins. 
I1 suffit alors d 'appl iquer  ( B . 2 ) - ( B . 4 )  pour obtenir (1.10). 
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