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R~sum~. On 6tudie les solutions de l '6quation de convolution q~,v= ~b off q~ 
et v sont respectivement un poids et un 6tat sur l'alg6bre de yon Neumann  
d'un groupe compact  G, la convolution �9 6tant d6termin6e par la structure 
d'alg~bre de Hopf  de cette alg6bre de von Neumann.  

Summary.  We study the solutions of the convolution equation ~b �9 v = q5 where 
~b and v are a weight and a state on the von Neumann  algebra of a compact  
group, and the convolution is given by the Hopf  algebra structure of this yon 
Neumann  algebra. 

Introduction 

Soient G u n  groupe compact,  d ( G )  son alg6bre de von Neumann  munie de 
son coproduit  A, et v un 6tat sur cette alg6bre. L'application Q=(id| 
est une application compl6tement positive de ~ ( G )  dans d (G) ,  et d6termine 
de ce fait un processus de Markov  quantique (voir Accardi et al. [2]), que l 'on 
appelle <<marche al6atoire sur le dual de G >~. Dans [3] j 'ai montr6 que dans 
le cas oti G est le groupe SU(n), et v e s t  donn6e par la trace normalis6e sur 
la repr6sentation basique, les restrictions de Q fi la sous-alg6bre engendr6e par  
un tore maximal d'une part, et au centre de l'alg6bre d 'autre part, s 'interpr6tent 
comme des noyaux de transition de chalnes de Markov  (au sens usuel) sur 
le r6seau N"-  ~ . De plus, la chalne de Markov  obtenue par  restriction au centre 
s 'obtient fi part ir  de l 'autre par  deux op6rations successives: d 'abord  un meurtre 
/t la sortie d'une chambre de Weyl, puis un conditionnement (au sens de Doob) 
fi part ir  vers l'infini. I1 restait dans [3] un probl6me en suspens, qui 6tait de 
montrer  qu'il n'y a qu'une seule fa9on de faire ce conditionnement (c 'est/t  dire 
que la fronti6re de Mart in de la chMne de Markov  obtenue contient un seul 
point). 

Darts le but de donner une r6ponse positive fi cette question, je r6souds 
dans cet article le probl6me (P) suivant, dans le cadre g6n6ral du d6but: 
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(P) trouver tousles poids (~ normaux semi-finis sur d (G) qui vOrifient l'dquation, 
de type ~ Choquet-Deny )~, (-~) qS.v=q~, off * est la convolution d~termin~e par 
la structure de bialg~bre de s~r (G): ~b * v = (~b | v) o A. 

(L'+quation (1") s'6crit aussi q~Q =q S). 
Le probl6me (P) est r6solu, dans le cas off U(G) est s6parable, de la fagon 

suivante: 
on montre que les solutions de l'6q. (?) s'obtiennent, comme dans le th6or~me 

de Choquet-Deny (voir [-6]) comme barycentres de solutions extr6males, ces 
solutions extr6males 6tant (moyennant une condition de support sur v) les poids 
de la form tr(f .)  oti tr est la trace sur d provenant de celle de U(G) et f 
est une ~<exponentielle>> v-harmonique, c'est ~t dire un op6rateur positif affili6 
~t d tel que A ( f ) = f |  et v(i(f))= 1, off i est l'antipode de d(G) .  On montre 
de plus que la repr6sentation est unique, ce qui permet de consid6rer l'ensemble 
des exponentielles v-harmoniques comme une fronti~re de Martin minimale pour 
la marche al6atoire quantique donn6e par l'6tat v. 

Le r6sultat principal de l'article est le th6or6me 1 6nonc6 fi la fin du par. 3. 
Cet article est organis6 de la fa~on suivante: 
dans le premier paragraphe, on rappelle la d6finition de l'alg6bre de von 

Neumann d'un groupe localement compact, et on 6nonce certaines de ses pro- 
pri6t6s. Le deuxi~me paragraphe est consacr6 aux notions d'616ment primitif 
et d'exponentielle. Le troisi+me paragraphe contient la solution du probl6me 
(P), et s'inspire de l'article [-6] de Deny. Dans la quatri~me partie on 6tudie 
divers exemples: tout d'abord, on montre que si le groupe est fini il n'y a qu'une 
seule exponentielle; on montre ensuite que pour une classe de groupes <<pas 
trop commutatifs>~ s iv  est un 6tat tracial, il n'y a qu'une seule exponentielle 
v-harmonique, puis on d6termine toutes les exponentielles quand G est le groupe 
SU(n). Finalement, j'utilise ces r6sultats pour r6soudre le probl~me initial. 

1 Quclques propri6t~s de l'alg~brc d'un groupe compact 

Soit Gun  groupe compact, on note d (G) l'alg6bre de von Neumann d'op6rateurs 
sur L2(G) (G 6tant muni de la mesure de Haar normalis6e dg) engendr6e par 
les op6rateurs de translation/t gauche 2g, g e G, d6finis par: 

si f eLZ(G), 2g(f)(h)= f (g- 1 h). (volt Dixmier [-7]). 

Dans la suite on suppose LZ(G) s6parable. 
D'apr6s le th6or6me de Peter-Weyl, l'espace LZ(G) se d6compose sous la 

forme L2(G)=@Ex o~ x parcourt l'ensemble d6nombrable F des classes de 
X E I  r 

repr6sentations irr6ductibles de G, et E x est l'espace des coefficients de la repr6- 
sentation x ( s ix  est de dimension dx cet espace est de dimension d2). On a 
une d6composition correspondante sJ(G)= @ M ~  off Mx est l'alg6bre des op6ra- 

x ~ i r  

teurs de convolution par les fonctions coefficients de la repr6sentation x. Cette 
alg6bre est isomorphe fi Mdx(C; ), et n'agit que sur la composante E~ de U(G). 

Un 616ment a de d ( G )  peut donc ~tre d6crit par une famille (ax)~r, a~EMx 
telle que I[ a I[ = sup I] a~ 11 < + o% avec la norme usuelle des op6rateurs. 

X E / "  
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Structure d 'algObre de Hopf de ag(G) 

Les formules A (;~g)= 2g| e(2g)= 1 i(2g)= 2g_~, s'6tendent par lin+arit6 et conti- 
nuit6 fi tout ad(G) et d6finissent un coproduit A, une counit6 e, et une antipode 
i sur a/(G) qui en font une alg6bre de Hopf-von Neumann cocommutative 
(cf. [1]). En particulier, on a la relation: A o i= (i| o A. 

Etats et poids sur d(G) 

Soit v u n  6tat sur d(G) ,  il existe alors une famille (v~)~r de poids finis sur 
M~ tels que v(a)= ~, v~(ax) pour tout a~ad(G). Chaque v~ 6tant un poids sur 

xf fF  

Mx, il peut 8tre reprhsent6 par une matrice d~ x dx hermitienne positive. De 
m4me, si ~b est un poids normal semi-fini sur d ( G )  il existe une famille (q~x)~r 
de poids finis sur m~ tels que q~(a)= ~ qS~(a~) pour tout a positif darts ad(G). 

x E F  

En particulier le poids sur ag(G) induit par la trace de B(L?(G)) est donnb 
par la famille de poids (dx trx)~ r off trx est la trace canonique sur M~. La 
structure de bighbre de ag(G) permet de dbfinir la convolution de deux poids 
finis # et v sur d ( G )  comme le poids #,v=(/~|  sur ~4(G). Si q5 est un 
poids normal semi-fini sur at(G), et v un 6tat on peut de m4me dhfinir un 
poids ~b,v sur ~r comme supremum des poids 6 , v  tels que 6 est un poids 
fini < ~b. 

Lemme 1 Si q5 est un poids et #, v des dtats, on a: 

q~*#=#*q~ et (~b,#),v--qS,(#,v).  

Preuves. Le lemme rhsulte de la cocommutativit6 et de la coassociativit6 du 
coproduit A. 

Une algObre auxiliaire 

Nous allons maintenant introduire l'alg4bre involutive A(G)= l ]  Mx, le produit 
x ~ F  

&ant pris au sens alg6brique, munie de la topologie produit. On aura 6galement 
besoin de la sous alg6bre (sans unit6) d~  form6e des 616ments dont toutes 
les composantes sont nulles sauf un nombre fini. 

On ales inclusions: d ~  d (G)a ~/(G). ag (G) peut 8tre considhrhe comme 
une alg6bre d'ophrateurs non born& sur L 2 (G) affilihs fi ag (G), poss4dant comme 

a 

domaine commun stable la somme alghbrique @Ex.  Le produit tensoriel algh- 
xEF 

brique ~(G)| est alors une alg4bre d'ophrateurs sur la somme alghbrique 

Ex| et on note ~(G)@d(G)  le produit tensoriel complht6 pour la 
a 

topologie de la convergence simple sur ( ~  Ex| On a: 
x E F , y e F  

~ ( G ) |  I-[ M~| My=~(G)@~(G )=  I-I M~| 
x ~F  y~F x,yEF 
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Un 616merit f de d ( G )  est positif si et seulement si chacune de ses composantes 
est positive, et alors t r ( f ) =  ~ dx trx(fx)~[0, + oe]. 

x E F  

On note ~'(G) + l'ensemble des 616merits positifs de ~'(G). 
Si ~b est un poids normal, semi-fini, de sr on voit que ~b peut se mettre 

sous la forme ~b = tr (f.) o r ) f e  ~ (G) + est d6termin6 par q~. On peut doric identifier 
l'ensemble des poids normaux semi-finis sur ~ ( G )  avec un cone convexe saillant 
de l'espace s~C(G). 

Nous allons 6tendre la structure d'alg6bre de Hopf  de s~'(G) fi l'alg6bre 
~?(~): 

Proposition 1 A et i ont une unique extension en un coproduit it valeurs dans 
~ (G)@~ (G) et une antipode de l'algkbre ~ (G), tous deux continus. 

Lemme 2 Soit axEMx, pour tous x , y ~ F  l'op~rateur A(ax) laisse invariants les 
espaces Ey| et sa restriction it l'espace Ey| est nulle s i x  ne figure pas 
dans la ddcomposition en composantes irr~ductibles de la representation y|  
De plus, sur chaque composante de type x de Ia ddcomposition de Ey| en 
sous-reprdsentations irr~ductibles, A (ax) agit comme a~. 

Ddmonstration. Les espaces Ey| sont stables par les op6rateurs A (2g), et doric 
par tous les op6rateurs A (a), a~s~(G). De plus g--, A (2g)IE,| d6finit une repr6- 
sentation de G isomorphe au produit tensoriel (dy-y)| donc si ~0 est une 
fonction de Ex l'op6rateur ~ (p(g) A(2g)IE,| dg est nul s i x  ne figure pas darts 

la d6composition de y |  en composantes irr6ductibles, et agit come l 'op6rateur 
de convolution par ~o sur chaque composante irr6ductible de Ey| isomorphe 
fix. 

DOmonstration de la proposition 1 Soit a = ( a x ) ~ r ~ ( G ) .  D'apr6s le lemme 2, 
pour tous y ,z~F,  l'espace Ey| est invariant par ax, et pour presque tout 
xeF ,  on a A(a~)l~,| =0.  I1 s'ensuit que la somme ~ A(ax)]E,| d6finit bien 

x c F  

un op6rateur sur Ey| V On en conclut que la somme A(a)= ~ A (ax) d6finit 
x ~ F  . 

bien un opbrateur sur ( ~  E~| (somme alg6brique), et on a ares1 l'extension 

cherchbe de A. Si x c F, soit ~ la reprbsentation irr6ductible ~ (g) -- tx (g) - ', alors 
i envoie M~ dans Mx et donc l'extension de i ~ ~ ( G )  s'obtient en posant i(a) 
= (i(ax))~r. La continuit6 de A et i se v6rifie sans prob16me. 

Lemme 3 Si f est une fonction continue sur G, t r (~f(g)2gdg)=f(e) ,  e Otant 
G 

l'~l~ment neutre de G, et tr Ia trace usuelIe sur ~(Ifl(G). 

DOmonstration. L'op6rateur ~f(g) 2g dg est donn6 par le noyau continu f ( h g - ' )  
G 

sur L2(G x G) et donc sa trace est ~f (gg -1 )dg=f (e ) .  
G 

Lemme 4 Pour tous f ,  g, h ~ ( g )  + on a: 
a) t r ( i ( f )  i(h))= t r(fh) 
b) t r ( f |  (h)) = tr(i(h)| (i(f))). 



Equation de Choquet-Deny sur le dual d'un groupe compact 43 

c) VM, N e d ~  G), tr(M | N A (f))=tr(M * N f )  off M * N est un OlOment de d ~  G), 
ne ddpendant que de M e t  N. 

Ddmonstration. Nous allons montrer a) et b) pour des 616mentsf, g, h quelconques 
de ~~ Soient f ~Mx, g~My, heM, .  

On a 

f = ~ f(g) 2g d g, 
G 

g = S 9 d g, 
G 

h = f b (g) 2g d g, 
G 

off f (resp. g, b)~Ex (resp. Ey, E.) sont des fonctions continues sur G. 

a) i ( f )= ~ ~(g- a) 2g dg et i(fh)=i(h) i(f), 
G 

et par conshquent, il suffit de montrer que t r ( i ( f ) )=  tr(f) ,  mais t r ( i ( f ) )=  f(e-1) 
= ~(e) = tr (/). 

b) t r(f |  (h))= tr(( f ~(g) ),g dg |  ~ g(g) 2g dg) ~ D(g) 2g| dg) 
G G G 

= tr(y y (~ ~(hg- 1) g(kg 1) b(g) dg) ,~h| dh dk). 
G G 

La fonction de (h, k) ~ f(hg-1)g(kg-a)b(g)dg sur G x G est continue, donc, 
G 

d'apr& le lemme 3 appliqu6 fi G x G: 

t r ( f |  (h)) = 5 ~(g- ~) 9(g- 1) l)(g) dg = tr(i(h)| (i(f))). 
G 

Pour passer au cas off f ,  g, h sont dans s~(G) +, on remarque que tout 616ment 
positif de ~ ( G )  est le supremum d'une famille d'616ments positifs de ~4~ 
et que les expressions tr0Ch), tr(f| et tr(i(h)| sont croissantes 
e n f ,  g,h. 

Pour c) on remarque d 'abord que les expressions ont un sens, car s~(G) 
est le dual topologique de d~ Supposons que seule la composante dans 
Mx de M est non nulle, ainsi que la composante de N dans My, alors d'apr6s 
le lemme 2, la forme lin6aire 

f ~ tr(M| (f)) 

ne d6pend que des composantes de f se trouvant sur des M, ,  avec z apparaissant 
dans la d6composition de la repr6sentation x |  en repr6sentations irr6ductibles, 
comme il n'y a qu'un nombre fini de tels z, cette forme lin6aire est bien de 
la forme 

f--+ tr (M * N f )  

pour un certain 616ment M , N  de d~ 
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Une cons6quence du lemme 4. b) est que le poids tr0~ est v-harmonique 
si et seulement si Q(i(f))= i(f). L'antipode i permet donc de mettre en bijection 
les solutions du probl6me (P) et les <<fonctions Q-harmoniques>>. 

2 Elements primitifs et exponentielles 

Pour tout 616ment f =  (fx)x~r, g = (gx)x~r de ._~(G), f |  est l'616ment (fx| 
de s~/(G)| 

Definition Un 616ment f de s~(G) est appel6 dl4ment primitif s'il est non nul, 
et si A ( f ) = f |  

Un 616ment primitif qui est dans s~ (G) + est appel6 exponentielle, L'ensemble 
des 616ment primitifs sera not6 ~ ,  et celui des exponentielles ?.  

On note Xo la repr6sentation triviale de G. 

Lemme 5 Si f est un dldment primitif, alors fxo = 1. 

DOmonstration. Soit xEF; dans la composante Exo| f |  agit par fxo| 
x est la seule repr6sentation qui figure dans la d6composition de Exo| en 
composantes irr6ductibles pour la repr6sentation xo |  de G, et d'apr6s le 
lemme 2, on a 

A (fx)lE~o| ~ = fxo | =f~. 

Si f est non nulle, il existe x tel que fx + 0 et donc fxo = 1. 

Lemme 6 Si f est un dl~ment primitif et x une reprdsentation unidimensionnelIe 
de G, alors fx +- O. 

Ddmonstration. Soit x -1 la repr6sentation inverse de x, alors, x |  1 est la 
repr6sentation triviale et done, d'apr6s le lemme 2, f x |  =f~o = 1. 

Lemme 7 Soient f u n  dldment primitif et x ~ F, d6t (fx) + 0. 

Ddmonstration. a) Consid6rons la repr6sentation x| le sous espace antisym6- 
trique de cette repr6sentation est stable par G, qui agit dessus par la repr6senta- 
tion de dimension 1, d6t (x). 

b) Soit ( i d | 1 7 4 1 7 4 1 7 4  La restriction de cet 616ment 
fi E~ d est 6gale fi | f~' , et si on la restreint au sous espace antisym6trique cette 
restriction est 6gale d'aprSs a) fi d6t(f~), et d'autre part/~ f~ off zest  la repr6senta- 
tion de dimension 1, d6t(x), par le m~me argument que darts la d6monstration 
du lemme 2. On a donc d6t(f~)+ 0 d'apr6s le lemme 6. 

Proposition 2 ~ est un sous groupe ferm4 de ~ (G)  contenant G, et g est fermk 
dans ~4 ( G). 

Ddmonstration. Tout d'abord, pour tout 616ment g de G, 2g est un 616ment primitif. 
Le produit de deux 616ment primitifs est trivialement un 616ment primitif, 

et l'ensemble des solutions de l'6quation A ( f ) = f |  est ferm6 par continuit6 
de Aet  de l'application diagonale: f ~ f |  

D'aprSs le lemme 7, tout 616merit primitif est inversible dans ~(G),  et son 
inverse est un 616ment primitif, de plus le lemme 5 montre que 0 est un 616ment 
isol6 de l'ensemble des solutions de l'6quation A ( f ) = f |  ce qui termine la 
d6monstration du premier point; le second r6sulte de ce que s~(G) + est ferm6 
dans ~(G).  
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Nous 6tablissons maintenant quelques r6sultats qui seront utiles par la suite. 

Proposition 3 Si f est une exponentielle et v un ~tat, le poids q~ = tr(f .)  v6rifie: 

~ , v= v(i(f)) ~b. 

D~monstration. v e s t  de la forme tr(g.), pour un g darts ~ ( G )  +, et d'aprSs le 
lemme 4, pour tout h>0 ,  on a: 

q~ �9 v (h) = tr (i (h) | g A (i (/))) = tr (i (h) i ( f )  | g i(f)) 

= tr (h f )  tr (g i(f)) = v (i(f)) dp (h). 

On d6duit de la proposition 3 que si v(i( f ))= 1, q~ est une solution du probl6me 
(P). 

Proposition 4 Les fonctions de la forme f - ~ t r ( M  f )  off M ~ d ~  forment une 
alg~bre stable par conjugaison et sOparant les points sur #. 

Ddmonstration. Soient M et N s d ~  f s #  on a: t r ( M f ) t r ( N f ) =  
t r ( M | 1 7 4 1 7 4  ( f ) ) = t r ( M * N f )  d'apr6s le lemme 4. c), et donc les 
fonctions f ~  t r ( M f )  forment une algSbre sur #. 

Comme t r ( M f ) = t r ( M * f * ) = t r ( M * f ) ,  elle est stable par conjugaison, et il 
est imm6diat qu'elle sbpare les points de g. 

On appelle H le groupe des reprOsentations unidimensionelles de G. (H est 
le groupe dual de G/[G: G] off [G: G] est le sous-groupe ferm6 de G engendr6 
par les commutateurs)). 

Proposition 5 Soit f u n  @lOment primitif, l'application x--~fx est un morphisme 
de groupes de H dans C*. 

D~monstration. Soient x, y e l l ,  d'aprSs le lemme 2, on a fx|  =f~y, et on obtient 
le r6sultat en identifiant les 616ments de M~ pour  z E H avec leur trace. 

3 R6solution du probl6me (P) 

La r6solution du problSme (P) va suivre les lignes de l'article [6], en adaptant  
toutefois les arguments au contexte des algSbres de Hopf. Nous devons tout 
d 'abord introduire une hypoth6se sur le poids v, qui joue le r61e de l'hypothSse 
de non d6g6n6rescence du support dans [6]. 

Hypoth~se h~" pour tout x~F,  et tout poids fini c~ sur Mx, il existe un entier 
n et une constante c > 0  tels que v*n>cc~ sur Mx. 

Dans la suite on supposera cette hypothSse en vigueur. 
ConsidSrons l'ensemble des poids # normaux, semi-finis, satisfaisant l'in6ga- 

lit& 

(it) ~,v<~. 

Appelons 5 P le cone des solutions de (??), et ogY le cone des solutions de (t) 
(~ft~___5 p de maniSre 8vidente). 5 e et ~ sont des cones convexes saillants de 
d (G) .  
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Lemme 8 50 est fermd dans ~(G).  

Ddmonstration. Soit #. une suite de poids normaux semi-fnis v6rifiant (it) qui 
converge dans s~(G) vers #. On suppose que v=tr(g.) ,  #= t r ( f . ) ,  # .= t r ( f . . ) ,  
alors, pour tout sous ensemble A fini de F, on pose f.a,x=f.,~ si xeA ,  = 0  
sinon, et #.,A = tr0C~.); on a: #mA*V <--#.. Soit hed~ d'apr+s le lemme 4, 

tr ( f a  | g A (h)) = tr (fA | i(h) A (i(g))). 

L'616ment f f |  converge dans .~r176174176 quand n--,oe vers fA@i(h), 
donc 

tr( fA|  A (i(g)))--+ tr( fA|  A (i(g))) et #.,A* v(h) --* #A* v(h) 

pour tout h dans ~'~ et par cons6quent, #.,A*V---,pA*V dans d(G).  On a 
donc: # A . v < # ,  et donc, comme cela est vrai pour tout A, on a # . v  
= sup (#A * V) < #. 

A 
Remarquons qu'il r6sulte de la d6monstration ci-dessus que siv = tr(g.) avec 

g dans ~~ alors J f  est un cone ferm6. 
Pour tout poids normal, semi-fini, ~b=(~b~)x~r il existe des r6els a~>0 tels 

que 

ax O~,(IM~)< + o0. 

La fonction h sur le cone des poids d6finie par h(O)= ~, a~ C#x(IMx ) est  additive, 
xffF 

s.c.i., homog6ne, et le <<chapeau>> 5~c~ {qS/h(q~)=< 1} est un compact m6trisable; 
on peut donc utiliser la th6orie de Choquet comme dans Dellacherie et Meyer 
[5, p. 114-116] pour  conclure que toute solution de l'6q. (t) (et mame (-~-~)) 
admet une repr6sentation int6grale fi l'aide d'616ments extr6maux du cone 5 p. 
Soit # = S 2 d m(2) une repr6sentation de la solution # de l'6q. ('~) au moyen d'extr6- 
males du cone 5 p, on a: 

Lemme 9 La mesure m est concentr4e sur Y-f . 

D4monstration. Soit (e . ) .~  une suite d'616ments positifs de d ~  qui engendre 
d ~ (G) + par combinaisons lin6aires fi coefficients positifs, on a, 

Vn~N~2(e . ) -2*v(e . )dm(2)=O,  et 2 ( e . ) - 2 * v ( % ) > 0  

donc, pour m-presque tout 2, on a: 

VneN,  ;o(e.)= 2 .  v(e.), 

et donc 2 = 2 .  v pour m-presque tout 2. 
On d6duit de ces r6sultats la proposition suivante: 

Proposition 6 Pour toute solution (a du probl@me (P) il existe une mesure Bor@lienne 
positive m, port4e par Ies g@ndratrices extr~males du cone 9ff telle que: 

~b = ~ d m ( ~ ) .  
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(D'aprhs [5] on sait marne que la mesure # peut  atre choisie comme 6tant 
porthe par  les points extrhmaux de 50 n {O/h(O)= 1} off h est une fonct ion comme 
ci-dessus telle que h(~b) = 1) 

I1 faut main tenan t  d6terminer  les solutions appar tenan t  aux ghnhratrices 
extrhmales. Soit ~b une telle solut ion de (t). ~b est un poids normal  semi-fini 
tel que ~b �9 v = q~. 

Lemm e  1O I1 existe un r ~ s~ ( G) + tel que pour tout poids fini ~, on ait q5 �9 a = a (r) qS. 

D~monstration. a )So i t  fl un poids donn6 par  tr(B.) avec Bes~g~ + tel que 
~b,fi est url poids normal  semi fini, on a: (O*fi)*v=(~*fl d'apr6s le lemme 
1, et donc  ~b, fi est aussi une solut ion de (?). 

b) Si a est un poids de Mx, il existe, d'aprhs l 'hypoth6se h~, un n tel que 
v*" soit > ca  pour  un c > 0 .  On a alors qb=O*(ca)+(a*(v*"-ca). (o , (ca)<4,  
donc  c'est un poids normal  semi-fini, et d'aprhs a) c'est une solut ion de (t) 
par  conshquent  q5, ( v * " - c  a) est 6galement solut ion de ('~) et on a une d6composi-  
t ion de q5 en somme de deux solutions de (I'). Comme q5 est sur une ghnhratrice 
extrhmale, il existe un hombre  ~(a) tel que ~ b , a =  ~(a)~b. La  fonct ion a---, ~(a) 
est positive, et affine sur l 'ensemble des poids de M~, par  conshquent  il existe 
une suite (r~)~r d'hlhments positifs de M~ tels que 

x ~ F  

pour  tout  poids fini a sur ~ ( G ) .  On a donc  le r6sultat en prenant  

r=(rx)x r. 

On a vu au par. 1 qu'il existe fe~c/(G) + tel que q~ soit donn6 par  la formule 
4 ( . ) = t r ( f . ) .  

Lemm e  11 A( i ( f ) )= i ( f ) |  

DOmonstration. D'apr6s le lemme 5, pour  tous g, h ~ d ( G )  + 

t r ( f |  (h)) = tr (fh) tr(gr)  

= tr(i(h)| (i(f))) d'aprhs le lemme 4. b) 

= t r ( i ( f )  i(h)) tr(gr) d'aprhs le lemme 4. a) 

= tr((i(h)|174 

On en d6duit que A (i(f)) = i ( f ) |  
Com me  A est cocommutat i f ,  on d6duit du lemme 6 que i ( f ) | 1 7 4  

et donc  que i ( f )  est p ropor t ionne l  f i r .  A(i(f)) est alors p ropor t ionne l  fi 
i ( f ) |  et donc,  A( f )  est p ropor t ionne l  fi f |  et non  nul. Ainsi, chaque 
g6n6ratrice extr6male de l 'ensemble des solutions de (t) cont ient  une exponen-  
tielle. 

S i f  est une exponentielle,  et q5 = tr (f.),  on a q5 �9 v = v(i(f))d? d'apr6s la proposi-  
t ion 2, et donc  ~b est v-harmonique  si et seulement si v(i(f)) = 1. Darts l 'ensemble 
des solutions extr6males de (P), l 'application h ~ h/hxo est la project ion sur Fen- 
semble des exponentielles, et par  cons6quent,  dans la propos i t ion  6, on peut  
6crire la formule q ~ = ~ d # ( ~ )  sous la forme ~b=~0/O(lxo ) O(lxo)d#(O) et donc  
on peut  supposer  que la mesure # est port~e par  g. 
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Sous l'hypoth6se h~, les solutions du probldme (P) sont les poids de la forme 
q~ = ~ t r ( f . ) d # ( f )  off # est une mesure positive finie sur l'ensemble des exponen- 
tielles v-harmoniques (# est finie, car qS(lxo)=#(1)< oo). Nous allons montrer  
maintenant que cette mesure est uniquement d6termin6e par le poids qS. 

Proposition 7 Sous l'hypothOse h~, l'ensemble des exponentielles v-harmoniques 
est relativement compact clans g. 

Ddmonstration. Soit f une exponentielle v-harmonique. Pour tout entier positif 
n, on a: v*"(i( f))=v(i( f))"= 1. Pour tout x~F, choisissons un n e t  une eonstante 
c~>0 tels que v*">c~Id  sur M~, on a alors cxtr( f~)<l,  et donc f est dans 
le ~chapeau)~ d6termin6 par la suite (c~e~) off e est une fonction strictement 
positive sur F, telle que ~ ex = 1. Ce chapeau est un compact dans ~(G) ,  et 

x~F 

g est ferm6 dans s~(G), d'ofi le r6sultat. 

Proposition 8 La mesure # est entiOrement d~terminde par le poids qS. 

Ddmonstration. D'apr+s la proposition pr6c6dente, la mesure # est port6e par 
un compact K ~ g, et la connaissance de q~ donne la valeur de l'int6grale des 
fonctions sur K de la forme f ~ t r ( M f )  oil M e d ~  D'apr6s la proposition 
4, le th~or+me de Stone-Weierstrass montre que cette alg+bre de fonctions est 
dense dans l'alg6bre des fonctions continues sur K, et donc, la mesure # est 
enti6rement d6termin6e par la donn6e de q~. 

En particulier, la proposition 8 montre que les exponentielles v-harmoniques 
sont sur les g6n6ratrices extr6males du cone ~ ;  

On a donc montr~ le r6sultat suivant: 

Th6or~me 1 Sous l'hypoth~se h~, les solutions du probl~me (P) sont les poids 
de la forme q~= ~ t r ( f . ) d # ( f )  off # est une mesure Bor~lienne positive finie 

sur l'ensemble ~ des exponentielles v-harmoniques, la mesure # dtant uniquement 
dOterminke par le poids ~. 

4 Quelques exemples 

Proposition 9 Si G est un groupe fini, l'ensemble des exponentieIles de G est 
rdduit fi {2e}. 

Ddmonstration. Tout  616ment de ~ ( G ) = ~ ( G )  s'hcrit f =  ~ ~g2g avec c~gcC, 
g~G 

et l '6quation A ( f ) = f |  donne ~, ~ ag~h2g| = ~ ~g2g| Comme les 
g~Gh~G gaG 

2g| forment une base de ~' (G) |  on voit que les solutions non nulles 
de cette 6quation sont les 2g, gEG. Si 2g est une exponentielle, sa composante 
sur chaque M x est une matrice unitaire et positive, donc c'est IdMx, et g = e. 

Ce cas tr6s simple est le pendant du rbsultat de Choquet et Deny sur les 
groupes compacts. 

Proposition l0  Si le groupe H n'admet pas de morphismes non-triviaux ~ valeurs 
dans IR*, et ves t  un dtat tracial v~rifiant I'hypoth~se h~, l'ensemble des exponen- 
tielles v-harmoniques est rdduit d {)o,}. 
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Ddmonstration. D'apr6s la proposition 5 si f est une exponentielle, pour tout 
x ~ F  on a: 

d6t (f~) = 1. 

v 6tant tracial, v *" l'est 6galement pour tout n > 1, et donc il existe des constantes 
c~, > 0 telles que 

~,c~(d~) 2=1, et v * " = ~ c ~ d ~ t r  x. 
x ~ F  x E F  

Si f est v-harmonique, on a v*"(i( f ))= 1 pour tout n > 1. 
La composante de f dans M~ est une matrice positive de d6terminant 1, 

dont  la trace est donc > dx avec 6galit6 uniquement si c'est la matrice identit6. 
On a donc 

v*"(i( f ))= ~ c~ d~ tG(f~)__ > ~ c~-(d~) 2= 1 
x e F  x ~ F  

avec 6galit6 dans le cas off fx = IMx pour tout x de F tel que c~ + 0, or d'apr6s 
l 'hypothase h~, il existe pour tout x ~ F  un entier n tel que c"~>0, ce qui montre 
que f = 2e. 

Nous allons maintenant d6terminer les 616ments primitifs et les exponentielles 
de l'alg6bre ~(SU(n)) ,  pour  n > 2. 

On notera Xx la repr6sentation de base (de dimension n) de SU(n). 

Proposition 11 Soit ] un dldment de SL(n, I~), il existe un dl4ment primitif de 
~(G) ,  2~, dont la composante sur Mxl est y. De plus 2~ est une exponentielle 
si et seulement si y est une matrice hermitienne positive. 

D~monstration. La repr6sentation r6guli6re fi gauche permet d'identifier l'alg6bre 
de Lie su(n) fi une sous alg6bre de Lie de ~/(G), et avec cette identification, 
si aesu(n), on a A ( a ) = a | 1 7 4  et 2exva=(EXPax)x~r, off on a d6sign6 
par exp l'application exponentielle su (n )~  SU(n), par EXP l'exponentielle dans 

d 2 ~ (G) ,  (d6finie par la s6rie usuelle), et a~ est la restriction/t E~ de ~ oxp(t,),:o. 

Darts l'identit6 A (EXPua)=  E X P u a |  dans s d ( G ) |  les composan- 
tes de chacun des deux membres dans Mx|  sont des fonctions analytiques 
de u pour  tout ( x , y ) sF  2, et par cons6quent, cette identit~ se prolonge de IR 
/t 112. Comme toute matrice de SL(n, C) peut s'6crire exp(ua) off u e C  et aesu(n), 
on en d6duit la premi6re partie de la proposition 10. Si 2~ est une exponentielle, 
alors ~ est hermitienne positive, et r6ciproquement, si y est hermitienne positive, 
y=exp( ia )  et EXP(ia)*=EXP( ia)  donc 2~ est hermitienne et comme 2exv(~a) 
est une famille fi un param6tre continue d'616ments hermitiens inversibles reliant 
2e fi 2~, on en d~duit que 2~ est positive. 

Nous allons montrer  que la proposition 11 fournit toutes les 616ments primi- 
tifs de ~/(G). 

Soit f = ( f ~ ) ~ r  un 616ment primitif de ~(G) .  

Lemme 12 Soit g =(g~)~r une 414ment primitif telle que g~, = f ~ ,  alors, g = f . 

D~monstration. Pour toute repr6sentation irr6ductible x de SU(n), il existe un 
entier k tel que x figure dans la d6composition en composantes irr6ductibles 
de (x~) | (cf. Br6cker et tom Dieck [4]). 
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Consid6rons 
(id| A) k- 1 o d (g)l(~O| Ok ok = gl(Exl)| = (gxl)l(Ex0| 

Les restrictions de ces ~l~ments fi la composante de type x de (Ex~) | sont 
donn~es par gx et f~, et par consequent g~ =fx.  

Le groupe SU(n) a une seule repr6sentation de dimension 1 (pour n>2),  
et donc si f est une exponentielle de ~(SU(n)) ,  d6t(fxl)= 1. On d6duit alors 
de la proposition 11 et du lemme 12 le r6sultat suivant: 

Th6or~me 2 Les ~Idment primitifs de ~ (SU (n)) sont les dl~ments 2~ o/t ~ ~ SL (n, 112), 

On v6rifie ais6ment que l'application f - - * 2 ~ d ( G )  est un hom6omorphisme, 
et en composant avec l'application exponentielle, on voit que g est hom6omor- 
phe fi l'espace vectoriel des matrices n x n, hermitiennes de trace nulle. 

Donnons maintenant un crit6re permettant de v6rifier qu'un 6tat v6rifie 
l'hypoth6se h~. 

Proposition 12 Soit v un ~tat pour Iequel il existe un k tel que la restriction 
d M~, de v *k est donnde par un dldrnent inversible de Mx~, alors, v v4rifie l'hypothdse 
h v �9 

DOmonstration. I1 suffit de la v6rifier dans le cas off v e s t  de la forme tr(p.) 
avec p ~ M ~ ,  inversible. La matrice p peut s'6crire (dOt p)t/,/~ off/~ est de d6termi- 
nant 1. Soit x~F, il existe un k tel que la repr6sentation x apparaisse dans 
la d6composition de (x~) |  composantes irr6ductibles. 

Consid6rons /~| agissant sur (Exl) | sa restriction aux composantes du 
type x y est 6gale fi la restriction de (id| et par cons6quent, 
pour a~sM~, positif, on a 

v,k(ax) = tr (p|174 1 o A (a~)) = m(d~t p)l/, tr (2/~,~ a~) 

off m est le nombre de lois que x apparait dans la repr6sentation (x0 | Comme 
)'t~,~ est inversible dans M~, il existe une constante c telle que pour tout poids 

de M~, v*k> c~. 
Pour conclure il nous reste fi montrer  comment les r6sultat pr6c6dents four- 

nissent une r6ponse positive au probl6me pos6 au d6but de l 'introduction. Rap- 
1 

pelons les r6sultats de [-3]. On prend G = SU(n) et vest  l'6tat - t r~.  On montre 
n 

alors que l 'op6rateur Q restreint fi la sous alg6bre engendr6e par le sous groupe 
diagonal de SU(n) est l 'op6rateur de transition d'une chaine de Markov sur 

1 
un rbseau inclus dans IR"-1 engendr6 par n vecteurs e~ v6rifiant (e~] e i ) =  c5~;--.  

n 
La restriction de (2 au centre de l'alg6bre ~r d6finit quant ~t lui une 
chaine de Markov sur l'intersection de ce r6seau avec un cone de IR"-1 (une 
chambre de Weyl). De plus, cette deuxi6me chaine de Markov s'obtient fi partir 
de la premi6re en tuant celle-ci fi sa sortie de la chambre de Weyl, puis en 
conditionnant ce processus tu6/t part ir / t  l'infini fi l'aide d'une fonction harmoni- 
que positive. Le probl6me pos6 dans l ' introduction est de montrer  que la deu- 
xi6me chaine de Markov admet une seule fonction harmonique positive (fi une 
constante multiplicative pros), c'est fi dire montrer  que les seuls ~l~ments centraux 
positifs de z~(G) qui v6rifient Q(h)=h sont les multiples positifs de 2e. On a 
vu apr6s le lemme 4 que les solutions de Q(h)=h et les solutions de (P) se 
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correspondent. D'apr6s la proposition 1 i, v v6rifie l'hypoth~se hv, donc le th6o- 
r6me 1 montre qu'il suffit de v6rifier que la seule exponentielle v-harmonique 
de ~&(SU(n)) est 2e;  or  v est un 6tat tracial, et SU(n) v6rifie l'hypoth~se de 
la proposition 10, donc cette derni6re proposition permet de conclure. 
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