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Summary. We consider the R2-valued reflected stochastic differential equation 
associated with the degenerated differential operator  (1/2)82/0x 2 +xO/Oy.  We 
study the excursion phenomenon around the point (0, 0). We are able to identify 
the law of the inverse of the local time as a stable subordinator with order 
1/4 and to give for it an occupation time formula. These facts enable us to 
study the behavior of the law of the process near the point (0, 0) and to refine, 
in our case, results obtained by Kr6e (1985) by means of analytical methods. 

R6sum6. Nous consid6rons l'6quation diff6rentielle stochastique r6fl6chie/t valeur 
dans R 2 associ6e fi l 'op6rateur diff6rentiel d6g6n6r6 (1/2)~2/~X2+ XO/Oy. On 6tu- 
die alors le ph6nom6ne d'excursion autour du point origine. En particulier, 
on peut identifier la loi de l'inverse du temps local comme un subordinateur 
stable d'ordre 1/4 et en donner une formule du type temps d'occupation. Ceci 
permet alors d'6tudier le comportement de la loi du processus au voisinage 
du point origine pour pr6ciser, dans ce cas particulier, des r6sultats obtenus 
par Kr6e (1985) grace fi des m6thodes analytiques. 

1. Introduction 

Le comportement des diffusions r6fl6chies/t la fronti6re est bien connu lorsque 
la partie transverse au bord de la diffusion est non nulle (voir par exemple 
[-7]). Nous allons nous int6resser ici / t u n  cas off cette pattie transverse est 
nulle. Ce type de d6g6n6rescence se rencontre dans la mod61isation de certains 
probl6mes m6caniques r6gis par une 6quation: 

{ dx t=y~  d t  

d Yt = f (t, xt, Yt) d t + d c~t 

~b t mod61isant les sollicitations al6atoires et f le comportement d6terministe du 
syst6me. Si on impose /t [xt[ de rester inf6rieur /t une valeur donn6e, on peut 
mod61iser le syst6me par un processus r6fl6chi avec d6g6n6rescence/l la fronti6re. 
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Ces 6quations apparaissent naturellement lorsque 1'on mod61ise le mouvement 
d'une gouverne d'avion soumise fi la turbulence du vent (voir Poirion et Ang61ini 
D1])- 

P. Kr6e [9] s'int6resse/t ce probl6me en utilisant des m6thodes analytiques. 
I1 montre que sous certaines hypoth6ses sur le processus, la densit6 fi l'int6rieur 
ne peut avoir de limite en temps que distribution. Les travaux de Poirion et 
Ang~lini pr6cisent num6riquement ce r6sultat et indiquent que la densit6 de 
la loi de la solution/~ l'instant t tend vers l'infini, si on se rapproche par l'int6rieur 
du domaine d'un point r6gulier pour lui-m~me du processus. 

Notre  approche est diff6rente de celle de Kr6e /t la fois par ses m6thodes 
et par ses r6sultats. Nous utilisons, en effet, des r6sultats de th6orie des processus 
de Markov, en particulier la description du ph6nom6ne d'excursion autour de 
points r6guliers pour eux-m~mes, grace au temps local et fi la mesure d'It6 
associ6s. D'autre part nous ne d6montrons pas de r6sultats g6n6raux mais nous 
6tudions en d6tail l'exemple le plus simple repr6sentatif de ce ph6nom6ne d'ex- 
plosion: la premi+re coordonn6e est un mouvement brownien et la deuxi6me 
est l'int6grale de ce mouvement brownien r6fl6chie au point 0. 

Nous commengons, dans la deuxi6me partie, par faire quelques rappels sur 
la description du ph6nom6ne d'excursion au moyen du processus ponctuel de 
Poisson et par 6tablir la propri6te de r6currence du processus autour du point 
(0, 0). La troisi6me pattie est consacr6e/t  la recherche d'une mesure invariante 
pour un processus auxiliaire. On en d6duit dans la quatri6me partie, la loi 
du temps local au point (0, 0) et on termine en 6tablissant le lien entre le 
ph6nom6ne d'excursion autour de (0, 0) et l'explosion de la loi en ce point. 

2. Position du probl6me. Rappels 

Soit z=(x ,  y) un point de R x R +, et (~2, d ,  P, (~-)t>=o, (flt)t>=o) un mouvement 
brownien. Nous allons 6tudier le processus Zt=(Xt, Y~) solution du syst6me 
diff~rentiel suivant: 

X;=x +gt 

Y/=Y+ i X~ ds+A7 
0 

(1) Yt~>O 

A~ est un processus croissant 

i l~s~s+, U = o3 dA~ = A~ 
0 

Les r6sultats classiques sur les 6quations diff6rentielles stochastiques r6fl6chies 
(voir [4]) prouvent l'existence, l'unicit6 forte et l'unicit6 en loi des solutions 
du syst6me (1). De plus, si l 'on note x -  = sup(0, - x ) :  

s ) - .  

Yt~=Y + i X~,du+sup y+ ~ X~,du 
0 s<t \ 0 
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D'autre  part  on peut montrer  que (Z~)t___o est un processus de Markov  fortement 
fellerien de semigroupe: 

Ptf(z)=E(f(Z~)) 

On notera P~ la loi de Z ~ sur l 'espace canonique des fonctions continues /t 
valeurs darts R 2. Les applications coordonn6es sur cet espace canonique seront 
not6es Zt = ( X ,  Yt). Sous Pz, X est un mouvement  brownien issu de x et: 

t s U)--. 
Yt=y+SX, du+sup(Y+~oX, d 

0 s < t  \ 

Nous allons 6tudier en d6tail le processus ainsi d6fini. 

2.1.  T h ~ o r i e  des  e x c u r s i o n s  - N o t a t i o n s  

Nous serons amen6s dans cet article fi utiliser la th6orie du processus ponctuel 
de Poisson associ6 ~ un point r6gulier pour  lui-m~me d 'un processus de Markov  
pour  trois processus diff6rents: le mouvement  brownien ( X ,  t > 0), le processus 
( Z ,  t > 0) et un processus auxiliaire qui sera introduit  plus tard. Nous  allons, 
dans ce paragraphe,  rappeler les grandes lignes de cette th6orie dans un cadre 
g~n6ral. Pour plus de d6tail on pourra  consulter [12] ou l'article original de 
It6 [8]. 

On se donne un semigroupe markovien fellerien Pt sur un espace E localement 
compact  fi base d~nombrable et la r~alisation canonique c.~t.d.lA.g, de ce semi- 
groupe (~2, d ,  4 ,  Zt, P~, 07). La tribu ~ est la compl6t6e de la tribu o-(Zs, 
s<=t). 

On suppose que a est un point r6gulier pour  lui-m~me, ce qui signifie que 
si l 'on note D z = inf {s > t, Z s = a ou Z s_ = a} on a P~ (D z = 0)=  1. On note M z 
= { t>  0, Zt= a ou Z t_ =a} .  Son complbmentaire est une r6union d6nombrable 
d'intervalles ouverts disjoints. On notera M z l 'ensemble des extr6mit~s gauches 
de ces intervalles. Dans t ous l e s  c a s q u e  nous traiterons on pourra  supposer, 
de plus, que M z e s t  P~ presque sfirement non born& Le temps local markovien 
de Z au point a est l 'unique (fi un coefficient multiplicatif pros) fonctionnelle 
additive continue parfaite port6e par  l 'ensemble M z. On notera (L z, t >0)  cette 
fonctionnelle additive que l 'on peut normaliser par  la condition: 

E~(f e-* 

Wf sera l 'espace des excursions de Z autour  du point a: 

W z = { f :  R + -~  E,  telle que 

si DZ(f)  = inf{t > 0, f(t) ouT( t - - )  = a} 

O<DZ(f)< ~ , f  (t)=a, si t > DZ(f)}. 
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A chaque extr6mit6 gauche g s M  z ,  on associe un 616ment de W z en posant:  

f eg (co) (s) = Zg + ~ si 0 < s < D z - g 

eg (co) (s) = a sinon 

I1 est alors possible de d6finir un processus ponctuel N z A valeurs dans ( W f ,  ~/FZe) 
muni de la tribu rendant mesurables les applications coordonn6es en posant:  

NZ(t, de)= ~ 6~,(de). 
g ~ M Z , L z < t 

R6sumons les r6sultats de It6. On notera n~ les applications coordonn6es sur 
W z et ztZ=inf{s>0, LZ>t}.  

Th~or~me 2.1. Sous P,, N z e s t  un ~z-processus ponctuel de Poisson de mesure 
caract~ristique n z que l'on appelle mesure des excursions de Z. n z e s t  une mesure 
positive et a - f i n i e .  Sous n le e processus ~ (zc~, s > 0 )  est markovien de semigroupe 
Q~ f (z) = E~ ( f  (Zt ^ Dz)). 

On en d6duit une formule utile parfois appel6e formule de balayage. 

Proposition 2.2. Si c est une variable aldatoire positive sur ( W f  , ~ee z) et H est 
un processus ~z-prdvis ib le  positif, on a alors pour tout z~E." 

Notons  enfin que zz est, sous P, ,  un subordinateur (un p.a.i.s, croissant) 
de fonction de L6vy g(p) (voir [-3]) donn6e par:  

Ea(e-t '~f)=e -~g(") off g ( p ) = E  z e-V~d . 
\ 0  

Nous allons maintenant  utiliser ces notions pour  le mouvement  brownien. 

2.2. Les excursions du mouvement brownien 

Nous noterons 
Xt et: 

L x le temps local markovien en 0 du mouvement  brownien 

rX=in f{s>0 ,  LX>t}.  

On sait, de plus, que LXt peut &re obtenu, sous P~ par:  

L X = l i m  1 i 1,xs~t-,,+~l~dS p.s. 
0 8 0  

Soit NX(-) le processus ponctuel de Poisson associ6 aux excursions de ce mouve- 
merit brownien fi valeurs darts l 'espace (We x, ~ X ) .  On note nX(") sa mesure 
caract6ristique. 
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La propri6t6 de scaling de X permet de d6duire une propri6t6 du m~me 
type sous n x. Soit e une variable al6atoire fi valeurs positives sur (W x,  .#/s 
et c ~ la variable al6atoire d6finie par cX(w)=c(w ~) off wX(t)=w(22t)/2 on a 
2 n x(c4) = n x (e). Notons D x = inf {s > 0, % = 0} et appliquons ce rbsultat fi: 

on obtient: 

} C ~ l  n ~ d s > l  ' 

v o  

D x D x 

nX( ~o n s d s > 2 a ) = l ~ n x (  ~o % d s > l  ). 

O X 

On en d6duit la ((lob> de ~ n~ ds sous n x en utilisant la sym6trie du mouvement  
o 

brownien. Si A est un bbr61ien de R: 

DX ) dx 
n x ~ rc sds eA = C ~  1xl4/3, 

0 I A 

C 6tant une constante positive. 

2.3. Excursion de Z autour de (0, O) 

Nous allons, maintenant, montrer  que (0, 0) est le sibge d'un ph6nom6ne d'excur- 
sions pour le processus Z. 

La propri6t6 de scaling du mouvement brownien implique une propri6t6 
du m~me type pour Z. 

Proposit ion 2.3. Si on pose: 

1 1 Y~.= t), Z, = (~  Xa~,, ~x 

alors sous P(o, o) la loi de (Zt~)~>=o est identique a celle de (Z,)t>o. 

D~monstration. C'est une cons6quence de l'unicit6 en loi de l'6quation diff6ren- 
tielle stochastique r~fl6chie (1). []  

On d6duit de cette proposition une propri6t6 de r6gularit6 du point (0, 0) pour  
lui-meme. 

Corollaire 2.4. Si Do z = inf{t > 0, Zt = (0, 0)}, alors P(o, o) ( Dz = 0) = 1. 

D~monstration. Le corollaire s'obtient alors en remarquant  que: 

On en d6duit que" 

V x <  +oe  

D Z O ~  i) n z * _  1 
o - "-'o - ~ D z -  

Pro, o)( Dz < x) = P(o, o)( DZ = O) = P(o, o)( Dz < + o~). 
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La loi du z6ro-un permet alors d'affirmer que soit DZo = 0 p.s., soit D z = + oe 
p.s. Nous allons voir que P (DZ< + oo)= 1. En effet si: 

T=inf{ t>O,  ~=0} ,  

T a la mame propri6t6 de scaling que D z et donc on a soit P(o, o) p.s. T= 0, 
soit P(o, o) p.s. T =  oe. Cette derni6re possibilit6 est exclue car elle implique que 

t 

P(o,o) p.s. Y~= ~ X ~ d s > O .  Done T = 0  P(o,o)p.s. Posons maintenant T~=inf{s>e; 
o 

Y~ = 0} et U~ = inf{s > T~ ; X~ = 0}. Remarquons que P(o, o) p.s. T~ < oo pour 
assez petit d6pendant de co. De plus, il est facile de voir q u e e n  T~, X T < O  , 
il en r6sulte que s i t  E [ T~, U~[ alors Yt = 0. La r6currence du movement brownien 
prouve, enfin, que U~ < + o% done Z v ,  = (0, 0). [] 

On note alors le temps local markovien de Z au point (0, 0) (LZ)t>=o . 

Proposition 2.5. Sous chaque p z  on a M x n MZ=0.  On en ddduit que presque 
s~rement d L  z et d L  x sont des mesures ~trangOres. 

Ddmonstration. Remarquons tout d 'abord qu'il suffit de d6montrer le r6sultat 
sous P(o,o). Posons, si a > 0 ,  X t = X , x _ t ,  pour  0_<t<z  x. Notons que (X ,  0 < t  
< ,x )  et ()~t, 0 <  t <  z x) ont m~me loi. Nous allons d6montrer que si q est un 
rationnel, q<zX et si Tq=inf{t>q,  )?t=0}, alors z , - x  T q e m  z. Le r6sultat s'en 
d6duira. On a: 

Yt= I X s d s -  inf  I X~d  , 
0 u<=t kO 

donc: 

{,x_ z} = X ,  d s < O , O < u < z  x -  
u 

v 

Mais ce dernier 6v6nement est de probabilit6 nulle sous P(o, o). 
De plus, si h est une variable al6atoire positive, en utilisant la formule de 

balayage pour  la mouvement brownien, on obtient: 

d L  z 6tant port6e par M z, on en d6duit que d L  z et d L  x sont des mesures 6trang6- 
res.  [ ]  

Nous allons maintenant btudier le processus Ut = Y,~, et en particulier d6terminer 
une mesure invariante pour ce processus. 
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3. Caleul d'une mesure invarinate pour U 

Commengons par d6montrer le caract6re markovien du processus (U. x 

et par calculer son semi-groupe. Nous noterons V t=y +  f X~ ds. 
0 

t>=o) 

Lemme 3.1. Sous P=, (Vt) est un processus fi accroissements indOpendants stationnai- 
res de mesure de Levy # (dx )=  Cdx/lx[ 4/3. De plus: 

DOmonstration. On a: 

U~=V~+ sup V~-. 
s~[O,t]  

4 x 

y,=y+ ~ X, ds+ ~ XsdS 
o r  

D x 

le caract6re poissonnien de N x prouve alors la premi+re affirmation. L'expression 
D x 

de la mesure de Levy est une cons6quence du calcul de la loi de ~ z~ds 
t 0 

sous n x. D'autre part, si l 'on note g O = y +  f X~ds, on a: 
0 

Yr Y~+ sup (Yf)-. 
s~[0,~ x] 

Le supremum pr6c6dent est atteint en un z6ro de X, ceci nous donne le deuxi6me 
r6sultat. 

Lemme 3.2. Sous Pz: 

off: 

4 -  Uo= Y, r ,~y~) 
s<=t, d V s * O  

r 6v)=3v  l(.+~v~o}-ul(.+o.<o~ 

Ut est un proeessus de Feller. De plus si f est une fonction lipschitzienne tendant 
vers 0 d l'infini, f est dans le domaine du g~ndrateur infinitdsimal d et : 

s C f ( x ) = 3 x - I / 3 { f ( O ) - - f ( x ) }  + S { f ( x + y ) - - f ( x ) }  dy 
y+=_>_o 1y[4/3 �9 

D~monstration. Notons tout d 'abord que, si (u~)~>l est une suite de nombres 
r6els, les deux propri6t6s suivantes sont 6quivalentes: 

1. a p = a o + ~ U i +  sup a o+  u 
i = 1  l<=k<=P i = 1  

2. ap+l--ap=r up+l) , si p=>O. 

si p>O. 
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Posons Vt"= Vo+ ~ AV~ I{IAV, I>=I/n } et Ut"= V,"+ sup (V~") -.  La mesure de Levy 
s -<_t se[O, T] 

de V int6gre x au voisinage de O, de plus: 

\s<<- T \ s<  T, AVs* O 

donc lim Ez ( sup IVt- Vt"[) =0.  On extrait alors une sous suite de V, (que l 'on 
n-~oo te[9 ,  T] 

continue h noter V,) telle que V soit timite uniforme sur [0, T], presque sfire 
de V,. On en d6duit imm6diatement que, presque sfirement: 

lim sup I U , -  U~"I = 0. 
n ~ c o  t~[O, T] 

La remarque pr6c6dente montre, en outre, que: 

E "= ~ l~i~v,i>,/.> 4,(uL, z~). 
s<=t 

Pour conclure il suffit de d6montrer que: 

A.(t)= ~ l{laV~l >_ 1/.} qb(U~'_ , AV~)-~)(U~_, AVe), 
s<=t, AVs~O 

tend vers 0 presque sfirement. Pour cela remarquons que, presque sfirement, 
}-', IA El < + o% puis que: 

s<=t, AVs~O 

U n  

s<t, AVs,l:O s<=t, AVs~-O 

tend vers 0 lorsque n tend vers + oo. De plus le th6or6me de convergence domi- 
n6e par rapport  /t la mesure ~ ~(lavd), la continuit~ de q5 et la convergence 

s__<t 

uniforme de Un vers U prouvent que: 

lira ~ (qS(U2_, A E ) -  qS(U~_, A E))--O 
n ~  co s<t,  3Vs~C3 

On en d6duit que lim A;' = 0, puis le premier r6sultat du lemme. 
t-~O 

D'autre part, comme V~ est un p.a.i.s., on montre que U, = Y~ est un processus 
de Markov par rapport  ~ la filtration a(Xs, s <-_ z x) de semigroupe P f :  

off: 
Pff(u)  = E(o, o)( f (G~)) 

Ut"=u+ ~ qS(Ug_, AV~)=u+ Vt+sup(u+ V~)-. 
s<=t s<=t 
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Ce semigroupe est un semigroupe de Feller. En effet on a: 

(2) 

1U t:' - U, Yl < lx - Yl + l sup  (x + V, ~ - - sup {y + V, ~ ) -t 
n<t  s < t  

<2 lx - -y ]  

P~f(x)____llfll~P(U~X<x/2)+ sup If(x)l 
[x/2,  + m [  

Enfin P(o,o) (U~ < x/2)<P(o,o) (Vt < -x/2), ce qui entralne que: 

lim P(o, o) (Ut x < x/2) = O. 
x --+ oo 

De plus, si fes t  une fonction lipschitzienne born&:  

E(o, o)(f  (U,u)--f (u))= E(o, 0), ~vQ~_t,~'s.o I f  (U~+c~ (U~,, A V~))--f (U~ ~_ )]),, 

puis: 

t 

E(o ' m(f(U~ ~) --f(u)) = S E(o, o) (I [f(U~_ + dp(U~_, x)) - f  (U:_)] 12(dx)) ds. 
0 

D'ofl: 

PtV f(x) = f ( x ) +  i p,v agf(x) ds. 
0 

I1 est clair sur cette relation que, si d f ( x )  est continu et born~ tendant  vers 
0 fi l'infini, alors f est dans le domaine de s~. On en d6duit que si f est lip- 
schitzienne tendant  vers 0 fi l'infini alors f est dans le domaine de d .  []  

Nous  allons main tenant  d6terminer une mesure invariante pour  le semigroupe 
Pt v. Nous  commengons par 6noncer un lemme calculatoire qui sera utile par 
la suite. 

Lemme 3.3. Soit ~ = 5/6, alors: 

et: 

o l u _ l l 4 / ~ < + o c  

+oo u - ~ _ l  
I(~) = j" I~ -  I?n - 3 

0 

Ddmonstration. En posant  u ' =  1/u entre 1 et + oo, un calcul simple montre  que'  

i [ u - ~ - i  1 uS-l] 
I(~)= 1u- l l  4/34 l u - l l  4/3 u 2 / ~ ] d u  
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De m~me, en posant, v = u 1 ~, on obtient: 

i ( v  - 1 ) ( v - 1 )  I(5/6)=6 ~i-_2. v~475 dv 

(1_v)2 1 
= - 3 ( f - _ ~ @ 3  ~ 

~ 3 .  

Nous noterons dans la suite m(n)=x -s/6. [] 
Lemme 3.4. Si f une fonction lipschitzienne majorOe par K ( f )  (1 A X- 1/3), et si 
re(x) = x - 516, alors: 

~ f  (x) m (x) d x = O. 
x > 0  

Ddmonstration. V6rifions d'abord que ~ I d / ( x ) l  re(x)dx < + oe. Sous les hypo- 
X>0 

th&es du lemme sCf(x) est born& De plus s ix  est assez grand: 

IsJf(x)] < 3 x -  1/3 (f(0)  - f (x))  

~2 f (z ) - f (x)  az ~ f (z) - f (x)  az 
+ iz_x[413 + iz_x]413 

0 x/2 

K C 1 [Z[ A C 2 (x)  d z 
< ]If I[ oo x--iTg+ f 1Zl4/3 

II 

off C 1 est une constante de Lipschitz pour f et C2(x) < K ( f )  x -  1/3. On en d6duit 
que: 

(3) Isg/(x)l < C(/)(1 A x -2/9) 

Pour d6montrer le lemme il suffit alors de v6rifier que, si f est lipschitzienne 
born6e: 

o~ m(x) 
(4) ~f re(x) dx  ~ f ( z ) - f ( x )  dz = 3 ~ [ f ( x ) - f ( 0 ) ]  y dx. 

0 0 IZ - -  X[ 413 0 

Pour cela supposons que N > 0  et posons g,(x, z)---l~lx_zl>l/,/. En utilisant le 
th6or6me de Fubini pour des fonctions int6grables, on obtient: 

N N 
re(x) dx  ~ g.(x, z) f ( z ) - f ( x )  dz 

o o I z-xl4/3 
N N 

= ~ re(x) dx  ~ g.(x, z) f (z ) - - f (O)  dz 
o o I z -  xl 4/3 

N u f (O)-- f (x)  dz + J re(x) dx j g.(x, z) i ~ _ x l ~  . 
0 0 

u N m(z)--m(x) 
= ~ [ f (x)-- f (O)l  dx ~ g.(x, z) [z_x]41~ dz 

0 0 

NI~ m ( u ) -  1 
= ~' [ f(x)--f(O)] m(x)x -'/3 dx ~o 1{ ~_~ 

o lu - l l  > lu_ 11~/3 d u .  
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En utilisant le fait que S Im(u)- 11 du < ~ et que, si f est lipschitzienne major6e 
par K(f)(1Ax-1/3): o I u-11r 

I f (x ) - f (0 )  Ix- 1/3 m(x) dx < co, 
0 

S m(x)dx ~ If(z)--f(x)l d z < ~ ,  
0 0 [Z- -X[4 /3  

on peut justifier les passages fi la limite, lorsque n tend vers + o% puis lorsque 
N tend vers + oe. En utilisant, de plus, le lemme 3.3 on d6duit (4). [] 

On peut maintenant d6montrer que l~>o~m(x)dx est une mesure invariante 
pour le semigroupe Pt v. 

Th6or6me 3.5. La mesure v(dx)=l~>o~ m(x) dx est une mesure invariante pour 
le semigroupe pV 

Ddmonstration. Commengons par d6montrer que si f est une fonction lipschit- 
zienne major6e par K(f)  (1/x x-i /a)  alors on peut trouver Kt(f) croissante en 
t, tel que: 

Pf f (x )<Kt ( f )  (1/x x -  1/3). (5) 

Si Vfl est un p.a.i.s, de mesure de Levy cdx/lx[ 4/3 issu de 0, sous P on a (voir 
[-5] p. 572): P(lV~ -1/3. Par scaling on en d6duit que P(IVfll>x) est 
major6 par Kt (1/x x -  1/3) off Kt est croissant en temps. 

En utilisant (2), il est facile de voir que, pour tout t > O, P f f  est lipschitzienne. 
De plus on a: 

IPf f(x)l ~ E(I f(~x)l 1(v~_<~/2~)-4- E (If(UtX)] l~v:;>n/2~), 
IPf f (x)l < K(f)  (l a (x/2)- 1/3) + II f rl oo P(Ut x =< x/2), 

et P (Ut x < x/2) < P(x + Vt ~ < x/2) < Kt (1/x x -  1/3) .  On en d6duit (5). 
Si f est lipschitzienne et major6e par K(f)  (1/xx-1/3), alors f est dans le 

domaine de d ,  donc: 

t t 

PtV f(x) = f ( x )  + ~ Pf  ~r f(x) ds =f (x )  + j" ~r f(x) ds. 
0 0 

De plus, en utilisant les estimations (3) et (5), on obtient: 

sup ]dPff(x)] <Kr( f )  (1/x x - 2 / 9 ) ,  
s~[0 ,  T] 

d'ofl 

l 
x > O  

PtVf(x)m(x)dx= ~ f (x)m(x)dx+ ~ m ( x ) d x j d P f f ( x ) d s  
x > O  x > O  0 

= ~ f ( x ) m ( x ) d x + i  ds ~ ~r 
x > O  0 x > O  



200 B. Lapeyre 

Mais, l 'estimation (5) et le lemme 3.4 permettent alors d'affirmer que s i s  >0 ,  
aCP~U f (x) re(x) dx=O, d'ofi: 

x > O  

PtVf(x)m(x)dx= ~ f (x)m(x)dx.  
x > O  x > O  

Enfin f--+ ~ ptVf(x)m(x)dx est une mesure de Radon  positive sur R + qui 
x > 0  

coincide avec re(x)dx sur les fonctions r6guli6res/t support  compact,  donc ces 
deux mesures sont ~gales. 

Nous noterons p v  la famille de lois sur l 'espace canonique des fonctions 
c.fi.d.lA.g, fi valeurs dans R + qui font des applications coordonn6es (que l 'on 
notera U,) un processus de Markow de semigroupe p v et issu de u. Nous allons 
maintenant  6tudier les excursions de Ut autour  du point 0. 

Lemme 3.6. Sous Po v, (Uzt, t >O) (~-) (23 Ut, t >O). En particulier, le point 0 est 
un point r~gulier pour lui-mOme. 

DOmonstration. La loi Po v e s t  identique ~t celle de Y~ sous P(0, 0)- De plus si 
l 'on appelle L x~ le temps local en 0 de X ~=-X~j2, on a successivement, sous 
P(o,o), 2LX=LX2, )2 ztx~--z~t.x Comme 23 Yt~= Y zat, o n  obtient pour  r~x -~ % = ~ , 
)) U,Z= Uxt. Ceci prouve le premier point. Le deuxi6me point s'en d6duit. []  

On peut alors d6finir une mesure d'excursion pour  le processus U autour  du 
point 0. On notera LV,, le temps local associ6 construit sur l 'espace canonique 
et nV(.) l'intensit6 du processus ponctuel de Poisson des excursions autour  de 
ce point, nV(') est une mesure a-finie sur l 'espace (We v, o#/~V) des lacets c.A.d.l.fi.g. 
issus de 0. 

Nous aurons besoin du lemme technique suivant dans la suite. 

Lemme 3.7. Si B~= {xeR, 0__<x<e}, on a: 

(7 ) E v lw,~B~ids <=Cs 1/3, 
\ 0  

off C est une constante inddpendante de u. 

D~monstration. Remarquons  que si (V,, s_->0) est un p.a.i.s, de mesure de Levy 
cdx/lxl 4/3 issu de 0 sous P, on a: 

~o ~ \ [ oo dO" 

D'autre  part, la transform~e de Fourier  de la loi de V 1 est dans D,  doric V 1 
admet une loi A densit~ born~e par  une constante M. On en d6duit, par  scaling, 
que: 

u 

1--0  0 o [ ]  



Une application de ta th6orie des excursions 201 

La mesure v pr6c6dente 6tant invariante par le semigroupe associ6 fi U, la mesure 
p v =  ~ pVv(dx) est invariante par translation dans le temps. On se trouve alors 

R 

darts une situation d'excursions stationnaires au sens d~velopp6 par [10]. On 
peut, en particulier, affirmer que: 

Proposition 3.8. Si f est une fonetion bordlienne positive: 

(~176 ) 
v ( f ) = n  v ~ f ( z Q d s ,  

0 

7r~ notant les applications coordonn~es et : 

DV=inf{t >0,  rot=0 ou ~,_ =0}. 

Cette proposition va nous permettre d'expliciter la loi de (LV)~o et de pr6ciser 
la propri6t6 de scaling du couple (L v, Ut)t=> o. 

Th6or~me 3.9. Sous Pro, la loi de (Ua~, LVt)r>_o est identique it celle de (23 U,, 
2112 LV)t>= o. En particulier, l'inverse de (LV)t>= o est un subordinateur stable d'ordre 
1/2. 

DOmonstration. Notons que pour t fix6, E0V(LV)< + oe. I1 suffit, pour cela, de 
remarquer que l'on a si f ( x ) =  l~l~l < ~: 

D U 

.u ( ~ 

< K t + K ' ,  

la derni6re in 6galit6 s'obtenant grace au lemme 3.7. On v6rifie, d'autre part, 

que n v f(~s) d 4= O. Sous Po v, on a, si f est une fonction bor~lienne positive: 

donc: 

/ "Y \ / DY~ d s \ E0V{ S f (U~)dsl=EU[ ~ f(U~) ) 
i Dy ~ 1 I D~% ~ 

Ce qui prouve, en appliquant la formule de balayage, que: 
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Mais, en posant  y =  x/23, il vient: 

x d x  1 2  

On en d6duit, en tenant compte de la proposit ion 3.8, que" 

U U _ 1 / 2  U Eo (/247)- 2 E o(/2t). 

Ceci prouve que E o (LVt) = K ]/t. 
De plus si, LVt ~ est le temps local de U s =  Uxt/23, en 0, N v~ le processus 

de Poisson des excursions associ6es /t U ~, il est facile de v&ifier que l 'on a, 
s ic  est une variable al6atoire int6grable pour  ( ~ v ,  Wf ,  nV): 

NV~ (L v~, c)= NV (L;.t, ca), 

o5 e~(t)=e(2t)/2 3 et c~(e)(t)=c(e~(t)). De plus N v et N v~ sont des processus 
de Poisson, on en d6duit que NV~(L v~, c)--L v~ nV~(c) et NV(LVt, cX)--LV~t nV(c ~) 
sont des ~ t -mar t ingales .  En tenant compte du fait que nV~(c)=nV(c), on en 
d6duit que L v~ nV(c)-LVtnV(c~) est une martingale continue /~ variation finie. 
Donc:  

C v~ nV(c)=LVt nV(cZ), 

mais en prenant  l 'esp6rance sous Po v, en tenant compte du r6sultat pr6c6dent 
et de l'identit6 en loi de U et U ~ on d6duit: nV(c)= 21/2 nV(ca), puis L~t = 21/2 L Ua. 

Nous allons utiliser le crit6re de r6currence de [1] pour  donner une forme 
explicite du temps local de U. I1 suffit de v6rifier que si A c R, et si v(A)>0 
alors sous chaque p v  on a: 

1a(Us) d s =  +oe p.s. 
0 

Pour cela, consid6rons le processus ~ la(U~ ) ds. C'est un p.a.i.s, croissant de 
mesure de Levy: o 

n v ~ 1A(TZu) d u c d x  , 
0 

dont l 'esp6rance vaut" 

Ce qui prouve la r6currence du processus U. On va en d6duire une forme explicite 
du temps local L v. 

Proposition 3.10. Sous chaque mesure pv  on a pour tout t, au sens de la convergence 
en probabilitd : 

1 i L v = lira ~-rTg l(vs~r-,, +,1~ ds 
0 
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Ddmonstration. Si B~={xeR,  Ix[<a}, le critare de r6currence prec6demment 
damontr6 permet  d'affirmer que sous poU: 

t-~lim ~ t  v / o i l ~ v ~ " ~ ' d s = K  p.s. 

En utilisant la propriht6 de scaling pour  2 = l / t ,  on obtient, au sens de la conver- 
gence en loi vers une constante et donc pour  la convergence en probabilit6 
que: 

t l / 2  i 
lim - -  I{V~B1/t3~ ds = K. 

t ~ oa LUll 0 

Si l 'on pose e = 1/t 3, on obtient le r6sultat sous p v  
De plus en utilisant le lemme 3.7, on d6duit que, sous Po v (puis sous p v  

en utilisant la propri6t6 de Markov  forte en DoV), au sens de la convergence 
en probabilit6: 

L U = lim 1 D~ 
~_,o e~7~ ~ l~v,~t-~, +~l~ds" 

Dg 

En utilisant une fois de plus le lemme 3.7 on obtient le r6sultat final. []  

Nous allons d6duire de ces r6sultats la loi de (L z, t => 0). 

4. Caract6risation de la loi de L z 

Nous allons noias placer sous la loi pz.  Sous cette loi on note Ot la famille 
de translations associ6es ~ Z, L x le temps local en 0 de X et L~ v le temps local 
en 0 de U. L x est une fonctionnelle additive pour  les translations 0t et L~ v e s t  
une fonctionnelle additive pour  les translations associ6es fi U, 0~/~. On prend 
des versions continues et parfaites de ces fonctionnelles additives. Le th6or6me 
suivant permet d'expliciter L z. 

Th6or6me 4.1. Pour tout t 6 R  +, on a presque s~rement: 

Z U 
J~t = C I~L  X , 

c gtant une constante strictement positive. 

Ddmonstration. Nous allons v6rifier que L ~  est une fonctionnelle additive conti- 
nue de Z port6e par  le ferm6 al6atoire M z. La proposit ion (45.10) de [12], 
p. 409, nous donnera alors le r6sultat. 

La continuit6 d$coule de celle de L z et de L x. Le fait que le support  de 
LVL~ soit inclus dans M z e s t  clair. Notons  que, comme on a choisi une version 
parfaite de Lt v on a: 

pZ p.s. Vu, vER + v u v Eu+v =/2,  +/2~ o 0~.  
Donc:  

u v v u O~xx" I ~ L X  ~ I ~ L X  + L x o0 .  ~ ]-JL x "~- I ~ L X  Ot o t+s  t s ~ t s ~ 

De plus, sur l'intervatle It ,  ZLX~], /2 v ne cro~t pas, on a donc, presque sfirement 
pour  tout sER+:  

LV~ (0o~ (co)) = L v (Ot (o~)). 
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On en d6duit que pz p.s. Vs, t eR  + : 

LVs = LV ~ + ( LVL : ) o O v 

Corollaire 4.2. 

[] 

�9 1 X x ~ t , ~ L Z  ; t>O ) ( X t ' Y t ' L Z ; t > O ) ( ~ ) ( 2 X ~ t ' ~  2 

En particulier, l'inverse de z (Izt)t>_ o est un subordinateur stable d'ordre 1/4. 

Ddrnonstration. Plagons-nous sous Pro, o). Notons Xt~=Xz2t/2, Yt~= Yz2t/23, Z~ 
=(X,;', YtX), L x~ le temps local de X ~, z x~ son inverse, U~ ~ = Y ~ ,  L v~ le temps 
local en 0 de U x. On v6rifie ais6ment alors que ,~L x~-t _ ~rx t et 2 ~/2 LVt~=LVt. 
Et donc 2 t/z rz~_ rZ Le r6sultat s'en d6duit. [] 1_~ t - -  L ~ 2  t .  

On peut comme dans le paragraphe pr6c6dent obtenir le temps local comme 
une "densit6 d'occupation". 

Corollaire 4.3. Si V~,,={(x, y), Ixl=<e, ]yl=<r/}, on a, pour tout point de d~part 
z, au sens de la convergence en probabilitd: 

lira ~1 i l~z~v~.~,ds=CLZ" 
0 

Ddmonstration. Nous ne faisons qu'6baucher cette d6monstration, elle est en 
effet tr~s proche de la m6thode utilis6e pour le processus U. On remarque, 

en utilisant le th6or6me (8.1) de [6], que #z( f )=nZ f(n~)ds est une mesure 

invariante pour le semigroupe P~. On reprend alors la m~me d6marche que 
pour le processus U et l'on prouve que (Z ,  t>0)  est un processus r6current 
au sens de [1]. On en d6duit alors le r6sultat annonc6 en appliquant le th6or~me 
ergodique et la propri6t6 de scaling. [] 

4.1. Propridtd d'explosion de la loi de Zt 

Nous allons d6montrer dans ce paragraphe des r6sultats pr6cisant le comporte- 
ment de la loi de Zt au voisinage du point r6gulier (0, 0). Le corollaire suivant 
pr6eise ce comportement dans {(x, y); y > 0}. 

Corollaire 4.4. Pour tout point de d@art z=(x,  y) avec y>O, pour tout s>0 ,  
o n  a." 

(6) lira 1 ~-o ~ P~(O< Y~<e; IXsl =<8)= + oo 

Remarque 4.5. (6) implique en particulier que Zt ne peut avoir une densit6 born~e 
dans {(x, y), y > 0} au voisinage de (0, 0). 

L'exposent 3/2 n'est pas optimal. On peut penser au vu du corollaire 4.3 
que: 

lim 1 ~--.o e ~ P~(O< Y~<e; IX~[ <e3) 
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existe et est finie. De m~me, si l'on pose ~0(e)=#z(v~,~), on peut conjecturer 
que: 

lim ~ P~(O< Y~_<e; IX~l<e)=K< + oo. 
~ o  ~o(0 

Nous n'avons cependant pas de preuve de ces r6sultats. 

DOmonstration. Pour d~montrer (6) commengons par 6tablir l'estimation suivante, 
si z = (x, y) avec y > 0 et s < t alors: 

(7) lim i 
1 

h~Os ~7~ P~(lX.l<h' O< Y~<h)du=~176 

Pour cela consid6rons: 

A~=E(o,o) { i  l{[x~l<=h,O<rs<-h}ds}, 

en utilisant la propri&6 de scaling on obtient: 

Ath=h2Eto, o){!h~l{o<y~<=Uh2, lXA<=l}dst. 

Donc si h < I/]//A: 

(8) 

Mais si l'on pose: 

Ath )= h 2 z nZ ( Dz s) E(o, o)(/-:t/h~) ~ l~o<Y~<-A, Ix~l<=lI d 
0 

- h 2 E ( o , o ) l E z t l ~  0 |{O<~Ys<A,,Xs,<=l} 

(oz s) G(A) =nz ~ l{o<r~<=A, IXsl<=lld �9 
0 

I1 est clair, par convergence monotone, que: 

(oz s) 
lim G(A)=n z ~ l(o<Ys, lXA~l}d . 

A ~ ~176 0 

Montrons que le deuxibme membre de cette 6galit6 vaut + 0o. Pour cela, notons 
que si f est une fonction bor61ienne positive: 

E~o.o)(f e-  f(Xs)ds) 
D Z 03 

=nZ(!  e-~Sf(Xs)ds)E(o,o)(! e-~SdLZ) 

\ 0  
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Mais le potentiel du mouvement brownieu se calcule explicitement (voir [3] 
par exemple), donc en utilisant la stabilit6 de la loi de L z on obtient: 

D Z 

On en d6duit que: 

n z ~ l{ixA<=l}ds = + o o .  
0 

D'autre part, en utilisant la propri6t6 de Markov forte sous n z en T=inf{s > 0, 
Y~=0} et le fait que le potentiel d'une boule pour le brownien tu6 est born6, 
on obtient: 

/D~ 1 nZl!  {r=o, lx~l<tlds)<_KnZ(1ADZ)< +oo. 

On peut donc affirmer que lim G(A)= + oo. Mais si h <  1/~fA, on a d'apr6s 

(8) et comme E(o, o) (Lz) = C tl/4: 

Ath>=Ch3/2tl/4nz ~ l{o<Y~<=A, IxA<=l}ds 
0 

--hZE(o,o) Ez~ ~ l{o<~=<a, lXsl_-<l} d �9 
0 

D'autre part le couple (Xl, i Xsds) admet une densit~ born6e, d'ofl: 
0 

Ez ~ l{o<r~<a, lX~l<-l} ds 
0 

< ! P O<y+xs+s3/20fX~du<=A'x+st/2LXx[<l ds 

<__ A1 ds< +ov. 
0 

On obtient donc que, pour tout A, lim infAth/h 3/z> CG(A) puis: 
h ~ O  

lira Aht/h 3/2 = + ~ 3 .  
h--+ co 

Ceci 6tablit (7) pour s = 0  et z=(0, 0). De plus la propri6t6 de Markov prouve 
que: 

E~ l{[x,l__<h, o<r~h~d >E~ l(oo~sl~ ~o~(Do z) 
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off l'on a pos6: 

{i } cPth(s)=E(0,0) l([xul__<h , o<Yu<_h}dU �9 

D6s que s<t on a lim ~pht(s)/h3/2=0% d'apr~s ce qui pr6c6de. Le lemme de 
h ---~ oo 

Fatou donnera (7) pour s = 0  et z quelconque, sous r6serve que P~(DoZ< t ) > 0  
pour  t>0 .  Mais T<DZ; on a donc: 

Pz {D z <= t} >= Pz { r<= t/2; P~x~-, o~(O~ <= t/Z)} > 0. 
Pour d6montrer le r6sultat pour  s 4=0, on utilise, de nouveau, la propri6t6 de 
Markov et le lemme de Fatou. 

Nous allons d6duire de (6) le corollaire 4.4. Notons, tout d'abord, que, par 
scaling, s ic  > 1 : 

Pt0, 0~(IXsl _-_ h, 0 <  Y ~ < h ) = P ( 0 ,  0~(lXc2sI <ch,  0 < [ Y~s[ < c3h) 
>=P(o,o)(IXc2s[ <h, 0 < I ~=sl <h).  

P(o,o) (Zs~Vh) est donc d6croissante. On en d6duit (6) lorsque z=(0,  0). Pour  
g6n6raliser au cas off z + (0, 0), on utilise la propri6t6 de Markov forte en D z 
et le lemme de Fatou. 
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