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Summary. We consider the R?-valued reflected stochastic differential equation
associated with the degenerated differential operator (1/2)0%/6x*+x0/0y. We
study the excursion phenomenon around the point (0, 0). We are able to identify
the law of the inverse of the local time as a stable subordinator with order
1/4 and to give for it an occupation time formula. These facts enable us to
study the behavior of the law of the process near the point (0, 0) and to refine,
in our case, results obtained by Krée (1985) by means of analytical methods.

Résumé. Nous considérons I’équation différentielle stochastique réfléchie a valeur
dans R? associée a I'opérateur différentiel dégénéré (1/2)0%/0x*+ x8/0y. On étu-
die alors le phénoméne d’excursion autour du point origine. En particulier,
on peut identifier la loi de I'inverse du temps local comme un subordinateur
stable d’ordre 1/4 et en donner une formule du type temps d’occupation. Ceci
permet alors d’étudier le comportement de la loi du processus au voisinage
du point origine pour préciser, dans ce cas particulier, des résultats obtenus
par Krée (1985) griace a des méthodes analytiques.

1. Introduction

Le comportement des diffusions réfléchies a la frontiére est bien connu lorsque
la partie transverse au bord de la diffusion est non nulle (voir par exemple
[7]). Nous allons nous intéresser ici & un cas ou cette partie transverse est
nulle. Ce type de dégénérescence se rencontre dans la modélisation de certains
problémes mécaniques régis par une équation:

{dx,=y,dt
dy,=f(t, x, y)dt+d¢,

¢, modélisant les sollicitations aléatoires et f le comportement déterministe du
systéme. Si on impose 4 |x,| de rester inférieur & une valeur donnée, on peut
modéliser le systéme par un processus réfléchi avec dégénérescence a la frontiére.
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Ces équations apparaissent naturellement lorsque ’on modélise le mouvement
d’une gouverne d’avion soumise a la turbulence du vent (voir Poirion et Angélini
[11]).

P. Krée [9] s’intéresse a ce probléme en utilisant des méthodes analytiques.
Il montre que sous certaines hypothéses sur le processus, la densité a Uintérieur
ne peut avoir de limite en temps que distribution. Les travaux de Poirion et
Angélini précisent numériquement ce résultat et indiquent que la densité de
la loi de la solution a 'instant ¢ tend vers I'infini, si on se rapproche par I'intérieur
du domaine d’un point régulier pour lui-méme du processus.

Notre approche est différente de celle de Krée a la fois par ses méthodes
et par ses résultats. Nous utilisons, en effet, des résultats de théorie des processus
de Markov, en particulier la description du phénomeéne d’excursion autour de
points réguliers pour cux-mémes, grice au temps local et a4 la mesure d’Itd
associés. D’autre part nous ne démontrons pas de résultats généraux mais nous
étudions en détail I'exemple le plus simple représentatif de ce phénoméne d’ex-
plosion: la premiére coordonnée est un mouvement brownien et la deuxié¢me
est l'intégrale de ce mouvement brownien réfléchie au point 0.

Nous commengons, dans la deuxiéme partie, par faire quelques rappels sur
la description du phénoméne d’excursion au moyen du processus ponctuel de
Poisson et par établir la propriéte de récurrence du processus autour du point
(0, 0). La troisiéme partie est consacrée a la recherche d’une mesure invariante
pour un processus auxiliaire. On en déduit dans la quatriéme partie, la loi
du temps local au point (0, 0) et on termine en établissant le lien entre le
phénoméne d’excursion autour de (0, 0) et 'explosion de la loi en ce point.

2. Position du probléme. Rappels
Soit z=(x, y) un point de RxR", et (Q, &, P, (%),;50, (B:):»0) un mouvement

brownien. Nous allons étudier le processus Z,=(X,, ¥) solution du systéme
différentiel suivant:

Xi=x+58,
t

Y =y+ [ Xids+4;
0

) Y720

AF est un processus croissant

t
f 1{55R+,Y;=0} dA:=A:Z
0

Les résultats classiques sur les équations différentielles stochastiques réfléchies
(voir [4]) prouvent I'existence, 'unicité forte et l'unicité en loi des solutions
du systéme (1). De plus, si 'on note x~ =sup(0, —x):

t s —
Yf=y+j"Xﬁdu+sup<y+j" X,idu) :
0 o]

s=t
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Drautre part on peut montrer que (Z7),», est un processus de Markov fortement
fellerien de semigroupe:

EBf(2)=E(f(Z))

On notera P, la loi de Z% sur I'espace canonique des fonctions continues a
valeurs dans R?. Les applications coordonnées sur cet espace canonique seront
notées Z,=(X,, Y;). Sous P, X est un mouvement brownien issu de x et:

t s
Yi=y+| Xudu+sup(y+§Xudu> .
[1] 0

s=<t

Nous allons étudier en détail le processus ainsi défini.

2.1. Théorie des excursions — Notations

Nous serons amenés dans cet article a utiliser la théorie du processus ponctuel
de Poisson associ€ 4 un point régulier pour lui-méme d’un processus de Markov
pour trois processus différents: le mouvement brownien (X,, t=0), le processus
(Z,, t=0) et un processus auxiliaire qui sera introduit plus tard. Nous allons,
dans ce paragraphe, rappeler les grandes lignes de cette théorie dans un cadre
général. Pour plus de détail on pourra consulter [12] ou l'article original de
1t6 [8].

On se donne un semigroupe markovien fellerien B sur un espace E localement
compact a base dénombrable et la réalisation canonique c.d.d.l.d.g. de ce semi-
groupe (Q, o, %, Z,, B, 0,). La tribu % est la complétée de la tribu o¢(Z,,
sZ0).

On suppose que a est un point régulier pour lui-méme, ce qui signifie que
si I'on note D?=inf {s>t, Z;=a ou Z,_=a} on a P, (D=0)=1. On note M?
={t=0, Z,=a ou Z,_=a}. Son complémentaire est une réunion dénombrable
d’intervalles ouverts disjoints. On notera M% Iensemble des extrémités gauches
de ces intervalles. Dans tous les cas que nous traiterons on pourra supposer,
de plus, que M? est P, presque sirement non borné. Le temps local markovien
de Z au point a est 'unique (2 un coefficient multiplicatif pres) fonctionnelle
additive continue parfaite portée par 'ensemble MZ. On notera (IZ, t=0) cette
fonctionnelle additive que I'on peut normaliser par la condition:

Ez(j e—SdLi)zEz(e-Doz).
0

WZ sera I'espace des excursions de Z autour du point a:

WZ={f:R* > E, telle que
siD?(f)=inf{t>0, f(t) ouf(t—)=a}
0<D*(f)< w0, f(t)=a, si t=D*(f)}.
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A chaque extrémité gauche ge MZ , on associe un élément de W7 en posant:

e (w)(s)=2Z,., si0=s<Di—g
e (w)(s)=a sinon '

Il est alors possible de définir un processus ponctuel NZ a valeurs dans (W2, #°%)
muni de la tribu rendant mesurables les applications coordonnées en posant:

NZ(t,de)= Y 6, (de).

geMZ, L <t

Résumons les résultats de It6. On notera n, les applications coordonnées sur
WZ et tZ=inf{s>0, IZ>1}.

Théoréme 2.1. Sous B, N” est un Fz-processus ponctuel de Poisson de mesure
caractéristique n® que l'on appelle mesure des excursions de Z. n” est une mesure
positive et o —finie. Sous n le « processus» (ny, s>0) est markovien de semigroupe

Q.f (D)=E.(f(Z, . pz))
On en déduit une formule utile parfois appelée formule de balayage.

Proposition 2.2. Si ¢ est une variable aléatoire positive sur (W%, #,%) et H est
un processus Fpz-prévisible positif, on a alors pour tout ze E:

E, ( S Hyw) c(eg(w))):n2<c> E( f H,() dLZs(w)).

eMZ,g>0

Notons enfin que 72 est, sous P,, un subordinateur (un p.a.is. croissant
t a

de fonction de Lévy g(p) (voir [3]) donnée par:
E (e P%)=¢""8® on g(p):EaZ(j e‘PdeZs).
0

Nous allons maintenant utiliser ces notions pour le mouvement brownien.

2.2. Les excursions du mouvement brownien

Nous noterons IX le temps local markovien en 0 du mouvement brownien
X, et:
¥ =inf{s>0, LX>1t}.

On sait, de plus, que I¥ peut étre obtenu, sous B, par:
t
L¥=lim — { 1 (- +e3 45 DS
£e—>0 & 0

Soit N¥(+) le processus ponctuel de Poisson associé aux excursions de ce mouve-
ment brownien a valeurs dans l'espace (WX, #.%). On note n*(+) sa mesure
caractéristique.
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La propriété de scaling de X permet de déduire une propriété du méme
type sous n*. Soit ¢ une variable aléatoire a valeurs positives sur (WX, #.%),
et ¢* la variable aléatoire définie par c*(w)=c(w?) ot w*(t)=w(1%t)/1 on a
An¥(c?)=n*(c). Notons D* =inf{s>0, n,=0} et appliquons ce résultat a:

€= 1{ { nsds>1}

on obtient:
DX DX

[ mds [ meds

nX ( n* ( > 1),
0 o]
DX

On en déduit la «loi» de | m,ds sous n* en utilisant la symétrie du mouvement
0

brownien. Si A4 est un borélien de R:

ol =

>/13):

DX
nX(j mods eA) CI ’4/3,
0

C étant une constante positive.

2.3. Excursion de Z autour de (0, 0)

Nous allons, maintenant, montrer que (0, 0) est le siége d'un phénoméne d’excur-
sions pour le processus Z.

La propriété de scaling du mouvement brownien implique une propriété
du méme type pour Z.

Proposition 2.3. Si on pose:

alors sous Pyo, o) la loi de (Z}),5 o est identique a celle de (Z,),s .

Démonstration. C’est une conséquence de l'unicité en loi de équation différen-
tielle stochastique réfléchie (1). [

On déduit de cette proposition une propriété de régularité du point (0, 0) pour
lui-méme.

Corollaire 2.4. Si Df=inf{t>0, Z,=(0, 0)}, alors Pg ¢, (DZ=0)=1.

Démonstration. Le corollaire s’obtient alors en remarquant que:

Dz(l"‘) D2 = % DZ.
On en déduit que:

Vx<+o P o (DF<x)=P o (DE=0)=Pq,o(DE< + o).
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La loi du zéro-un permet alors d’affirmer que soit D53=0 p.s., soit DZ= + o
p.s. Nous allons voir que P (D < + o0)=1. En effet si:

T=inf{t>0, ¥,=0},

T a la méme propriété de scaling que D% et donc on a soit P o ps. T=0,
soit P ) p.s. T= 0. Cette derniére possibilité est exclue car elle implique que
t

P oy ps. Y,= | X ds>0.Donc T=0P g o, p.s. Posons maintenant T, =inf{s > ¢;
0
=0} et U=inf{s=>T,; X,=0}. Remarquons que P, o ps. T,<oo pour &
assez petit dépendant de w. De plus, il est facile de voir que en T, X =0,
il en résulte que si te[[T;, U] alors Y,=0. La récurrence du movement brownien
prouve, enfin, que U, < 4 o, donc Z_=(0,0). [

On note alors le temps local markovien de Z au point (0, 0) (I%),5,.

Proposition 2.5. Sous chaque PZ on a M*, A" M*=0. On en déduit que presque
siirement d1Z et dI¥ sont des mesures étrangéres.

Démonstration. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de démontrer le résultat
sous P, 0 Posons, si a>0, X, =X.x_,, pour 0=t<1%. Notons que (X,, 0=t

) et (X,, 0=<t=<1¥) ont méme loi. Nous allons démontrer que si g est un
ratlonnel, g<t¥etsi T,=inf{t>q, X,=0}, alors tf — T;¢ M%. Le résultat sen
déduira. On a:

t u
Y,={ X,ds— inf{f Xsds},
0

u<t \o
donc:

X-T,
¥ —TeM? = X, ds<0,08us¥-T,
q q

={j X,ds=0, ’1;§U§‘cff}.

Ty

Mais ce dernier événement est de probabilité nulle sous P, o.
De plus, si h est une variable aléatoire positive, en utilisant la formule de
balayage pour la mouvement brownien, on obtient:

Ez ( Z l{geMZ} h(eg>=nx(h) Ez ( j l{ssMZ} de)
]

geM%X,g>0

dIZ étant portée par MZ, on en déduit que dI7 et dL¥ sont des mesures étrange-
res. [}

Nous allons maintenant étudier le processus U,= Y;x, et en particulier déterminer
une mesure invariante pour ce processus.
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3. Calcul d’une mesure invarinate pour U

Commengons par démontrer le caractére markovien d}l{l processus (U, t=0)

Tt
et par calculer son semi-groupe. Nous noterons V,=y+ j X, ds.
0

Lemme 3.1. Sous P, (V,) est un processus d accroissements indépendants stationnai-
res de mesure de Levy u(dx)=Cdx/|x|**. De plus:

U=V+ sup V.
se[0,1]

Démonstration. On a:
X

Vi=y+ | X,ds+ | X,ds
4]

x
%

DX
=V,+N¥X (t, [} nsds),
0

le caractére poissonnien de N* prouve alors la premiére affirmation. 1.’expression

DX
de la mesure de Levy est une conséquence du calcul de la loi de | = ds
t 0

sous #¥. D’autre part, si 'on note ¥,°=y+ | X ds, on a:
0

Ya=Y¢+ sup (Y.

5€[0, ]

Le supremum précédent est atteint en un zéro de X, ceci nous donne le deuxiéme
résultat.
Lemme 3.2. Sous P:

U-Uo= Y (U, 47)

SEt,4Vs+0
ou:
¢(“> 50):59 1{u+5020}_u1{“+6u<0}

U, est un processus de Feller. De plus si f est une fonction lipschitzienne tendant
vers O d Uinfini, f est dans le domaine du générateur infinitésimal of et :

SO=3T OO+ | {40 ~f )

y+xz=0

Démonstration. Notons tout d’abord que, si (1;);>, est une suite de nombres
réels, les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

14 k —
1. a,=ay+ ) u;+ sup (ao-f- Zuf) si p=0.

i=1 15k=sp i=1

2. ap+1—ap=¢)(ap, up+1)5 si PZO-
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Posons V"=V, + Y AV, Ljup, 15 1m et U'=V"+ sup (V7). La mesure de Levy

st se[0, T1]
de V intégre x au voisinage de 0, de plus:

Ez(suplvs—m)gEz( A 1{.4V,.§1/">)=Tu<|x| 1o, 1 (1x0)

s=T SET,4Vs+0

donc lim E, ( sup |V;— V) =0. On extrait alors une sous suite de V, (que 'on
R oo 1e{0, T

\

continue a noter V) telle que ¥ soit limite uniforme sur [0, T], presque siire
de V,. On en déduit immédiatement que, presque stirement:

lim sup |U— U7 =0.

=X te[0, T)
La remarque précédente montre, en outre, que:

U'= Y. Lygvgz1m @ (UL, AVY).

s=t
Pour conclure il suffit de démontrer que:

An(t): 2 1{|Avs|g1/n}¢(Usn~,AV;)—Q{’(Us—, AI/S)’

551, AV+0

tend vers 0 presque siirement. Pour cela remarquons que, presque siirement,
Y. |4V < + o, puis que:

sZt, AVs*0

Y Lwg<im UL, 4V)s Y Lpavi<amldV

s<t,4V+0 SEt,AVs¥0

tend vers 0 lorsque n tend vers + oo. De plus le théoréme de convergence domi-
née par rapport a la mesure ) J.4v., la continuité de ¢ et la convergence
s=t

uniforme de U, vers U prouvent que:

lim Y (U, 4V)— (U, AV))=0

LR IPY SR

On en déduit que lim A} =0, puis le premier résultat du lemme.
t—0

D’autre part, comme V; est un p.a.i.s., on montre que U= Yrg‘ est un processus
de Markov par rapport a la filtration ¢(X,, s <t¥) de semigroupe B”:

Euf(”)ZE(o,O)( SU)
Ut=u+Y, ¢(UL, AV)=u+V,+supu+V).

s=t s<t

ou:
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Ce semigroupe est un semigroupe de Feller. En effet on a:

U7 — G S x— yl+lsup(x + V%)™ —sup(y+ V)7

=2|x—y|
2 RUf)Zf o P(U*<x/2)+ sup [f(x)].

[x/2, + o]
Enfin Pg ) (U*<x/2) <P, 0) (Vi< —x/2), ce qui entraine que:

lim P, o) (U <x/2)=0.

De plus, si fest une fonction lipschitzienne bornée:

E(o,())(f(Uru)—f(”))=E(o,0)( > [f(Us“—+¢(U;“~,AK))—*f(Us"-)]),

st AV +0

puis:
Eq,0(f (U)—f W)= | Eo,0) LS (T~ + @(UL, x)—f(UL)] (dx)) ds.

D’ou:

BY £()=f(x)+ { B 7 1(x)ds.
0

Il est clair sur cette relation que, si o/ f(x) est continu et borné tendant vers
0 a Pinfini, alors f est dans le domaine de /. On en déduit que si f est lip-
schitzienne tendant vers 0 a l'infini alors f est dans le domaine de &. [

Nous allons maintenant déterminer une mesure invariante pour le semigroupe
PY. Nous commengons par énoncer un lemme calculatoire qui sera utile par
la suite.

Lemme 3.3. Soit a=5/6, alors:

T TE
et:
AT |
1(06)=0§ T3

Démonstrarion. En posant «'=1/u entre 1 et + co, un calcul simple montre que:

! 1 u*—1
6‘[!" 1|4/3 — 11 4?3 ]d“
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De méme, en posant, v=u'"% on obtient:

1(5/6)= 6}-%@
1— 2
= 3(1( :))4/3

=3.

Nous noterons dans la suite m(n)=x">/¢. []
Lemme 3.4. Si f une fonction lipschitzienne majorée par K(f) (1 Ax~'3), et si
m(x)=x"3¢, alors:
| Af(x)ym(x)dx=0.
x>0
Démonstration. Veérifions d’abord que j | f(x)| m(x) dx < + o0. Sous les hypo-
x>0

théses du lemme < f (x) est borné. De plus si x est assez grand:

|/ f (x)| £3x 72 (f(0)—f ()

x/2 _
o[ T L2 ag+| [ L2 e
0 x/2
=1/l x11</3+£ Clizllz@/%(x)dz

ol C, est une constante de Lipschitz pour f et C,(x)£K(f)x~ . On en déduit
que:
3) | f NS C(f)(1 Ax™27)

Pour démontrer le lemme il suffit alors de vérifier que, si f est lipschitzienne
bornée:

@ [ meydx | %};—If}f—)dzﬁ L~/ 01 ™) ax
0 [} 0

Pour cela supposons que N >0 et posons g,(x, z2)=1;,_, > ;- En utilisant le
théoréme de Fubini pour des fonctions intégrables, on obtient:

fm(x)dx ivg,,(x, z) fLZ)_Z,{f%)dz

|
0
—j m(x)dx j g,(x, z )Mdz

o , l4/3
+ fm(x)dx flg,,(x, 2) f|( )~ IJ‘:’(;C)
0 0
= (LA~ O d | .9 O s

N _ N m(u)—1
JUO=fOmgx™"0dx 1y, 4y g 4%

I
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¢ Imw—1|

En utilisant le fait que
par K(f)Aax~13): °

du< o0 et que, si f est lipschitzienne majorée

}o|f(x)—f(0)|x_”3m(x)dx< 00,

fm(x)d j 'f(z) If;,(s)ld z< 0,

0

on peut justifier les passages a la limite, lorsque n tend vers + oo, puis lorsque
N tend vers + co. En utilisant, de plus, le lemme 3.3 on déduit (4). [

On peut maintenant démontrer que 1;,. o m(x)dx est une mesure invariante
pour le semigroupe BY.

Théoréme 3.5. La mesure v(dx)=1.,m(x)dx est une mesure invariante pour
le semigroupe PY.

Démonstration. Commengons par démontrer que si f est une fonction lipschit-
zienne majorée par K(f) (1 Ax~1/3) alors on peut trouver K,(f) croissante en
t, tel que:

RUfX) =K ()L AaxT1P). Q)

Si V;° est un p.ais. de mesure de Levy cdx/|x|*? issu de 0, sous P on a (voir
[5] p. 572): P(IVP|>x)< K x~ 13, Par scaling on en déduit que P(|V°|> x) est
majoré par K, (1 A x71/3) ot K, est croissant en temps.

En utilisant (2), il est facile de voir que, pour tout t>0, BY f est lipschitzienne.
De plus on a:

B f I SE( S U Lz c2) +EVS (U Lo yzy),
IR f (K () A AG/2)7 )+ f o POUFS%/2),

et P (U <x/2)<P(x+ V°£x/2) <K, (1 Ax~13). On en déduit (5).
Si f est lipschitzienne et majorée par K(f) (1 Ax~1/3), alors f est dans le
domaine de <7, donc:

BY S = ()+ | BY o f(x)ds=f () + { /BY f(x)ds.
0 0

De plus, en utilisant les estimations (3) et (5), on obtient:

sup |LBY f) =Ko (f) (LAx™25),
se[0, T1

d’ou

{ BPfxym(x)dx= [ f(x)m(x)dx+ | m(x)dxj.sziPUf(x)ds

x>0 x>0 x>0

= jf(x)m(x)dx+jds | ABY f(x)m(x)dx.

x>0 0 x>0



200 B. Lapeyre

Mais, I'estimation (5) et le lemme 3.4 permettent alors d’affirmer que si s=0,
§ BV f(x)m(x) dx=0, dou:

x>0

| B fmxydx= | f(x)mx)dx.

x>0 x>0

Enfin f— | BYf(x)m(x)dx est une mesure de Radon positive sur R™ qui
x>0

coincide avec m(x)dx sur les fonctions réguliéres a support compact, donc ces

deux mesures sont égales.

Nous noterons PY la famille de lois sur P’espace canonique des fonctions
ca.dlag a valeurs dans R™ qui font des applications coordonnées (que I'on
notera U} un processus de Markow de semigroupe PV et issu de u. Nous allons
maintenant étudier les excursions de U, autour du point 0.

Lemme 3.6. Sous By, (U,,, t>0) ()3 U,, t=20). En particulier, le point 0 est
un point régulier pour lui-méme.

Démonstration. La loi PJ est identique & celle de Y.x sous Py o). De plus si
l’on appelle LX le temps local en 0 de X*=X ./, on a successivement, sous
P oy ALX=1%,,, )2 t}" =%, Comme A* Y=Y}, on obtient pour U*=Yx*,
3 Ur=U,,. Ceci prouve le premier point. Le deuxi¢me point s’en déduit. [I
On peut alors définir une mesure d’excursion pour le processus U autour du
point 0. On notera L le temps local associé construit sur I'espace canonique
et nY(-) Pintensité du processus ponctuel de Poisson des excursions autour de
ce point. nY(+) est une mesure o-finie sur Uespace (W', #;") des lacets c.a.d.La.g.

issus de 0.
Nous aurons besoin du lemme technique suivant dans la suite.

Lemme 3.7. Si B,={xeR,0<x=<¢}, on a:
ng
e o
0

ou C est une constante indépendante de u.

Démonstration. Remarquons que si (V,, s=0) est un p.a.is. de mesure de Levy
cdx/|x|*? issu de 0 sous P, on a:

Dg [<e}
EH( j l{UssBa} ds)éE(‘f Lo iveny ds).
0 0

Drautre part, la transformée de Fourier de la loi de V; est dans L', donc V;
admet une loi a densité bornée par une constante M. On en déduit, par scaling,
que:

Dg el © M
Ef{( 1} lwsems)>§ { Plu+s®VieB)ds=¢' | <-S?/\ 1>ds. O
0 0

0
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La mesure v précédente étant invariante par le semigroupe associ¢ a U, la mesure

= | PYv(dx) est invariante par translation dans le temps. On se trouve alors
R

dans une situation d’excursions stationnaires au sens développé par [10]. On
peut, en particulier, affirmer que:

Proposition 3.8. Si f est une fonction borélienne positive:
pU
v(0)=n( § fin)ds)
0

7, notant les applications coordonnées et :

DY=inf{t>0, r,=0 ou n,_=0}.
Cette proposition va nous permettre d’expliciter la loi de (I),5, et de préciser
la propriété de scaling du couple (L7, U),s -

Théoréme 3.9. Sous PY, la loi de (U,,, Lm)t>0 est identique & celle de (A° U,
ML), q. En partlculzer Vinverse de (LY, est un subordinateur stable d’ordre

1/2.

Démonstration. Notons que pour t fixé, ES(IY)< +oo. 1l suffit, pour cela, de
remarquer que 'on a si f(x)=1,/<4:

ES(12) nU(E"Uf(ns)dS)=E6' (Ef(Us)dS)

<EY (f (U ds)+ 68 (Egt(?gf(lfs)ds»

9]
=Kt+K,
la derniére in égalité s’obtenant grice au lemme 3.7. On vérifie, d’autre part,
DU
que n¥ ( { fm) ds) +0. Sous P§, on a, si f est une fonction borélienne positive:
0
oy o
g ( 1 ranas)-eg( § rwnas)
DY 1)5"l

donc:

U

: 1
ES( [ rwas)=3 E( ) ds),
g
Ce qui prouve, en appliquant la formule de balayage, que:

EB’(LS’)n”(If(n)ds) TEY(Y) (I}Uf(;n)ds)
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Mais, en posant y=x/A%, il vient:

( <13)) “(13> S/G_WU(Y W—Wv(f).

On en déduit, en tenant compte de la proposition 3.8, que:
ES(LY,)= A2 Eo (L)

Ceci prouve que E, = K]/

De plus si, IY" est le temps local de U*=U,,/4%, en 0, NU" le processus
de Poisson des excursions associées a U?, il est facile de vérifier que I'on a,
si ¢ est une variable aléatoire intégrable pour (#.Y, WY, nY):

NYLY, ¢)=N"(Ly,;, ¢*),

ou e*(t)=e(At)/A® et c*(e)(t)= c(e’l(t)) De plus NV et NV sont des processus
de Poisson, on en déduit que NV*(IY*, ¢)—IY* n""(c) et NU( L5, ¢ e —15,1Y(cY)
sont des /M—martmgales En tenant compte du fait que nY (c) n (c) on en
déduit que IY* nY(c)— LY, nY(c*) est une martingale continue & variation finie.
Donc:

LY n%() =L, n"(ch),

mais en prenant I’espérance sous Py, en tenant compte du résultat précédent
et de I'identité en loi de U et U* on déduit: n¥(c)= A2 nY(c%), puis 14, =212 [7*.

Nous allons utiliser le critére de récurrence de [1] pour donner une forme
explicite du temps local de U. I suffit de vérifier que si AcR, et si v(4)>0
alors sous chaque PY on a:

[ 1,(U)ds=4+ ps.
0

L

Pour cela, considérons le processus | 1,(U)ds. Cest un p.a.is. croissant de
mesure de Levy: 0

DU
nU( [ 1,(r,) duedx),
0]
dont I'espérance vaut:

n? ( :fv 1,4(m) du)=v(A)>0

Ce qui prouve la récurrence du processus U. On va en déduire une forme explicite
du temps local I°.

Proposition 3.10. Sous chaque mesure P on a pour tout t, au sens de la convergence
en probabilité:
t
v
L{=1m —75 [ Ly,er—s, +on 45
g+ & 0
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Démonstration. Si B,={xeR, |x|<¢}, le critére de récurrence précédemment
démontré permet d’affirmer que sous P§:

1 t
lim — | 1y,ep;ds=K p.s.
t—= 00 th] (')f WeeB1

En utilisant 1a propriété de scaling pour A=1/t, on obtient, au sens de la conver-
gence en loi vers une constante et donc pour la convergence en probabilité
que:
12 1
hm “LTI j I{USEBl/ﬂ} dS:K.
4]

t—= 0

Si I'on pose e=1/t3, on obtient le résultat sous P§.

De plus en utilisant le lemme 3.7, on déduit que, sous P (puis sous PY
en utilisant la propriété de Markov forte en DY), au sens de la convergence
en probabilité:

1o
t
U__1;
Li=lim — | Lyer—s, +ep ds.
g0 & pU
(s}

En utilisant une fois de plus le lemme 3.7 on obtient le résultat final. [
Nous allons déduire de ces résultats la loi de (IZ, ¢ =0).

4. Caractérisation de la loi de L?"

Nous allons nous placer sous la loi PZ. Sous cette loi on note 6, la famille
de translations associées & Z, L¥ le temps local en 0 de X et LU le temps local
en 0 de U. I¥ est une fonctionnelle additive pour les translations 8, et IV est
une fonctionnelle additive pour les translations associées a U, 6,x. On prend
des versions continues et parfaites de ces fonctionnelles additives. Le théoréme
suivant permet d’expliciter IZ.

Théoréme 4.1. Pour tout teR™*, on a presque stirement :
LZI =C L(i[x ’
¢ étant une constante strictement positive.
Démonstration. Nous allons vérifier que L[I{g( est une fonctionnelle additive conti-
nue de Z portée par le fermé aléatoire M% La proposition (45.10) de [12],
p. 409, nous donnera alors le résultat.
La continuité découle de celle de I” et de I*. Le fait que le support de

LIIJ-:X soit inclus dans M? est clair. Notons que, comme on a choisi une version
parfaite de LY on a:

P ps. VYuveR™ LI  =I]+IJ:0.x.
Donc:
U . qU —JU U
Lix =Lixsry.s,=Lpx+Lpxg 0.
t
De plus, sur lintervalle ]z, 7§x], LY ne croit pas, on a donc, presque slirement
pour tout seR™*:

L (Bpx (@)= LI (0,(c)).
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On en déduit que PZ p.s. Vs, teR™:
Lliﬁ = Lligr + (Llizf) o8,. [
Corollaire 4.2.

1 1

(lox)
(Xta te L%’ t>0) ( Xlzta 13 X).Ztﬂ 2’1/2 L/lzta t—O)

En particulier, Uinverse de (L), o est un subordinateur stable d’ordre 1/4.

Démonstration. Plagons-nous sous P(O 0)% Notons X=X zzt//l Y Y,lz,/,P Z}
=(X}, Y, I¥ le temps local de X* v** son inverse, U’1 A I e temps
local en 0 de U*. On vérifie aisément alors que ALY =I%,, et /1”2 =1y,
Et donc AY2 7" =IZ,,. Le résultat s’en déduit. [

On peut comme dans le paragraphe précédent obtenir le temps local comme
une “densité d’occupation”.

Corollaire 4.3. Si V, ,={(x, ), |x|<e, [yY|Sn}, on a, pour tout point de départ
z, au sens de la convergence en probabilité:

1 t
im —= — zZ
lim —57 jl{ZseVs'ss}dS—CLt.
e & 0

Démonstration. Nous ne faisons qu’ébaucher cette démonstration, elle est en

effet trés proche de la méthode utilisée pour le processus U. On remarque,
DZ

en utilisant le théoréme (8.1) de [6], que uZ(f)=n? ( [ f(n)d s) est une mesure
0

invariante pour le semigroupe E. On reprend alors la méme démarche que

pour le processus U et I'on prouve que (Z,, t=0) est un processus récurrent

au sens de [ 1]. On en déduit alors le résultat annoncé en appliquant le théoréme

ergodique et la propriété de scaling. [

4.1. Propriété d’explosion de la loi de Z,

Nous allons démontrer dans ce paragraphe des résultats précisant le comporte-
ment de la loi de Z, au voisinage du point régulier (0, 0). Le corollaire suivant
précise ce comportement dans {(x, y); y>0}.

Corollaire 4.4. Pour tout point de départ z=(x, y) avec y=0, pour tout s>0,
ona:

. 1
(6) Iim —7 P.(0<Y,Se; | X|S¢)=+c0.
e0 &

Remarque 4.5. (6) implique en particulier que Z, ne peut avoir une densité bornée
dans {(x, y), y>0} au voisinage de (0, 0).

L’exposent 3/2 n’est pas optimal. On peut penser au vu du corollaire 4.3
que:

1
hm 3/2 z(O<Ys§8§ |Xsl§83)
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existe et est finie. De méme, si I'on pose ¢(e)=u%(V,,), on peut conjecturer
que: ' ’

lim — P,(0< Y. Z¢; | X|Ze)=K < + 0.
£~0 <p()

Nous n’avons cependant pas de preuve de ces résultats.
Démonstration. Pour démontrer (6) commengons par établir estimation suivante,
si z=(x, y) avec y=0 et s<t alors:
|
() gizl(l)sj"WPz(IXuléh,0<K§h)du=oo
Pour cela considérons:

t
Aj=Eq,o {j Vix sho<vo<n ds},
0

en utilisant la propriété de scaling on obtient:

t/h?
Ay=h* E<o,0){ f 1{0<Ys§1/h2.|xsl§1}d5}~
0
Donc si h< l/ﬂ:

Dz

A, Z R B o) (L) n* (f 1{0<YS§A,|X5|§1}dS)

0
D

(8) —thm,m( (f 1{o<ys§A.|Xs|§1}ds)>
0

Mais si I'on pose:

DZ
G(A)=”Z( § lo<r,saixisy ds)-

0

11 est clair, par convergence monotone, que:
Dz
111’1’1 G(A)=nz< j 1{0<Ys, XS 13 ds).
A= 0

Montrons que le deuxiéme membre de cette égalité vaut + oo. Pour cela, notons
que si f est une fonction borélienne positive:

E(o,O)(j e_“sf(Xs)dS)
_nZ<Ij)‘ e ™ f(X,) ds) Eq, 0 ( j.'o e—as szs)
0 0

=Caq U4 nZ<]j~ e"‘"f(Xs)ds).
0
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Mais le potentiel du mouvement brownien se calcule explicitement (voir [3]
par exemple), donc en utilisant la stabilité de la loi de I on obtient:

"Z(? e ™ f(X,) dS)=Coc“l/“jf(y)e—lylvztxdy.

On en deduit que:

pz
nZ( j l{leiél} ds): -+ o0.
0

D’autre part, en utilisant la propri¢té de Markov forte sous n* en T=inf{s>0,
Y,=0} et le fait que le potentiel d’'une boule pour le brownien tu¢ est borné,
on obtient:

ng
nz( | 1{Y5=0,1X5|<1}ds)§KnZ(1 A D¥) < + 0.
[¢]

On peut donc affirmer que lim G(A)= 4+ co. Maissi h<1 /l/Z, on a d’apreés
A=+

(8) et comme E g o, (I5)=Ct'*:

DZ
Az Ch¥> e ”Z( | Lo<v.salxisy ds)
0

Dg
—h? E, o) (EZ( § Yo<v.caxisn ds))-
0]

1

D’autre part le couple (X 1 j X, ds) admet une densité bornée, d’ou:
0

nZ
Ez(f 1{0<YS§A,|XS|§1}dS>
0

IIA

+ 1
{ P(0<y+xs+s3/2[XuduéA,x+sl/2le|§1)ds
0 0

lIA

| (A;IZA /\l)ds< + .

0

On obtient donc que, pour tout A, lim inf A/h3* = CG(A) puis:
h—0

lim A"/h%%= + 0.
h— o

Ceci établit (7) pour s=0 et z=(0, 0). De plus la propriété de Markov prouve
que:

t
E, {f Lix,i<h, 0<¥,<h ds};Ez {lmgg 1 (P?(Dg)}
0
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ou 'on a posé:
I—s
@?(S)ZE(O,O){ (,f Yix,i<n o<v.sh d“}‘
Dés que s<t on a hlim ¥ (s)/h3?= o0, d’aprés ce qui précéde. Le lemme de
@

Fatou donnera (7) pour s=0 et z quelconque, sous réserve que P,(DZ<1)>0
pour t>0. Mais T<DZ%; on a donc:

P,{DZ<t} 2P {T<t/2; Py, o/(DE<1/2)} >0.

Pour démontrer le résultat pour s=0, on utilise, de nouveau, la propriété de
Markov et le lemme de Fatou.

Nous allons déduire de (6) le corollaire 4.4. Notons, tout d’abord, que, par
scaling, si ¢>1:

Poo,o)(|X,| Sh 0< Y Sh) =P 0)( Xen| Sch, 0<| Yo <)
2P, 0)(| Xezs| Sh, 0<| Yool S h).

Py, o) (Z,eV,) est donc décroissante. On en déduit (6) lorsque z=(0, 0). Pour
généraliser au cas ou z=(0, 0), on utilise la propriété de Markov forte en DZ
et le lemme de Fatou.
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