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Summary. We give some conditions for the heat kernel to have an asymptotic 
expansion in small time such that all coefficients vanish, although the 
phenomenon seems difficult to understand by large deviations theory. The 
fact that the leading term is not zero is strongly related to Bismut's condition. 
These examples are related to the Varadhan estimates of the density of a 
dynamical system submitted to small random perturbations. To understand 
that type of asymptotic, one must modify the definition of the distance by 
adding the Bismut condition (unnoticed, but hidden, in classical cases). 

0 Introduction 

Cet article est la suite de l'~tude entreprise dans [BA-L]. Le probl+me consid+r+ 
+tait celui du r61e du drift dans le comportement asymptotique du noyau de 
la chaleur hypoelliptique sur la diagonale. Si pt(x, y) d~signe le noyau de la 

1 chaleur associ6 ~ l'op6rateur L = ~ ~ X  2 + X0, les X i &ant des champs de 

vecteurs sur IR d v6rifiant l'hypoth~se de HSrmander forte, on montre dans 
[BA-1] que pt(x, y) d~crolt exponentiellement lorsque Xo(x ) n'appartient pas 
fi l'espace vectoriel engendr6 par les crochets (en x) de longueur inf6rieure ou 
bgale /t 2 des champs X1, . . . ,  X m. Ceci provient intuitivement du fait que la 
partie diffusion agit alors dans une +chelle de temps trop lente pour compenser 
l'action du drift; en d'autres termes, cela signifie qu'il faut d~penser beaucoup 
d'6nergie pour compenser l'action du drift et revenir au point de d+part. 

Nous allons mettre en 6vidence des ph~nom~nes plus subtils. De fagon 
g6n6rale, si Xo(x ) appartient /t l'espace vectoriel engendr+ par les crochets 
de longueur < 2 des champs X t . . . . .  X m, alors on a un d+veloppement 
asymptotique: 

I(N ) 
P~(~' ~) = v~e(x---7 ~ ~k(t)vqk + ~ �9 

o 
(o.1) 
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([L.2], [L.1], [BA-2]) pour un certain entier Q(x) d~fini/t partir de la g~om&rie 
de l'alg~bre de Lie engendr~e par les X 0 . . . . .  X m. Si de plus: 

N 

Xo(x) = Z f i ( x ) X i  (x) + Z fi,j(x)[Xi ' Xj](x) (0.2) 
i=1 i, j~o 

off les fi(x), fi, j(x) sont desfonctions C ~176 alors on sait que le terme dominant 
Co(X ) est non nul ([J-S]) et donc te d~veloppement pr~cfident donne un 
~quivalent de pt(x, x). 

Par contre, il est possible, comme on le verra dans l'exemple trait6 dans la 
premiere partie du pr6sent article, que ce coefficient Co(X) (et tousles  autres) 
soit nul et qu'en fait pt(x, x) d~croisse exponentiellement lorsque t ~ 0, ceci 
dans un cas off l'op~rateur L est elliptique presque partout (en fait, sauf sur 
une droite) et off le drift appartient en tout point A l'espace horizontal, c'est-~t- 
dire A l'espace vectoriel engendr~ par les XI,  . . . ,  X m (mais off bien stir il est 
impossible de l'bcrire sous la forme (0.2)). 

Ce ph6nom+ne, comme on le verra, provient d'une structure plus fine, /t 
savoir ici le signe du drift. Apr~s avoir trait~ l'exemple par un calcul direct 
de grandes d6viations, nous indiquons le lien existant entre ce ph~nom6ne 
et un syst~me dynamique perturbS. On voit ainsi que Faction usuelle d~finie 
en suivant [F-V] (ou plut6t [Az] dans le cas hypoelliptique) ne donne pas 
l'estimation correcte de la densit+ de transition du syst+me de transition du 
syst~me dynamique perturbS. 

Dans la partie II, on s'int+resse au probl+me de la non nullit+ du terme 
dominant Co(X )dans le d+veloppement (0.1), c'est-&-dire fi la pertinence de ce 
d6veloppement. On donne une condition n~cessaire et suffisante fond~e sur la 
forme quadratique de Malliavin d&erministe introduite par J.-M. Bismut dans 
[B.1]. On montre que l'ensemble des chemins reliant x /t y ne doit pas ~tre 
singulier en tous ses points. A cette fin, on doit utiliser une am61ioration du 
th~or~me du support de D. Stroock et SR.S. Varadhan ([I-W], [S-V]) dont 
nous rejetons la d6monstration en appendice. I1 faut remarquer que cette 
condition est toujours v+rifi~e lorsque le drift X 0 est identiquement nul (cf. 
[L.2], Th~or~me 1.1, Principe de la petite boucle). 

Dans la partie III, nous appliquons au probl~me de l'estimation de la 
densit~ de transition d'un syst+me perturb6 les r~sultats de la partie II. Cela 
nous permet d'introduire une nouvelle action sup~rieure A Faction usuelle, 
d~finie par un probl~me variationnel nouveau et qui permet dans les bons cas 
de d+crire le comportement asymptotique de ta densit+ de transition. Cela nous 
permet doric de comprendre l'exemple trait~ dans la partie I. 

1 Un exemple de d6croissance exponentielle du noyau de la chaleur sur la 
diagonale avec un drift dans l'espace horizontal 

Nous atlons donner ici un exemple qui montre que le ph~nom~ne de 
d~croissance exponentielle peut se produire m~me lorsque le drift est dans 
l'espace vectoriel engendr~ par les champs Xi, en x. 
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Soit, s u r  ~ 2 ,  l 'op6rateur 

1 2 2n~2 x XPllOx2 L = -~(Oxi + X 1 Cx2 ) "Jr- (1.1) 

2 
1 

OU encore L = g Z X  2 + X  0 a v e c  X 1 = •xl , X 2 ~--- X ~ x 2  , X 0 = xPl~x2 , Oil n e t  
1 

p sont des entiers positifs. 
L v~rifie l'hypoth6se de H/Srmander forte, c'est-~t-dire dim Lie (X1, X2)(x ) = 2 
pour tout x, et L e s t  en fait elliptique hors de l'axe D = {x 1 = 0}. 

Soit pt(x,  y) le noyau de la chaleur associ6 /t L; nous allons comme en 
[BA-L] 6tudier le comportement asymptotique de Pt(X, x) lorsque t tend vers 
z6ro. Nous savons que (cf. [L.4]): 

lim t log Pt (x, x) = 0 
t--+0 

(1.2) 

et que si x E DC: 
c(x) 

Pt (x, x) ~ - -  (1.3) 
t 

avec c(x) > O. 
Nous nous restreignons donc au cas x E D. 
Le cas oh p = 0 a ~t6 6tudi6 dans [BA-L, th6or~me 1.3]. Nous nous limitons 

donc ici au cas off p > 0. Remarquons alors que le drift X 0 appartient en tout 
point x / t  l'espace vectoriel C 1 (x) engendr6 par X l(x) et X 2 (x), c'est-fi-dire que: 

n(X) = 1 (VX C ~ 2 )  ( 1 . 4 )  

(en utilisant les notations de l 'introduction de [BA-L]). 
On a alors le r6sultat suivant qui g6n6ralise le th6or6me (1.3) de [BA-L]. 

Th6orbme 1.1 a) S i n  <= p + 1, on a: 

K (p, n) 
Vx E D Pt(X, x) ~ v~+~-- ~ (1.5) 

si p > n -  1, la constante K (p, n) est donn~e par." 

1 1 

K(p ,  n) = 1E2rc [ ( /  w2n(s) ds)  - g] 

0 

et si p-= n - -  l : 

1 
K ( n  - 1 ,  n) = 

2~ 

1 1 

(fw"(,l d.)-' exp 
0 

1 
1 (fo wn- l ( s )  d s )  

2 1 
f w 2n (s) ds 
0 

off w ddsigne un pont brownien d'extr6mitks nulles sur [0,1]. 

(1.6) 

2] (1.7) 
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b) Si n > p + 1 et si p est pair, alors on a: 

1 
VxEIR t--,01imt I - f l l o g p t ( x , x ) - =  - - ~ C ( p , n )  < 0  (1.8) 

2 
avec fl = et 

n--p+l 1 ) 
C(p,n)  inf ( f~ 

1 

= 1 + 4)2(s) ds . (1.9) 
~~ e HI([o' 1)] 'N) f~o2"(s) ds o 

0 

Remarque 1) I1 est facile de v6rifier que sip est impair et s in > p + 1, l'infimum 
donn6 par C(p,n)  d6fini en (1.9) est nul et donc que le ph6nom~ne d&rit en 
(1.8) du th6or6me d@end de la parit6 de p. 
2) Remarquons que l'ordre 1 -  fi de d&roissance exponentielle donn~ au b) 
du th~or+me (1.1) a une signification g6om6trique qui 6claire l 'apparition du 
ph~nom+ne de d6croissance exponentielle. 

Introduisons pour cela la d6finition suivante: 
Soit en g6n&al des champs de vecteurs X 1 ... X m, et X 0 sur N d tels que 

Lie ( X  1 . . .  Xm)(x)  = T j R  d Vx E IR d. 

D~finition 1.2 Pour x E IR d, soit N(x)  le plus petit entier k tel que le drift X o 
appartienne fi l'idkal sur l'anneau des fonctions C ~ OR d) engendr~ par les crochets 
de longueur infkrieure ou dgale gt k, des champs X 1 ... X m (sur un voisinage de 
x). 

Cet entier N(x)  est toujours sup&bur / t  n(x). On a ici, s i x  c D: 

N(x) = n - p  + 1 

2 et l'ordre de d6croissance exponentiel, plut6t que de valoir 1 - n-~ comme en 
2 

[BA-L], vaut ici: 1 --fl  = 1 N(x)" 

Soulignons de nouveau que la condition n > p + 1, c'est-fi-dire N(x)  > 3, 
n'est pas suffisant pour assurer la d6croissance exponentielle de p~(x, x) (sur 
notre exemple, le a) du th6or6me 1.1 dit que c'est n6cessaire). En effet, 
l ' information fournie par N(x) ne comprend pas la parit6 de p (i.e. le signe du 
drift). 

Preuve du thkor~me 1.1 Elle commence comme celle du th6or6me 1.3 de 
[BA-L]. La diffusion de g6n6rateur e2L, issue de x c D est donn6e par: 

y (t) = I 

t t 
(1.10) y~(t) e n + i /  12 2 e p + 2 /  = (Ws) dws + (wl s )Pdsq-x2  

o o 
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off (w ~ , w 2) d&igne un mouvement  brownien de dimension 2. 
Le noyau de la chaleur psz(U, u) est la densit~ de la loi de la variable 

al&toire (y~ (1), y~(1)). 
Conditionnellement ~t w I , y~(1) est gaussienne, de moyenne re(e) et de 

variance o -2 (g) donn~es par: 

1 

m(e) = x 2 Jr- 8 p+2 f(wl) p ds 
0 

1 

= 82 "+2 f(wsl) 2" as 
0 

On a donc, pour x ~ D" 

1 ds)- P82(x,x)--27re.+2 [ ( / ( w 2 )  2" 

0 

off l'on a pos~: 

(1.11) 

(1.12) 

exp - lw~ = 0 g2(n -- p - 

(1.13) 

1 1 

pe2(x,x)--2rcsn+2_nE[(/(~Ws)2nds) - exp [ - -  ~2 F(t/w)] ] (1.15) 

0 

off w d&igne un pont brownien. 
Comme dans la preuve de th6or~me 1.3 de [BA-L], le comportement 

asymptotique de (1.15) est donn+ par le principe des grandes d~viations pour 
le pont brownien. Mais ici l'analyse de la m&hode de Laplace est plus difficile: 
en effet, le r61e du point w = 0 est plus ggnant. 

Commengons par prouver la minoration suivante, s ip  est pair: 

1 1 

liminf, q21ogE( ( /(~Ws)2n ds) -~e -F("w) ) ~2 > -- C(p, n), (1.16) 
~ - + 0  = 

0 

ce qui montrera bien stir que, compte tenu de (1.15) et de la d6finition de fi 
donn6e apr6s (1.8), que 

lim inf(e 2) 1 -- fl log p~2 (x, x) > -- C (p, n). (1.17) 
q---~ 0 

Sin  < p + 1, on obtient le th+or~me 1.1, a) par convergence dominie, grace au 
lemme 1.4 de [BA-L]. 

n - p - 1  Par contre, s in  > p +  1, posons q = e~; avec e - n-p+1,  on a: 

(1 )2 
1 f q)p (s) ds 

0 F(~o) = ~ 1 (1.14) 
f (p2n (S) ds 
0 
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Pour 1 cela, on a: 

Lemme 1.3 Sip est pair et n > p § 1: 
a) on a pour tout cp c H~ ([0,1], IR)" 

1 i 1 
f(pzn__<(n+l)2( sup ,~o(s)O 2(n-l-p) as )  2 (1.18) ,e[0,1] (/(p'(s) ds)(j'cpP(s) 
0 0 0 

b) L'infimum C(p, n) est atteint et strictement positif. 
Preuve du lemme. Dans la suite du a), on peut se limiter au cas oO p e s t  
fi valeurs positives ou nulles (par la parit~ de p). Soit donc (p �9 Ho a tel que 
q)(s) > 0 Vs �9 [0,1]. Posons: 

t 

~p(t) = j (p(s) ~-1 ds (1.19) 

0 

~p est croissante; on a donc, pour tout t �9 [0, 1]" 

1 

W(t) =< W(1) < sup ~o(s) (pP(s) ds. (1.20) 
se [o, 11 / 

o 

On a alors en int&grant par parties: 

1 1 

f q 0 2 n ( s ) d s  = j ~on+l(s)fp(S)ds < (n + 1 ) S  (Pn(s)iO(s)llP(s)ds (1.21) 

0 0 

1 1 1 1 I 

/(pan(s) ds<=(n+l)[~ploo(/cp2n(s)ds)Z(/fp(s)Zds) ~ (1.22) 

0 0 0 

d'ofi, par (1.20) 

1 1 1 I 

(S(p2n(s) ds) ~ <(n+l)lmi~-l-P(f  &( s )ds ) ( f  ep(s)Zds)5 ( 1 . 2 3 )  

0 0 

ce qui prouve lea).  
Passons au b): Par le a) on a, si ~o �9 H~ ([0,1], IR): 

1 1 1 

/ q)2n(s) ds ~ (n + l)2 ( i (P(s)2 ds) n-P ( / (pP (s) ds) 2 (1.24) 

0 0 0 

d'ofi 
1 1 

F(4o) >__ 2(n + 1) 2 ( fo O(s)2ds)j .xn_ p (1.25) 
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et en no tan t  I(~o) = g 4)(s) ds �9 

(F+I)(p) >=I(~)+ 
1 1 

2n-p+l(n + 1) 2 l(go)n-P (1.26) 

ce qui montre  que: C(p, n) = inf~e~/l ((F + I)(qo)) > 0. 

On sait doric d6j~t que C(p, n) > 0; res te / t  voir que cet inf imum est atteint. 
Soit doric Ok 6 Hg une suite minimisante,  i.e.: l imk~oo(F + I)(qok) = C(p, n). 

Alors, la suite (Ok) est born6e dans H 1, elle a donc une sous-suite (Ok,), qui 
converge faiblement vers (p (et uniform6ment),  avec lim infk, ~ oo I (~o k, > I(qo). 

L'in6galit6 (1.18) permet  de mont rer  que q) est non  ident iquement  nulle. On 
a en effet: 

1 1 1 
f(q~ >= 2(n + 1) 2 I((pk ) . ~  2 ( n - l - p )  " (1.27) 

t y  k oo 

Or I(qok) est born6e donc, si Ok, converge vers z6ro, on a: 

lim F(cpk, ) = + c~ 
k ! ---+ OO 

(1.28) 

ce qui est absurde. 
Ainsi Ok, converge uniform6ment  vers un qo non nul, et donc 

continuit6 de F e n  un tel point, on a: lira F(~0k, ) = F(cp) et donc:  
]s ---+ OO 

par la 

C(p, n) = l i m i n f ( F  + I)(~ok, ) ~ F(qo) + I((p) 
k t  --+ oo 

(1.29) 

ce qui montre  que F(cp)+ I(qo) = C(p, n), et donc que l ' infimum C(p, n) est 
atteint. Ce qui ach6ve la preuve du lemme 1.3. 

La  minora t ion  (1.16) est alors simple. 
Soit qo 0 tel que (F + I)(~Oo) = C(p, n). 
Soit ~ E]0, IrPol~[. Sur la boule uniforme ouverte Boo(cp0 , ~) de centre ~o o e t  

1 
de rayon ~, F est born6e ainsi que f ~o 2n (s) ds. 

0 

Soit K = SUPx f (p2n(s) ds, (p E Boo (9)o, ~o) > 0. Alors 0 < K < oo. 
0 

On a alors: 

1 1 

0 

l I 

0 

eKe I ] 
 Eexp I 1 
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Or F est continue born@e sur Boo(CP0,0); on a donc: 

liminftl21~ 2F(tlw) ] , 7  ~o ; B~176176176 0)] >-= Boo(~o0inf ,e) (F+I) 
= - -  C ( p ,  n)  

(1.31) 

d'ofi l'on tire: 

lim inf q21~ E [ ( /(tlWs)2n ds) - --,o 
0 

exp [ -  ~F(tlw)]] > -C(p, n) (1.33) 

Le probl~me provient ici du fait que, pour une telle majoration, il est important 
de savoir qne la fonction F est semi-continue inf~rieurement [V]. 

Ici la difficult6 provient du point cp = 0. En effet, les valeurs d'adh~rence de F 
lorsque (p tend vers z&o sont tout l'intervalle [0, oo]. Ainsi le seul prolongement 
semi continu inf~rieurement de F en 0 est obtenu en posant F(0) = 0, ce qui 
donne alors: (F + I)(0) = 0 et donc une majoration sans int~r~t. 

Pour montrer que le point 0 n'intervient pas dans cette majoration, il 
faut exclure les voisinages de 0 pour une raison plus subtile. Commengons 
d'abors par remarquer qu'il est intuitivement ~vident que 0 n'est pas un point 
important dans cette m&hode de Laplace puisque le lemme (1.3) montre que: 
lim~0~0(F + I)((p) = + oo. 

Passons ~ la preuve du r6sultat crucial suivant: 

Lemme 1.4 On a." 

1 1 

limlimsupq21~ -~ [ ~ )] ] exp - F(tlw ; ]tlwr~ <= Q 
9--*0 t / ~ 0  

0 

En effet, soit ~ > 0; on a: 

m O O .  

(1.34) 

i 1 

E tlWs) nds exp -- f(tlw ; [t/wloo < @ 

0 

1 

< E (qWs) nds exp - f(tlw) ; ]t/w[~ < e . (1.35) 

0 

Or on sait (cf. [BA-L], lemme 1.4) que: 

t 

E[(/(Ws)'~ds) -t] < O O .  

De plus, on a: 
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Lemme 1.5 Soit (p une fonction hOlderienne d'exposant ~ sur 
[(o1. = sup I~ot-~osl. 

It-sl ~ 

1 1 1 
F(q,) >__ - -  

2 1 + p + 1  i(pl2(mn_p)_i [q~[1/~ " 

[0,1]' on a, si 

(1.36) 

1 

Preuve du lemme I1 existe un intervalle I de longueur au moins \ ~ j  sur 

lequel: lqo(t)l > 1~o1~o 
2 " 

D'ofi l'on tire: 
1 1 

/q)P(s, ds>(lq~176 
= k2 l~o l=J  - -  (1 .37)  

0 

(car p est pair). 
De plus, on a: 

1 1 

f qo2n(s)ds <=_ lqoI~-P f ~oP(s)ds 
0 0 

En appliquant (1.38) puis (1.37), on a: 

1 
1 (f ~oP(s) ds) 2 > 1 f 

F(cp) = 2 f q~2n(s)ds = 21~ol2n-~ ~oP(s)ds 
0 

1 1 
m 

(1 .38)  

(1.39) 

Ce qui prouve (1.5). 
On a alors: 

E[exp[--~2F(ttw)]; [r/w,m_<Q; [ r / w , ~ < ~ ]  

[ 1 1 . 1 ]  (1.40) 
< e x p  -- 1+ 

2a P ~0 2 ( n -  p ) -  3 ~ �9 

3 2(n p) 3 > 4 _ 3  > 0 ,  c a r n _ p > 2 .  Si on choisit ~ > g, on a: - - = = 
1 De plus, on choisit e < g, il existe une constante C(c 0 telle que" 

( ~00) [ _  C(~)] (1.41) P Ir/wl~ > < exp t/20 ] . 

Ceci est en effet une cons6quence du fait que la norme h61derienne I I~ est p.s. 
1 finie si e < g, et du th6or+me de Fernique [Fe]. 
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De (1.40) et (1.41), on tire trivialement le lemme (1.4). 
Ainsi, en choisissant ~o assez petit, on a, si C > C(p, n)" 

1 1 

[(l/ )' [D t] ] E ~lWs) nds exp -- rOlw ; It#wloo < ~ < exp . 

0 

(1.42) 
I1 reste ft 4tudier le terme compl6mentaire:  

1 1 

E[(jOlWs)nds ) ' 
0 

Or, en posant :  

On a: 

~2 
I~wl~ ~ ~o] 

F((o) ----- F((o) si 14O1oo => ~o 

F(cp) = + ~  si [q)l~ < 

E [exp [--~2F(tlW)] ; Ittwloo>=~ o] < E [ e x p [ - ~ z F ( t / w ) ] ] .  

Or F est semi-continue inf6rieurement; on a donc:  

lim sup ,,21og E [ exp [ -- ~ F (~lW) ] ] < -- inf (P + I) . 
rt-~O 

(1.43) 

(1.44) 

Si Q est assez petit: inf (F  + I) = inf (F  + I) = C(p, n). 
On a ainsi: 

1 1 

limsoPtlzlogE[exp[-1~F(tlw)](i('TWs)nds)-'; 
0 

< - c ( p ,  n ) .  

(1.45) 

De (1.34) et (1.45), on tire la majora t ion  cherch6e (1.33) 
On a ainsi montr6 que: 

1 1 

limq21ogE(e-~F(~w)(fOlws)nds ) 5 ) =  -C(p,n) 
q-~O 

0 

(1.46) 

et donc, par (1.15), que: 

l ime  2(1 -~) logp~2(x, x) = - C(p, n), 
8--+0 

(1.47) 
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ce qui ach~ve la preuve du th~or~me. 
Remarque. En fait, la preuve du th+or+me (1.1) b) repose sur une observation 
simple: le principe de grandes d+viations de Schilder n'est ni optimal, ni 
suffisant ici. I1 suffit de v&ifier (c'est assez simple) que, dans ce principe de 
grandes d~viations, on peut remplacer la topologie uniforme par la topologie 
induite par les normes h/51deriennes d'exposant < 1/2 et que, pour une telle 
norme, par le lemme 1.5 

liminfF(cp) = + oo 
cp~0 

pour mieux comprendre notre preuve. 
Comme dans l'exemple trait~ dans [BA-L] off p = 0, on peut comprendre 

l'exemple pr~cbdent en montrant  que, apr~s une renormalisation du processus, 
il est fiquivalent/t la d6croissance exponentielle de la densit+ de transition pour 
un syst+me dynamique perturb& Le r&ultat est n~anmoins nettement moins 
trivial car l'action minimale usuellement d~finie (cf. [AZl] ) est nulle entre les 
points qui nous int&essent. Nous reviendrons sur ce ph~nom~ne en d6tail au 
Sect. 3. 

Pr~cis+ment, soit sur 11l 2 l'op~rateur L ~ = ~-2 ~2~xIt'l~2 @*1" 2n~2tJx2)'~ _jr_ xPl~x2 . Cet 

op6rateur d+crit donc le syst~me dynamique associ+ au champ de vecteurs 
x 2 n ~  2 ~ X xPa~2 perturb+ par e2(�89 + , x2)" Soit q,( , y ) l a  densit~ de transition de 

la diffusion de g~n&ateur L a. 
Le th~or~me 1.1 b) est alors +quivalent au r~sultat suivant: 

Th6or6me 1.6 Avec les notations prkc~dentes, s i n  > p + 1, si p e s t  pair, on a: 

lim e 2 log q~ (0, 0) = -- C(p, n). (1.48) 
8--~0 

Preuve. On proc~de comme dans la preuve du th~or+me 1.7 de [BA-L]. Soit 
z~(t) la diffusion du g~n~rateur L ~ issue de 0. On a: 

{ z~(t) = ew~ t t (i .49) 

z~(t) = en+ l 0 f (Wls)n dw2s + ep o f (Wls)P ds. 

Soit x ~ D et ~ le diff+omorphisme de IR 2 donn~ par: 

62(Ul, u2) = ul ,  2(~+1t ( u 2 - x 2 )  ' 
- -  s  

(1.50) 

Si y~(t) d~signe, comme dans la preuve du th6or+me 1.1, la diffusion de 
g6n&ateur e2L issue de x E D, on a: 

n p--I 
62(yE(t)) = z%-P +1 (t). (1.51 t 
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D'ofl l'on tire +videmment: 

1 n--p--1 
pe2 (X, X) -- ql "-p+t (0, 0). (1.52) 

2 n+2 
~, n - - p + l  

I1 est alors clair que le r+sultat du th~or+me 1.6 est +quivalent ~ celui du 
th+or~me 1.1 b). 

Ce th~or~me est /t premi+re vue surprenant. En effet, nous allons v&ifier 
que l 'action minimale pour  joindre 0 g 0 en temps 1 est nulle. 

Soit qS~ l 'application qui, ~ h, ~l~ment de H 1 ([0, 1], N2), nul en 0, associe 
valeur au temps 1 de la solution de l '6quation: 

2 
dot  = Z Xi(ot)hit dt + Xo(Ot ) dt 

i=1 

O0 = x 

et d(x,  y) l 'action minimale pour  joindre x / t  y, i.e." 

d-2(x, y) = inf. (]h] 2) 
h E K:~ 

(1.53) 

(1.54) 

off K~ = {h 6 Hi([0,  11, IR2), ~bx(h) = y}. 

Proposition 1.7 d2(0,  0) = 0. Ainsi 

l ime  2 log q~(0, 0) @ -- ~d2(0, 0). 
e--+0 

(1.55) 

La proposit ion 1.7 est +vidente puisque h = 0 ~ K0 ~ 

Le probl~me se pose alors d'interpr&er la constante C(p, n) comme une 
action entre 0 et 0 pour  le syst~me dynamique perturbS. 

Pour cela, introduisons l 'action "r~guli6re": 

d -2(x ,y)= inf ( lhL 2; h E K x  y; 

On a alors 

Th~or~me 1.7 On a: 

~b x est une submersion en h). 

lim 82 log q~ (0, O) = -- 1 -  2 ~-~o ~d R(0, 0). (1.56) 

Preuve." I1 suffit de v+rifier que: C(p, n) = 21 dR2 (0, 0). 

Rappelons la d~finition de C(p, n): 

1 inf ( C = i n f ( f + I ) = ~ o e u  1 
f O 2n (S) ds 
0 

+ fo ds 
0 

(1.57) 
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off H = H~ ([0, 1], IR). 

Commen9ons par caract&iser les h :p 0 ~ K ~ qui sont r6guliers, i.e. tels que 
q~0 est une submersion en h. On a: 

1 1 

~oo(h) = (hl(l),  /(hl(s))n dh2(s) -}- f (hl(s)P ds) 
o o 

(1.58) 

et donc, si k ff H 1" 

1 

dr (kl(1) ,  f (hlt dk 2 

0 

+n f h~-lkl dh 2 +p f (hl)p-lk 1 d s ) .  (1.59) 

I1 est alors clair que dq50 (h) est une submersion de H sur IR 2 si et seulement si 
h 1 n'est pas la fonction nulle. 

Pour h =fi 0 E K ~ tel que h 1 n'est pas la fonction nulle, on a: 

1 I 1 1 

/h l (s )Pds  = /hl(s)ndh2(s)<= ( / h l ( s ) 2 n d s ) 2 ( / ( h 2 ( s ) ) 2 d s )  ~ 

0 0 
(1.60) 

d'oh 

J ( h  (s)) 2 ds + / ( h  2 (S)) 2 ds > f (h  1 (S)) 2 ds + (f  hl (s)p ds)2 
= f h 1 (s) 2n ds 

=> 2(F + / ) ( h i ) .  

(1.61) 

Comme hi(l)  = 0, on a h 1 ~ H et donc: 

(hi(s)) ds + / (h2(s))  2 d s > 2C(p, n) (1.62) 

1 - - 2  ce qui montre que: gd R(O , O) > C(p, n). 
R6ciproquement, soit qo 0 un point de H off l'infimum C(p, n) de F + I e s t  

1 

f h I (s) p ds 1 
atteint; posons h I = ~o 0 et h2(t) - o 1 f hi (s) nds. 

f hl(s) 2n ds 0 
o 
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1 1 
On a alors: f h 1 (s) n dh 2 (s) = - f h 1 (s)P ds et donc h = (h 1 , h 2) E K O. De 

0 0 
plus, 

i 1 l f h 1 (s)P ds 

/(hl(s))2 ds + /(h2(s))2 ds= /(hl(s))2 ds + o 
1 

o o o f h t (s) 2n ds 
0 

= 2(F + I)(h I) = 2 C ~ ,  n).  (1.63) 

1 2 Ce qm montre que ~d R(O, O) = C(p,  n). 

Remarque. On a ainsi v6rifi6 sur cet exemple que Faction r~guli~re de dR 
d6crit correctement le comportement  asymptotique de la densit6 de transition 
du syst4me dynamique perturb& Nous allons revenir sur ce ph6nom~ne au 
Sect. 3, ce qui donnera une nouvelle preuve (dans un contexte plus g6n6ral) du 
th6or4me 1.1 b). 

2 Positivit6 de noyaux de la chaleur d6g6n6r6s 

Le but de cette partie est de donner une condition n6cessaire et suffisante 
d'annulation de la densit+ associ6e / t u n e  diffusion d6g6n6r&, ceci sous une 
hypoth6se faible. 
Consid&ons des champs de vecteurs sur lRdXi, t(x) ,  i = O, . . . ,  m,  d6pendant 

de fagon C 1 du temps t appar tenant / t  [0,1] et de fagon C ~~ de x. Supposons 
que pour tout multi-indice (:~) de N d : 

sup{[a(~)Xi,t(x)[ + Ga(~)xi,dx)l} < (2.1) 

x E lRd, t e [0,  1]. 
Soit H I l'espace de Cameron-Martin,  c'est-~i-dire l'espace des fonctions 

continues de [0,1] dans lRmhi(t), i = 1 . . . . .  m,  nulles en 0, d'6nergie lihll 2 = 

~, f [c~th~(t)l 2 dt finie. 
Introduisons la solution de l'+quation diff6rentielle sur IR d : 

dy;(x ,  h) = y '  X i , , (y t (x ,  h)) dhi(t) + Xo,~(yt(x,  h)) dt 

Yo (x, h) = x .  
(2.2) 

Notons comme dans la partie pr+c6dente Ox(h) = Yl (x, h). 
Soit (w 1 . . . . .  w rn) un mouvement brownien m-dimensionnel. Introduisons 

la solution de l'6quation diff6rentielle de Stratonovitch. 

dyt(x) = Z x i , t (y t  (x)) dwi(t) + Xo, t (Yt (X))dt  

yo(x) = x. 
(2.3) 
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Rappelons rapidement les notations usuelles du calcul des variations stocha- 
stiques de Malliavin ([W]). Si F est une fonction mesurable de l'espace de 
Wiener, nous dirons que F appartient fi l'espace IDp, k si l'expression d~finie par 

][Flip, k = ~ E[ID(i)F(w)lP] 1/p est finie, D (i) d6signant le i ~me gradient it6rb de 
i < k  

Malliavin. I1 est classique que ya (x) appartient fi tousles  espaces lDp, k. Notons 
(Dy 1 (x), Dy 1 (x)) la matrice de Malliavin de Yl (x). Lorsque l'hypoth~se suivante 
est v6rifi6e: 

E [[ (Dy 1 (x), Dy 1 (x)) - lip] < C(p) < oo (2.4) 

la loi de Yl (x) poss+de une densit~ C ~176 par rapport  /t la mesure de Lebesgue 
sur IR d, densit6 que nous noterons Pl (x, y). 

Th~or~me II 1 Sous les hypothOses (2.1) et (2;4), on a l'dquivaIence entre les 
deux propri~tds suivantes : 

i) Pl (x, y) > 0 
ii) I1 existe un ~lkment de l'espace de Cameron-Martin h tel que Ox(h) soit 

kgal ~ y e t  tel que Ox soit une submersion en h. 

Corollaire II.2 Soit Pt(X, y), t > 0 le noyau de la chaleur associd a un opdrateur 

! ~ X { + Xo sur IR d, les champs de vecteurs X i v~rifiant les deux hypoth&es 2 

suivantes: 

a) Ils sont bornks ainsi que leurs dkrivkes de tous ordres. 
b) La dimension de l'idkal engendrd par les champs de vecteurs X 1 . . . .  , X m 

dans l'algObre de Lie engendrde par les champs de vecteurs Xo,  X 1 . . . .  , X m 
est dgale au point de d@art x d la dimension de l'espace ambiant. 
Pour que pt(x, y) > O, il faut  et il suffit qu'il existe un ~l~ment h de l'espace 
de Cameron-Martin tel que 4)x = Y et tel que Ox soit une submersion en h. 

Preuve du corollaire. Elle r~sulte du fait que b) implique (2.4). 

Preuve du fair que i) implique ii). Nous allons utiliser l 'approximation de la 
solution de l'~quation diff6rentielle stochastique en rempla~ant le mouvement 
brownien par une interpolation dyadique et utiliser le fait que les densit~s 
convergent. De fagon plus precise, introduisons un entier N, et pour tout 
entier k plus petit que 2 N -  1, notons t(k, N) la quantit~ k2 -N .  On d~finit 
le processus w N de la fagon suivante: s i t  appartient fi [t(k, N) ,  t{k + 1, N)[, 
wN(t) est ~gal /t w(t(k, N)) + 2N(t -- k2 -N)  (w(t(k + 1, N)) -- w(t(k, g))) .  Le 
processus w N constitue ce que l'on appelle une approximation polygonale du 
mouvement brownien; ce qui est pour nous sa propri+t+ la plus importante est 
que ses trajectoires appart iennent/ t  l'espace de Cameron-Martin. 

Consid~rons la fonctionnelle ~bx(wN). Rappelons ([I.W], [B2] ) que qSx(w N) 
tend quand N tend vers l'infini vers qS~(w) dans tous les  espaces de Sobolev 
Dp, k. (En fait [I.W] et [B2] ne traitent que le cas o3 les champs de vecteurs 
inetervenant dans l'+quation diff+rentielle stochastique ne d~pendent pas du 
temps, mais l'extension au cas pr+sent sous l'hypoth+se (2.1) est aisle). 

Notre objectif sera de nous ramener au lemme suivant, qui nous permettra 
de trouver un ~l~ment de l'espace de Cameron-Martin affine par morceaux 
satisfaisant ~ ii). 



392 G. Ben Arous et R. L6andre 

Lemme II.3 Supposons qu'il existe des entiers N ,  K ,  M tels que pour tout rdel 
e > O :  

P{lOx(wN) - Yl < e ; [w(t(k, N))I < K Vk, 
(2.5) 

[(DCx(wN), DC~x(wU))-I I =< M} > 0. 

Alors il existe un w N tel que Ox(W N) = y e t  tel que le module de l'inverse de la 
matrice de Malliavin (D~x(wN), D~x(wN))=1 soit inf~rieur it M. 

Preuve du lemme. En effet (2.5) nous dit qu'il existe un wN(e) tel que 
IqSx(wU(e)) -- Yl < a, tel que le module de wN(e) soit inf~rieur /t K en t(k, N) 
et tel que le module de l'inverse de (D~)x(wU(e)), D(ax(wU(e))) soit inf6rieur /t 
M. La conclusion d~coule de la compacit+ de l'ensemble des w u tels que le 
module de wN(t(k, N)) soit inf+rieur/t K pour tout couple d'entiers (k, N). 

Nous allons maintenant montrer que l'hypoth+se i) implique (2.5). 
Soit L un r6el > O. Soit ~ une fonction Coo de IR dans [0,1], ~gale h 1 si [ul < 1 
et nulle si lul > 2. Notons ~pr(u) la quantit+ ~p(u/L). Soit 

GN ; L (W) = ~V L (1 (D{Yl (x) -- ~b x (wU)}, D{y 1 (x) -- ~)x (wN)})12) 
(2.6) 

~v L (1 (Dy 1 (x), O { (Jx ( W N )  - -  Yl (x)})12) 

et posons 

G L (w) = 11) L ([ (Dy 1 (x), Dy 1 (x)) 1]2). (2.7) 

Les deux fonctionnelles ainsi introduites sont C ~ au sens de Malliavin. De 
plus on peut majorer leurs normes IF [[p,k par une constante ind~pendante de 

N. Enfin la quantit6 []GN; r --ll]p, k tend vers 0 quand N tend vers l'infini. 

Introduisons la mesure #N;L',L sur IR a qui ~t toute fonction mesurable born+e 

f sur IRd associe: 

#N ;L',C (f) = E[ f  (Yl (x))Gx ;L' GL (W)] " (2.8) 

Comme GN;L,(W) et GL(W ) sont dans tous les IDp, k et comme yl(x) %rifle 
(2.4), #N;L',L poss~de une densit6 C ~ not6e qN;L,,L(X,y). On peut alors 

trouver quatre r6els L, L I, M,  C > 0 ind6pendants de N poss6dant les deux 
propri6t6es suivantes: 

* Si G N ;L' (w) GL(W) est non nul, 

sup [(D{syl (x ) + (1 --s)~)x(wN)}, D{sy1(x ) + (1 -S)4x(wN)})-l[ ~ m (2.9) 
s=<l 

** La densit+ de #u ; r ' , r  en y qx ;L',L( x,  Y) > C > 0 pour tout entier N assez 

grand sup~rieur ~ un entier bien choisi N(L,  U). 

* est imm+diat. La densit~ qc(x, .) de la mesure f ~ E[f(yl(X))GL(W)] tend 
vers p(x, .) quand L tend vers l'infini. L &ant choisi suffisamment grand 

pour que qg(x, y) > gp(x, y) > 0, choisissons L I pour que * soit %rift+e: 
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qN ;L'L (X, y) tend alors vers qL (X, y) quand N tend vers l'infini, ce qui prouve 

d t L, L t et M +tant ainsi choisis, introduisons la mesure sur IR #N ;L',L" 

#N ;C',C (f) = E[ f  (dPx(wN))GN ;L' (W)GL (W)] " (2.10) 

Du fait de (2.9), #U ;L',L poss+de une densit~ Coo en la seconde variable y notre 

qN ;L' ,L ( x '  Y)" Comparons la/ t  la densit6 qN ;L',L( x,  Y)" Soit (~) un multi-indice 

de N d et f une fonction C ~ born~e ~ support  compact sur ]R d. On a: 

flrN ;U ,L (o(a) f )  -- flU ;U ,L (~(e) f )  = / E [(grad 0(a)f{y 1 (x) + 
(2.11) 

S(Ox(wN) -- Yl (X))},  Ox(W N) -- Yl (x) )GN ; u (W)GL (W) } ds . 

La formule d'int~gration par parties du calcul des variations stochastiques 
appliqu~e /t (2.11), le fair que ~x(w N) tende lorsque N tend vers l'infini vers 
yl(x) dans tous les lDp, k et le fait que les quantit~s IIGN;L,,LIIp, k et IIGLllp,k 
soient born~es ind~pendamment de N montrent  en utilisant * qui'il existe une 
constante C((a), N) qui tend vers 0 quand N vers l'infini et telle que: 

I#rN;C,,L(~(~)f) -- #N;L, L(O(~)f)l < C((c~), N) sup If(z)l. (2.12) 
z EN. d 

On d~duit de cette derni~re in~galit~ que: 

lim s u p  n q ) ; L , t ( x ,  z) -- qN;U,L(X,  z)l -= 0 .  (2.13) 
N --~ OO z E ~d 

! x De **, on tire que qN;L'L( , Y) > 0. Or par *, la mesure VN; M d+finie par 

VN;M(f ) = E[f(Ox(WN))W2M(I(DOx(WN), DOx(WN))-112)] (2.14) 

' Donc la densit6 (dont il est ais~ de v~rifier est minor~e par la mesure #N ;L',L" 

l'existence et la r~gularit6), not+e rN; M (x, z) est strictement positive en y. De 

plus la densit~ de la mesure VN;K,M d~finie par 

vu ; K ; M (f) = E [f(Ox (wN))~PK ( Z  (wN t(k, N))2)] 
(2.15) 

~P2M (] (DOx (WN) , P(Ox(WX) ) - 112) 

tend uniform6ment sur ~d  vers celle de v n ;M quand K tend vers l'infini. Par 
suite sa valeur en y est non nulle pour  K assez grand, ce qui prouve (2.5). 

Preuve du fait queii) implique i) dans un cas particulier. Nous allons commencer 
par donner une d~monstration de ce fait dans un cas particulier, en se basant 
sur les r~sultats de [L2] deuxi~me partie, qui utilisent un argument de "temps 
petit", dans un contexte l~g~rement diff+rent. Soit F(w) une variable al~atoire/t 
valeurs dans IR d . Supposons que la i ~me composante de F, Fi(w), soit une somme 

d'int+grales it~r~es de Stratonovitch f f f f  f ( t  1 . . . .  , tk )dwiI( t l ) . . ,  dwik(tk); 
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cette int~grale qui est prise sur le simplexe t~ < �9 �9 - < t k < 1 contient exactement 
n(i) termes dwj distinctes de dr, dw~ d~signant par convention dt, de sorte 

que Fi(ew ) est bgal /t e "(i) Fi(w ). Pour d~finir les int6grales de Stratonovitch, 
on supposera de plus que f est de classe C 1 en (tl, . . . ,  tk), bien qu'il soit 
possible d'all6ger les hypoth+ses. On remarque que F appart ient / t  IDp, k pour 
tout couple d'entiers (p, k). On suppose que pour tout entier p > 1. 

E[I(DF, DF) lip ] < oQ. (2.4)' 

Si darts toutes les expressions alg6briques constituant F, on remplace chaque 
dw i (i @ 0) par dh t (h appartennant/ t  l'espace de Cameron-Martin), on obtient 
une fonctionnelle r6guli+re sur l'espace de Cameron-Martin que nous noterons 
~b(h). Nous traiterons le cas de y = 0. ii) signifie que ~b-a(0) contient un point 
h off ~b est une submersion. L'hypoth4se d'homog6n6/t6 faite sur F et (1.4)' 
impliquent que la loi de F(ew) poss6de une densit6 p~(y). Comme Fi(ew) = e ~(i) 

F(w), la densit6 de F(ew) v6rifie en y = 0 :p~ (0) = e -  ~ n(i)p(O), p(y) d6signant 
la densit6 de F. I1 suffit donc de montrer que p~(0) > 0 pour e assez petit. Si 
on raisonne comme dans [L2] deuxi6me partie, on montre sans difficult6 que: 

lim inf 2e 2 log pe (0) __> -- II h II 2. (2.16) 
~----> 0 

Par suite p~ (0) > 0 pour e assez petit. 
Preuve du fait que ii) implique i) dans le cas gkn~ral. Soit un +l~ment de l'espace 
de Cameron-Martin tel que qSx(h ) = y e t  tel que l'application 4) x soit une 
submersion en h. Soit z(p) la version C ~ la variable p appartennant fi IRd 
de la solution de l'+quation diff~rentielle stochastique suivante: 

dz(p)(t) = Xo,t(z(p)(t)) dt + Z xi, t(z(p)(t)){dwi(t) 

+ dhi(t) + d(tDO(h) �9 p)i(t)} (2.17) 

z(p)(0) = o.  

Rappelons, afin de mieux comprendre cette formule, que l'application tangente 
Dq5 x de q~x est une application lin6aire de l'espace de Cameron-Martin dans 
IRd et que par consequent sa transpos~e tDO est une application lin~aire de 
IR a darts l'espace de Cameron-Martin. Notons z'(p)(t) la solution de l'Squation 
obtenue a partir de (2.17) en supprimant dw: 

dz'(p)(t) = Xo,t(z'(p)(t)) dt + Z xi , t  (z'(p)(t)){dhi(t) + d(DO(h) " p)i(t)} 

z'(p) (0) = x. (2.17)' 

Soit K un compact de IRa et n un entier. On a pour tout multi-indice (~) de 
N a une relation prouv6e dans l'appendice sous le nom du th6or~me A.I: 

lim sup E[sup [8(~)z(p)(t) -- 8(~)z'(p)(t)[ n ; sup [w(t)[ < 6] : 0 (2.18) 
6"~OkEK t<_l t<=l 
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les d&iv~es ~(~) intervenant dans cette formule ~tant des d+riv~es partielles par 
rapport fi p. Par int6gration par parties, on peut prolonger la diff&entiation de 
q5 x suivant les directions de l'espace de Cameron-Mart in/ t  toutes les directions 
de l'espace de Wiener. En effet, on a: 

DO~(h) " w = Z Xi,l(Ox (h)))wi(1) -- f C~x(~ wi(t) 

d { (c~xYt(X, h) ) -1Xi,t(Yt(X, h))}) 
(2.19) 

OxYt(X, h) d+signant la diff&entielle par rapport fi la variable x de yt(x, h); 
c'est doric une matrice sur Nd que l'on peut inverser grace au th+or~me des 
flots. (2.18) et (2.19) nous montrent que la quantit6 

E[sup I~(~)z(p - C(h)-1D4)x(h) . w)(1 ) - c3(~)z'(p)(1)I n ; 
s<l 

sup Iw(t)l < 3] 
s<l 

(2.20) 

est finie et tend uniform~ment vers 0 sur tout compact K de lR d quand ~ tend 
vers O, C(h) &ant la matrice d~terministe de Malliavin introduite par Bismut 
dans [B~] et d+finie par: 

C(h) = Z f h)t-1Xi,t(Yt(X, h)), 0) 2 dr.  (2.21) 

Les in~galit& de Sobolev, le th6or~me des fonctions implicites et (2.20) 
montrent qu'il existe un ensemble A mesurable par rapport fi la tribu engendr~e 
par le processus w 1 d6fini par: 

wl(. ) = w(.) - t D O ( h  ) C(h ) - IDO(h) .w  (2.22) 

et une application p w 1 mesurable d+finie sur A fi valeurs dans IR d telle que 
l'application qui/ t  p associe z(p - C(h)-  ~D4)(h)'w)(1) soit un diff6omorphisme 
local d'un voisinage U de p(Wl) sur un voisinage de y e t  soit ~gale fi y e n  p(%). 

Appliquons la m~thode de d&omposition de l'espace de Wiener en deux 
de [B1] (ou celle de [L2] deuxi~me partie); P1 d6signant la mesure image 
sur l'espace de Wiener de la mesure de Wiener par l'application qui a une 
trajectoire du brownien w associe le processus Wx, nous obtenons: 

1 , C(h)p)] E[f(z(O)(1))]= f (2 rc ) -d /2dp /exp  [ - ~ ( p  

f (z(p -- C (h) - I D4 x (h ) �9 w)(1)) dP 1 (%) 

(2.23) 

la premiere int6grale +tant prise sur IR d et la deuxi+me sur l'espace de Wiener. 
Remarquons que z (p - C (h) - 1D~b x (h). w) (1) est une fonctionnelle w I mesurable 
(comme limite dans l 'approximation polygonale de fonctionnelles w 1 mesurables). 
En proc+dant comme dans [L2] deuxi~me partie, on en d~duit que la 
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densit~ ph(x,  .) de z(0)(1) est strictement positive en y. Rappelons bri+vement 
l'argument, bas+e sur la formule de Fubini, valide pour f > 0: 

E[f(z(O)(1)] > dPl(Wl) exp - ~ (p ,  C(h)p)](27r) - ~  

A ~,d 

f ( z ( p  -- C ( h ) -  1DqS(h) �9 w) dp > dP 1 (wl) (27r) - g dp (2.24) 

A U 

F 1 C(h)p)] f ( z ( p  - C ( h ) - 1 D ~ ( h ) "  w) exp / -  2(P'  

et il ne reste plus qu'/t faire le changement de variable z = z (p - C(h)-1DqS(h) �9 
w)(1) sur U pour obtenir un minorant strictement positif de la densit+ ph(x,  y). 
La formule de Girsanov nous permet de montrer que p(x,  y) > O. 

3 Application aux syst~mes dynamiques perturb~s 

Soit un petit param+tre e r~el. Consid+rons le syst~me dynamique perturb+: 

dyt(a ) = a ~_. Xi(Yt(e)) dw/(t) + Xo(Yt(a)) dt 
(3 .1 )  

Yo(e) = x .  

On suppose que les champs de vecteurs X i i = O, . . . ,  m ont leurs d6riv~es de 
tous ordres born~es, mais au lieu de se placer sous l'hypoth~se de H/Srmander, 
nous allons consid~rer le cas off, en x, l'espace engendr~ par les X i i :/= O, et par 
les crochets des champs X i i = O, . . . ,  m de longueur sup~rieure/t 2 est ~gal/t 
IR d. I1 est fi noter que nous ne faisons cette hypoth+se qu'au point de d+part de 
la diffusion. On va voir appara~tre l 'importance du th+or~me pr+c+dent dans 
l 'introduction d'une distance diff~rente de celle qui intervient dans la th~orie 
des grandes d~viations ([Azl], [Az2] ). 

Soit un ~l~ment h de l'espace de Cameron-Martin. Consid~rons la solution 
de l'+quation diff+rentielle d~terministe associ+e naturellement/t  (3.1): 

dyt(h) = Z Xi(yt(h)) dhi(t) + Xo(Yt(h)) dt 
(3.2) 

yo(h) = x .  

Posons qSx(h) = yl(h). D6finissons les distances d(x ,  y) et dR(x,  y) par les 
relations suivantes: 

d2(x ,  y) = inf I1 h [I 2 (3.3) 
~)x(hl=y 

d~(x ,  y) = inf II hll 2- (3.4) 
(ax (h)=y ; q~x submersion en h 

On a vu dans la partie I qui la "distance r~guli~re" d R peut ~tre diff~rente de la 
"distance usuelle" dans le cas o f  l'hypothgse forte de H/Srmander est v~rifi~e. 
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Par contre si X 0 = 0 sur un voisinage de x, les deux distances sont ~gales ([L2] 
th+or+me 1.1). 

C(h) d+signe la matrice de Malliavin d&erministe associ+e ~ yl (h).pc(x, y) 
est la densit~ en y de la loi de la variable al+atoire Yl (5). On a l e  th6or6me 
suivant: 

Th~or~me III.1 Lorsque 5 tend vers 0 

lim inf 252 log pe (x, y) > -- d~ (x, y) (3.5) 
~ ----> 0 

et  

De plus, si 

on a t'~gatit& 

lim sup 2e 2 log p~ (x, y) < -- d 2 (x, y). 
e ---* 0 

(3.6) 

inf det C(h) > 0 (3.7) 
4~x (h)=y ; q~x submersion en h 

lim 252 logp~(x, y) = - -d2(x,  y) (3.8) 
e--~O 

Preuve. Si la "distance r~guli+re" d R (x, y) est infinie, la densit~ p, (x, y) est nulle 
d'apr+s le th+or+me II.1 et (3.5) et (3.6) sont trivialement v+rifi+es. Supposons 
que la "distance r~guli+re" soit finie. Soit q > 0. Introduisons un 616ment h~ 
de l'espace de Cameron-Martin tel que ~bx(h,) = y et tel que qSx(h ) soit une 
submersion en hn ; par d~finition de la "distance r6guli~re, on peut supposer de 

plus que [[hn [[2 < d~(x, y) + ~/. En effectuant la transformation de Girsanov e 

dw ~ e dw + dh~, on montre comme dans [L2] th6or~me ILl  l'in+galit~ (.3.5). 
Montrons maintenant (3.8):/t cette fin, introduisons une fonction g C ~ de 

1 P, darts l'intervalle [0,1], ~gale/t 1 si ]u] < : C o et nulle si [u[ > Co, C o btant 

~gal/t la moiti~ de la borne inf~rieure qui intervient dans (3.7). Considbrons la 
fontionnelle brownienne G c d~finie par: 

G~ = g(det( (Dy: (e), Dy 1 (0))) �9 (3.9) 

D6composons la mesure #~ d6finie pour toute fonction mesurable born+e f de 

Nd dans IR par: g~(f) = E[f(y:(e))] en la somme de deux mesures #~ et #~' 
telles que: 

#~ (f) = E [GJ(yl  (0)1 (3.10) 
#~'(f) = E[(1 -- Gc)f(y 1 (e))]. (3.11) 

On obtient une d+composition de pc(x, y) en ps  y). La 
r X remarque essentielle est que Pc( , Y) est nul d'apr~s une simple adaptation 

de la preuve du th6or+me II.1. La matrice (Dy 1 (5), Dy 1 (e)) v+rifie de plus les 
estimations de Kusuoka-Stroock ([K.S2]) : pour tout entier p, il existe un entier 
N(p) tel que lorsque e tend vers 0: 

E [(det(Dy 1 (e), Dy 1 (e))) -P] <= 5-N(P). (3.12) 
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La th~orie des grandes dbviations ( [ A Z l ] ) ,  la formule d'int~gration par 
parties du calcul de Malliavin et (3.12) permettent de d6montrer en suivant de 
pr+s [L.R], cinqui~me partie, que pour tout q > 1, tout t / >  0: 

lim 2e 2 logps y) < - q inf r[ h I12 . (3.13) 
e --+ 0 ]~bx (h) - yl<r/;  det C(h)>I/2C 0 

Quand t / tend vers 0, ce dernier infimum tend vers d 2 (x, y) du fait de (3.7). 
Comme (3.13) est valide pour tout q > 1, on en d~duit (3.8). La preuve de (3.6) 
est identique, mis-/t-part que l'on a pas/ t  d6couper la mesure #~ en deux. 

Remarque D~s que d(x, y) est fini, d(x, y) est continue. I1 n'en est malheureuse- 
ment pas de m~me pour la "distance r~guli~re", sauf si x et y vbrifient (2.7). 

4 Annexe 

Commen~ons par rappeler quelques notations: si Z t est un processus/t valeurs 
dans un espace de Banach, [Zl*(t) d6signe le processus SUPs< t IZsl. Si g est un 
processus pr~visible fi valeurs dans IR et si X est une semi-martingale r~elle, 
H.X d~signe le processus int6grale stochastique d'It6 et H * X le processus 
int6grale de Stratonovitch. Rappelons que le processus z(p)(t) a 6t6 d~fini en 
(2.17). L'objectif de cette annexe est de d+montrer le th+or~me suivant: 

Th6or~me A.1 Soit K un compact de IR d et n un entier. On a pour tout multi- 
indice (c~) de Nd: 

lim E[sup ([8(~)z(p) -- 3(~/z'(p)[*(1))n[ [w[*(1) < c~] = 0 (A.1) 
6--*0 pEK 

Rappelons quelques r~sultats ([I.W], lemme 8.1 et corollaire du lemme 8.2): 

I1 existe deux constantes C 1 et C 2 telles que lorsque 6 tend vers 0: 

P{lw]*(1) < 8} ~ C 1 e x p [ -  C26-2] (1.2) 

Si nous introduisons le processus ~i,j(t) -= w i * wJ(t), il existe deux 
constantes C 1 et C 2 > 0 telles que si 6 < 1 et si M 2 > C2c5: 

P{l~i'J]*(1) > M61 [w[*(1) < 6} <= C 1 exp[-- C1M2]. (A.3) 

Ceci implique que pour tout entier n, 

lim g[(lf'Jl*(1))nl [w[*(1) < 8] = 0. (1.4) 
6 ~ 0  

La d~monstration du lemme suivant est tr~s similaire fi celle du lemme 8.3 
de [I.W]. 

Lemme A.2 Considdrons un processus H d valeurs dans IR tel qu'iI existe des 
processus H i, H i , j ,  i, j = O, . . . ,  m satisfaisant d: 

H(t)  = H(O) + E Hi " wi(t) + Ho " t (A.5) 

Hi(t) = Hi(O) + E Hi,J" wJ(t) + Hi, o" t .  (A.6) 
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Supposons que les processus H, H i, Hi, j notes gOn~riquement Z vkrifient la 
condition suivante pour tout entier n: 

supE[(lZl*(1))nr Iwl*(1) < c5] < C(n) < oo. (1.7) 
6<1 

Alors pour tout entier n: 

lim {([H * ~i'Jl*(1))nl Iwl*(1) < O} = 0. (1.8) 
6~0 

De plus, Ia vitesse de convergence dans (A.8) ne d@end que des constantes C(n) 
dans (A.6). 

Preuve. En int+grant par parties, on obtient '  

H �9 = ( , J ( t ) U ( t )  - -  w k ( t )  - -  t 
(1.9) 

--(wiUj) �9 t =  I 1 (t) 4:-12( 0 + 13( 0 + 14( 0 

I1 n'y a de probl+mes que pour I2(t). Or: 

I2(t) = Z (~i'jHk)" wk(t) = E I2, k(t)' (A.10) 

En int~grant par parties, on a: 

I2,k(t) = r -- E(wk~i 'JHk,  1)" wl(t) -- Z (wkwiHk)  " w J(t) 

-- Z(~i 'JwkUk)  �9 t - -  3(j,  k)(Hkwi) �9 t -  ~ Z(~ i ' JHk ,  t)" t (A.11) 

= J1 (t) ~-J2(t) -t-J3(t) + J4(t) + J5(t) + J6(t). 

I1 n'y a de probl+mes que pour J2 (t) et J3 (t). J2(t) se d~compose en ~ J2, l(t) - 
De plus chaque J2,1(0 = B((a(t)), B ~tant un mouvement brownien et a(t) le 
processus d~fini par: 

a(t) ([~i,j]2 k 2 2 = ]w I [Hk,11)- t .  (A.12) 

Distinguons si jr > MI/86 1/46 ou non et si H k t*(1) > MI/S(~ -1/4 
ou non. On obtient: 

P{[JZ,l(t)l*(1) >=m] Iw[*(1) < c~} ~P{[Hk,l l*(1 ) ~ M1/8~-1/4 I 

]w[*(1) < ~} -Jr-P{l~i'J[*(1) ~ M1/S6-1/461 ]w[* < ~} (A.14) 

+ P{[BI*(Cml/263 > MI Iwl*(1) < ~}.  

Le premier terme est inf~rieur quand 6 < 1 /t M,--~Cn(6), Cn(6 ) tendant vers 

0 quand c5 tend vers 0, le second /t exp[- -CM1/46-1]  d'apr+s (A.3), et le 
dernier d'apr+s (A.1) /t e x p [ - C M 6  -3] exp[C5-2] .  Ceci nous montre que si 
M > C61/2" 

P{J2,11*(1) > M] ]wl*(1) < 6} =< C,(6)(M n + 1) - I  (A.14) 
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et que Cn(6) tend vers 0 quand 6 tend vers 0. De plus la vitesse de convergence 
de Cn(g ) vers 0 ne d~pend que de C(n) dans (A.8). 

Le fait que (A.14) soit aussi v~rifi~e pour J3(t) se d+montrerait de fagon 
analogue, mais la situation est plus simple dans ce cas. 

Lemme A.3 Supposons que les hypotheses du lemme (A.1) soient v&ifikes, mis 
part (A.7). Supposons qu'il existe une constante C o telle que tous Ies processus H, 
H i, Hi, j soient major,s en module pat" C o. Alors il existe 3 constantes C1, M1, ~t 
ne d@endant que de C o, strictement positives, ayant la proprikt~ suivante: 
si 6 < (51 et si M > M t : 

P{IH * ~i'J[*(1) > M] [w[*(1) < 6} < e x p [ -  CIM(~ -2] (A.15) 

Preuve. I1 suffit de prouver (A.15) pour le processus H - ~i,j. Or H .  ~i'J(t) est 
~gal /t B((a(t)), B ~tant un mouvement brownien et a(t) le processus croissant 
d~fini par: 

a(t) = (H2(wi)2) �9 t. (A.16) 

Donc a(t) <= (C0)262. Par suite, (A.1) implique que: 

P{IH" ~i'J]*(1) > M] ]w[*(1) < 6} < P{IBI*((Co6) 2) >= M} 
(A .17) 

exp[C~ -2] < exp[ - Me5 -2] exp[C6 -2] 

C dans (A.17) ne d~pendant que de C 0. 
Nous pouvons maintenant d~montrer la proposition suivante, dont l'id~e 

principale nous a ~t~ donn~e par A.S. Snitzman. 

Proposition A.4 Pour tout entier n, tout compact K de N d x IR d : 

sup E[)?j(p)[*(1))~I ]w[*(1) =<_ 61 < oo (A.18) 
(x,p) ~ K,~<oo 

sup E[([(OxZ(p)) 11"(1))" [ [w[*(1) < 8] < oo (A.19) 
(x, p) E K,  6<oo 

Preuve. Nous ne la ferons que pour (A.18), celle de (A.19) btant tout /t fair 
semblable. ~xz(p) est solution de l'~quation diffbrentielle de Stratonovitch: 

dUt = Z ~ t (z(p) (t)) U~{dwi(t) + d(DO(h)  . p)i(t) + dhi(t)} 

+ 0xX0, t (z (p)(t)) U t dt (A.20) 

U 0 = Ir 

Soit tp une fonction C OO de l'ensemble des matrices U sur IR dans N, + , 
+quivalente fi log II u II quand II U II tend vers l'infini et tel que pour tout multi- 
indice (~) la quantit6 II0(~/tc(g)ll Ilg][ I(~)l soit born~e. On peut prendre par 

exemple v (U)  = �89 + 1). Pour montrer (A.19), il suffit de montrer 

qu'il existe trois constantes Co, 6o, M 0 ayant la propri&+ suivante: 
Si M > M0, 6 < fi0, si (x, p) appart ient/ t  K, on a: 

P{v(Ox(z(p))[*(1) > Mt Iw[*(1) < 6} < exp[--  MCo3 - 2 ]  . (A,21) 
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En appliquant la formule d'Itg-Stratonovitch, on obtient: 

d~(~(~(p)(t))(t) = ~ %~(~x(Z(p)(t)).~x~,~(z(p(t)).~j(p)(t) 
{dwi(t) + d(Dq~(h)- p)i(t) + dhi(t)} + C~vtP(C~x(Z(p)(t)). 

~xXo,t(z(p)(t) ) " OxZ(P)(t )d t .  

Comme HOu~P(U)]1. HUH est born+, il suffit de montrer (A.21) pour: 

(A .22) 

A(t) = Z {C~u~p(c~x(z(p)(t)) - OxXi,t(z(p)(t)) . OxZ(p)(t) } * wi(t). (A.23) 

On int~gre par partie dans A(t) en suivant la proc6dure de [I.W], fin du th~or~me 
8.2. Comme 11~(2)~(u)II II g 112 est born6, ceci nous permet de nous ramener au 
lemme A.3 et d'appliquer (A.15). Avant de d6montrer la proposition finale qui 
est l'objet de cette annexe, faisons une remarque prUiminaire: soit (e) un multi- 
indice de N a : O(~)z(p)(t), 3(~) d+signant la  (00 ifime dbriv~e partielle par rapport  
fi p, est la solution de l'~quation diff~rentielle de Stratonovitch suivante: 

dUt = Z C~xXi,t (z(p)(t))Ut{dwi(t) + d(tDc/)(h) " P)i(t) + dhi(t)} 

p(~)/, p) dt (A.24) + c~xXo,t(z(p)(t))U t d t +  Z Pi(~,~ (w' p) dwi(t) +~ o,t t ' ' '  

U 0 = 0 .  

Pi(,~2 (w, p) est un polyn6me universel en les d6riv6es en la variable x des champs 

de vecteurs Xj, t ,  celles en p de tOd)(h) .p et celles en p de z(p)(t). Mais dans 
ces derni~res, seules celles d'ordre strictement inf6rieur/t I(~)1 interviennent. On 
peut r6soudre cette 6quation par la m6thode de la variation de la constante. 
On obtient: 

63(c~) z (p) (t) = t~ x z (p) (t) ( Z  { (6~xZ (p) (t) ) - 1 pi(~,] (w , p) } * wi (t)) 
(A .25) 

+ {(OxZ(P)(t))- 1P(:~(w, p)}" t. 

Th6or~me A.5 Pour tout entier n, tout compact K de IR d x ]R d, on a: 

lim sup E[(10(~)z(p) -- 0(~)z'(p)[*(1))n[ [w[*(1) < 6] = 0. 
6 ~O0(xop) E K  

(A .26) 

Preuve. En appliquant la m~thode donn~e dans [I.W] p 437, on montre d 'abord 
grace A la proposition A.4 et au lemme A.1 que: 

lira sup E[(lc~xz(p ) -  0xZ'(p)l*(1))nl Iwl*(1) < 6] = 0.  (A.27)  
6 ---~O (x,p) E K 

De plus, la preuve du th6or~me du support de Stroock-Varadhan ([I.W], fin de 
la d~monstration de la preuve du th+or+me 8.2) montre que" 

lim sup E[(Iz(p)--z'(p)[*(1))nl Iwl*0) < 6] = 0 .  (A.28) 
b--*O(x,p) E K  
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