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Summary. We introduce two classes of random variables V such that the Brow- 
nian local time process at time V is distributed as a 0 or 2 dimensional Bessel 
bridge. Moreover we obtain new decompositions of the Brownian path on the 
interval r0, v] ,  which generalize Williams' results. 

Introduction 

1) Les th6or6mes, maintenant classiques, de Ray et Knight ([17], [19], [25], 
[27]) d6crivent la loi des deux processus (L"~ ; 0 < x < a) et (L~t ; x > 0) off 
(L~; x elR, t > 0) repr6sente le processus des temps locaux d'un mouvement  Brow- 
nien r6el (X~; t>0)  issu de 0, ~(a) (resp. zl) d6signant le premier instant off 
le processus X (resp. L ~ atteint le niveau a > 0  (resp. />0). Nous rappelons 
ces r6sultats: (RK1): Le processus ( L ~ ; 0 < x < a )  a pour loi celle du carr6 
d'un processus de Bessel de dimension 2 et issu de 0. 

(RK2): Le processus (L~, ;x>0)  a pour loi celle du carr6 d'un processus 
de Bessel de dimension 0 et issu de I. 

2) I1 existe diff6rentes extensions de ce th~or~me. 

a) Une premi6re possibilit6 consiste/~ 6tudier les temps locaux d'autres processus 
que le mouvement  Brownien. Pour  les processus (g~; t > 0) consid@~s ici, il existe 
une <<bonne >> famille de temps locaux (2~'; x e l ;  t > 0), I d6signant un intervalle 
de IR sur lequel le processus Y est d6fini. On note T l e  premier instant o~ 
le processus Y atteint 1. 

i) Lorsque Y est un processus fortement Markovien, Ray ([27]) a d6montr6 
que le processus (2~r-u;0<u) est un processus de Markov et en a explicit6 
les probabilit6s de transition. Une 6tude tr+s proche, mais avec une technique 
diff6rente reposant sur le calcul stochastique, a 6t6 men6e par Jeulin et Yor, 
pour 6tudier le cas off Y est une diffusion r6elle, continue, issue de 0 et associ6e 
/ t u n  op6rateur elliptique r6gulier du second ordre. Ces auteurs ont montr6 
que le processus ( 2 1 - u ; 0 < u < l )  a marne loi qu'une diffusion inhomog6ne 
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sur [0, 1], issue de 0, dont le coefficient de diffusion est 6gal ~t 2[ /x  et le terme 
de drift b(u, x) est de la forme: b(u, x)=a(u)x ,  ~ s exprimant/~ "--laide des coeffi- 
cients de diffusion et de drift de Y. 

ii) Plus g6nbralement, soient Y une diffusion non singuli6re sur I, x un 616ment 
de I, gx la tribu engendr6e par les excursions de Y au dessus du niveau x 
([33], [34]) et ~ une v.a. positive gx identifiable ([33], [34]). Alors, conditionelle- 
ment fi {X~__> x}, le processus ( t} ;y  < x) est un processus fortement Markovien, 
inhomogSne, dont la probabilit6 de transition est ind6pendante de x et 4. 

iii) Soit f une fonction absolument continue sur [0, + ~ [ ,  ~ d6riv6e tocalement 
born6e. Norris et al. ([22]) ont construit une semi-martingale Y pour laquelle 
le processus (2~ -~ ; 0 < u < 1) est une diffusion homog6ne de drift f (le coefficient 
de diffusion est encore 6gal ~ 2 ~ ) .  

iv) Soient 0 < d <  1 et Z un proeessus de Bessel de dimension d, issu de 0. Z 
n'est pas une semi-martingale, c'est un processus de Dirichlet, de d6composition 
canonique: Z = X + (d -1 )  Y, off X est un mouvement Brownien standard, issu 
de 0 et Y un processus fi variation quadratique nulle, nul en 0. Bertoin ([2], 
Theorem V.1) a montr6 que (2} ;0<a)  (resp. (2}-1 ; 0__<a< 1)) est le carr6 d'un 
processus de Bessel de dimension 0 (resp. 2 - 2 d  et issu de 0). 

v) On peut 6galement obtenir des carr6s de processus de Bessel de toutes dimen- 
sions positives, en consid6rant le processus Y~=(2/6)g~ o/~ 6>0.  En effet 
([18]), le processus (2~ ;a >0) a pour loi celle du carr6 d'un processus de Bessel 
de dimension 6 et issu de 0. 

vi) Soit Y une excursion normalis6e du mouvement Brownien ([3]; [11] VI-4-b) 
p 124; [9]). Y fi mSme loi que le pont de Bessel standard de dimension 3 ([37]) 
et est une semi-martingale ([11], idem). Alors ([3], Proposition 3.6; [11] p 264) 
le processus ((1/2) 2hCt);O<t<=l) a mSme loi que ( Y t ; 0 < t < l ) ,  off h(t) 
= i n f { x  I ~-2~ d a > t } .  

Rappetons un r6sultat voisin de cet 6nonc6 ([3], Th6or6me (5.3)), relatif ~ la 
valeur absolue Y du pont Brownien: le processus ((1/22]~');0<t< 1) est un 
m6andre Brownien, off k(t)=sup {x] ~2 2] d a >  t ) .  

b) Un second choix possible est l'6tude du processus des temps locaux du mou- 
vement Brownien, mais cette lois pris en d'autres temps que ceux envisag6s 
par Ray et Knight. Le pr6sent travail rentre dans ce cadre; signalons par ailleurs 
trois autres exemples d'6tudes qui sont de ce type. 

i) Une idSe naturelle consiste /t 6tudier le processus des temps locaux arrSt6 
/L un temps fixe. Perkins ([23]), a montr6 que le processus (L~ ;xelR) est une 
semi-martingale et en a d6termin6 la d6composition canonique (voir 6galement 
[12], thSor6me II.1.2). 

Signalons que l'6tude du processus des temps locaux pris en un temps fixe, 
est 6troitement li6e fi celle du processus des temps locaux arrSt6 en un temps 
exponentiel ind6pendant du mouvement Brownien ([4], [12], [27]). 
ii) Soient St= sup X, et ~=inf{t>__0lsupL~> 1}. Eisenbaum ([6]) a d6crit expli- 

O<_u<_t x ~ O 

citement la loi du processus (L] ; x > 0): 
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conditionellement fi L~ les deux processus (Lx;O<x<X~) et (LS~-x; 
O<x<S~-X,)  sont ind6pendants, le premier processus (resp. second) a pour 
loi celle du carr6 d'un processus de Bessel de dimension 2 (resp. 4), issu de 
l (resp. 0) et arr~t6 fi son premier temps d'atteinte de 1. 

iii) Jeulin ([12]) a d6fini une classe de v.a. p telles que Xp est un temps 
d'arrat pour  la filtration (gx;xe lR)  des excursions du mouvement Brownien 
au-dessus d'un niveau donn6 et p e s t  un instant off X atteint son maximum. 
Le processus (L sp- x ; x > 0) est alors une semi-martingale dont on peut expliciter 
la d6composition canonique. 

3 a) Venons en maintenant /t la classe de temps que nous consid6rons dans 
ce travail, toujours dans le but de donner une extension des th6or+mes de Ray 
et Knight qui s'apparente fi celle du second type. Remarquons que le temps 
d'arr~t a(a) (resp. q), intervenant dans l'6nonc6 du th6or+me (RK1) (resp. (RK2)) 
est un instant off X atteint son maximum (resp. X s'annule). I1 est alors naturel 
de chercher / t  d6finir une classe ~2 (resp. %)  de v.a. positives o- (resp. ~) telles 
que a est un instant off X atteint son maximum (resp. X s'annule) et pour 
laquelle on puisse d6crire les lois des processus (L x ; x > 0) (resp. (L~ ; x > 0)). 

En s'inspirant des diff6rentes constructions relatives/t la solution au probl6me 
de Skorokhod pour le mouvement Brownien ([1], [24], [31]), on peut d6finir 
les classes (go et ~2 /~ l'aide de derniers temps de passage. Plus pr6cis6ment, 
soient L = L ~ le temps local en 0 du mouvement Brownien X, H = S (resp. H = L), 
K un processus croissant et /t support disjoint de celui de H, ~0 une fonction 
d6finie sur [0, +co[ ,  continue, strictement positive, croissante et T(H,K,(p) 
= sup {t > 0; H~ < ~o (K~)} (avec la convention sup (~b) = 0). Alors: 
(1) T = T(H, K, ~o) est une v.a. strictement positive, finie, qui appartient au sup- 

port  de dH et H r  = q~ (Kr). 
Soient st= sup ( - X , )  et a un r6el positif. Les quatre processus S, s, L " et L 

O < u < t  

jouent un r61e privil6gi6 darts les th6or6mes de Ray et Knight et sont, en outre, 
deux /t deux /t supports disjoints. On obtient ainsi une famille de variables 
al6atoires a (resp. ,) telle que a soit un instant de maximum pour  X (resp. 
X , = 0 )  en consid6rant o-= T(S, K, (p) avec Ke{s, L, L ~} (resp. ~ = T(L, K, q)) avec 
K {s, s, e}). 

I1 suffit en fait de consid6rer: 

(2) 

(3) 

U=sup{t>=OlSt<cp(st)}, V=sup{t>OISt < (p (Lt)} 

V'=sup(t>=OILt <=cp(st)}, W=sup{t>-OILt<~o(L])}. 

Par d6finition, l'ensemble cg 2 (resp. (go) est form6 des v.a. U et V (resp. V' et 
W). On remarque que lorsque (p est constante et 6gale fi c>0 ,  U=V=r 
et V' = W = re. 

b) En g6n6ral, les quatre v.a. U, V, V' et Wne sont pas des temps identifiables 
au sens de Walsh ([33], [34]) et les deux v.a. Xv et Xv ne sont pas des (gx ; xslR) 
temps d'arr~t. 

Rappelons qu'une v.a. appartient fi gx si elle ne d6pend que des excursions 
de X situ6es au-dessus du niveau x. Or { U < t} = {Vr > t  I S~ > (p (s~)}. On en d~duit 
que d'une mani~re intuitive, lorsque cp n'est pas constante, pour  tout x, cet 
6v6nement n'appartient pas fi gx- 
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c)  D'apr~s la propri~t~ ( 1 )  on a:Sv=q~(sv) ,  ce qui nous conduit ~ d6crire 
la loi du processus (L~v; x > 0), conditionnellement/t  sv,  et d'une mani~re analo- 
gue, celle du processus (L~v ; x > 0), resp. (L) ~ ; x > 0), resp. (L~w ; 0__< x < a) condi- 
tionnellement ~i Lv,  resp. Sv,, resp. Law . 

4) Notre extension des th6or~mes de Ray et Knight est la suivante: 

Th6or~me (RK) Soient qo une fonct ion continue, croissante, strictement positive, 
bornde, U et V(resp. V' et W)  les deux v.a. ddfinies par ( 2 )  (resp. (3)).  

Alors: 

( I )  Conditionnellement dl s v = x  et L v = l  (resp. L v = x ) ,  Ie processus 
(L s~-  Y ; 0 < y <= Sv), (resp. (LSy - y ; 0 < y < Sv)), est le carrd d 'un pont de processus 
de BesseI de dimension 2, de longueur qo(x), issu de O, et conditionn~ g~ vaIoir 
l (resp. x) au temps qo (x). 

( I I )  Conditionnellement ~ Sv, = x, resp. IY w = x, le processus (LYv , ; 0 < y), resp. 
(LYw ;O< y<a) ,  est le carrO d'un processus de Bessel de dimension 0 et issu de 
q)(x), resp. est le carrd d 'un pont de processus de Bessel de dimension O, de longueur 
a, issu de q)(x) et conditionnd d valoir x au temps a. 

Remarques 1) En particulier, lorsque (pest une fonction constante, on retrouve 
les th6or6mes de Ray et Knight (RK1 et RK2). 

2) En fait les quatre v.a. U, V, V' et W peuvent ~tre d6finies lorsque ~o est 
seulement continue /t gauche et strictement positive. Lorsqu'il en est ainsi, U 
n'est pas n6cessairement un instant de maximum et on peut avoir P(0 < U < + oo) 
< 1. Toutefois dans ce cadre g6n6ral, en renforgant le conditionnement, les asser- 
tions (I) et (II) restent vraies. Le lecteur trouvera au paragraphe 2-3 l'ensemble 
complet des r6sultats. Lorsque ~0 est une fonction continue fi gauche, strictement 
positive, born6e et croissante, d'apr6s (1) on a p.s.: 0 < U <  +oo et X v > 0 ;  0 
< V <  +oo et X v > 0 ;  0 < V ' < + o o  et Xv ,=O.  Ce qui justifie la pr6sentation 
adopt6e. 

3) La preuve repose, pour l'essentiel, sur la d6composition du processus des 
temps locaux (arrat6 en U, resp. V, V' ou W) en une somme de carr6s de ponts 
de processus de Bessel ind6pendants, de dimension 0 ou 2, et 6galement sur 
la propri6t6 d'additivit6 des ponts de carr6 de Bessel ([25]). Cette somme est 
obtenue d'une part en utilisant les th6or6mes classiques de Ray et de Knight 
et d'autre part en d6composant la trajectoire Brownienne sur l'intervalle [0, U], 
resp. [0, V], resp. [0, V']. 

Nous supposons /t pr6sent que ~o est une fonction continue fi gauche et 
strictement positive, dans ces conditions on a: 

Th6or~me 1 Soit p = sup(0__< t < U IXt = - sv}. Alors, conditionnellement ~t sv = x 
et g~ {Xv>0,  U <  + oo}: 

1~ Les deux processus (Xt ; 0 <= t < p) e t (Xp +t ; 0 <_ t <_ U -  p) sont inddpendants. 

2 ~ c~) Le processus ( S v - X t  ;0 <= t<= p) a pour loi celle d'un processus de Bessel 
de dimension3,  issu de Sv=q) (x )  et arrOtd dt son premier temps d'atteinte de 
Sv + s v =  (p(x) + x. 

fl) Le  processus (sv+ Xp+t ;O<- t<-U- -p )  a pour loi celle d'un processus de 
BesseI de dimension 3, issu de 0 et arrOtO au premier instant o~ it atteint (p(x)+ x. 
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Th6or~me 2 Soit p = sup {0 __< t < V t Xt = 0}. Alors, conditionneItement fi L v  = t et 
{Xv>0 ,  V< + oo}: 

1 ~ Les deux processus (Xu ; 0 < u < p) et (Xp + u ; 0 < u < V -  p) sont ind@endants. 

2 ~ La loi du processus (X  u ; O < u < p )  est celle d'un mouvement Brownien issu 
de O, arrOtO au premier instant off son temps local en 0 atteint l et conditionn# 

ne pas ddpasser ~o (1). 

3 ~ La loi du processus (Xo+ . ;0 <_ u <_ V - p )  est ceIle d'un processus de Bessel 
de dimension 3, issu de O, arrOtd au premier instant off il atteint q~(1). 

Th~or~rne3 Soient p = s u p { O < t < V ' l X t = - S v , } ,  d = i n f { t > p l X t = O  } et g 
= sup {t < p lXt  = 0}. Alors conditionnellement ~t Lp = l,,sv, = x et 
{ 0 < V ' <  + oO, Xv ,= 0} :  

1 ~ Les quatre processus (X ,  ; 0 < u < g), (X, + g ; 0 < u < p - g), (X, + p ; 0 -< u < d - p) 
et ( X  a +, ; 0 <- u <- V' -- d) sont inddpendants. 

2 ~ La loi du processus ( X ,  ; 0 < u < g), resp. (X  e +, ; 0 <_ u <_ V -  d), est c e l l ed  'un 
mouvement Brownien issu de O, arrOtd au premier instant off son temps local en 
0 atteint l, resp. (p (x ) - l ,  et conditionn~ gt ne pas ddpasser - x .  

3 ~ La loi des deux processus ( - X , + g ; O < u < p - g )  et (Sv, + X , + p  ; O<_u<_d-p) 
est celle d'un processus de Bessel de dimension 3, issu de 0 et arr#td au premier 
instant off il atteint x. 

Remarque Le lecteur trouvera /t la fin du paragraphe 3 (Figs. 3, 4 et 5) une 
repr6sentation g6om6trique de la trajectoire du mouvement  Brownien sur les 
intervalles [0, U], E0, V] et [0, V']. 

5)  Soit ~ une v.a. appar tenant  fi la classe cg 2. On d6duit du th6or6me (RK) 
que la connaissance compl6te de la loi des processus (L~;x>O);  ( L v f ; x > O ) ;  
(L% ; 0 < x < a) se ram~ne fi celle de la loi des v.a. Sv, Lv ,  Sv, et Law. 

Soit (p une fonction continue, croissante et strictement positive. Alors: 

a) (i) P ( s u e d x ; O < U < + a o )  

_ (p(x) e x p - ( ~ )  d q~ (t) 
(x + ~~ 2 ~ t+~o- t ( t ) ]  1{~>o~ dx" 

(ii) P(0 < U < + ~ )  = 1 ssi les conditions suivantes sont r6alis6es: 
o o  

l im(~o(x)/x)=O, ~ q o ( t ) t - 2 d t <  +oo 
+oo 

1 

1 

et (q~(0)>0ou{q~(0)=0et~odqo(t) /( t+cp(t))= + o o } ) .  

(b) (i) P ( s v , ~ d x ; O < V ' < + o o )  

qo(x) e x p _ ! / p ( x )  + ~ dcp(u)) 
-- 2X 2 2 \ X x ~ / 1 { ~ > o }  dx. 

(ii) P(0 < V' < + oo) = 1 ssi les conditions suivantes sont r6alis6es: 

lim(~o(x)/x)=O, q ) ( t ) t - 2 d t <  +oo et ~ ~ o ( t ) t - a d t =  +oo. 
+oo 

1 0 
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c) Lorsque  ~o (x) = c~x + fl avec e > 0 et/3 > 0, on a: 
(i) P(I~w~dx ) 

=\2a-a ] V T  2a ] I i ( / x 2 ( x ) )  ltx>~ 

+ ( 1 - e ) e x p - T ~ a a o ( d x  ) quand  e < l .  

(ii) Lorsque~>l  ona: P ( W =  + o v ) = l .  
(iii) Lorsque ~< 1, on a: P ( W <  + o r ) =  1 et P ( 0 <  IV< + oo)= 1 

si /3 > 0 (resp. P ( W  = O) = 1 -- ~ si /3 = 0). 

d) Lorsque  q~ est une fonct ion 6tag6e str ictement positive, on peut  calcuter la 
loi de la v.a. L v (voir le 2) de la remarque  (3.1)). Dans  le cas g6n6ral, lorsque 
(p est croissante et cont inue ~t gauche, la formule obtenue est compliqu~e, c'est 
la raison pour  laquelle nous avons pr6f6r6 ne pas la faire figurer. 

Rappelons  que d'apr6s la propri~t~ (1),  on a Sv=~o(sv) sur { 0 < U <  +oo} ;  
Lv,=(p(Sv, ) sur {0<  V ' <  + oo} et  Lw=cp(L"w) sur {0< W <  + oo}, ce qui permet  
de d6terminer la loi des v.a. Sv, Lv, et L w. 

6) Par  d6finition, les variables U, V, V' et W peuvent  se met t re  sous la forme 
T(H,K ,  ~o)=sup{ t>0 ;  Ht<~o(Kt)} off H et K sont deux processus continus,  
croissants et fi supports  disjoints. Au paragraphe  1, on se place dans un cadre 
g6n6ral qui va nous permet t re  de calculer la loi de toute  fonctionnelle adapt6e 
pour  la filtration de X et arrat6 au temps T(H, K, (p). I1 s'agit en fait de de terminer  
la project ion duale pr6visible ([-5]) du processus croissant 1co,01 avec 
0 = T(H, K, ~o). 

Au second paragraphe,  on commence  par  mon t re r  les th6or6mes 1, 2 et 
3 lorsque p - c ;  lorsqu'il  e n e s t  ainsi, V = U = a ( c )  et V'=~c. En utilisant de 
plus les r4sultats de l '6tude men6e au paragraphe  1, on peut  6tablir les th6or4mes 
1, 2 et 3. Des th6or6mes (RK1) et (RK2), il est alors ais6 d'en d6duire le th4or6me 
(RK). 

Dans  une troisi6me partie, on calcule la loi des v.a.: sv, Lv,  Sv, et L" w, 
lorsque ~p est une fonct ion mono tone  et continue. 

Je remercie T. Jeulin des remarques  qu'il m'a  donn6es. 

1 R6sultats pr~liminaires 

Notations 1 ~ Lorsque  f est une fonct ion positive, cont inue fi droite et croissante, 
on note  f - 1 son inverse cont inue ~t droite:  

f - 1 (t) = inf{u[f(u)  > t}. (avec la convent ion  inf ~b = + oo). 

2 ~ Soient (Q, (~t)t_>o, P) un espace de probabili t6 v6rifiant les condit ions habi- 
tuelles, (Ht ; t > 0) et (Kt ; t > 0) deux processus d6finis sur f2, adapt6s fi la fil tration 
(o~)t_> o tels que: 

(1.1) i) /-/et K sont croissants, continus,  
Ho = Ko = 0, H ~  = K~o = + 0% (H,, K,) 4= (0, 0) pour  tout  t > 0. 

ii) I1 existe un processus X d6fini sur g2,(~ adapt+ et fi valeurs 
r6elles, tel que (H, K, X) soit un processus for tement  Markovien,  rela- 
t ivement  ~t la filtration (~')t>__ 0. 
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iii) H et K sont fi supports disjoints: presque sfirement, l'intersection 
du support de dH. et de dK est vide ou 6gal fi {0}. 

3 ~ Soient H et K deux processus v6rifiant (1.1) et /~ le processus d6fini par 
Kt = Ks pour tout t>0 .  On associe /t /s le processus ponctuel Y d6fini par 
Yt=AKt lorsque Ag2t>O et Y~=6 sinon, et on note v(ds, dx) le syst6me de 
L6vy du processus Y (voir [10], 3.21 p 75). 

4 ~ W+ d6signe l'ensemble des points de croissance stricte pour le processus 
croissant H, c'est-/t-dire que ~f+ est form6 des points appartenant au support 
de dH non isol6s/t droite dans le support de dH.. 

Dans ces conditions, on a: 

Proposition 1 Soient H e t  K deux processus vOrifiant (1.1), 2 une fonction d4finie 
sur ~+,  it valeurs positives, continue it gauche et O=sup{t[H~<=2(Kt)}. Alors, 
il existe une fonction bordlienne ho d~finie sur ]R+ x ]R it valeurs dans [0, 1] 
telle que pour tout processus Z, (o~)t> = o prdvisible et positif on ait: 

E[Zo l~o>o,o~e+~]= E ~ Z,~ l(g,__<z(g~_)<t/ho(F2t-,X,,)v(dt, lR+ ) 
o 

avec qr et g,-=sup{s<t]Ag2~>O}. 

Remarques (1.2) 1) Sur l'ensemble { 0 < 0 <  + o  e), 0 appartient au support de 
dK ou de dH.. 
2) Si 2 est de plus une fonction croissante, born6e et strictement positive, alors 
0 < 0 <  + o% 0 appartient au support de dH. et Ho=2(Ko). 
3 ~ Une autre cas int6ressant est celui off la fonction 2 est continue et d6crois- 
sante. En effet lorsqu'il en est ainsi: 

a) 0 = inf{t IHt > 2(K0}, Ho = 2(K0); en particulier 0 est un (~-t)t>__ o temps d'arr~t 
fini. 
b) Lorsque 2 est strictement d6croissante on a: O=inf{tlKt>2-1(Ht)} off 2 -1 
d6signe la bijection r6ciproque de 2. 

Ddmonstration de la proposition 1 

Soient e>0,  (Zt;t~O) un processus, (~)t>=o pr6visible et positif et A, 
= E [Z 0 1~0> o,o~ae +,~o >_-J" 

On d6finit par r6currence la suite de temps d'arrat (4.). >_ 1 de la mani6re suivante 
(voir la Fig. 1): 

41 =inf{tIH~>e}, 
42n+ 2=inf{t > 42n+1 [Kt> Ke2.+ I}, 
~2.+s=inf{t>~2.+z[Ht>Hr pour tout n>0 .  

Pout tout n > 1, on a: 

a) 42. (resp. 42.- 1) est un point de croissance stricte pour K (resp. H), 
b) H~>Hr 1 et K ~ = K r  ~; K~z.+~>K42n et He . . . .  =Hr 
c) { O > O , O ~ + , H o > e } =  U {42.+~____0__<42.+2,0~Xe+}, 

n > 0  

d) {t>e, ARt>O}={Hr . . . .  ; n>0}. 
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H 
t 

H~z~.2 

H = H(  
~2n*  1 2n 

c = H~I 
1 

K K = K~ 
~1 ~2n+l 2n+2 

Fig. 1. Une  trajectoire du processus (H, K) 

K~ K t 
2n+3 

H y 
L 

t = H~2n+ z 

H = H o 
t n 

g t  = H~2n+ 1 

/ 
y = x (x) 

g, = K K 
t ~ 2 n + l  t 

Fig. 2. l~tude au temps  0 

La fonct ion  2 6tant c o n t i n u e / t  gauche,  o n  a: H o < 2(Ko). D e  plus 

1 _-__ 0 < 2,0E  + } 

= {H e . . . .  =<2(Kr . . . .  ); 0.<42.+2 ; V u >  0., H .  > 2(K.)} 

avec 0. = inf{u > ~2. + 1 [H.  > 2(Kr + ,)} (voir la Fig. 2). 
Le processus (H, K, X) est for tement  M a r k o v i e n  re la t ivement  fi la f i l trat ion 

(~)t>-o,  d'o6:  

P (g u > 0. ; Hu > 2 (Ku) I o~0.) = h i (Ho., Ko., Xo.). 
Mais  

Ho =2(Kr . . . .  ) et {H e . . . .  < 2 ( K ~  . . . .  ) ,0 .<~2.+2}~o~0. ,  

on en d6duit:  

A~= ~, E,(Zo, ~ I{H~2,~+I<X(Ke . . . .  )<He . . . .  } h~162 . . . .  Xon)) 
n>0 

avec 
ho (x, y) = h~ (2(x), x, y). 
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On note & = s u p { u < t l A R , , > O }  et ~h=inf{s lH,>2(gt_)}  pour  tout  t > 0 .  
Soit t=Hr . . . .  alors: gt=Hr . . . .  K t_ =Kr O.=r he t  

A, = E ( ~ ,  Z.~ l{gt <_ Z(kt_ )<t, agt>O} ho(Rt-  , X,)).  

On remarque que g ,<  t, donc pour  tout  s appar tenant  fi ]gt, t[ on a: 

gs ---- gt, /~s -  = / ~ t  - ,  t]s =/'It" 

Les deux processus (gt ; t > 0) et (t/, ; t > 0) sont continus fi gauche. 
Sur l 'ensemble {2 (Kt - )<  t}, on a: 

t/t = 0, avec 0t = rh A H t  _1 . 

Les deux processus (Hi--* ; t ____ 0) et Oh ; t > 0) &ant  continus fi gauche, le processus 
(Or ; t > 0) est con t inu / t  gauche. 

Pour  tout  t >0 ,  H;_ ~ est ~,~ncl mesurable, mont rons  qu'il en est de meme 
pour Or. 

Pour  tout  a > 0 on a: 

Ot I{Hi-1 <a) ---- ((inf {0 < y < a[ Hy > 2(K t_)})/~ Hi-_ 1) l{n c , __<~} 

donc 0t l{ml__<~} appar t ien t / t  0% et O, est ~-ncl mesurable. 
Les deux processus (0t; t > 0) et (gt ; t__> 0) sont cont inus/ t  gauche, et (~Hc 1),__> o 

adapt6s, ils sont donc (,,~r~-dt>__o pr6visibles. Mont rons :  

Lemme 1 Soit (Z't; t > O) un processus prOvisible pour la filtration (~t)t>=o. Alors 
le processus ( Z ~ ; t > 0 )  est (~nc~),>=o prkvisible, oft 0 d&igne le processus O, 
=q~A Ht-_ 1 , t>O. 

Ddmonstration du lemme 1 

1) On montre  que le processus (Z~;  t > 0 )  est (~nc,)t>=o adapt& En raisonnant  
par classe monotone ,  il suffit de prendre Z'  616mentaire de la forme: Z't 
=llo,bl!t)Z, avec a<b,  et Z une v.a. 0% mesurable. Si a<Ot=q~AH2 _1, alors 
a < H t  . On a: 

Z~nt = l{a<Ot<b}(l{a<Hc 1} Z). 
Mais 0t et (l{,<~rcl} Z) sont @no1 mesurables. On en d6duit que Z~, l'est 6gale- 
ment. 

2) On montre  que (Z~, ; t > 0 )  est (~m-~)t__>o pr6visible. 
En ra isonnant  par classe monotone,  on peut supposer (Z't;t>O) continu. 

Le processus (0t ; t > 0) est cont inu fi gauche, donc (Z~t ; t > 0) est con t inu / t  gau- 
che; d 'apr& le 1 ~ il est (~m-l)t__> o adapt6. (Z~, ; t > 0) est alors (~nc 1)~ ~ o pr6visible. 
Ceci termine la d6monstrat ion du lemme 1. []  

On d6duit du lemme 1 que le processus: 

(Z,~ l{g~__<a(k~_)<~)ho(/~t-,Xn); t_>0) est (~u~-Ot>o 

pr6visible. I1 vient alors: 

I ,] A~=E ~ Z,~ l{g~<~(~:~_)<t~ ho(/s  X , )  v(dt, N.+ . 
L g  

I1 suffit ensuite de faire tendre e vers 0, ce qui termine la preuve de la proposi- 
t ion 1. 
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Remarques (1.3) 1 ~ Lorsque X est le mouvement Brownien r6el, issu de 0 et 
(~)teo sa filtration naturelle, alors si H et K sprit deux processus choisis parmi 
{s, S, L a, L}, ils v6rifient les conditions (1.1). 
2 ~ Pour d6terminer la loi des processus des temps locaux (L~;x>0)  (resp. 
(L~;x>O)) lorsque cr= U ou V (resp. z =  V' ou W) il n'est pas n6cessaire de 
connaitre la forme explicite de la fonction ho(x, y) intervenant dans l'6nonc6 
de la proposition 1. En revanche, ce n'est plus le cas pour le calcul explicite 
de la loi des variables al6atoires sv, Lv, Sv, et Law. 
3 ~ Reprenons les notations de la proposition 1. Pour tout temps d'arrat U 
appartenant au support de dH. et v6rifiant Hv=2(Kv), on a ho(Kv,Xv) 
=P({Vt> UI Ht> 2(K,)}I~v). 
En particulier si 2 est une fonction continue et strictement d6croissante, alors 
ho -1 .  

D6sormais le processus (Xt; t  >0) d6signe un mouvement Brownien r6el et 
issu de 0. 

Nous d&erminons fi pr6sent le syst6me de L~vy des processus (s~; t>0) ,  
(L~; t>0),  (s~(0; t>0)  et (L~,); t>0),  off (L,; t>0)  (resp. L~; t>0)  repr6sente le 
temps local en 0 (resp. a >  0) de X, S~-- sup X,,  st= sup ( - X , ) ,  z~ (resp. a(t)) 

O<_u<_t O<u<_t 

d6signe l'inverse continu h droite de L (resp. S). 

Proposition 2 Spit vl(dt, dx ) le syst~me de Ldvy (resp. vz(dt, dx) la mesure de 
Lkvy) du processus (s~ ; t => O) (resp. (La ; t >= 0)). Alors: 

1 
1 ~ vl(dt, d x ) =  2(x+s~)2 l~t>O,x>O} dt, dx, en particulier: 

Vl(dt , ] R + ) = 2 ~ t  l~t> o} dr. 

2 ~ vz(dt, dx)= e x p -  2aa l~x>~176 

dt 
v2(dt, IR+) = ~ d  a 1~,>o}. 

Proposition 3 Spit v3(du, dy) (resp. v4(du, dy)) le syst~me de L~vy du processus 
(Lr 0 ; t > 0) (resp. (s~(t) ; t > 0)). Alors: 

1 ~ v3(du, dy)=~--~f exp-(2Y---u)1,y>o,,>o}dy du. En particulier: 

v3 (du, IR+)=1  l{u> o} du. 

1 
2 ~ v4(du, d y ) =  ~, -}- Y -}- Sr l{u>O,y>O} du dy. En particulier: 

1 
v4(du, n:~+)- - -  l{.>o}du. 

U + S~(u) 
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Ddmonstration des propositions 2 et 3 

On commence  par  &ablir  la propos i t ion  3. 
Soient f une fonct ion bor61ienne d6finie sur R +, positive, v6rifiant: f ( 0 ) =  0, 

Z un processus (~(~))~>=0, pr6visible, positif, 

= f (A~( . ) ) ,  A~=E Z~dA  , i = l o u 2 ;  
u<=t kO  

{ I = L  et ~2=S. 

I1 suffit de choisir Zt = lla,bl(t)Z, avec Z une v.a. positive et J'~(a} mesurable.  
Mais toute  variable ~,(~) mesurable  peut  s'6crire sous la forme Z'~<,), off Z '  
est un processus (~*,),>_o optionnel.  On peut  donc  se res t re indre/ t :  

Z~=l{,, , t(t)Z" , avec Z ; = g ( X , , ,  . . . ,  Xt.), q <  ... <t,__<cc 

En conclusion on peut  prendre  Z de la forme:  

Z,  = ll,,bl(t ) l{==<,(~)<a} g(X, . . . . .  , X,.) avec t I < ... < t n ~ oc. 

Lorsqu' i l  en est ainsi, on a: 

A i = E [  ~, l{=<=~(a)<~}g(Xt . . . . .  , Xt .)  f (A~i( , } ) ] .  
a < u < b  

Remarquons  que 

t 

L t =  lim 1 S l{Ix.l<~} du, 
~-~o 2e o 

s t=  sup ( - X , )  
O < u < t  

et utilisons l 'identit6 en loi de Paul  L6vy: 

(1.4) ( S - X ,  S) (a)= (IX/, L). 

I1 vient: 

avec 

A i = E [ G  ~ i f (A 7~u)] 
a<_u<b 

G = g ( L t ~ - I X . I  . . . . .  L~- IX,~l) l{=<~o<e}, 

7,*-- lim i i l{Ix.I-L.l<~} ds  et 7 2 = sup ([X~I-L~). 
e-- ,o 2 e  o o_<s_<t 

Soient u > 0 tel que %_ < %, e. l 'excursion: 

e.=(X~. +s;0~s__<-c.--z._) et m . =  max  [e.(s)[. 
O < s < V u -  -- tu 
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Pour tout x appartenant fi [%_, z,], on a: 

et 

On en d6duit: 

3,2 = y~.2 _ V( max (le~(s)l-u)). 
0 <-s<-x--~u- 

et 

[ AI=E G Z f 1 
s<u<b \e  0 Z 8  0 

1{,_~<_ leu(y)l <u+e} dy)1{ . . . .  }] 

Az=E(G ~ f(mu-u--y2, ) l~,.~>.+,f~_/). 
a<u<b 

Mais G appartient fi ~ o ,  d'apr6s la description de Williams des excursions 
du mouvement Brownien ([30], [38]) on a: 

b ~ 2 d x ]  
1 ~ ) A2=E G I du I l(x>,+,: ._lf(x-u-7~,-)~] ' 

a 0 

1 
en utilisant fi nouveau (1.4) on obtient v4(d t, d x ) =  (x + t + Szt~ 2~ 1~ > 0,3> O~ d x d t. 

2 ~ ) AI=E G du ~-f(l(u,x)+l'(u,x)),ofiI(u,x)etI'(u,x) 

d6signent deux variables al6atoires, de marne loi, ind6pendantes, ind6pendantes 

du processus X, et l(u, x) (a)= L"~(R), avec R u n  processus de Bessel de dimension 3, 

issu de 0, a=inf{ttRt=x} et L~(R) la valeur au temps o du temps local au 
niveau u de R. 

D'apr6s ([25J), la loi du processus (U~(R); O<u<_x) est celle du cart6 d'un 
pont de processus de Bessel de dimension 2, issu de 0, de longueur x, conditionn6 
/t valoir 0 au temps x. 

Par scaling ([25]), on en d6duit l(u, x) (d=)xR1 (X)' R1 d6signant le carr6 du 

pont d'un processus de Bessel de dimension 2, issu de 0, de longueur 1, condi- 
tionn6 fi valoir 0 au temps 1. 

Mais d'apr~s la proposition (5-1) de [25], R1 (t) (a) (1 --t) R2 ,0  < t < 1, 

off Rz est le carr6 d'un processus de Bessel de dimension 2 et issu de 0. 

Y~-~ e x p - ~  dy. Soit 7(c~, fl)(dy) = F(c0 fl~ l(y>o~ 

On rappelle que: 
P(R2(t)6dy) =7(1, 2 t)(d y). 
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On en d6duit: 

et: 

avec 

= 7  2,2u 1 -  , 

b co 

A=E[G] I du t yf(y)fo(y)dy 
a 0 

fo(Y) = I 2u 1 -  exp-y[2u(1-u/x)] -1. 

On fait le changement de variable z =--2Uy (1 - x ) '  il vient: 

f0 (Y) = ~ "  ~-  e x p -  d z = exp Y 
2u" 

D'ofi v3(du, dy)=~u2 eX p -  l{u>O.y>o}dudy. 

On montre le 1 ~ de la proposition 2, d'une mani6re analogue en utilisant 
la description de Williams des excursions du mouvement Brownien ([30], [38]). 
On remarque que le processus (L%~ ; t > 0) est un processus de Poisson compos6 
([7], VI), on en d6duit ais6ment sa mesure de L6vy. 

2 Application au calcul de lois de processus de temps locaux 

Soit ~o une fonction continue fi gauche et strictement positive. Rappelons la 
d6finition des v.a. U, V, V' et W: 

(2.1) f U  =sup{ t  >0IS,  < (p(s0}, V =sup{t>O[St < (p(L,)} 
[V'=sup{t>OlLt<(p(sO}, W=sup{t>OlLt<q~(L{)}. 

Le but de ce paragraphe est de d6terminer la loi: 
1 ~ du processus (LXv ; x > 0) (resp. Uv ; x > 0), conditionnellement ~t {Xv 

>0, U <  + oo} (resp. {Xv>0 ,  V< + oo}) et sv (resp. Lv). 
2 ~ du processus (Uv, ; x > 0) (resp. (Uw;0 < x  < a)), conditionnellement ~t {0 

< V' < + 0% Xv, = 0} (resp. {0 < W < + c~, Xw = 0}) et Sv, (resp. Lw). Ceci nous 
conduit naturellement ~i d6crire la loi du processus X sur [0, U], resp. [0, V], 
resp. [0, V']), conditionnellement/t  (Xv>0 ,  U <  + oo} et Sv, resp. {Xv>0 ,  V <  
+ oo} et Lv, resp. {0< V '<  + 0% Xv, =0} et Sv,. La description de la trajectoire 
de X sur [0, W], conditionnellement ~i {Xw=O,O<W< +oo) et Law n'6tant 
pas simple, nous 6tudierons directement le processus ( U w ; 0 < x  < a), condition- 
nellement fi {Xw=0,  0 <  W <  + oo}. 
D'apr6s (i.2) on a: 

1 ~ i) Sur {Xv>0 ,  U <  + oo} (resp. {Xv>0,  V< + oo}) U (resp. V) 
est un instant off X atteint son maximum, Xv = Sv= q~(sv) (resp. 
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(2.2) 2 o) 

3 ~ ) 

x v  = S v  = ~o (Lv)).  
ii) Sur {Xv.  = 0, 0 < V '<  + oo } (resp. {Xw-= 0, 0 < W< + oo }) on a: 
Lv, = ~O(Sv,) (resp. L w =  q)(L%)). 
Lorsque ~0 est une fonction croissante et bornhe alors: U, V, V' 
et Wsont  finies et X v > O ; X v > O ;  X v , = O  et V '>0 ;  X w = O  et W>0 .  
Lorsque cp est une fonction dhcroissante et continue alors U, V, 
V' et W sont des temps d'arr~t finis et U = inf{t _> 01S~__> ~o (st)} 
V, V' et W sont d6finies par des formules analogues. 

2.1 Quelques dOcompositions de la trajectoire de X ,  sur les intervalles de temps 
[0, a(a)] et [0, zt] 

On montre en premier, un r6sultat de d6composition de la trajectoire de X, 
sur l'intervalle de temps [0, a(a)], conditionellement /t L~(~), off a est un r6el 
strictement positif fix& 

Proposition 4 Soit p = sup {s < a (a)[ X~ = 0}. AIors: 

1) Les deux processus (X ,  ; 0 < u < p) et (X  o +, ; 0 < u < a (a) - p) son t ind@endants ; 
en particulier la v.a. L~(~) est ind@endante du processus (X  p +, ;0 <_ u <_ a ( a ) -  p). 

2) Le processus (X  o +, ;0 <= u <__ a(a)--p)  a pour loi celle d'un processus de Bessel 
de dimension 3, issu de 0 et arr~tO g~ son premier temps d 'atteinte de a 

3) Conditionellement ~ L~(~)=l, le processus ( X , ; O < u < p )  a pour toi cette d'un 
mouvement Brownien, issu de O, arrOtO au premier instant off le temps local 
en 0 atteint Ie t  conditionn~ ~ ne pas d@asser la valeur a. 

4) P(Sp~dx, Loed t )  

1 ( 1 E o , a l x l l R + ) ( x , t ) ~ - - x z e X p - ( ~ x ) d X d t .  = _ _  

2a 

DOmonstration. Williams ([37]), Jeulin ([11], p. 97) ont montr6 le 1) et 2); le 
3) est une cons6quence de la proposition (3.10) de l'article de Jeulin et Yor 
([14]). Connaissant la projection duale pr6visible de lto,o I (proposition (3.2) de 
[14]), on obtient le 4. [] 

On s'intbresse fi pr6sent fi la description de la trajectoire de X sur [0, o-(a)], 
conditionnellement fi s~(a). 

Proposition 5 Soit p = sup {u __< a(a)l X, = - s~(a)}. Alors: 

1 ~ e)Conditionnellement ~ so(a), les deux processus (X,;O<=u<=p) et (so(~) 
+ Xp +, ; 0 <__ u <= a (a) - p) sont ind@endants. 

fl) Conditionnellement ~ s~(~)= x, le processus ( a -  X,, ; O <-_u <-_ p) (resp. (s~(,) 
+X,+o;O<_u<_a(a ) -p )  ) est un proeessus de Bessel de dimension 3, issu 
de a (resp. O) et arr~td g~ son premier temps d'atteinte de a + x. 

X 

2 ~ P(s~(a)6dx, Spedy)= l~x>o,o<y<~/(a+x)(x+y)2 d x  dy. 

Preuve de la proposition 5 

1) En utilisant le corollaire (55-10) de ([30]) et un argument de rhflexion on 
obtient ais6ment le 1~ 
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2) Appliquons fi nouveau le corollaire (55-10) de ([30]), il vient: 

a P( min R ( u ) > a - 7 ) d x ,  P(Sp<7, a < s ~ ( j =  (ant_ x)2 O<_u<_,(x+a) 

off 0 < 7 < a ,  R e s t  un processus de Bessel de dimension 3, issu de a, t/(x)=inf{u 
>=OlR(u)=x}. 

Mais la fonction d'6chelle d'un processus de Bessel de dimension 3 est 6gale 
1/x, d'ofl: 

O9 

Lemme 2 Soient c>O, (Rt; t>_O) un processus de Bessel de dimension 3, issu 
de 0 et q=in f { t  >=O[Rt=c}. Alors: 

1 ~ Le processus (c + X ,  ; 0 <_ u <_ a(a)) conditionnO it ne pas atteindre le niveau 
0 a mOme loi qu'un processus de Bessel de dimension 3, issu de c et arrOt~ it 
son premier temps d 'atteinte de a + e. 

2 ~ Les proeessus (R t ; 0 ~ t < tl) et (c -- R ,_  t, 0 <= t <= tl) ont mOme loi. 

DOmonstration du lemrne 2 

Le mouvement Brownien arrat6 en a(a) et conditionn6 ~ ne pas atteindre le 
niveau - c  est un ~taboo process~ ([16]). Le 1 ~ r+sulte alors du theorem (3.1) 
de l'article de Knight ([-16]). 

Rappelons le r6sultat de Williams ([37]): 
Les deux processus 

( c - X ( a ( c ) - t ) ;  O<_t<a(c)) et (Rt;0=<t=<~), off ~ = s u p { t l R , = c  }. 

ont m~me loi. 
En utilisant de plus le 2 ~ de la proposition 4, on en d6duit le 2 ~ du 

lemme 2. [] 

Remarque. On d6duit du 1 ~ du lemme 2 que conditionnellement ~ so(a)= x: 
(2.3) Le processus (X,, 0 < u <p)  a pour loi celle d'un mouvement Brownien, 

issu de 0, arr~t6 ~ son premier temps d'atteinte de - x  et conditionn6 
ne pas d6passer le niveau a. 

Rappelons que d'apr6s ([32], th6or~me 1), on a: 

Proposition 6 Soient 

6>O,p=sup{ t<za[X~= - s ~ } ,  d = i n f { t > p ] X r = O  } 

et g = s u p { t < p J X t = O } .  
Alors: 

1) a) Conditionnellement it (Lp, s~), les quatre proeessus (X, ,  0 < u < g ) ,  (Xg+,, 0 
< u < p - g), (Xp +,, 0 <_ u <_ d -  p) et (Xd +,, 0 < u < ~ - d) sont ind@endants. 

b) Conditionnellement it Lp=t,  s~o=x; le processus ( X , ; 0 < u < g )  (resp. 
(X~+u ; 0 < u < ~ - d ) )  a pour loi eelle d'un mouvement Brownien issu de O, arrOtd 
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au premier instant off son temps local en 0 atteint l (resp. 6 - l )  et conditionnd 
it ne pas atteindre - x .  

c) Conditionnellement it s~o= x, les processus ( - X g + , ,  O<u< p - g )  et (s~ 
+ Xp+,, 0 <-u <_ d - p )  ont pour loi celled 'un processus de Bessel de dimen- 
sion 3, issu de 0 et arr~td au premier temps d'atteinte de x. 

2) Les deux variables aldatoires s,~ et Lp sont ind@endantes, Lp suit une loi 
uniforme sur [0, ~] et P(s~ < x ) = e x p ( - 6 / 2 x ) ,  x>0 .  

2.2 Etude du processus X sur les intervalles de temps [0, U], [0, V] et [0, V'] 

Par d6finition les v.a. U, V, V' et W sont des derniers temps de passage. Prenons 
l'exemple de la v.a.U. On a: 

i) p = sup {t lXt  = - st et St < ~o (st)} (rappelons que pest  d6finie par: 
p=sup{ t  < g l x t =  -sv}) .  

ii) Le processus (X, S, s) est fortement Markovien. 
D'apr& ([20], [21], [26]), conditionnellement ~ (Xp, So, so) , les deux proces- 

SllS 

((Xt, St, st); 0 < t < p) et ((X o +t, Sp +,, so +t); t > 0) 

sont ind6pendants et les semi-groupes de ces deux processus s'expriment ~ l'aide 
du semi-groupe de (X, S, s). Mais Xp--- - s  o, par cons6quent, conditionnellement 
fi (sp, So), les deux processus (Xt ; 0 __< t < p) et (Xp +t ; 0 < t) sont ind6pendants. 

L'identification de ces deux processus n'est pas ais6e car les formules ne 
sont pas faciles g manipuler, c'est pourquoi nous avons pr6f6r6 utiliser la proposi- 
tion 1; ce qui permet de plus d'6tablir, par une mame m&hode, les th6or6mes 
1, 2et  3. 

Nous adoptons pour la preuve de chacun des th6or6mes 1, 2 et 3 les notations 
suivantes: 

1) F i ; i=  1, 2, 3, 4 d6signent des fonctionnelles positives d~finies sur cg(lR +, IR). 
2) f ,  g sont des fonctions bor6liennes positives. 
3) Pour tout y > 0 ,  on note a(y)=inf{ t>O[Xt>y}.  
4) Soient (Zt ; t > 0) un processus, et 0 < ~ < fl, Z(c~, fl) d6signe le processus 

(z~+~;o<t</~-~). 

1 ~ Preuve du th~or~me 2 

Soit 

A = E IF1 (X (0, p)) F2 (X (p, V)) f (Lv) 1 {xv > o,v < + ~]. 

On note at = sup {u < t] X,  = O} et (Zt, t >= O) le processus: 

Z t = F1 (X (0, at)) F2 (X (a~, t)) f (Lt). 
O n  a :  

A =EEZv l{x~> o, v< + ~o}J- 
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On applique la propos i t ion  1 avec H=S, K = L  et la proposi t ion  3; pour  tout  
t > 0 ,  on a p.s.: 

gt~-Spt avec Pt=sup{u<a(t)lX,=O},Kt_ =Lp,=L~(o 
et 

th=inf{u>pt[X,>cp(L~(t))} sur {Sp~<(p(L~(t))<t}. 
I1 vient: 

[o; A=E Fl(X(O, pt))Fz(X(pt, qt))f(L~(t))l(so <~o(L.(~))<t~ 

L dt ] • ho(L~(t), (p( ~(t))) t J 

i1 suffit alors d 'appl iquer  la propos i t ion  4. En particulier:  

(2.4) E [f(Cv) l(x~ > o, v < + ~3 

I f  f (  l(so~<_o(L~(~,)<t, d r ]  = E L~(o) ho(L~(o, q)(L~(o) ) 

2 ~ Preuve du thdordme 1 

Soit 

A =E[FI(Xy ; O~y<=p) F2(su+Xp+y ; O<y< U--p)f(sv) l(x~> 0, v< + ,}]. 

On note  

~t=sup{u<tIX,=--s t )  et (Zt;t>O) 
le processus 

Zt= F, (Xy ; O< y<a O F2(st + X=t+y ; O ~ y =  < t - -at) f  (St). 
On a: 

A =E(Zv l(x~->o,v< +~) .  

Appl iquons  la propos i t ion  1 avec H = S, K = s et la propos i t ion  3: 

De plus, pour  tout  t > 0, on a p.s.: 

cr(t-)=a(t),g,=So~ off pt=sup{u<a(t)JX,=-s~(o} 
et 

qt=inf{u>pt[Xu>~o(s~(t))} sur {Spt<~o(s~(r))<t }. 

On en d6duit 

sn~=Sp~=S~(o et %=sup{x<~h[Xx=--s,~}=pt.  
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I1 v ien t :  

;{[ 1 
A= o E Fl(Xy;O<=y<=pt)F2(s,.(t)+Xp,+y;O<=y<_th--Pt)f(s~,(,)) t+so(t) 

x ho(s,,(t), (P(S,~(t)))lts,,~<=(p(~(~))<t}]}dt. 

O n  c o n d i t i o n n e  p a r  s~(t), et o n  a p p l i q u e  la  p r o p o s i t i o n  5, la  r e m a r q u e  (2.3) 
et  le 1 ~ d u  l e m m e  2, on  en d 6 d u i t  le t h 6 o r 6 m e  1. 

E n  pa r t i cu l i e r ,  si F1 = F2 - 1, on  a :  

(2.5) E[f(sv) l {x .>o ,  v< + ~o~] 

oO 1 
{spt__< r < t}[ =So E [ f  ( s " ( t ) ) ~  h~ q)(s~('))) x 1 d t. 

3 

3 ~ Preuve du th~or~me 3 

Soi t :  

A = E I F  1 (X(0 ,  g)) F2 ( - X(g ,  p)) F3 (sp + X(p, d)) F4(X(d, V')) f(Sv, ) g (Lo) 

x l (o<v ,<  + oo,xv,=o}-[. 

O n  n o t e  

fit = sup  {u < t[ X ,  = - st}, 
7t=inf{u>fltlX,=O} et 

c~, = i n f{u  < fit I X .  = 0}, 

{ Z . t > _ - 0 )  

le p rocessus"  

Z t = F 1 ( X  (0, o~t)) 172 ( --  X (o~t, fit)) F3 (st -[- X (fit, ~)t)) F4 ( X  (~)t, t5))f (St) g (Lat). 
O n  a:  

A =E[Zv,  l~o<v,< + o~,xv,= o~]. 

O n  a p p l i q u e  ta  p r o p o s i t i o n  1 avec  

H = L  
et la  p r o p o s i t i o n  2, il v i en t :  

Su r  

on  a :  

a v e c  

et K = s ,  

gt = Lo, avec  Pt = sup  {u < r t I X .  = --  s~ ,} , / ( t -  = sot = s.. 

{Co <=~o(s~)<t} 

th=inf{u> pt[L.=qo(sp~)}, fl,~=Pr, ~,~=g~ 

g:-=sup{u<pt]X.--O}, y.t=d,, dt=inf{u>ptlXu=O} 
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et 

[; A = E  Fl(X(O,g;))F2(-X(g't, Pt))Fa(s~t+X(pt,dt))F4(X(d~,th) ) 
LO 

1] x f(s~) g(Lp~) ho(s~t, 0) l(Lo~_<o(~0 <tl ~ dt  . 

I1 suffit alors d'appliquer la proposition 6 pour conclure" en particulier: 

(2.6) E(f(sv,) l~o<v,< + oo,Xv,=O~) 
oo 1 

=E [ !  f (s~) ho(s~, O) l~L~<=~o(~)<t} ~s~ dt  ]" 
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2.3 Application gt l'extension des thdor~mes de Ray et Knight 

En utilisant les th6or~mes de Ray et Knight (RK1 et RK2) et l'6tude pr6c6dente, 
il est ais6 de d6crire la loi des processus 

(Uv;x~lR), (L~;xelR) et (Uv,;xelR). 

Les processus des temps locaux que nous obtenons sont des carr6s de ponts 
de processus de Bessel; on peut se reporter par exemple fi [25], quant /t la 
d6finition de ces processus. 

Darts ce paragraphe, q) d6signe une fonction continue/t gauche et strictement 
positive. 

Soit 7(v) la loi Gamma de param6tre v > 0: 

7 (v) (dx) = ~ e -  x l{x > o~ d x. 

Th6or6me (RK1)' ConditionnelIement fi {Xv > 0, U < + ~ }, sv = x et Lv = l: 
a) Les deux proeessus (Lrv ; y => 0) et (LYv ; y =< 0) sont indOpendants. 

b) Le processus ( LS~- ~ ; 0 <= y < St:) (resp. (Lv y ; 0 <= y < st:)) a pour loi celle du carrd 
d'un pont de processus de Bessel de dimension 2 (resp. 4) issu de 0 (resp. l), 
de longueur ~o(x) (resp. x) et conditionn~ ?t valoir 1 (resp. 0) au temps ~o(x) 
(resp. x). 

1 / 1  1 \ 
c) Conditionnellement ?t (Xv>0 ,  U <  +oo), Sv=X, ~ [ x + ~ ) L v  a pour loi 

"~ l x / / 

7(2). 

Th6or~me (RK1)" Conditionnellement gt (Xv > O, V< + o~ } et Lv = l, 

1 ~ Les deux processus (Lrv, y >= O) et (Lrv, y < O) sont ind@endants. 

LSy-y 
2 ~ Le processus 

(Lsy-y ; O< y< Sv) 
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a pour loi celle du carrd d'un pont de processus de Bessel de dimension 2, 
de longueur (p(l), issu de 0 et conditionn~ it valoir l au temps (p(1). 

3 ~ Le processus (LvY;y>= 0) a pour loi celle du carr6 d'un processus de Bessel 
de dimension 0 et issu de I. 

Th6or~me (RK2)' Conditionnellement it {0 < V' < + oe, X v ,  = 0} et Sv, = x, 

1 ~ Les deux processus (LYv , , y > O) et (LYv , , y < O) sont ind@endants. 
2 ~ Le processus (Lv y, ; 0 < y < Sv,) a pour loi celle du carrO d 'un pont de processus 

de Bessel de dimension 4, de longueur x, issu de ~o(x) et conditionnd it valoir 
0 au tempx x. 

3 ~ Le processus (LYv , ;0 <y)  a pour loi celle du carrO d'un processus de Bessel 
de dimension 0 et issu de ~o(x). 

Remarques. 1 ~ Lorsque ~0 est constante et 6gale /t a, alors V = U = a ( a ) .  On 
retrouve le th~or6me (RK1). 

2 ~ On rappelle le r6sultat suivant ([25]), paragraphe 5): soient (Zt; t>O) 
le carr6 d'un processus de Bessel de dimension 0, issu de 6 et 4o = inf{tlZ~ =0}. 
Alors, conditionnellement fi ~o=t,  le processus (Zu;0<=u<=t) a pour loi celle 
du carr6 d'un pont d'un processus de Bessel de dimension 4, issu de ~ et condi- 
tionn6 /t valoir 0 au temps t. On remarque que S v , = i n f { y > O l g v Y = O } .  Ainsi, 
lorsque q0 est constante on retrouve le th6or6me de Ray et Knight relatif au 
processus (L~-~ ; y > 0). 

Soient Vo=sup{t[s t<q)(Lt) )  et p o = s u p { t < V o l X t = O ) ,  alors Xpo=0 et sur 
l'ensemble {Xvo <0,  Vo< + ~ }  on a: ffVo =LYoo pour tout y>0 .  

On d6duit alors du th6or6me (RKI") une extension du th6or~me de Ray 
et Knight (RK2): 

Corollaire 1 Conditionnellement it {Xvo<0, Vo< + m } ,  le processus (L~o;Y>0) 
a pour loi ceIle du carr~ d'un processus de Bessel de dimension O. 

Th6orbme (RK2)" Soient p = sup {t < W lXt = a} et d = i n f { t ) p l X t  = 0}. Alors: 

1 ~ ConditionneIlement it {0 < W <  + o% p > 0, X w  = 0}, 
i) Le proeessus (L}-L~;O<__x<a)  est ind@endant des deux processus 

( L % ; O < x < a )  et (L~w-L~;O<x<=a)  e t a  pour loi celle du carrd d'un pont 
de processus de Bessel de dimension 2, issu de O, de longueur a et conditionnd 
it valoir 0 au temps a. 

ii) Conditionnellement it Lp=l '  et L~w =l,  les deux processus (L%;0=<x<a) 
et (L~w- LXe ; 0 < x < a) sont ind@endants et (L% ; 0 <= x < a) (resp. (L~w 
--L~;O<=x<=a) a pour loi celle du carr~ d'un pont de processus de Bessel 
de dimension 2 (resp. 0), issu de l' (resp. (p ( l ) -  l'), de longueur a et conditionn~ 
it valoir l (resp. 0) au temps a. 

2 ~ Conditionnellement it I f w = l  et { 0 < W <  + o  o}, Ie processus (L~w;O<=x<=a) 
a pour loi celle du carr~ d'un pont de processus de BesseI de dimension O, 
issu de q)(1), de longueur a et conditionn~ it valoir I au temps a. 

2.4 Ddmonstration des thdordmes de Ray  et Knight  

On note Q,~I~ la loi du carr6 d'un pont de processus de Bessel de dimension 
d >0,  de longueur x > 0 ,  issu de a > 0  et conditionn6 fi valoir b > 0  au temps 
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x. Q a d6signe la loi du carr6 d'un processus de Bessel de dimension d>0 ,  issu 
de a>0 .  

Rappelons ([-25], (5-4)) que si Y et Y' sont deux processus ind6pendants, 
Y (resp. Y') de loi Q~2~ (resp. Q~%) alors: 

(2.7) Y+ Y' a pour loi r~e+~,x 
~ : S a + b , O  �9 

Lorsque Z e s t  un processus on note A a (Z) sa loi. 

Preuve du th~or~me (RK1)' 

1 ~ Les notations sont celles du th6or~me 1. 
On introduit d = i n f { t > p [ X ~ = O } .  On d6duit th6orame 1 et du lemme 2, 

que conditionnellement fi {Xv>0, U <  + oo} et s v = x :  
i) Les processus (sv + X t  ; 0 < t <_ d -  p) et (Xa +~ ; 0 <_ t <- U -  p) sont ind6pen- 

dants. 
ii) Le processus (sv + X t  ; 0 <_ t < d -  p) (resp. (Xd + t ; 0 --< t --< U-- p)) a pour loi 

celle d'un processus de Bessel de dimension 3, issu de 0 et arr~t6 fi son 
premier temps d'atteinte de x (resp. un mouvement Brownien arr~t6 fi 
son premier temps d'atteinte de (p(x) et conditionn6 / tne  pas atteindre 
le niveau - x). 

2 ~ Rappelons de plus que si a > 0 ,  a ( - a ) = i n f { t > O [ X t = - a } ,  le processus 
(L~}-_%); x > 0) est une diffusion de g6n6rateur: 

d 2- d 
21/-x ~x2 + i{o<~<.) dx" 

En particulier, conditionnellement fi L~_~)= y les deux processus 

( L ~ T ~ ) ; O < x < a )  et (L~(_~);x__>0) 

sont ind6pendants. De plus 

P(L~(_ ~)~d t) ]So(-~) < b) = 1  e x p ( -  t/c) I~ > o} d t, 

off 
b > 0  et c = 2 a b / ( a + b ) .  

3 ~ Conditionnellement fi 

{Xv>0,  U <  + 0% L a = y  , L v - - L d = y '  , sv=x} 
o n  a ;  

2P ( L ;  ~ ; O < z < x) -- Qy,o 

5f  (L;Z--  L~z ; O<=z<= x ) =Qo,o2'X 

~ ( L v ~ -  LaZ ; O< z<=x) --Qr,o,~ 

(L~ " 0 <- z < q~ (x)) - ~~ 

~ ( I ~ -  LS . O < z < ~o(x) ) -  , ~ , ~ ~  
~ = - -  " z ~ , y ' , O  �9 

I1 suffit alors d'appliquer (2.7), l'6tape 2 et le th6or6me 1. 
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Preuve du thdorkme (RK1)" 

On d6duit directement du th6or6me 2 que l'on a conditionnellement & {0 < V< 
+ ~ ; X v > O ; L v = x } :  

S(L~ ; 0 =<z =< ~0 (x))= ~0,~(~) "L-, x,  0 

~e (L~ - L ~ ; 0  <~ __< ~o (x))= Q~:U ~ , 

~ ( L v ~ ; Z > 0 ) = Q  ~ 

Preuve du thkorOme (RK2)' 

Nous conservons les notations du thbor6me 3. Alors conditionnellement fi 

{0< V'< + o% Xv,=O, Sv,=X, Lo=y } 
o n  a :  

�9 O_=z=x)=Qy.o, ~Lf(L-p~-L~ ~ &O(L~= ' < < o,x ;O<z<=x)=Q~;~, 

-Qo,o, Y(Lv~'-Ld~;O<z<x)=Q~ ~Lf(L~=-L-p=;O<=z<x)- 2,~ 

~ ( / S g ; z > 0 ) = Q r  ~ et 5Y(L~v,-L~;z>__O)=Q ~ off y'=qo(x)--y. 

I1 suffit ~t nouveau d'appliquer (2.7) et le thSor6me 3. 

Preuve du thdor8me (RK2)" 

i) Soient 

et 

Alors: 

s>0,  z~=inf{t>=OlL~>s}, ps=sup{u<z~lX,=a} 

d~=inf{t > p~lXt=O}. 

i) la loi du couple (/~ps, Lp), est donn6e par: 

(2.8) p(Lapsedt, Lp ~dx, ps > O) 

1 \//s+t\ (a]~_x) 
= ~-a2 e x p -  | ~ - 1  Io l~t>o,o . . . .  }d tdx ,  

I~ d6signant la fonction de Bessel, modifi6e, du premier ordre et d'indice 2 
([363). 

ii) a) le processus ( a -  Xu+p~, 0 < u < ds -  p~) est ind6pendant des deux processus 
(X~ ; O<u<ps) et (X~+d, ;O<u<~s-d~), et conditionnellement ~ {p~>0), 
il a pour loi celle d'un processus de Bessel de dimension 3, issu de 0 
et arr~t6 au premier instant off il atteint a. 

b) Conditionnellement /t Los, les deux processus (Xu ;0 < u <Ps) et (Xu+ds ; 
0 _< u --- z~-  d~) sont ind6pendants. 

iii) pour toute fonctionnelle F d6finie sur (~(IR+ ,IR), bor61ienne et born6e et 
f fonction bor61ienne born6e on a: 
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_ _  IY E[F(X,;O<_u<__p~) f(  p.,Lo. ) l{p,>o} ] 

= E[~ I{L,~<~} F(X,; O<uN z~) x f (t,L~) l e x p  - ~ ( s -  L,~)dt]. 

iv) Conditionnellement/t {p~ > 0} et fi Lp~ = 1, le processus (Xa~ +, ; 0 < u < z~ - d~) 
a pour loi celle d'un mouvement Brownien issu de 0, arrat6 au premier 
instant od son temps local en 0 atteint s - l  et conditionn6 ~ne  pas d6pas- 
ser a. 

Pour d6montrer les points ii) et iv), on introduit la suite de temps d'arrat 
(a,)~>=o, d~finie par ~ro = 0  et pour tout n > 0 :  

aZn+l=inf{t>~2n[Xt=a}, ~2n+2=inf{t>~zn+l[Xt=O} 

et on utilise la description de Williams ([30], [38]) des excursions du mouvement 
Brownien. (La preuve est analogue ~ celle de la proposition 6). 

Soit I=L~. On remarque que ps='C~_ et l=inf{tlLr De plus, le proces- 
sus (L~r; t>__0) est un processus fi accroissements ind6pendants et de sauts purs 
dont la mesure de L6vy est 6gale ~i: 

4a 2 e x p -  l~>o.t>o}dx dr. 

On en d6duit iii). 
Le processus (L~Z~'O<x<a) a pour loi celle du cart6 d'un processus de 

Bessel de dimension 2, issu de t ([16]). En particulier: 

(2.9) P(L~dx)= ~--~ exp - I t+x \  k~a) io (  t~aX )l{~>o}dx. 

2) Soient F (resp. f )  une fonction d6finie sur ~([0, a], R+), (resp. N+), bor61ienne 
et ((Rl2)(s,t));(s,t)eP,+ xN+)i=l ,2,  (R(~ +oe[xN~+) trois 
familles ind6pendantes de processus, ind6pendantes du mouvement Brownien 
X, telles que, pour tout (s,t) de IR+ xlR+ (resp. ]0, +oo[x lR+) :  R!2)(s,t) 
(resp. R(~ t)) a pour loi celle du cart6 d'un pont de processus de Bessel 
de dimension 2 (resp. 0), de longueur a, issu de se t  valant t au temps a. 
Si r est une variable al6atoire, Er d6signe le processus (L~;O<x<a). On 

note 

A o = E IF  (E~s) f (L'~s) l{ps > o}]. 
Sur {Ps > 0} on a: 

E~s=Eps+Ea~-Ev~+E~s-Ea ~. 

On applique successivement les ii), iv) et iii) de l'6tape pr6c6dente, il vient: 

l ~f E[F(Er R(12)(O, O)+ R(~ O)) l{L~<~} A o = ~ o  

x eXP~a (S-L~) f(t)]dt. 
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 dt, 

Utilisons de plus (2.9), il vient: 

(2.10)E [F(R(~ t))] 

(12 = 2a 11 f E[F(Rf ) (Y  , t ) + R f ) (  0, O)+R(~ , 0))] 
0 

x / o ( ~ ) d Y -  

3) Soient p = s u p { s <  WkX~=a}, d=in f { s>plX~=O},  

F = E [171 (Ep) F2 (Ea - E o) F3 (Ew - Ea) f(Uw) g(L o) I~o < w < + ~,p > O,Xw= o/] 

et 

r o = E [F(Ew) f(L%) lto < w < + ~,o > o,xw = o~]. 
On note:  

~ t= sup{ u<t lX u=a} ,  f l t=inf{u>~tlXu=O} et ( Z t ; t > 0 )  

le processus: 

zt=e~(E~t) F2(E&--E~t) F3(E~-E&) f( l~)  g(L~t) 1(~>o~. 

On a: 

F = E [ Z w  l~o<w< + ~,Xw=O}]. 

On applique la proposi t ion  1 avec H = L, K = L " et la propos i t ion  2, sur l 'ensem- 
ble {Lp<=~o(L~)<x} on a: 

g~=Lp~ avec Rx_=L~=lZp~ ,  tl~=inf{u>d~lL,,>qo(IY~)} 
et 

= ~ [E (F, (//o~) F2 (Ed~--//o~) V3 (E,~ - Ed~ ) f (L~) g (Lo~) F 
0 k 

• I{Lo<_o(LL)<x } ho(L~, 0) 1(o~>o~ ) 2a"  

On applique fi nouveau  ii), iii) et iv), on obtient:  

oo 

1 ~ f E[FI(E~g) Fz(R~(O, 0)) f3(R~ O))f(t) ho(t, O) F =  ~ j2  
0 0 

x g(L,~) l(L~r_<o(t)<~ exp--  [(s--L~y(2a)] dt  ds. 

On dgduit de la formule pr6c6dente, le 1 ~ du th6or6me (RK2)". 
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D'apr6s (2.9) et l'expression pr6c6dente, on a: 

co 

EO-2a- 1 o~ f(t) h o (t, O) A (t) exp-- [(t + ~o (0)/2 a] d t, 

avec: 

l ~o(3) 
A ( t ) = ~ a  ~ E(F[R2(y, t)+ R2(O, O)+ R~ y, 01]) Io(V~/a  ) dy. 

0 

I1 suffit alors d'utiliser (2.10), pour 6tablir le 2 ~ du th6or6me (RK2)". Remarquons 
que l'on a en particulier: 

(2.11) E(f(L%) l~xw:o,p>O,o<w< +~o~) 

1 
= 2~ ~ f(t) ho (t, 0) exp [ -  (t + qo (0)/2 a] ~]/~/tt 11 ( t ~ ) / a )  d t. 

3 Caleul de la loi des variables sv,  L v, Sv, ,  et L% 

Nous avons d6jfi remarqu6 (voir (2.2)) que deux cas sont int6ressants: q) est 
une fonction croissante ou (p est d6croissante. 

Nous  commenqons par 6tudier le cas off (pest une fonction d6croissante; 
lorsqu'il en est ainsi, les r6sultats sont tr6s faciles /t obtenir (voir la remarque 
(1.3)). 

3.1 Etude du cas oft (pest une fonction ddcroissante 

Dans ce paragraphe, ~0 d6signe une fonction continue et d6croissante. Rappelons 
que d'apr6s (2.2) on a: 

U=inf{t >OIS,> ~o(s~)}, 
V=inf{t>OlSz> (p (Lt)} 

et 
V'=inf{t>=OlLt> qo (st)}. 

Proposition 7 1 ~ P(svedx, X v > O ) =  cp(x) l~x>0~ dx  et Sv= r 
(x + r (x)) 2 

2 ~ ) P(Lv~dx, Xv>O)=,, -, , 
1 

2q~(x) 
e x p -  l~x>O~ dx  et Sv=q~(Lv). 

3~ Xv,=O ~q~(x) (~2(--~) , = ~ - x 2  exp--  l~x>o~dxetLv,=q)(Sv,). 
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D6monstration La fonction cp ~tant continue et d6croissante d'apr~s la remarque 
(1.3) on a ho E 1. La loi de s v l~x~>o} (resp. Lv l(x~>0}; sv, l~xv,=O,W>o)) est obte- 
nue en utilisant la relation (2.5) (resp. (2.4); (2.6)) et la proposition 5, 2 ~ (resp. 
proposition 4, 4~ proposition 6, 2~ 

Remarques. Lorsque q) est une fonction continue strictement d&roissante, on 
note ~o- 1 la bijection r6ciproque de q0. 

1 ~ D'apr& (1.2) on a U=inf{t>=Olst>=q)-l(SO}, d'ofl par sym&rie: 

(P-I(x) l~>o}dx et sv=q~-l(Sv). P (Svedx, Xv  < O)= (x + q)- t (x))2 

Cette relation permet alors de d&erminer la loi de Sv. 

2 ~ D'une mani~re analogue, on a: V=inf{t>OlL~>q~-~(St)} (resp. V'=inf{t 
>01 st> qo-1 (Lt)}); ce qui permet de ramener l'&ude au temps V'/t celle r6alis6e 
au temps Vet en particulier de d&erminer la loi de L v (resp. sw). 

On note #(2, a, b) la loi Gaussienne inverse g6n6ralis6e ([-8], 1-15]) de param6- 
tres 2, a > 0  et b>0.  Rappelons que #(2, a, b) est la loi sur IR+ d6finie par: 

1 b 
#(2, a, b)(dx)=(b) ~/2 1 xZ_ ~ e x p _ ~ ( a X + x  ) 1~>o, dx. 

2Kz(~f~)  

Proposition 8 1) a) 

+ exp-- ( ~ 0 ) )  60(dx)" 

b) Lw = ~ (Uw) 
c) Lorsque (pest strictement ddcroissante, on a: 

P(Lwedx, X w = a ) = ~ - - ~ I o ( l ~ ) e x p - ~ - - ~ ( x + q ) ( x ) )  l(x>o) dx  

2 ~ En particulier lorsque p (x)= k2/x avec k > O, on a: 

W=inf{t>OlU, L,=ke}, l_~wLw=k 2 

et la loi de I2 w (resp. Lw), conditionnellement h {Xw=0} (resp. {Xw=a}) est 
la toi Gaussienne inverse gdn6ralisde #(0, 1/a, kZ/a) (resp. #(1, 1/a, kZ/a)). 

D6monstration On obtient la loi de Uw, conditionnellement/i {Xw = 0}, en utili- 
sant la formule (2.11). Lorsque {Xw=a }, alors W = a l + W '  avec ax=inf{ t  
>=O[Xt=a) et W'=inf{t >=OlLt+~l-L~l>=q~(I~+~,)}. 

Cette remarque permet de se ramener au cas off {Xw = 0}. 

Remarque Lorsque Yest une v.a. de loi #(2, a, b), alors k2/Ysuit la loi Gaussienne 
inverse g6n6ralis6e # ( - 2 ,  b/k 2, ak2). On en d6duit que la loi de Lw (resp. Law) 
conditionnellement h {Xw--0} (resp. {Xw=a}) est la loi Gaussienne inverse 
g~n6ralis6e #(0,1/a, ka/a) (resp. #(--1, 1/a, i/a)). 



Th6or6mes de Ray et Knight 471 

3.2 Etude du cas off qo est une fonction croissante 

Nous supposons cette fois que q) est une fonction d6finie sur R+,  croissante, 
strictement positive sur IR* et continue fl gauche. On note ~o-1 son inverse 
continue/t gauche. 

Proposition9 1 ~ sur { 0 < U < + o v }  on a Sv=q)(sv) et U est un instant de 
maximum pour X. 

t t, ) ~o (x) exp -  ~ d t 2 ~ P(svsdx ,  O < U <  + oo)- (x+cp(x))2 l{x>o}dx. 

3 ~ Si de plus q) est continue, on a: 

X 
P(0< U< + oo) = lira - -  

+co x +~o(x) 
l im[ x ( ~  d~o(s) ~]; 

x+q)(x~ exp-  s+~o(s)]J 

en particulier P(O < U < + oo)= 1 si et seulement si: 

lim ~o (x) = 0, ~ ~T-  q) (t) 
+co x d t <  + 

1 

oo et((p(O)>Oou((p(O)=Oet i dcp(t) _ 
o t+q)(t~ +oo)).  

Proposition 10 1 ~ Sur {0< V'< + oo} on a Lv,=Cp(Sv, ) et Xv,=O. 

2 ~ P(sv, edx ,  O < V ' < + o o )  -q~ 1 ( ~  drp(u)+~(~x)/l{~>o}dx. --~Tx2 exp--~ x u x / 

3 ~ Si de plus (pest continue on a: 

;(o; - ~ -  du)] e x P - 2  (llm ~ ) .  

En particulier P(0< V'< + or)= 1 si et seulement si: 

; ~p(u) i q~ d u -  +oo. lim q)(y)=O, ~ - d u <  +oo et u2 - 
+co y I 0 

Proposition 11 Soient e>0,  fl>0, q)(x)=ax+fl et W = s u p { t > O [ L t <  eL~ 
+ fi}. Alors: 

1 ~ i) L o r s q u e e > l o n a  W =  +oo. 
ii) Quande<l  ona: P ( W <  +oo)=1 e t P ( O < W <  + oo)=i sifl>O 
(resp. P ( W  = O) = 1 - ~ si fl = 0). 

2 ~ ) i) s u r { O < W <  + o o } , o n a X w = O e t L w = M Y w +  ft. 

ii) P(L%edx)=(1-~)+~xX)exp-(~)I~(~)l{x>~ 

+ (1 - ~)+ e x p - L  6o (d x). 
z a  
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Remarques (3.1) I) Lorsque q) est une fonction positive et continue /~ gauche, 
la loi de L~ (resp. Lv), conditionnellement /t {p>O, W <  +oO, X w = a }  (resp. 
{0< V< + oo, X v = S v }  ) est donn6e par: 

P ( L ~ e d x ,  p>O, X w = a ,  W <  +oo) 

1 
= ~ a V ~ x - - e x p - - ( x 2 ~ a ( X ) - ) I 1  ho(x,O) l{~>o}dx, 

a v e c  

ho(x, O)=P({Vu>rlL~> e (L~,} I(C~ = x) 

off ~ d6signe un temps d'arr~t tel que 

X,=O et L,=q~(L~), 

resp. P(Lv  ed  0 < V < + X v  = Sv) X, 00,  

1 
- 2q0(x) e x p -  ho(x, ~o(x)) 1~>o~ dx, avec 

ho(x, ~(x) )=  P({Vu > ~, S.>~o(L.}IL~=~) 

off a d6signe u n  temps d'arr~t tel que a appartienne au support de d S. et 
\ 

s~ = ~0 (L~)).) 
/ 

Si de plus q~ est croissante il est possible d'obtenir la loi des v.a. Uw et 
L r.  Toutefois les expressions obtenues sont compliqu6es. 

2) Lorsque q~ est une fonction croissante et 6tag6e, on peut calculer directement 
la loi de la v.a. Law (resp. Lv) fi l'aide de la probabilit~ de transition du processus 

L"." de Markov ( ,~, t>0)  (resp. du processus de Watanabe (S~; t>0),  ([35])). En 
effet, soit 

n 

q~=q~o l~o.,ol+~(P, l~,.,,+n avec 0<~Oo<~O ~ < . . .  <~o, et 
1 

0 < ~ 0 < ~ 1 <  . . .  < ~ n  <O~n+ l = + (30, 

alors: 
{IY w = qoi} = {o h < Idle ~ <_<_ cq + 1 ; Vj > iLa~ej < co j} 

(resp. {S v = (Pi) = { S ~  < qt ; Vj > i S~j > (p~}). 

Preuve des propositions 9, 10 et 11 

Le lemme suivant joue un r61e essentiel: 

Lemme 3 Soient h + et h - deux fonctions strictement positives, 

1 1 
f l - - sup{ t>O i ( h ~ +  h = ~ )  a s <  + oo } 

0 
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et Tte temps d 'arrOt: 

T=inf{t  >01X,> h + (L,) off X,< - h -  (L0}. 
Alors 

T<=z~ et P ( T = + ~ 1 7 6  1 0  h~ ~+h_~l(s))as.  
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D6monstration Ce rbsultat est une extension de l'6tude faite par Jeulin et Yor 
([14]). On reprend la d6monstration de Rogers ([28]). Soit 

eu=(X~_ +~ ; 0 < s < z,,- ~u_), 

l'excursion du mouvement Brownien au temps u. 
On a: 

I{LT<u} = 2 l{s<=LT,maxes>=h+(s)ofimax(-es)>=h-(s)}" 

D'apr6s la description de Williams des excursions Browniennes ([30], [38]), 
en prenant l'esp6rance des deux c6t6s de l'6galit6 pr6c6dente il vient: 

1 1 

On en d6duit T__< zp. 
Supposons fl = + o% on d6duit de la relation pr6c6dente: 

> _ 1 ~ 1 1 

1 1 
P(T=  + oo)=exp - 1  ; ( h ~ ( ~ +  h - -~ )  ds. 

O 

d'ofi: 

1 ~ Preuve de la proposition 9 

Soit a un temps d'arr~t appartenant au support de dS. et v6rifiant S~=(p(s~). 
Alors: 

P ({v , ,>  ~. s .  > ~ (s.)} I ~ )  = P({v u > ~, s, < ~o-1 (s.)} I~o)  = g (s~) 
avec 

g(x)=P(r(x)= +oo) et r(x)=inf{u>Ols,>qo-l(S,+~o(x))+q)(x)}. 

D'apr6s la remarque (1.3) 2 ~ on a: 

ho(sr Xr = g(s~). 
Soient x fix6 et 

0 (y) = ~o (x) + ~o- 1 (y + ~o (x)), y > 0. 
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t) 6tant une fonction croissante et positive, alors: 

T(x) = inf{u > O] - X.  > ~ (S.)}. 

Utilisons l'identit6 en loi: 
(S--X,S)=([XI, L), 

il vient: 

T(x) (a)= inf{u>OllX, l>L,+O(L,)}" 

On applique/t pr6sent le lemme 3: 

P(T(x)=+oo)=exp-(f  ds ~ [ ~ dt )) - -  = e x p -  j Ots)+s) ~x~ t+~-t( t 

On obtient la loi de sv, conditionnellement fl {U< +oo, Xv>0},  en utilisant 
la relation (2.5) et la proposition 5, 2~ 

En particulier, lorsque cp est une fonction continue on a: 

P (0<  U <  + oo)=[ x x+cp(x) e x p -  [ dcp(t) ]0o 
x t + ~ o ( t ) J o  " 

On en d6duit: P (0<  U +  oo)= 1 si et seulement si les trois conditions suivantes 
sont r6alis6es: 

x 
(a.1) lim - -  = 1, +| x + ~o(x) 

m r [ x oo do( t  ) 
(a.2) li x + qo (x) e x p -  

et 

(a.3) T J dq0(t) _. + oo. 
t+~(t) 

On remarque: 

On en d6duit: 

Mais 

(a.1) ~=~ lim ~o(x) =0.  
+oo X 

1)et a3)   lim  /x --0et i 
I + ~ o  x 1 t 
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d'ofi: 

Si 

{(a.1)et(a.2)} ~:~ lira q)(x)=0et  d t <  +oo 
~+oD X i 

cp(0)>0(resp, i d~o(t) +oo)  
0 

alors (a.2) est r6alis6e. 
On 6tudie alors le cas off 

qo(O)=O et i d~p(t) < 
o t+cp(t) +oo. 

Lorsqu'il en est ainsi, 

X X 
(a.2) ~ lim x+~o(x)=0 ~* lim ~ = 0 .  

Mais alors, 

i d qo(t) 
o t+(p(t) 

- -  est de marne nature que i d ~o (t) o q~(t) - + o o  car q~(0)=0. 

2 ~ Preuve de la proposition 10 

Soit a un temps d'arr~t tel que X~ = 0 et L~ = ~o (s~). Alors: 

P({Vu > a, L ,> cp(su)}l~)= e({Vu > a, s, < ~o- t (L,)}l ~)=g(s~), 
avec 

g(x) =P(T(x)= + ~)  et T(x)=inf{u> 0Is ,>  ~o- I (L ,+  ~o (x))}. 

Mais ~o - t (y + qo (.)) est croissante, donc 

T(x)--- inf{u > Of X2 > ~o- ~ (L, + (p (x))}. 

D'apr6s le lemme 3, on a: 

On obtient alors la loi de Sv,, conditionnellement ~i {0 < V'< + oo} en utilisant 
la relation (2.6) et la proposition 6, 2~ 

En particulier, lorsque q~ est continue, on a: 

P ( 0 < V ' < + o o ) =  x p - ~ -  u x IJo 
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Soient 0 < x < y, alors: 

i ( e ( . )  (3.2) d q~ (u) + rp (x) = qo (y) + ~ ~ T -  d u. 
x u x y 

I1 est clair que P ( 0 <  V ' <  + oo)>0 implique 

+ •  d qo (u) < + oo. (a) 
g 

1 

On d6duit de (3.2) l'in6galit6: 

+ oo q~ (u) d u < +5 ~~ d q~ (u) + rp (x) 
I /12 ~ U X 
x x 

par cons6quent: 

+fo q,(u) 
(b) a ~ T  -du< + ~176 

En revenant ~ nouveau / t  (3.2) on obtient: 

(c) l im ~o(y) = 2 ,  2 d R  
y-+ + oo y 

et 

D'ofi: 

) ~  ~u{~ +~ dq~(u) -f qo(x) 
d u + 2 =  5 u x 

x 

7' ) 
I1 est clair que P ( 0 <  V ' <  + oo)= 1 ssi (a), (b), 2- -0  et (d) sont r6alis6es, off: 

(d) l ~ - ~ u =  +oo. 
0 

Remarquons  que d'apr6s (3.2), les conditions (a) et (c) sont 6quivalentes fi (b) 
et (c). 

3 ~ Preuve de la proposition 11 

a) Soit a un temps d'arrat  tel que L~=cp(L~) et X o = 0 .  D'apr6s la remarque 
(1.3) 2~ on a: 

ho(L%, 0)= P({Vu > G L , >  p (L~,)}I ~ )  = g (0) 
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avec 
g(t)=P(Vu>O,~L~,--L,<t), t>=O. 

On remarque que g est une fonction croissante. 
Soient 

Tl=inf{t>O[Xt=a}, Tz=inf{t>Tl[Xt=O} et t>0. 
Alors: 

{Vu>Ol~L~-L.<t}= {OdSr2-Lr, <t; Vu>O,~IA~+ r~--L.+ r~ <t }. 

On en d6duit: 

g(t)=~a2 ; ; o  o exp--( ~ a y ) l { ~ y - ~ < t } g ( t - ~ y + x ) d x d y  

On fait le changement de variables: Y = t-coy + x, il vient: 

1 
g(t)= 2a(1 +~) 

, 1 ] x g(Y)exp-~a~(t -Y)dY+ ~ g(Y)exp-~a(Y- t )dY . 
t 

On en d6duit: 

et 

Mais 

d'ofl: 

1 
g'(t)-- 4a2( 1 +c~) 

1 !g(Y)exP_2~(Y_t) y], x[  - 1  i g(Y) exp -  2~-~-~ ( t -  Y)d Y+ o0 d 
L ~o 

1 
g"(t)-  4a2( 1 +a) 

x g (Y)exp-~a~( t -Y )dY-  1+ g(t) 

1 ~ 1 ] 
+ 2aa I g(Y)exp-~a (Y-t)d Y 

I t 

g" (t)= (~ - 1) 
2a~ g'(t). 

oo 1 
g'(O) = ~ a  g(O) = 4a2(1 +or 



478 
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g(t)=g(O)(l+t/2a) si o~=1. 

Mais g(t)__< 1, la condition e >  1 implique g( t )=0,  pour  tout t>0 .  Dans la suite 
de la d~monstration, nous supposons 0 < c~ < 1. 

On a: 

- -  a lim g(t)= lim P(Vu>O, aL~-L.<t)-P(sup(cd2.-L.)< + co). 
t - - *  -f- ~ 0  t - - *  - l -  oO u 

Soit (a,),__>o la suite de temps d'arrat  d~finie par  r6currence de la mani~re sui- 
vante: 

(3.3)0-0=0, 

n_O.  

On a: 

Mais 

a2.+l=inf{u>a2.]X.=a}, a2.+2=inf{u>a2.+lIX.=O}; 

a L co}. {sup ( ~ - - L u ) <  + co} = {sup ( ~ 2 o - -  ~176 + 
u n 

i = i  

Les variables al~atoires (~i)i>= 1 sont ind6pendantes, de carr6 int~grable, de m~me 
loi et E(~l)=e2a-2a=2a(a-1)<0. 

D'apr6s la loi faible des grands nombres  

on en d6duit 

d'ofi: 

a lim (~/2~2 --L~2.) = -- 0% 
?/---~ -t- o o  

lim g( t )=  1, 
t - *  -I- o o  

g(t) = 1-c~ e x p -  ( ~ )  ; 

en particulier g ( 0 ) -  1 - e. Par  cons6quent: 

(3.4) ho (x, 0) = 1 - e. 
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b) Remarquons que l'on a: 
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{ W < + o o } =  ~ (~{L .~ ,_ ,>aLa  +fl}, off ( a . ; n > l )  
n > l p > n  

est la suite d6finie par (3.3). 
On note: 

t a a ~i-L~2~--L .... ~--~(/ff~2~-/2~,_~), pour tout i>  1. 

On a: 

l <i<=p 

Les v.a. ( ~ ; i >  1) sont ind6pendantes, de carr6 int6grable, de mame loi et E(~'i) 
= 2 a ( 1 -  c 0 > 0. D'apr6s la loi faible des grands nombres, on en d6duit: 

lira (L,2p_l-eLa2,)= +0% d'ofl: P(W< -t-co)=l.  
p--+ -I- oo 

c) i) Supposons fl > O. On remarque que: 

et 

d'ofl 

P ( W > O ) = I  

{p=O, W< +oo}={La~=O;Vu>r#,L,>q)(L~)} 

P(p =0,  W< + oo) = exp-(~-fla) g(O)= (1 - a )  exp fl 
2a" 

En utilisant de plus (2.11) et (3.4) on obtient: 

(3.5) P ( L " w e d x ) = - -  2a V ~ e x p - l T )  ~1 a r l~x>o~dx 

+ (1 - e)+ exp--~fla c5~ (d x)" 

ii) Lorsque fl = 0 on a: 

P(p=O,O<W< +oo)=O et {W=O}={Vu>O,L,,>aL"u}, 
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d'ofl 
n ( w = O ) = g ( O ) =  1--~. 

On applique/t nouveau (2.11) et (3.4), la formule (3.5) est vSrifi~e. 

x 
t 

P. Vallois 

~(s u ) 

- S  
U 

iii 2 .... ...... I S! 

v 
Fig. 3. l~tude au temps U lorsque {Xv > 0} 

X 
t 

~(L v ) 

Fig. 4. l~tude au temps V, quand {Xv > 0} 

x 
t 

- s  p 

A 

Fig. 5. l~tude au temps V' quand {Xv, = O, V'> 0} 
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