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R6sum6. Nous nous proposons d'6tudier la forme des petites composantes conne- 
xes du compl6mentaire de la trajectoire brownienne plane. Nous montrons l'exis- 
tence d'une loi limite de cette forme. De plus, nous obtenons un th6or~me limite qui 
montre que la donn6e de l'ensemble des composantes connexes correspondant 
/ tune seule trajectoire suffit pour d6crire cette loi. 

Summary. We study the shape of the small connected components of the comp- 
lement of a 2-dimensional Brownian path. We show the existence of an asymptotic 
law for this shape. Moreover, we prove a limit theorem that shows that the family 
of all the connected components of the complement of a single path contains all the 
information about this law. 
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1 Introduction 

L'6tude asymptotique du nombre de petites composantes connexes du comp- 
16mentaire de la courbe brownienne plane a ~t6 l'objet de plusieurs travaux r6cents 
([LG],  [Mo]),  motiv6s en partie par une question de [Ma]. Nous nous proposons 
ici d'~tudier la forme asymptotique de ces petites composantes connexes. Les 
r~sultats expos6s ici ont 6t6 annonc6s dans une note ([We]). 

Dans toute la suite B d6signe un mouvement brownien plan issu de 0. Pour  tout 
t > 0, on note C~ la composante connexe de IE\B([0, t]) contenant un point 
z distinct de l'origine (qui est bien d6finie car p.s. z 6B([0, c~ D) et on d6finit sa 
renormalisation D~ par rapport fi la distance de sa fronti~re fi z par 

- z )  

dist(z, B([0, tl)) 
y - z . Ct } 

= dist(z,B([0, t])'YE ~ , 

off dist(z, B([0, t])) = inf.~to,tllB . - zl. 
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Nous montrons, dans ce travail que la loi de/)~ converge lorsque t ~ oo vers 
une loi ~1  que nous d6crivons de mani6re explicite; cette loi s'identifie avec la 
renormalisation de la loi de rinverse de la composante connexe non-born6e du 
lacet brownien standard. Nous montrons aussi, que la loi conditionnelle de/)~ (/t 
temps t fix6) sachant l '~%nement {dist(z, B([-0, t])) < ~} tend 6galement vers la loi 
~1  lorsque e ~ 0. 

Nous nous int6ressons ensuite fi l 'ensemble des composantes connexes born6es 
du compl6mentaire de B([0, 1]).  On les num6rote par aire d6croissante: 

ICd ~ [c21 ~ . . .  ~ IC.I ~ . . . .  

Le th6or6me 13 de cet article affirme que pour toute fonction F mesurable born6e 
sur l'ensemble cgo des ouverts simplement connexes born&, invariante par homo- 
th6tie et par translation (c'est /t dire qui ne d6pend que de la "forme" de la 
composante connexe), on a: 

F(CI)+...  + F(C.) p.~. f F(C)dSr~(C). 
n n-~c~ ~o 

Nous 6tablissons aussi une propri&6 de support qui implique que pour tout arc de 
Jordan ~4, il existe p.s. une infinit6 de composantes connexes de 112\B([0, 1]) dont 
les fronti6res ont (presque) la mame forme que ~r 

L'article est structur6 comme suit: la seconde partie de cet article est con- 
sacr6e ~i la d6finition et ~t l'&ude d'une tribu sur l 'ensemble cg des ouverts 
simplement connexes born& contenant l'origine. Ceci nous permet de d6finir 
des lois de probabilit& sur cet ensemble. Dans la troisi~me partie nous 6tudions 
la loi des petites composantes connexes contenant un point z fix6; nous introdui- 
sons en particulier la loi ~ 1  qui joue un r61e important  dans ce travail. 
La quatri~me partie est consacr6e ~t l'6tude de l'ensemble des composantes 
connexes du compl6mentaire de la courbe brownienne. Dans la cinqui~me et 
derni6re partie nous &ablissons quelques propri6t6s de la loi limite que nous 
avons introduite dans la partie 3. 

Je tiens fi remercier Jean-Franc.ois Le Gall qui m'a propos6 ce travail et dont les conseils lors de 
l'61aboration de cet article ont 6t6 tr~s pr6cieux. Je remercie ~galement Marc Yor et Omer 
Adelrnan pour les discussions que j'ai pu avoir avec eux au sujet du paragraphe 3.4. 

Notations gbnbrales employbes 

Dans cet article, nous identifierons souvent 1R 2 au plan complexe. Cg(x, r) et N(x, r) 
d&igneront respectivement le cercle et le disque ouvert de centre x et de rayon r. 
dist(x, A) d6signera la distance d'un point x du plan fi un ferm~ A. Si f est une 
fonction d6finie sur le plan et A c IR 2 une partie de celui-ci, f(A) d&ignera 
l'ensemble des images par f des 616ments de A. Lorsque une fonction (ou un 
processus) X est d6finie sur un intervalle I, on notera XI = {X(i), i~I} l ' image de 
I par X. La notation IIxII sera r6serv6e fi la norme du sup (si l 'ensemble de 
d6finition de X est I, IlXl[ = supisl(IX(i)l)). 
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2 L'espace des composantes connexes 

Dans cette pattie, nous allons construire une tribu sur l'espace des ouverts born6s 
simplement connexes contenant l'origine et 6tudier la mesurabilit8 de certaines 
applications relativement fi cette tribu. Ceci est indispensable pour d6finir une loi 
sur cet espace comme nous le ferons dans les parties suivantes. 

2.1 D~finitions de la tribu 

2.1.1 Notations. Soit (g, l 'espace des ouverts born6s simplement connexes du plan 
qui contiennent l'origine. On d6finit 

= i= l[zi-  1, zi], neN\{0},  (Zo = 0, zl . . . . .  z,)~(Q2),+ 1 

l'ensemble des lignes bris~es finies, ~t coins fi coordonn6es rationnelles, issues de 0. 
Remarquons que N e s t  d~nombrable. 
Lorsque L c IR 2, on d6finit l 'application iL de cg dans {0, 1} par 

iL(C) = 1Lcc. 

Si S est un sous-ensemble de l'ensemble des parties de ]R 2 o n  d6finit alors Y-s, la 
tribu engendr6e par les applications iL o~ L parcourt  S. On notera dans la suite 
Y- = J-~#. C'est cette tribu que nous utiliserons dans toute la suite pour d6finir une 
loi sur (g. 

Rappelons qu'un ouvert connexe de IR 2 est connexe par arcs et connexe par  
lignes bris6es /t coins ~i coordonn6es rationnelles. Nous utiliserons souvent ce 
r6sultat dans la suite de cette partie. 

2.1.2 D@finitions @quivalentes. Nous allons maintenant donner deux autres d6fini- 
tions 6quivalentes de_ la tribu Y qui nous serviront par  la suite. On d6finit 

~ '  = {LEo, 11, L:  [0, 1] --* IR 2, L(0) = 0 et L e s t  une application continue} 

l 'ensemble des chemins continus issus de l'origine et 

M" = {[xl, xl + r] x [x2, x2 + q], (xl, xz)sff) 2, (r, q)~(Q+)2} 

l'ensemble des rectangles dont les coins ont des coordonn6es rationnelles. Nous 
allons rapidement montrer  que 

y-~,  = j ~ , ,  = y - .  

Comme ~ c ~ ' ,  on a Y c J B ' .  R6ciproquement, si L~N' ,  grace au fait que les 
ouverts consid6r6s sont simplement connexes, on peut construire une suite L,  de 
lignes bris~es "entourant" la fronti6re de la composante connexe non-born6e de 
C \ L  qui "converge" vers celle-ci telle que 

On a donc finalement J e ,  = J .  
Pour  x = (xl, x2)e(1) 2, r e Q  + et q0I)  + fix6s, on consid6re l'ensemble ~ des 

lignes bris6es UT=~ [z~_t, zJ  de N joignant 0 f i x  (c'est/t dire telles que Zo = 0 et 
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Zn = X). Si R = [xl ,  x l  + r] x [x2, X2 -[- q] est inclus dans l 'ouvert  born6 C, simple- 
ment  connexe et contenant  l 'origine, alors il existe une ligne bris6e fi coins 

coordonn6es rationnelles reliant 0 f i x  dans C et donc  

i/~ 1 {1} = ~ L ~ : ( i [  1{1}) 

off .~Rx = {L ca OR, L ~ x } .  On a donc ~-~,, c J .  
R6ciproquement ,  on mon t r e  de m e m e  ais6ment que J c ~~,,. 

2.2 Mesurabititb de certaines applications 

En vue d 'appl icat ions futures, nous allons br i6vement  6tudier la mesurabil i t6 de 
certaines applicat ions d6finies sur cg. 

2.2.1 l'intersection. Si C1 et Cz sont deux ouverts  de cg, on notera  C1VC2 la 
composan te  connexe contenant  0 de C1 c~ C2. On  a alors CIVCz~g  et 

{LE~ ,  iL(CIVC2) = 1} = {LE.~ ,  iL(C1) = 1} ~ {L~.@, iL(C2) = 1 } .  

V e s t  doric mesurable  de (cg2, j |  dans (cg, j ) .  

2.2.2. l'homoth~tie. Pour  r > 0 et C~Cg, on d6finit rC = {rz, zeC}.  rC est alors un 
ouvert  de cg et pour  L e ~ ' ,  on a iL(rC) = i(Lm(C) �9 On d6finit une suite Bm de lignes 
br is&s de ~ en tourant  la fronti6re de la composan te  connexe non-born6e  de C \ L  
qui converge vers celle-ci lorsque m ~ oo. On mon t re  alors ais6ment que 

{(r, C)elR+*xCg, iL(rC)= l} = ~)m>O~p>O(Uq~Q+*[q,q + l /p[  xi~/q{1}):  

En effet, si L c rC, alors il existe m tel que Bm c rC et alors, pour  tout  p > 0, il 
existe q e Q + *  n ] r  - i/p, r] tel que B,, ~ qC. 

R6ciproquement ,  s'il existe x e L  tel que X r rC alors, pour  tout  m > 0, xe/3,, off 
/3,, d6signe ici l ' int6rieur du compl6mentai re  de la composan te  connexe non-born6e  
de C\B, , .  C o m m e  Bm est ouvert,  il existe p > 0, tel que pour  tout  qEQ +* n ] r  

- 1/p, r], on ait (q/r) X~B,, .  On a donc B~ (~ C/q. 
Ceci p rouve  bien que l 'appl icat ion qui ~ (r, C) associe rC est mesurable.  

2.2.3 Le diamktre. Pour  A c IR z, on d6finit diam(A) = sUp(x,r)eA2]X -- )q. Alors 
pour  CeCg, on a diam(C) = supL~,i~Ic~ = z (diamL) et doric 

{C, diam(C) > ~} = ~ {Le~,diam(L)> a}iL 1(1) 

et le d iam&re  est une appl icat ion mesurable  de (~g, 2-') dans IR +. 

2.2.4 La distance gt l'origine. Pour  A c lR 2, on pose d is t ' (A)=dis t (0 ,~A)  
= infx ~alXI. Pou r  C e g  a, on a dist '(C) = inf{L~e~,L r c}(diam(L)) et donc  dist '  est une 

appl icat ion mesurablc.  

2.2.5 Les renormalisations. Lorsque C~Cg, on d6finit 

C C 
D(C) - - -  et E(C) - - -  

dist '(C) diam(C) 

Ces deux applicat ions sont mesurables  c o m m e  compos6es d 'appl icat ions  mesura-  
bles. 
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2.2.6 Les composantes connexes. Soit xa lR  2 fix6. Si X est un processus al6atoire 
cont inu .~ -mesurab le / t  valeurs dans IN 2 tel que p.s., x CX[o,m on note C~(X) la 
composante  connexe contenant  x du compl6mentaire  de X[o,q. Lorsque t < t', on 
note C~'~'J(X) la composante  connexe contenant  x du compl6mentaire de X[,,~,1. 
Lorsque C~(X) est born6e, c'est un ouvert  simplement connexe et (C~(X) - x)E~f. 
De plus, pour  tout  L ~ ]R 2, on a {iL(C~(X) -- x) = 1} = {(x § L) n X[o,tj = 0} qui 
est ~ -mesurab le .  On  en d6duit alors que l 'ensemble {Cry(X) est non-born6e} = {il 
existe une ligne bris6e L / t  coins fi coordonnSes rationnelles reliant 0 ~ l'infini au 
sens de la sphSre de Riemann telle que iL(C~)= 1} est ~ - m e s u r a b l e  et que la 
variable al6atoire C~(X) - x est ~ - m e s u r a b l e  sur le compl6mentaire de cet en- 
semble. 

Soient X ~ et X 2 deux processus al6atoires continus issus d 'un  m~me point, tels 
que p.s., x r w X~o,t~l. On d6finit alors C~'t~(X ~, X 2) la composante  connexe 

2 contenant  x du compl6mentaire de XE~o,t~lwXto,t~l dans le plan. C o m m e  

pr6c6demment, la variable al6atoire Ct2'~(X 1, X 2) est mesurable sur l 'ensemble 
{C~ '~ (X 1, X 2) est born6e }. 

Dans  toute la suite, on notera: 

D~(X) = D(C~(X) - x) 

et 

D~'"I(X) = D(C~'t'I(x) - x) 

lorsque ces ensembles sont bien d6finis. 

3 La composante connexe contenant un point donn6 

3.1 Introduction et notations 

Dans  cette partie B est un mouvement  brownien plan issu de 0 et z un point  fix6 
distinct de l'origine. Nous  aUons 6tudier la composante  connexe C~(B) condit ion- 
nellement au fait que le mouvement  brownien s'est approch6 pr6s de z avant  t. Pour  
tous r6els R et e tels que ~ __< inf(iz[, 1) et R > 1, on d6finit 

T, = inf{t > 0, [Bt - z[ < e} et T~ = inf{t > T~, [ B t -  z[ > R } .  

Dans  un premier temps, nous allons 6tudier la composante  connexe C[~ en 
utilisant la d6composi t ion de IBt - z] au voisinage de son min imum sur [0, T~]. 
Dans  un deuxi~me temps, nous appliquerons cette 6tude aux petites composantes  
connexes / t  temps fixe. 

La d6composi t ion en skew-product  de Bt - z s'6crit 

Bt -- z = exp(XAt + i YAt) 

ofa & = f g ] B u - z l - 2 d u  et off X et Y 
r6els ind6pendants. Nous  allons d ' abord  
d~finit 

sont deux mouvements  browniens 
nous int6resser fi (X  A,, t <= T~) . On 

I~ = inf{XAs, S < T~} = log(inf{IB~ - zl, s < T~}). 
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On  d6finit alors les temps 

o' = Aro = inf{u > 0, X ,  = log e} , 

= inf{u, X,  = I~} ,  

to = A-1(o)  = inf{t, IB~ - zl = exp(I~)}, 

z = inf{u > o, X ,  = logR} = A r ~ ,  

p = ' C - -  0- ,  

/ 3 '  ----- O" - -  0 "  . 

Remarquons  que si x > 1, 

log x 
P( loge  - I~ < logx) = l o g R  - loge + l o g x '  (1) 

Nous  allons maintenant  d&ompose r  X au voisinage de son minimum. On  pose 
N~ = X~+, - X~ pour  0 _< u < p e t  ~ z  = X ~ _ , -  X~ pour  0 < u < p'. 

D'apr6s le th6or~me de d6composi t ion de Williams (voir [Wi]),  conditionnelle- 
ment  fi I~ = h, N1 et ~2  sont des processus de Bessel de dimension 3 ind6pendants 
arr&6s au temps d'atteinte de logR - h pour  N~ et au dernier instant de passage en 
log e - h avant  le temps d'atteinte de logR - h pour  N2. 

On  prolonge ~ et ~2  sur IR + ind6pendamment  de B e t  de telle sorte que N 'x et 
~ 2  restent ind6pendants (notons que p' reste le dernier instant de passage de Nz en 
log e -  h avant  le temps d'atteinte de log R -  h). Condit ionnellement  fi I~ = h, 
N~ et ~2  sont alors des processus de Bessel de dimension 3 indSpendants ddfinis sur 
]R + . 

On d6finit encore les angles correspondants  O,  ~ = Y~+, - Y~ pour  0 < u < p e t  
O,  2 = Y~_, - Y~ pour  0 < u _< p'. On  prolonge 6galement ces deux processus sur 
IR + en posant  1 1 1 2 2 2 F 1 F 2 O p + , = O p + F ~  et O ~ + , = O ~ + F , ,  off et sont deux 
mouvements  browniens r6els ind6pendants et ind4pendants de B ainsi que des 
prolongements  de N~ et de ~z .  

�9 2 On pose alors ~#,~ = exp(N~ + ion)  et ~2  = exp(N2 + lO, ) .  On  a alors finale- 
ment 

Bt - z = (Bto - z) q/1A~-o pour  to _--< t _--< T~ et 

~er-At pour  T~ < t =< to B, - z = (B,o - z) 2 

et donc  
D~ r'" T~4 (B) = eir~ 1, ~ z )  . 

De plus, q/t et q/2 sont deux processus ind6pendants de mSme loi L issus de 1. Cette 
loi L e s t  celle d 'un  processus exp(W,, + iWu') or1 W e s t  un processus de Bessel de 
dimension 3 issu de 0 et W' un mouvement  brownien unidimensionnel issu de 
0 ind6pendant  de W. On peut 6galement noter  que bien que leur loi conjointe soit 
indbpendante de ~ et de R, les processus qlt et ~2  d6pendent de e et de R. Dans  la 
suite, on notera qll,~,R et q/2,~,R lorsqu'il y aura ambiguit& 

3.2 Etude  de D~ T`' r~] 

3.2.1 s des processus  y/1 et y/2. Nous  allons tout  d ' abord  &ablir les deux 
proposi t ions suivantes. 
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Proposition 1 La composante connexe C~ '~ (q l  1, 0//2) est p.s. bornbe. 

Dans toute la suite, on notera ~ o  la loi de cette composante connexe (remarquons 
que cette loi ne d6pend pas de e et R). On dira que la loi d'un ouvert connexe 

al6atoire Oh converge vers la loi 5e 0 lorsque h ~ 0 si P(Oh~Cg) h'O'l et si pour toute 
fonction F born6e d6finie et mesurable sur cg, on a 

E ( l o ~ F ( O h ) )  h-~O, f F(C)dLao(C ) 
cg 

(I1 s'agit en fait d'une convergence en variation). On peut alors 6noncer la 

Proposition 2 La loi de la composante connexe C6' p" (ql 1,~, R, a#2, ~, R) converge vers la 
loi ~qao lorsque g --+ 0 ou R --+ oo. Plus prbcis~ment, on a les  estimations' suivantes: II 
existe une eonstante k, telle que pour tout e < inf(lzl, 1/20) et R > 20 

p(cf;p,(og~,!,R, 8/2,~,R) =i = C~O, oo(r q/2,~,a)) 

et 

loglogR logJlog el.) 
< k i n f  ~ ' Ilog~l J (2) 

log logR logllog el~ 
P(Cr"(B) r ~(z, e)) < kinf logR ' Ilogel / (3) 

Ces deux propositions d6coulent directement de l'6tude de certaines propri~t6s des 
processus ayant pour  loi L. Soit Ut = exp(Wt + iWt') un tel processus. Rappelons 
que W est un processus de Bessel de dimension 3 issu de 0 et que W' est un 
mouvement brownien unidimensionnel issu de 0 ind6pendant de I4/. Pour  tous 
M > N _-> 0 on d~finit ~M = inf{t > 0, Wt = M} et #ff = sup{t __< rM, Wt = N}. On 
introduit encore J t  = infs=> ~Ws. On a alors les r6sultats suivants: 

Lemme 3 II existe ~ > 0 tel que pour tout M > 1, 

P(C~o~(U) est non-bornbe) < e -~M. 

Remarquons que ce lemme entraine imm~diatement la proposition 1. 

Preuve. C'est une simple application du fait que Wt,~,~l et N + Wto . . . . .  1 sont 
ind6pendants et ont m~me loi (Ce r6sultat se d~duit facilement de la propri&6 de 
retournement du processus de Bessel de dimension 3 fi un temps d'atteinte (voir par 
exemple [RY], chapitre 6, proposition (3.9))). On a alors 

P(C~d ~ est non-born6e) 

< p(Cto,~, ~ .... 1 est non-born6e)P(C~) ~ est non-born~e) 

= P(C~d est non-born6e) 2. 

On en d6duit alors le lemme en observant que grfice aux propri6t6s de support de ta 
loi du mouvement brownien, P(C~d est non-born6e) > 0. 

Lemme 4 On a, pour tous M > N, P(J~M < N) = N / M .  

Preuve. ce r6sultat d6coule du fait que la fonction d'6chelle du processus de Bessel 
de dimension 3 est 1Ix. 
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Nous allons maintenant prouver (2). Pour  x = x(e, R) > 1 bien choisi, B se rappro- 
she ~ e/x pr6s de z avant  T~ avec une grande probabilit6. En effet, on a, d'apr6s (1) : 

log x 
P(T~#, > T~) = P(I~R > log(e/X)) = 

logR -- log e + log x ' 

Rappelons que conditionnellement ~ I~ = h, 0gl et d~2 sont ind6pendants et suivent 
la loi L e t  que, p d6signe le temps d'atteinte par ~1 du cercle c~(0, Re -h) et p' le 
dernier instant de passage de ~2  sur le cercle cg(0, ee -h) avant le temps d'atteinte de 
cg(O, Re-h). Etudions tout d'abord C~(q/1). Nous allons montrer qu'avec une 
grands probabilit6 (lorsque x est bien choisi) C~(~ l) c @(0, x) et C~(~ 1) = C~(q/1). 
On a 

P(C~(~II ~) r ~(0, x)ou C~(ql*) 4= C~(d~(1)) 

< P(C~(q/i) r 9(0, x)ou ~p .  Go[ c~ 9(0, x) * O) 

<= P(I~ > log(s/x)) + P(C~(ql l) r 9(0, x) et I~ < log(s/x)) 

+ e(~ ~o[ r~ 9(0, x) 4= 0 et Ih < log(s/x)). 

Nous allons majorer ces deux derniers termes (P(I~ > log(s/x)) est calcul6 plus 
haut). On d6fini-t t~t et T~ les temps d'atteinte de M par ~ = loglq/~I et par 
~ z =  logl~21. L0rsque I~ < log(s/x), on a p > = gog(R~/~) et donc p > Z~og~ et 
p => TlogR_loge,1 " alors (d'apr6s le lemme 3) 

P(C~(q/i) r 9(0, x) et 1~ < log(six)) < P(C~o,~(~ ~) est non-born6@ < x -" 

et (d'apr6s le lemme 4) 

P(~'~p, cot c~ 9(0,  x) # 0 etI~ < log(e/x)) < P(~?o ....... < logx) 

< log x 

= log R - log s " 

On a dons finalement 

2log x 
P(Cg(~ l) r 9(0, x)ou Cg(~ i) * C~~ ~_~ x -a ~- 

log R -- log e 

Nous allons maintenant &udier Cg'O'(qg 1, oy2). Comme cet ouvert s'identifie avec 
C~(~)VC~'(~  :) on a 

p(c~,p'(d-~l, d~t2)) :~= C8O.~(~[1 O~(2)0uC~,P'(o~l ' d]/2) ~Z~ 9(0,  X)) 

P(C~(~//1) + C~~ C~(d~/1) r 9(0,  X)) 

+ P(q/~p,, ~[ ~ 9(0,  x) 4= 0). 

Mais somme ~ i  et ~,2 sont identiques en loi (et ~ cause des d6finitions de p et de p'), 
on a 

P(~o ' ,  ~t ~ 9(0, x) 4= O) < P(~o ,  co[ ~ 9(0,  x) 4= O) + P(ee - ~  < x) 

< 3log e 

= logR -- log e 
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et finalement: 

p(c~,p'(ylll, ~//2) de C~O, oo(~//1, ~//2)0 u C~,p,(~lll, 0ll2 ) r 9(0,  x)) 

5 log x 
< X - ~ +  
- l o g  R - l o g  e 

I1 suffit alors de prendre x = (logR) ~/~ et x = Ilogel 1/~ pour  obtenir  (2). 

Si Te/~ < T~ et si Cf,'P'(~ I, ~2)  ~ 9 (0 ,  x) alors cT~(B) ~ CtzT"T~(B) ~ 9(z,  ~). 
Alors les estimations pr6c6dentes, avec le m~me choix de x, entra~nent (3). La 
Propos i t ion  2 est ainsi d6montr6e. 

3.2.2 Etude du point de d@art sur le cercle. D'apr6s (3), avec une grande probabili-  
t6 lorsque e ~ 0 ou R ~ ~ ,  la composante  connexe C T~ est incluse dans le disque 
9(z ,  ~). Nous  allons exploiter cette remarque pour  mont re r  que le point  de DT~(B) 
qui se t rouve sur le cercle unit6 suit asymptot iquement  une loi uniforme in- 
d6pendante de la composante  connexe C~'P'(~ I' ' 'R, q/2.,,R). 

On d6finit LPl la loi du produi t  2C (dans c~) off 2 d6signe une variable uniforme 
sur le cercle unit6 du plan et C une composante  connexe ind6pendante de 2 qui suit 
la loi ~ o .  On a alors: 

P r o p o s i t i o n  5 La loi de DT~(B) converge vers la loi ~ 1  lorsque e ~ O. Plus 
prbcisOment, il existe une constante k' telle que pour toute fonction r~elle F mesurable 
bornbe sur c~ et pour tous R > 20 et e < inf(Izl, 1/20), on air 

, e log[log e l ) .  
E ( F ( D T ~ ( B ) ) ) - / F ( C ) d ~ I ( C )  <= k [[F[I([z~-~_ ~ + ~ -j 

Preuve. Rappelons que si CV"(B) c 9(z,  e) on a 

DT~(B) = D[f~, T~] (B) = eiY"c~ "p'(~ 1, ~, R, ~12,~, R) 

= e i Y , , ( e i ( Y ~ - Y ~ , ) C ~ , p ' ( ~ l , e , R ,  ~2,e,R)). 

On notera  C = C~'P'(~ l'e'R, o//2,~,R). 
Y~, suit une loi de Cauchy de param6tre log[z[ - log e, done e it~ converge en loi vers 
la loi uniforme sur le cercle cg(0, 1) lorsque e ~ 0. Plus pr6cis6ment, on a, pour  tout  
entier n: 

E(ei"ro ') = E(e-nZa'/2) = e-l.l(logl~t-log~) = (e/Iz[) I"1 . 

Pour  toute fonction mesurable born6e F~ sur ~(0, 1), la d6composi t ion en s6rie de 
Fourier  de F1 s'6crit 

2r~ 
FI(e'r~ = Z e"r" f Fl(e'~ e-'"~ dO 

, ~  o 2n " 

On en d6duit 

E(FI(e'Y~ 2/ dO �9 _ Fl (e  i~ <= ~ i]Fli[]E(ei'r~ 
n + O  

=< 2]]F1[] ~ (e/iz[)" 
n>O 

= 2iiF1]i e(]zi - e) -1 �9 
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Observons que Y,, et ( Y ~ -  Y,,,C) sont ind6pendants condit ionnellement 
fi C[~"(B) ~ ~(z ,  e) (c'est une simple application de la propri6t6 de Markov  en T~ et 
du fait que sur {Cr~"(B) ~ N(z, e)}, d s'6crit comme une fonction mesurable du 
processus (Br~+t, 0 <- t < T~ - T~)). Si F2 est une fonction mesurable born6e sur 
~g on a alors, en utilisant (3) et (2), 

E(FI(eiY~ 2~ _ f  f Fl(e,O)F2(C)d~Zo(C ) dO 
cg 0 

�9 ^ 

<= E (V~ (e'r*) F2 (C) 1 { crY(B) c ~(z,  e) }) 

z~ 2n 
f f Fl(eiO)Fz(C)d~o(C) dO -- + [IF1 [] ]IF211p(cr~(B) r ~(z ,  ~)) 
cg 0 

< E(E(Ft(ei(r~176 - Y~,, C))F2(C)I {cri(B) ~ ~(z,  e)}) 

_ f f F,(e~O)F2(C)d~o(C) dO logllog el + kl[Fxll IIF2[I [ loga~ 
~' 0 

< E Fl(e '~ E(F2 I{C/~(B) c ~(z,  0}) 

logllog '~1 

= + 3k <][F~I] ]]FzI] ~ - e  I g I ] 

La proposi t ion 5 en d6coule alors imm6diatement.  

3.3 Applications 

3.3.1 Application au temps constant. Dans ce paragraphe on s'inthresse fi la loi de 
Ct(B) condi t ionnel lement/ t  T~ < t off t est un temps constant  fix6. On a l e  th6or6me 
suivant. 

Th6oreme 6 La loi conditionnelle de D~(B) par rapport h T~ < t converge vers ta 
loi s  l. 

Preuve. on se ram6ne au c a s t  -- 1 par  scaling. On pose R = R(e) = ]logel -r Dans 
cette d6monstra t ion C d6signe C~(B) et C~ d6signe C~ r" r~l (B). Nous  allons d 'abord  
6tablir le 

Lemme 7 On a 

P(C~ = ClT~ < 1) *-~~ 

Preuve du temme. On a 

P(C ~ C~IT~ < 1) 

<__ P((C~ r ~(z,  ~))1~ < 1) + P(T~ > llr~ < 1) 

+ PCinfcT~,ll]B -- z] < e]T~ <= 1) 
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Nous  allons rap idement  mon t r e r  que chacun de ces trois termes est n6gligeable 
lorsque e ~ 0. 

�9 O n a  
P((C= (z ~(z,  e))lT~ < 1) = P(C= r ~(z, e)) 

car l '6venement  (C~ ~k N(z, e)) est ind6pendant  de (Bt, t <= T~) et donc  de T~. On 
d6finit i = 20e/R = 20cllogel 4 et R = 20. Pa r  changement  d'6chelle, on a: 

P(C= (z ~(z, e)) = P(c~T;'T~I(B) ~ ~(Z, ~)) 

et d'aprOs (3), on a donc  

k logllog ~j k" logllog et 

Ilog k] ]log el 
P(C= r N(z, e)) <= 

pour  k" bien choisi. 

O n  a 

P(inf~r~,lllB - z] < elT~ < 1) < P(infEr~,r>lllB - z] < ell'= < 1) 

= P(infEr~., r~.+ ulB - zl < e) 

= O( !~176  . 
\ Ilogel J 

Ce r6sultat connu (voir par  exemple [LG,  ma jo ra t ion  de (3b)]) d6coule directement  
apr6s scaling des est imations de P(T~ < 1) lorsque e ~ 0. 

�9 I1 reste fi 6tudier le terme P(T~ > I[T~ < 1) . Remarquons  que lorsque 
Izl ~ ~ ,  la loi conditionnelle de T= par  r appor t  fi T~ < 1 tend vers 61. On  n 'a  donc  
pas d 'es t imat ions  uniformes en z. 

On  a 
P(T~ > 1) < P(B1 E.@(z, R)) < 7cp1(0, 0)]logg[ -s .  

I1 faut ma in tenan t  minore r  P(T~ < 1): On  a 

) P(T=<I)  sup E ,  > E o  �9 
y , l y - z l = e  

Or  

( i ) ( 0 :  ) sup Ey l,B=_=l<=ds = E= liB=l<=ds ~ k"e211oge[ 
y, l y - zJ=e  

off k" est une constante  fix6e, et 

Eo l~=_=~<=ds = f @ f ps(O,y)ds 
l y - z l  <e 0 

1 

>= f @ f p=(O, 21zl)ds 
l y - z l < e  0 

1 

> ~ze 2 f p=(O, 2tzl)ds 
1/2 

e 2 e -  4[zl2 
> - -  
- 4 
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On  a donc 

et f inalement 

e-41z12 

P(T, < 1) > 4k"llogel 

P(T~ > IlT~ < 1) ~ 4zck"pl(0, 0)e41~l~llogel-v 

La  preuve du lemme 7 est ainsi achev6e. 
Nous  allons main tenan t  faire un scaling convenable  pour  utiliser la propos i t ion  

5 afin de mont re r  que la loi de (dist(C~, z))-1(C~ - z) converge vers la loi 2"1 lors- 
que e tend vers 0. On  pose 

BT,+e~/2 u - -  B T ,  
B ; =  

z -- Br. 

B' est un m o u v e m e n t  brownien issu de O. On note  SM = inf{u, [Bj - 1[ = M}. On  
pose R' = R/~ = 1/(~[log~[ 4) et e' = ( l o g R ' ) - 1  On  a alors 

Dt~ro'r~](B) = - ( ~ S - ) D S ~ ( B ' )  

et e -  l(Br0 - z) est une variable al6atoire fi valeurs dans cg(0, 1) ind6pendante  de B'. 
On  a 

P(S~, < SR,)  R' ~~ 1 . 

Alors 

p(DS,(B, ) = Ds~,(B,))R'-~ 1. 

Mais  la loi de DS~(B ') converge vers la loi 2"1 lorsque R' -~ oo d 'aprds la propos i t ion  
5. On  a alors, 

E(F(DSR'(B')))-R.22-~ f F(C)d2"l (C). (4) 

Une  simple appl icat ion de la propri6t6 d ' invar iance par  ro ta t ion  de la loi 2"1 mon-  
tre alors que la loi de Dtz T'' T~](B) converge vers la loi 2'1 lorsque ~ ~ 0 ce qui ach~ve 
la d6monst ra t ion  de la proposi t ion.  

3.3.2 Application au temps grand. Nous  allons nous int6resser / t  la loi de D~(B) 
lorsque t ~ oe. Cette etude se ramdne en f a r  aprds un scaling a l '6tude de D~(B) 
lorsque ~ ~ 0. Nous  allons tout  d ' abo rd  &ablir  le r6sultat suivant: 

Proposit ion 8 La loi de D~(B) converge vers la loi 2"1 lorsque e ~ O. 

Preuve. on pose encore R = Iloge1-4 et 

TR(e) = inf{t > 0, IBt -- 5] > R} . 

On  d6finit C / =  C~ ~ r,(,n. Exac tement  c o m m e  dans la d6mons t ra t ion  du lemme 7, 
o n  a 

P(C~ 4 = C~') 

< P ( C / r  ~(e, ~)) + P(TR(e) > 1) + P(inftr~, 1lIB] < e) 

< O (  logllog e[~ 
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Comme dans la preuve du lemme 7, nous allons maintenant  faire un scaling 
convenable pour  utiliser la proposi t ion 5: on pose B', = e -  ~Bu~,/~ et R' = R/e. B' est 
alors un mouvement  brownien issu de 0 et D(C'~)=/)s'"(B') (off 
SR, = inf{u > 0, IB'~ - 11 > R'} est d6fini comme pr6c6demment). Comme dans la 

d6monstra t ion pr6c6dente, Ds'"'(B ') converge vers la loi 5e~ ce qui d6montre  la 
propri6t6 8. 

On s'int&esse main tenan t / t  la composante  connexe Ct(B) lorsque t ~ ~ (sans 
condit ionnement) .  On a l e  

Th~or~me 9 La loi de D~z(B) converge vers ~1  lorsque t ~ oo. 

Preuve. on se ramdne fi la proposi t ion pr6c6dente en faisant un scaling convenable.  
On pose, pour  tout  t, 

BL = t -  1/2 Btu . 

Pour  t fix6, B ~ est. un mouvement  brownien issu de 0. On a 

Dtz(B) = D:-~/~z(B'). 

D'aprds la proposi t ion 8 et le fait que la loi L, el est invariante par  rotat ion au tour  de 
0, la loi de Dlt-~/2~(B t) converge vers ~q~ lorsque t ~ ~ ,  ce qui d6montre  le th6ordme. 

3.3.3 Un rbsultat technique. Nous  allons &ablir ici un autre r6sultat de convergen- 
ce vers la loi L~al qui nous servira dans la suite de l'article. On &udie la loi de cry(B) 
condit ionnellement  ~i T~< TR lorsque r ~ 0  et R ~ .  Rappelons que 
TR = inf{t > 0, IBt - zl = R}. On a la proposi t ion suivante: 

Proposition 10 La loi conditionnelle de DT"(B) sachant {T~ < TR} converge vers 
~ lorsque R ~ ~ et r ~ O. Plus prbcisbment, il existe une constante k~ telle que, 
pour toute fonction mesurable born~e F de ~ dans ]R, 

log log R 
m IE(F(DTzR(B))IT~ < T R ) -  ~f F(C)d~l(C)l  <= klllFII l ogR  

uniformbment pour r < ( logR) -1. 

Preuve. remarquons  tout  d 'abord  que sur {T~ < TR} on a TR = T~. Comme 
l '6v6nement {Tr < TR} est ffTr-mesurable,  on peut  utiliser la propri&6 de 
Markov  en T, et appliquer le r&ultat  de la proposi t ion 2 pour  obtenir  l 'estimation 
suivante 

p(c~,p" (~lll,r,R, ff//2,r,R) =[= C~' cc(a//1,r,R, d~12,r,R)JTr < TR ) ~ k l o g l o g R  
log R 

I1 nous reste fi 6tudier le point  de d6part  sur le cerele unit& Utilisons l'inter- 
pr6tat ion du proeessus de Bessel de dimension 3 comme mouvement  brownien 
"condit ionn6 ~t ne pas atteindre 0". On obtient  que, condi t ionnel lement  

{T~ < Ta}, (logR - Xu, u < a') est un processus de Bessel de dimension 3 issu de 
l ogR  - logJz[ et arr~t6 ~t son temps d'at teinte de l ogR  - logr.  On a alors 

log(R/r) sinh(nlog(R/Iz[) 
E(e~"Y~ < TR) = E(e-n~'/2IT, < TR) -- 

log(R/[z[) sinh(nlog(R/r)) 
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en utilisant la formule de la transform6e de Laplace du temps d'atteinte d'un 
processus de Bessel de dimension 3 (voir par exemple [RY]). Alors, pour R > e, 

Rlnl 
IE(d"Y~ I T~ < TR)[ <= (R/r)l,i _ (R/r)-I.I (1 + Ilog rl/llog R[) 

[logrl~ rl.i 
=< 2 1 + logRJ  

et pour toute fonction F~ mesurable et born6e sur le cercle unit6, la d6composition 
en s6rie de Fourier de F~ implique que: 

2= x - , r  (1 logRj'll~ Ig(g~(d"r~ < TR) -- (2r0 -* f tl(e~~ < 2lIfxl[ ~ + 
0 

Comme dans le cas sans conditionnement (preuve de la proposition 5), on obtient 
alors finalement: 

IE(F(Df"(B))I T~ < TR) -- f F(C)d~r (C)l 

F [3k l~176  ~ - r (  Ilog r l ~  
s k logR + 2  _ 1 + 

log log R 
_-< I l V l l k l -  

log R 

uniform6ment pour r __< [log R[- 1, La d6monstration est ainsi achev6e. 

On peut noter que comme P(T1/logR < TR)g-*~ 1, la proposition pr6c6dente 

entra~ne imm6diatement le r~sultat suivant: 

Corollaire 11 La loi de D["(B) tend vers la loi 5f l lorsque R ~ oo. 

3.3.4 Remarque sur la composante connexe non-born&. Nous allons exploiter les 
r6sultats pr6c6dents pour obtenir quelques informations sur la composante conne- 
xe non-born6e du compl6mentaire de la courbe brownienne. Si Z d&igne un 
mouvement brownien plan issu de 1, 1/Z est un mouvement brownien plan chang6 
de temps. La composante connexe non-born6e du compl6mentaire de la trajectoire 
de Z, que nous noterons C~(Z),  s'identifie avec l'ensemble des inverses des points 
de la composante connexe Co(1/Z) pris fi un temps convenable. On d6finit 
Tr = inf{t > 0, IZ~I = r}. On a alors le r~sultat suivant qui est une simple con- 
s6quence de la remarque pr6c6dente et du corollaire 11. 

Corollaire 12 La loi de D(1/Cr~,(Z)) converge vers la loi ~1  lorsque r ~ O. 

Remarquons que ce r&ultat peut &re obtenu directement en d6composant IZI au 
voisinage de son maximum sur [0, TR]. On peut 6galement remarquer qu'un simple 
argument de scaling montre que D(1/C~(Z)) converge en loi lorsque t ~ oo vers 
D(1/C~(B)) off Bes t  un mouvement brownien issu de 0. 
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3.4 Liens avec le lacet brownien 

Le but de ce paragraphe est d'&ablir le r&ultat suivant: 

Proposition 13 La loi 5~i s'identifie avecla loi de la renormalisation (par D) de 
l'inverse de la composante connexe non-born~e du complbmentaire du facet brownien 
plan standard. 

Preuve. Darts un r6cent travail Pi tman et Yor ( [PY] ou [PY2], voir aussi [Y] ) ont 
montr6 que si (ri(u), u < 7"1) et  (rZ(u), U ~ r 2 )  d&ignent deux processus de Bessel de 
dimension 2 arr&& en leurs temps d'atteinte de 1 alors le processus R obtenu 
heuristiquement en recollant r i e t r  2 dos-~-dos et en renormalisant "convenable- 
ment" est un pont de Bessel de dimension 2 standard. Plus pr6cis6mem R est d6fini 
par: 

1 T~ 
- r i lorsque s < - -  

Rs ~ + T2 s(T~+ T2) = T1 + T2 

et 

_ 1 r~l T 2  ) lorsqur 1 -- s < T2 R l - s  ~ ~ -  -s)(Ti + = Ti + T2 ' 

On peut interpr6ter ce r&ultat en terme de mouvement  brownien plan et de lacet 
brownien: Si (B~, u ~ Ti) et (B 2, u ___< T2) dhsignent deux mouvements browniens 
plans issus de 0 arr&6s en leurs temps d'atteinte du cercle cg(0, 1), on construit le 
processus )~ obtenu en recollant B 1 et B 2 dos-~t-dos; plus pr6cis6ment: 

)~. = B~ lorsque u < Ti 

et 

2u_T, = ~ B 2 2 _ ( u _ T i )  lorsque Ti < u < Ti + T2 

B i /B 2 Otl ~ = Ti / T2. 
On d6finit alors la renormalisation X de )~ de la facon suivante: Pour  0 _< s ___ 1, 

1 ~ 
X s  - -  Xs(T1 + T 2 )  �9 

+ T2 

En 6crivant la d6composition en produit semi-direct de B i e t  de B 2 et en appli- 
quant le r6sultat de Pi tman et Yor ~t [B 11 et/B2I, on obtient facilement que 

Xs = Rsexp(igoa~) 

off R est un pont  de Bessel de dimension 2 standard, go un mouvement  brownien 
lin6aire issu de 0 ind6pendant de R et 

As = 
dt 

o (R,) 2" 

X est alors un lacet brownien plan standard. 
Nous allons maintenant identifier la loi de l ' inversede la composante connexe 

non-born& du compl6mentaire de la trajectoire de X avec la loi ~ai: On a (ce 
r&ultat connu figure par exemple dans [LG3],  proposition 1.1, (ii)) 

IB~,-.I -- exp( - W~)  
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off A, 1 = inf{v, f ~ e x p ( -  2W~) dw > u} et off W I est un processus de Bessel de 
dimension 3 issu de 0. 
On en d6duit alors que 

BI~-u = Bllexp( - W1A~ + i0)4~) 

Off 01 est un mouvement brownien lin6aire issu de 0 ind6pendant de W ~ et de B~.  
Exactement de la marne manidre (avec des notations similaires) on a 

2B~- _~ = B l e x p (  - W ~  + iO~). 

On a alors 
{1 /2 . , o  <_~ <_ I"1 + r ~ }  

= B 1 x 1 �9 1 0 }  k_) �9 2 0 }  . { r~e p(W~ + tOw), w > {B~hexp(W ~ + t0~), w > 

Comme B 1  suit une loi uniforme sur le cercle unit6, cette 6galit6 permetd'identifier 
la loi de la composante connexe contenant 0 du compl6mentaire de 1IX avec la loi 
~ ,  ce qui ach~ve la d6monstration de la proposition 13. 

Remarquons que ce r6sultat permet de mieux interpr&er le corollaire 12. En 
effet une simple application du r6sultat de Pitman et Yor montre en effet que 

Z , r ;  0 _< u _< 1 

converge vers le lacet brownien lorsque r tend vers 0. 

4 L'ensemble des composantes connexes du compl6mentaire d'une 
courbe donn6e 

4.1 Introduction. Notations 

On s'int6resse dans cette pattie/t  l'ensemble des composantes connexes born6es du 
compl6mentaire de la trajectoire brownienne plane Bto ' 11. Pour cela, il faut intro- 
duire une renormalisation intrins~que. En effet s i x  et y sont darts une m~me 
composante connexe, El(B) et E~(B) ne sont ~gaux qu'fi une translation pr+s 
(rappelons que E~(B) d6signe la renormalisation de C~(B) - y par son diam6tre). 
On d6finit ~ '  l'espace quotient de cg par les translations et les homoth6ties du plan 
que l'on munit de la tribu induite par Y.  On peut par exemple repr6senter chaque 
classe de cg, par un ouvert simplement connexe de diam6tre 1 dont "le plus haut des 
points les plus/t gauche" de sa fronti6re est 0. (g' correspond fi l'ensemble des formes 
des composantes connexes. On notera K~ la classe d'6quivalence de C~(B) dans cg,. 
On notera 2'2 la loi induite dans off, par la loi 2'1. 

On num6rote les composantes connexes born6es du compl6mentaire de 
Bto, 1] par aire d6croissante: 

ICl l  > Ic21 > " "  > IC.l_-> . . .  

et on note Kn la classe d'6quivalence de C. dans cg,. Nous allons 6tudier le 
comportement de la loi 

n 

lorsque n --* oo et plus pr6cis~ment, on va montrer dans cette partie le 
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Thbor6me 14 Pour toute fonction F mesurable born& de cg, dans 1R on a p.s. 

F(K1) + "'" + F(K,) ,-~% 17 
n 

o~t ~ = f F(K) d~.~2(K). 
cg, 

Bien que les r6sultats obtenus soient diff6rents, la d6marche que nous allons suivre 
pour  d6montrer ce th6or6me est proche de celle de [Mo] et de [LG]  pour la 
d6monstration des th6or6mes qui donnent des informations sur le nombre de 
composantes connexes d'aire donn6e. Nous utiliserons dans cette partie certains 
des r6sultats de [LG]  auquel nous renvoyons le lecteur pour une preuve d6taill6e. 
On pourra  remarquer que te cas particulier F = 1 des propositions 18 et 20 donne 
exactement les estimations 3.1 et 3.2 de [LG].  

4.2 La d~monstration 

4.2.1 Notations. Nous allons tout d 'abord nous restreindre au cas off F > 0. Le 
r6sultat dans le cas off F est quelconque en d6coule imm6diatement. 

Soit 2 < 1 fix& Pour  a < fl, N~ d6signera le nombre de composantes connexes 
de C\Bto ' 1j d'aire strictement sup6rieure ~i ~a2 et N~.~ = N,  - N~ le nombre  de 
composantes connexes d'aire comprise dans ]zt~ 2, nfi2]. Pour  e > 0, on d6finit 

off par convention, C~ = C~ et K~ = K 1. 
On a alors (car F > 0), 

1 .=N~o 1 
f F(K~)dx <= ~ F(K.)< f F(K~)dx. 

7~2 ~e n=N~+l = 7L~282 q/~ 

Nous allons 6tudier le comportement  de f<F(Kx)dx lorsque e ~ 0 pour en d6duire 
le th6or6me (4.2.5). Pour  cela, nous allons estimer t'esp6rance et la variance de 
f~f(K~)dx (4.2.3 et 42.4). Nous allons tout d 'abord 6tablir quelques r6sultats 
pr61iminaires. 

4.2.2 Rksultats pr~liminaires. Dans ce paragraphe X d6signe un mouvement  brow- 
nien dont le point de d~part suit une loi uniforme sur le cercle unitb, r et R des r6els 
tels que 0 < r < I < R. On note C R =  CT"(x) avec TR = inf{s > 0, IXs] = R}. Eta- 
blissons tout d 'abord le lemme suivant: 

Lemme 15 II existe M > 0 tel que 

P(CR r ~(0,  (log R)M)) = O((1og R)-  lo). 

Preuve. cette estimation qui figure 6galement dans [Mo]  et [LG]  est une simple 
application du lemme 3. Si TR' = sup{t < TR, [Bt[ = 1}, on a 

P(C(logR),~ es t  non-born6e ) 

N p(C~oT',,og~,M,T,,o,~,~l(X) est non-born6e) 

= < (logR) -~t~ , 
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car (X.+r,,,o,.,.ue[O, T(logg)~ - r[logR)~r]) a m~me loi que le processus ag (de loi L), 
arr&6 en son temps d'atteinte de (log R) M. Ceci se v6rifie ais6ment en utilisant les 
liens entre la derni6re excursion d'un mouvement brownien avant un temps 
d'atteinte et Ie processus de Bessel de dimension 3 expos6s par exemple dans [RY], 
chapitre 6. 

Rappelons que pour toute fonction F mesurable born6e de cg, dans IR, 

On d6finit 

F = f F(K)d~2(K). 

VV(r, R) = E(llc.i __< =,2F(KR)) . 

On a le  

Lemme 16 Lorsque R -~ 0% on a 

logr ~ o ( l o g l o g R ~  
C e ( r , R ) = / ~  + 1 o ~ / ~  + \ logR ] 

uniform~ment pour loglog R < Ilog r[ =< 2(log R) 1/2. 

Preuve. on a {]CR] < rcr 2} c {T~ < TR}. Si T. < TR alors Ta = T~ et donc 

P({T~ < TR}\{ICRI < nr2}) 

= P({Tr < TR et ICRI > ~r2}) 
T r 

< P(Co"(X) r ~(0 ,  r) et T~ < TR) 
T r 

<-_ P(Co"(X) r ~(0 ,  r)) 

o ( l o g l o g R ~  
--< \ log R ] 

ind6pendamment de r < 1/20 d'apr6s (3). On a alors 

_re(r, R) = E(llc.i =< ,~,2F(KR)) 

F O/ l~  log R'~ = E(1T,<T~F(KR)) + ~ ~ ) 

f O/ log  log R'~ = E(F(K. )[T .  < TR)P(Tr < TR) + . ~- ~ -] 
/ 

= e + i ) )  1 + logR- logr /+  ) 

=i(1+~;+ \ ~  / 
en utilisant la proposition 10, puis le fait que log logR < Ilogrl < 2(logR) 1/e. Le 
lemme est ainsi d~montr& 
Rapplons que l'on s'est fix~ 2 e ]0, 1 [; on d~finit 

QF(r, R) = FF(r, R) -- FF()~r, R) = E(l~2r~ < IC~l ~ ~r2F(KR)) - 

On a alors le ddveloppement asymptotique suivant: 
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Lemme 17 Lorsque R ~ 0% on a 

QV(r, R) 
Fllog2[ o / l o g l o g R )  

logR + \(-~oog R - ~ /  

uniformkment pour log log R < [log r[ < (log R) 1/2. 

Preuve. Nous allons comparer Qe(2r, R) et Qe(r, R) .  Nous en d6duirons ensure le 
lemme. 
On a toujours CR c CaR (car 2 < 1). Alors, 

[QV()~r, 2R) - QF(2r, R)]  

< IIFIIP(CR 4: CaR et 7c)[4r 2 < [Ca] ~ g)v2r 2 et ICaRI > ~,tEr 2) 

+ ]IFIIP(CR * CXR et 7tX4r 2 < IC~RI _-< 7cj-2r2) �9 

Mais, 

P(CR oe CaR et ~)~4r2 < [C2g[ ~ /~,~2r2) 

< P(CaR • ~(0, (log R)M)) 

+ P(infm. .r . lB < (logR) M et z~24r 2 < [CAR[ < ~22r 2) 

< 0 ((log R) -10) + 0((logR)-1)P(7~24r2 < ICaRI) 

< 0 ((log R)-  3/2) 

d'apr4s les lemmes 15 et 16 (dans le cas F = 1, celui-ci entraine que 

P(zc24r 2 <[CaR[) = 1 -- Fl()~Zr, 2R) = O((log R)-1/2) 

uniformOment pour tog log R < llog rl =< 2(logR)1/2). 
D e  mOme, en utilisant les lemmes 14 et 15, on a: 

P(CR # CaR, g.~4r2 < [CR] ~_~ 7z22r 2 et [CaRl > ~J-Zr2) 

< P(CR ~ CaR, CaR c ~(0, (log R) ~t) et [CAR[ > ~22r 2) 

§ O((log R)-  10) 

<= V(inft~m.,T.~Bt < (logR) ~t et ]C~R] > rc)~2r 2) + O((log R) -1~ 

= (1 - Fl(2r, 2R))P(inft4T.., T.1Bt < (log R) M) + O((log R) -10) 

=< O((log R ) -  3/2) 

et donc finalement, 

1Qr(2r, 2R) - Qe(2r, R)I <-_ O((log R)-  3/2). 

Par ailleurs, on a par scaling Par ailleurs, on a par scaling 
C (l_oi)~_ a c,[T~, T~R ] 

R - -  "~ ~'~0 
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et donc 
Qr(r, R) = E(F(K[o T~' T~I) l(g24t.2 < ]c[Ta, TzZRl] ~ rc,~2r2)) . 

Lorsque ICzRI <= nr 2, alors Tz < TaR; on a donc 

IP(rz < rzR)Or(r, R) - QV(2r, 2R)I 

= IP(T~ < Tz~)E(F(KtoT~'~"~)I(n,~r 2 <= ICto T~' T~"~I <= ~,~2r~))- Q%~r, 2R)[ 

_-< [E(I(Tz < TzR)F(KtoT~'TI"])l@24r 2 <= ICtoT~'T~"]I < 7;,~2F2)) 

- E(I(Tz < Tzg)F(Kto~ 2 < ICt00'T~"]l _-__ rc22r2))l 

< 21lFHP(Ctor,,r~.]. C[o~ 

< 211F[IP(C~R r ~(0,  2)) 

IlfllO((1 g e )  -1~ < O 

d'apr6s le lemme 15. 
On a alors finalement, puisque P(Tz < TAR) = 1 + (log2)/1ogR, 

1og2~ 3/2) 
QF(2r, R) = Qr(r, R) 1 + logRJ + O((logR)- 

uniform6ment pour log log R < Ilog rl _-< 2(logR) 1/z. 
Nous allons maintenant en d6duire le lemme. Soit N la partie enti6re de (logR) 1/2. 
On a alors, 

k=N 
QF(2kr, R) 

k= l  

= (N + 0 (N2/log R)) Qe(r, R) + NO (log R)- 3/2) 

= N (1 + 0 ((log R)-  1/2)) Qr(r, R) + NO ((log R)- a/2). 

d'apr6s le lemme 16, on a (uniform6ment pour l o g l o g R <  Ilogr]-< Mais 
(log R) 1/2), 

On a donc 

k=N 
QF(2kr, R) = FF(r, R) - FP(2Nr, R) 

k= l  

mog lf o(!Oglo_gR) 
= logR + \ logR J'  

[log 21ff ( log log R'~ 
QF(r'R)(1 + O(( l~  logR + O ~ j ,  

et en particulier Qr(r, R) = O((log R)-1). On a alors 

Q r ( r , R ) -  [log2l/7 o ( l o g l o g R ' ]  
logR + \(logR)3/zJ ' 

ce qui d6montre le lemme. 
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4.2.3 Etude de 
suivante: 

Proposition 18 
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l'espdrance E( f~F(Kx)dx) .  Nous allons 6tablir la proposition 

E ( f F ( K ~ ) d x )  n[l~ ~floglloge['~ 
: [loge[ 2 + u L ~ ) "  

Preuve. la preuve est analogue/t  celle du th6or~me 3.1 de [LG]. On d6finit 
5(e) par 

5 exp( - [log5[ TM) = ~. 

On pose R [logS[ -4, Cx = [Ta, T~]( = Cx tB) et on note Kx la classe d'6quivalenee de 
Cx dans cr 
Notons que [logS[ = ] loge[-  [loge[ TM + o([loge[~/4). On a 

IE( lx~f( / (x) )  - E(I(T~ z ~,lcxl ~ [=2:~,  =~2])F(Kx))l 

< 21IFII(P(Ta < 1, ICxl 6 Ere2% 2, ne2], Cx # (~x) 

+ P(T~ < 1, ICxl 6 [=;~2 =~2], cx # cx)) 

logIlog6] 

--< '~ I~og~ ~(~) 

off ~h est une fonction int6grable (of. [LG, majoration des termes de (3b)J). 
On d6finit h(z) sur le cercle unit6 par 

h(z) = Ez(l(Tz)~2r 2 < ICRI _-< n r 2 ) F ( K R ) )  

pour r = e/5 et R = [log5[-4/5. En fait, h(z) est d6fini comme 

QF(e/& ]log 51- s/6) 

mais pour un mouvement brownien issu de z. On a imm6diatement 

2~ dO 
QF(e/6, Ilog 51-4/6) = f h(d ~ - - .  

o 2~z 

On d6finit alors 

Q~(e/~, ]log ~]-4/~) = E(h(Z)l Ta ~ 1) 

o6 Z = 6-l(Br,  - x). 
D'apr6s la propri6t6 de Markov en T~ et un argument de changement d'6chelle, 
o n  a 

I1 nous faut maintenant comparer QF et Q[. On a l e  lemme suivant: 
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Lemm e  19 Pour tout 6 < 1/4 et pour tout Ix] > x ~  on a ~F(: ,log~,-4) .(~ 11og21-4) 
P ( T a < I )  Qa , - Q  , 

<= 4P(T,/a <= 1 ) l l f K f 6  �9 

Preuve du lemme. Rappelons que Z = ~-I(BT, -- x ) .  On note  ct l 'argument  de x. 
D 'apr& la d~composit ion en skew-product  de B, - x, on a Z = exp(iY~(a)) oti Yest 
un mouvement  brownien issu de - c~ et off a(c~) est le temps d'atteinte de log6 
par  un mouvement  brownien issu de loglxl ind~pendant de Y. Soit ~ ' (6)=  
a ( 5 ) -  ~ r ( ~ )  . On a alors pour  tout  entier non-nul n, et pour  tout  6 tel que 

x / g  < Ixl, 
[P(T~ < 1)E(ei'ZI Ta < 1)[ = IE(ei"Zl r,<l)l 

= IE(e-"~(~)/21ro< 1)[ 

< E(e-"2'~'(a)/2)p(T/-~ < 1) 

__< < 1) 

car o-'(~) et T / a  sont inddpendants. 

Comme dans le 3.2.2, on 6crit la d6composit ion en sdrie de Fourier  de h et on 

remarque que, pour  tout  x ~  < 1/2 ~f(~ [l~ -4) Qe(~ 'l~ -4) 
P(Ta< 1) Qa , - , 

1) E(h(Z)/Zo 2= . dOI 
= P(Ta < < 1 ) -  o f h(d~ ~ 

<= IIFIIP(T/z < 1) E x/~1"1 
n4-0 

< 411FIIP(T4a < 1)~f6 

ce qui d6montre  le lemme. 
D 'ap r& les estimations pr6c6dentes et le lemme 19, on a 

E ( I ~ v F ( K ~ ) ) -  P(Ta < 1)Qe(~,  
IlogSI 5 - 4 )  

logflog 51 1) I l f l l ~  
< IlfJl~P(x) ilog~l ~ + 4P(T/5 < 

On notera  Sa la saucisse de Wiener de rayon 6 associ6e & B[o, 11 (rappelons que 

Sa = w ~1o, l~ (Bt ,  6)). En int6grant l'in6galit6 par rappor t  ~t x sur IR2\@(0, x ~ ) ,  on 
obtient: 

^ / log l log  51'~ 
< cJ~, (1~g63 ~ ) + O(,f6)g(IS/sl) + 411F/l~ �9 
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Mais d'apr6s le lemme 17, 

F(Sl log~]  - 4 )  /711og21 ~flogllogf, '~ 

et de plus E(IS~[) = rc/llog6] + 0(llogb1-2) (voir par exemple [LG2], chapitres 6 et 
11); on a donc finalement: 

E I'~ f F(g~)dx'~ _ ~[log 2 ]log 61 ~ 1 1 7  + ~ fl~176 161"~ 

La propri6t6 18 est ainsi d6montr6e. 

~zllog 21ff ~[logllog 51"~ 

ilogsi ~ + u ~ ~ ) .  

4.2.4 Etude de la variance de f%F(K~)dx .  Par commodit6 d'6criture, on notera 
parfois 

X~ = f F(K~)dx. 

On a l'estimation suivante: 

Proposition 20 Lorsque e -~ O, on a 

var(X~) = O([log el- 11/2). 

Preuve. l'id6e de la d6monstration est de d6couper la trajectoire B~0,11 en deux 
(B[o,1/2 ] t.)B[1/2,1]) afin d'obtenir une relation entre les variances de X~ et de 
X / ~  (obtenue apr6s scaling pour chacune des deux portions de trajectoires). On 
pose, pour 0 < t _< 1 

B/  = Bt - B1/2 

et pour 0 < t _< 1/2, 

B~ = B1/2+t - B1/2 = B'l/2+t et B 2 = B1/2-t - B 1 / 2  = B'l/2-t �9 

On associe/~ ces trois processus les composantes connexes Cx', C~, C 2 et leurs 
classes d'6quivalence correspondantes K;, K~, K 2 ainsi que les ensembles og;, J//~, 
0g{ et les variables al6atoires X~, X~, X~. Remarquons que C x ' - x  = ( C ~ -  x) 
V(C~ - x) (avec les notations de la partie 2) et que X~ = X~'. Nous allons tout 
d'abord montrer l'estimation suivante: 

Lemme 21 Lorsque 5 --+ O, on a 

E((X; - X~ - X2) 2) = O(llog 51-11/2). 

L'id6e de cette ~tude est de voir que lorsque 5 ~ 0, on a asymptotiquement 
~#; = s//~ w ~/G z et que pour x ~ ql~, on a en g6n6ral K~, = K~ et de marne pour 
xs~g 2, K" = K 2. I1 en d6coule alors que X; est proche de X~ + X 2. 
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Preuve du lemme. Remarquons tout d 'abord que 

IX; - x~ - X~l 

<= f F(K'~)dx +[ 
q4\(qz~ u ~ )  

f F(K'~)dx +l f F(K'~)dx 

W. Werner 

Or 

( f (F(K'~)--F(K~))dx) 2 

= f (F(K') -- F(K~))(F(K'y) - F(K~))dx dy 

4IIFtl 2 f 1K'#Kl lK ' ,K~dx  dy 

= 411FII 2 f 1 c'~ 4= c'~ 1 c; 4= c ~, d x  d y .  

1 
F(K'~)dx + [ f (F(K'~) - + F(K1))dx 

+ ~i (F(K') - F(K2))dx p 

Nous allons majorer les moments d'ordre 2 de chacun de ces termes. On a 

~;\(~f~u~)~.~ F(K')dx + f F(K')dx + f F(K'~)dx 

+ f F(K')dx 

1 t 2 l 

Or les moments  d'ordre 2 des termes de droite sont exactement ceux &udi6s dans la 
d6monstration du lemme 3.3 de [LG].  Les estimations obtenues sont: 

/ 1 1 1 2  2 t 2  e ( l~ , \ (~ .  ~. :~)12 + I ~  \ ~ d  + I ~  \:~1 + I~ :~ :~12) 

= O([log ~[- 11/2). 

Grace ~ un argument de sym6trie, il ne nous reste plus qu'fi 6tudier 

E( ~ i (F(K~') - F(K~))dx 2) " 
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Par ailleurs, pour 6(e) et R(e) d6finis comme pr~c6demment (rappelons 
R = R(e) = Iloge[ -4 et e = 6exp( - Ilog5[1/4)), on a, 

< fP(xeS~ et C, r N(x, 6))dx 
R2 

que 

< fe(T~(x) < Ta(x) < 1, Cx r ~(x, ,5))dx 
R2 

+ fP(T~(x) < 1 ~ T~(x))dx. 
p.2 

Mais d'aprds le lemme 15 et en utilisant la propri&6 de Markov en T~, 

f P(T~(x) < T~(x) < 1, C~ r N(x, 6))dx 
~2 

De plus, 

On a donc 

On a alors 

< fP(T,(x) < 1)P(C~ r"r;~ r ~(x, 6))dx 
]R2 

=< O(llog el- I~ 

< O(llogel- 1~ 

f P(T,(x) < 1 < T~(x))dx < f P(B~eN(x, R))dx 
~2 R2 

O(R 2) ~-- O(llog el- 8). 

E(flc~r 
% 

E f , c~ lc; 4: c~dx ((%,)2 lc; dy) 

E f lc'x,cllc~,c~lc~(x/,)etC~c~(x,~)dx dy + O(lloge1-8) 

e f lx~s~ly~s~dxdy + O(lloge1-8) 

off S 2 ddsigne la saucisse de Wiener de rayon 5 associde fi Btl/2 ' ~. L'intdgrale du 
terme de droite est majorde dans (3.g) de [LG]. Cette majoration implique 
alors que 

E( f (F(K')-F(K~))(F(K'y)-F(K~))dxdy)=O(llogeI -'I'2) 
(~)~ 

ce qui achdve la ddmonstration du lemme. 
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Nous  allons maintenant  en d6duire la proposi t ion 20. On a 

vat(X;) 1/2 < E((X~ - E(X~) + XZ~ - E(X2))2) 1/2 

+ E((X; - X ~  - X ~  - e ( X ;  - X ~  - X ~ ) ) 2 )  1/2 

< var(X~ + XZ~) I/z + E((X'~ - X~ - X~)Z) 1/2 

< var(X~ + X2) 1/2 + O(llog el- ~ i/4). 

ov I ( ~ ) v  Mais on a par scaling . . . .  ~ - ~ j ~  (car les "formes" des composantes connexes 

sont invariantes par scaling). Comme X~ et X~ sont ind6pendants,  on a 

(varX~) 1/2 =< 2-1 /Z(varX/~) l / z  + O(llogel- l l /4)  . 

On en ddduit immddiatement  (varX~) ~/2 = O(llog el- 11/4) et la proposit ion.  

4.2.5 Fin de la preuve du thkorkme 14. Nous  allons maintenant  finir la d6monstra-  
tion du th6or6me 13. D'apr6s la proposi t ion 20, on a 

n > l  

et donc p.s., 

Mais d'apr6s la proposi t ion 18, 

donc, p.s., 

nFllog 2] 

(log 2") 2 f F (Kx)dx  "-~ ~, rcffllog 21 �9 

et donc (Cdsaro) 

1 
v =2 22P (log 2") ~ (log,lP)2f~,~, F(K(x ) )dx  

v= 1 22V(l~ 2;) 2 

Le cas particulier F = 1 donne 

v = 1 22v (log 2v) 2 ( og 2P)2lq/~l 

v = 1 22P (log 2v) 2 

~_~' zcllog 2IF �9 

p.s.  
,~ d nllog 2,1 
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et doric, en  fa i san t  le r appor t :  

1 
-~f~z F(K(x))dx 

p = l  

" 1 

Mais  d ' apras  l ' e n c a d r e m e n t  vu  en  4.2.1, on  a 

i 1 F(K(x))dx 

1 

p.s. ) ?  . 

p=Nan+ 1 

Z F(K;) 
,Q p=N~+ 1 

= N , .  + ~ - N l  

1 
< 

" 1 
~i ~ f ~  F(K(x))dx 

n 1 
f ,  x 

O n  a d o n c  f ina lement :  

p= N, tn p= Nan 

F(K,) E F(Kv) ( 
p ' = N ~ + !  _ _ .  2 2 (  < l i m i n f  p : s ~ + i  < li --< 1~2 

= ,,-~oo N , .  - Nz = m s u  Nx,, - N~ 

I1 reste /t 6 tudier  le c o m p o r t e m e n t  de N~. lo r sque  n t e n d  vers l ' inf ini  p o u r  en  
d6dui re  le th6or6me 14 (nous  a l lons  m o n t r e r  que  N~. t end  vers l ' inf ini  su f f i s ammen t  
len tement ) .  D ' a p r &  [ L G ]  o n  sait  que  p.s. 

N~.  = O ( n - 2 2 - n )  , 

et que  Nz. + ,/Nx. t e n d  p.s. vers  2 -  i l o r sque  n t end  vers l ' infini .  O n  en  d6dui t  a lors  

p=Nan 

Z F(K,) 
2 3 (  < l im inf  v = i 

n--+m N.zn+ l 

p = N  

E F(Kp) 
_< l im inf  p = 1 

N+o~ N 

p = N  

F(K,) 
< lira sup  p = i 
= N - ~  N 

p~N~ n+ ' 

F(I%) f 
l i m s  p = 1 < up  < - -  

= n 0o N ~ .  = ~ 3 "  

C o m m e  ceci est v6rifi6 p o u r  t ou t  2 < 1, o n  en  d6dui t  le th6or6me 14 d a n s  le cas off 
F est une  f o n c t i o n  posi t ive.  Le cas g6n6ral  en  d~coule a lors  i m m 6 d i a t e m e n t ,  ce qu i  
ach~ve la d ~ m o n s t r a t i o n  du  th6or~me.  
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5 PropriOtOs de la loi limite 

Nous allons montrer maintenant deux propriOtOs de la loi limite. 

W. W e r n e r  

5.1 Invarianee par changement de pole 

Nous allons rapidement montrer que la loi 5fa est invariante par la transformation 
que nous dOcrivons ci-aprOs: on choisit un point x au hasard (uniformOment par 
rapport ~ la mesure de Lebegue) darts l'ouvert alOatoire D qui suit la loi ~ .  La 
renormalisation de D par rapport au point x (c'est /~ dire l'ouvert dist(x, D~) - 
(D - x)) suit alors 6galement la loi ~ , .  

Proposition 22 La loi ~ 1  est invariante par changement de pole; plus pr6cis~ment, 
pour route fonction F mesurable born& sur c~, on a 

f F(D)d~I(D) = f d~e, (D) \di~(x-, D'jl ~ / / "  

oi~ dist(x, D ~) d&igne Ia distance de x au complbmentaire de D. 

Preuve. on d6finit G sur cg par 

G(D) = f F di~(7, 5 ~) [D~ 

Alors, si Best un mouvement brownien, si C~ dOsigne la composante connexe C~(B) 
et si Dx = D(C~ - x ) ,  on a 

f dxG(Dx) 
{x, lCd <= =~z} 

 xTz ) dz 
= f dx f \dist(z, (Dx)C)] IDol {x, lCxt < ne 2} D x  

F(D,) 
= f dx f ID~ldist(x, (Cx)C) z dy {x, IC:d _-< ~g2} Cx 

F(Dx) 
= f dxdy l(cx=c,) ID~ldist(x, (Cx)e) 2 

{x, lC,~ < ~2}2 

F(D,) 
= f dxdy l(cx=c,) ICxl 

(x, lC~ < ~2}2 

= f F(D,)dy. 
{y, lcyl _-< ~2} 

Nous allons maintenant montrer que 

.( , 
(x, lC~l ~ ~2} 

On sait que 

).o ,) F(D,)dy ~ E [C~I < Ts F(D)d~I(D 

{x, ICxl ~ n~ 2 } c {x, T~(x) ~ 1} . 
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et que pour  tout  x 4 :0  

on a donc p.s., 

2 e ~ 0  P([C~l < ne ).-vf(T~(x) < 1), 

I{x, levi ~ ~e2}l ~-A2 I{x, T,(x) ~ 1}1. 

On peut  donc  6crire (car E(IS~I) = O([ log  e l - 1 ) ) ,  

E(~x, lc~l(~,2 } F(Dy)dy) 

+ o(lloge1-1) 

= f dxP(Tjx) < 1)E(F(D~)I T~(x) < 1) + o([log el-1). 
N ~ 

D'apr6s le th6or6me 6, on a 

E(F(D,)I TJx) < 1) = f F(D)d~(D)  + tl~(e) 

off q~ v6rifie, pour  tout  x, 

et Iqx(e)l _-< 2[IFll. On  a donc  

en se servant du fait que 

~.(~) , 0  
e'-*O 

+ f dxP(T~(x) < 1)t/~(e) + o(llog~l -~) 
IN2 

- fF(D)d~(D) + o(llogel -~) 
Ilogel 

P(T~(x) < 1) ~ Ilogel-lh(x) 

off h est int6grable (voir par  exemple [LG,  lemme 1-2] ), qui entraine que 

Ilog el f dxP(T~(x) < 1)q~(e) > 0 
~ 2  e~O 

par  convergence domin6e. 
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Finalement 
/ 

rc fF(D)ds = li+m a E Qlog el f 
e 0 {x,lCx[ < rt~2} 

= lira E(llog el f 
e-+0 {x, IC:~l "~ 7~e 2 } 

= f6(D)d el(D) 
cg 

ce qui d6montre bien la proposition. 

F(Dy) dy)  

G(Dr) dY) 

5.2 Propridt~ de support 

Nous allons maintenant &ablir la propri6t6 de support suivante. 

Proposition 23 Pour tout arc de Jordan fermO d et pour tout e > O, la probabilit~ 
sous 5q2(K) pour qu'il existe un repr&entant de K dont la fronti~re soit incluse dans le 
voisinage We = Ux~a~(X, e) de l'arc d est strictement positive. 

Cette propri6t6 entra~ne alors imm6diatement le r6sultat suivant: 

Corollaire 24 Pour tout e > 0 et pour tout are de Jordan ferm~ d de diamktre 1, il 
existe presque sgtrement une infinit~ de composantes connexes C,p dont un re- 
pr&entant C',p de la classe Kc,p soit tel que 3C',, soit incIus dans le voisinage 
We = Ux~aN(x, e) de l'arc ag. 

Preuve du corollaire, c'est une simple combinaison de la proposition 23 et du 
th6or6me 14, pour la fonction F = l(~y~,,D = y + yea. 

Preuve de la proposition. Soient d u n  arc de Jordan de diam6tre 1 et e > 0 fix6s. 
Soient Xo et Yo deux points de d tels que [Xo - I'-01 = 1. Soit A l'int6rieur de la 
courbe eg; A est un ouvert simplement connexe. I1 existe deux points X~ et Ya de 
A tets que IX~ - Xol < ~ et I Y~ - Yol < */off ~ = e/10. Comme A est connexe, il 
existe un chemin continu L reliant X t  fi Y~ dans A. Soit # = dist(L, d) /2 ;  remar- 
quons que 0 < # < q/2. Soit Wu la composante connexe du compl~mentaire d e  
W u contenant X ,  et Y~. On a d i a m ( W , ) < l + 2 # _ < _ l + q  et diam(W,) 
=> I X ~  - I"-11 > 1 - 2 t / .  

Soit O 'e  Wu (par exemple O' = X0.  On pose r = dist(O', Wu) > 0. Soit R' un 
point de la fronti~re de Wu oti cette distance est atteinte. Alors il existe un 
point R de ag situ6 sur la droite (O',R')  tel que I R - O ' l = r + # .  De plus 
d c~ 9 ( 0 ' ,  r + #) = 0 (sinon dist(O', Wu) < r). 

On pose V~ = (W u - O')/(r + #). D'apr6s les propri6t6s de support  des lois des 
processus de Bessel et du mouvement  brownien plan, 

P(OC~~ ~) c V,) > 0 

si U 1 et U 2 suivent la loi L, et si 2 est une variable uniforme sur le cercle unit6 
ind6pendante de og~ et q/2. Remarquons que darts ce cas 

( 1  - 8q)(r + #)-* < diam(C) < (1 + 8~)(r + #)-  

et qu'alors 
C 

- O '  O ' .  diamC c W.+8. c W ~ -  
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Finalement, 

di~dmC = ~ - 0 '  > 0 ,  

ce qui ach~ve la d6monstration de cette proposition. 
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