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Résumé. Nous nous proposons d’étudier la forme des petites composantes conne-
xes du complémentaire de la trajectoire brownienne plane. Nous montrons I’exis-
tence d’une loi limite de cette forme. De plus, nous obtenons un théoréme limite qui
montre que la donnée de I'ensemble des composantes connexes correspondant
a une seule trajectoire suffit pour décrire cette loi.

Summary. We study the shape of the small connected components of the comp-
lement of a 2-dimensional Brownian path. We show the existence of an asymptotic
law for this shape. Moreover, we prove a limit theorem that shows that the family
of all the connected components of the complement of a single path contains all the
information about this law.
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1 Introduction

L’étude asymptotique du nombre de petites composantes connexes du comp-
lémentaire de la courbe brownienne plane a été 'objet de plusieurs travaux récents
([LG], [Mo]), motivés en partie par une question de [Ma]. Nous nous proposons
ici d’étudier la forme asymptotique de ces petites composantes connexes. Les
résultats exposés ici ont été annoncés dans une note ([We]).

Dans toute la suite B désigne un mouvement brownien plan issu de 0. Pour tout
t 20, on note C. la composante connexe de C\B([0, ¢]) contenant un point
z distinct de P'origine (qui est bien définie car p.s. z ¢ B([0, o0 [)) et on définit sa
renormalisation D. par rapport a la distance de sa frontiére 4 z par

D (€ —2) { Y- 2 ;yeCL},

~ dist(z, B(O, £])) _ |dist(z, B([O, £])

ot dist(z, B([0, 1)) = inf,qo 4|B, — |-
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Nous montrons, dans ce travail que la loi de D, converge lorsque t — oo vers
une loi ¥; que nous décrivons de maniére explicite; cette loi s’identifie avec la
renormalisation de la loi de l'inverse de la composante connexe non-bornée du
lacet brownien standard. Nous montrons aussi, que la loi conditionnelle de D% (&
temps t fixé) sachant I'événement {dist(z, B([0, £])) < ¢} tend également vers la loi
£, lorsque ¢ = 0.

Nous nous intéressons ensuite a Pensemble des composantes connexes bornées
du complémentaire de B([0, 1]) . On les numérote par aire décroissante:

ICiz|Clz2... 2ICI2. ...

Le théoréme 13 de cet article affirme que pour toute fonction F mesurable bornée
sur I'ensemble €, des ouverts simplement connexes bornés, invariante par homo-
thétie et par translation (c’est a dire qui ne dépend que de la “forme” de la
composante connexe), on a:

F(C)+... +F(C) »s | FOIZAC).

n no

Nous établissons aussi une propriété de support qui implique que pour tout arc de
Jordan o/, il existe p.s. une infinité de composantes connexes de €\ B([0, 1]} dont
les frontiéres ont (presque) la méme forme que <.

L’article est structuré comme suit: la seconde partie de cet article est con-
sacrée a la définition et 4 I'étude d'une tribu sur l'ensemble % des ouverts
simplement connexes bornés contenant Yorigine. Ceci nous permet de définir
des lois de probabilités sur cet ensemble. Dans la troisi¢me partie nous étudions
la loi des petites composantes connexes contenant un point z fixé; nous introdui-
sons en particulier la loi %, qui joue un role important dans ce travail.
La quatriéme partie est consacrée a I'étude de l'ensemble des composantes
connexes du complémentaire de la courbe brownienne. Dans la cinquiéme et
derniére partie nous établissons quelques propri¢tés de la loi limite que nous
avons introduite dans la partie 3.

Je tiens a remercier Jean-Frangois Le Gall qui m’a proposé ce travail et dont les conseils lors de
I’élaboration de cet article ont été trés précieux. Je remercie également Marc Yor et Omer
Adelman pour les discussions que j’ai pu avoir avec eux au sujet du paragraphe 3.4.

Notations generales employees

Dans cet article, nous identifierons souvent IR? au plan complexe. €(x, r) et 2(x, r)
désigneront respectivement le cercle et le disque ouvert de centre x et de rayon r.
dist(x, A) désignera la distance d’un point x du plan & un fermé A4. Si f est une
fonction définie sur le plan et A < R? une partic de celui-ci, f(A4) désignera
I'ensemble des images par f des éléments de 4. Lorsque une fonction (ou un
processus) X est définie sur un intervalle I, on notera X; = {X (i), icI} I'image de
I par X. La notation |X| sera réservée a la norme du sup (si I'ensemble de
définition de X est I, | X || = supy (| X ())).
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2 L’espace des composantes connexes

Dans cette partie, nous allons construire une tribu sur 'espace des ouverts bornés
simplement connexes contenant I'origine et étudier la mesurabilité de certaines
applications relativement a cette tribu. Ceci est indispensable pour définir une loi
sur cet espace commie nous le ferons dans les parties suivantes.

2.1 Définitions de la tribu

2.1.1 Notations. Soit €, I'espace des ouverts bornés simplement connexes du plan
qui contiennent l'origine. On définit

B = {U E:nl[zi~1= Zi]: nE]N\{O}, (ZO = 07 AT :Zn)e(Qz)n+1}

Pensemble des lignes brisées finies, & coins & coordonnées rationnelles, issues de 0.
_ Remarquons que # est dénombrable.
Lorsque L < IR?, on définit I'application i de % dans {0, 1} par

i(C)=1pcc .

Si S est un sous-ensemble de 'ensemble des parties de IR? on définit alors g, la
tribu engendrée par les applications iy, ou L parcourt S. On notera dans la suite
9 = F 4. Cest cette tribu que nous utiliserons dans toute la suite pour définir une
loi sur %.

Rappelons quun ouvert connexe de IR? est connexe par arcs et connexe par

lignes brisées & coins 4 coordonnées rationnelles. Nous utiliserons souvent ce
résultat dans la suite de cette partie.

2.1.2 Definitions equivalentes. Nous allons maintenant donner deux autres défini-
tions équivalentes de la tribu 4 qui nous serviront par la suite. On définit

A = {Lp, 1 L:[0,1] > R? L(0) = 0 et L est une application continue}
I'ensemble des chemins continus issus de I’origine et

B = {[x1, %1 + 1] x[x2, X2 + q], (x1, x2)eQ?, (r, (J)E(Q+)2}

I'ensemble des rectangles dont les coins ont des coordonnées rationnelles. Nous
allons rapidement montrer que

g-g'=g~gg”=97.

Comme # < %', on a 7 < J p. Réciproquement, si Le#’, grace au fait que les
ouverts considérés sont simplement connexes, on peut construire une suite L, de
lignes brisées “entourant” la frontiére de la composante connexe non-bornée de
C\L qui “converge” vers celle-ci telle que

i {1} = Unzo(Vmzwiz, {1} €7 .

On a donc finalement 94 = 7.
Pour x = (x4, x5)eQ? reQ™* et qe@Q™ fixés, on considére I'ensemble %, des
lignes brisées (J7-;[z;_1, z;] de & joignant 0 & x (Cest a dire telles que z, = 0 et
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Z, = X). Si R = [xq, x; + ] x[x3, x5 + q] est inclus dans P'ouvert borné C, simple-
ment connexe et contenant Torigine, alors il existe une ligne brisée 4 coins
a coordonnées rationnelles reliant 0 a x dans C et donc

ig '{1} = U Lear Gz H{1})

ou 4% ={L UdR, LeA,}. On a donc I 4. < 7.
Réciproguement, on montre de méme aisément que I < T4,

2.2 Mesurabilité de certaines applications

En vue d’applications futures, nous allons bri¢vement étudier la mesurabilité de
certaines applications définies sur €.

2.2.1 Pintersection. Si C; et C, sont deux ouverts de %, on notera C,;VC, la
composante connexe contenant 0 de C; n C,. On a alors C,VC,e% et

{LeB,i1(C,VC,y) =1} = {LeB,i(Cy) =1} n {LeB,i(C;) =1} .
V est donc mesurable de (4%, 7 ®7) dans (%, T ) .

2.2.2. 'homothétie. Pour r > 0 et Ce¥%, on définit rC = {rz, ze C}. rC est alors un
ouvert de % et pour Le#', on a ir(rC) = iy (C) . On définit une suite B,, de lignes
brisées de # entourant la frontiére de la composante connexe non-bornée de C\L
qui converge vers celle-ci lorsque m — co. On montre alors aisément que

{(I", C)EIR+* X (67 lL(rC) = 1} = Um>0 mp>0<quQ**[qa q + 1/p[>< le;}/‘l{l})

En effet, si L < rC, alors il existe m tel que B,, < rC et alors, pour tout p >0, il
existe geQ** nJr — 1/p, 7] tel que B,, < qC. .

_ Réciproquement, s’il existe xe L tel que X ¢ rC alors, pour tout m > 0, xeB,, ou
B,, désigne ici I'intérieur du complémentaire de la composante connexe non-bornée
de C\B,,. Comme B,, est ouvert, il existe p > 0, tel que pour tout ge@Q** n]r

— 1/p, r], on ait (g/r) Xe]§,,,. On a donc B, ¢ C/q.
Ceci prouve bien que lapplication qui a (r, C) associe rC est mesurable.

2.2.3 Le diamétre. Pour A = R?, on définit diam(A4) = supx, yjes2|X — ¥}. Alors
pour Ce%, on a diam(C) = suPreg ;i c)=1(diamL) et donc

{C, diam(C) > 0‘} = U{Le@,diam(iﬁ)>a}ig 1(1)
et le diamétre est une application mesurable de (¢, 7 ) dans R™.

2.2.4 La distance a [origine. Pour A < R? on pose dist'(4) = dist(0, °4)
= infy 4| X|. Pour Ce%, on a dist'(C) = inf ;.4 1 ¢ ¢;(diam(L)) et donc dist’ est une
application mesurable.

2.2.5 Les renormalisations. Lorsque Ce¥, on définit

c c
= @5t P9 = Gam©o

D(C)

Ces deux applications sont mesurables comme composées d’applications mesura-
bles.
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2.2.6 Les composantes connexes. Soit xeR? fixé. Si X est un processus aléatoire
continu Z-mesurable a valeurs dans IR? tel que p.s., x ¢ Xjo 5, on note C%(X) la
composante connexe contenant x du complémentaire de X, . Lorsque ¢ < ¢/, on
note C%*(X) la composante connexe contenant x du complémentaire de Xj, ;.
Lorsque C(X) est bornée, c’est un ouvert simplement connexe et (CL(X) — x)e¥%.
De plus, pour tout L = IR, on a {i,(Cy(X) — x) = 1} = {(x + L) n X{o.4 = 0} qui
est #-mesurable. On en déduit alors que 'ensemble {C(X) est non-bornée} = {il
existe une ligne brisée L a coins a coordonnées rationnelles reliant 0 4 I'infini au
sens de la sphére de Riemann telle que i (C%) = 1} est %,-mesurable et que la
variable aléatoire C%(X) — x est #;-mesurable sur le complémentaire de cet en-
semble.

Soient X* et X? deux processus aléatoires continus issus d’'un méme point, tels
que p.s., x ¢ Xfo +, U Xbo, 1,3 On définit alors C22(X*, X?) la composante connexe
contenant x du complémentaire de Xfo .U X, dans le plan. Comme
précédemment, la variable aléatoire C-'2(X*, X?) est mesurable sur 'ensemble
{C2(X?, X?) est bornée }.

Dans toute la suite, on notera:

DY(X) = D(CYX) — )
et
D) = D(CYX) - %)

lorsque ces ensembles sont bien définis.

3 La composante connexe contenant un point donné

3.1 Introduction et notations

Dans cette partie B est un mouvement brownien plan issu de 0 et z un point fixé
distinct de P'origine. Nous allons étudier la composante connexe C(B) condition-
nellement au fait que le mouvement brownien s’est approché prés de z avant t. Pour
tous réels R et ¢ tels que ¢ < inf(|z|, 1) et R > 1, on définit

T, =inf{t > 0,|B, — z| <&} et Tg = inf{t > T}, |B, — z| > R} .

Dans un premier temps, nous allons étudier la composante connexe CIlr en
utilisant la décomposition de |B, — z| au voisinage de son minimum sur [0, T%].
Dans un deuxiéme temps, nous appliquerons cette étude aux petites composantes
connexes a temps fixe.

La décomposition en skew-product de B, — z s’écrit

B, —z=-exp(X,, +iY,,)

ou A, =f}|B,—z %du et ou X et Y sont deux mouvements browniens
réels indépendants. Nous allons d’abord nous intéresser a (X4, ¢ < Tg) . On
définit

It = inf{X , , 5 < T} = log(inf{[B, — z|,s < T§}) .
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On définit alors les temps

o' =Ar, =inf{u 2 0, X, =loge},
inf{u, X, = I%} ,
A™ o) = inf{t, | B, — 2| = exp(I%)},

i

g

Lo
1 =inf{u > g, X, = logR} = Ay:,
p=1-0,
pg=0—0.
Remarquons que si x 2 1,
log x
logR —loge + logx

P(loge — I3 < logx) = (1)
Nous allons maintenant décomposer X au voisinage de son minimum. On pose
Bl=X,iu—X,pour0Zu<petB>=X,_,—X,pour 0Zu <y

D’aprés le théoréme de décomposition de Williams (voir [ Wi]), conditionnelle-
ment & I% = h, ' et B> sont des processus de Bessel de dimension 3 indépendants
arrétés au temps d’atteinte de logR — h pour #* et au dernier instant de passage en
loge — h avant le temps d’atteinte de logR — h pour %%

On prolonge #' et #* sur R* indépendamment de B et de telle sorte que #" et
28 restent indépendants (notons que p’ reste le dernier instant de passage de %2 en
loge — h avant le temps d’atteinte de log R — k). Conditionnellement a I = h,
#* et % sont alors des processus de Bessel de dimension 3 indépendants définis sur
R*.

On définit encore les angles correspondants ©} = Y, ., — Y, pour0 <u < pet
@2=7Y,_,— Y, pour 0 <u < p'. On prolonge également ces deux processus sur
R* en posant @},, = 0L+ I} et ©2,, =02+ TZ ou I'" et I'* sont deux
mouvements browniens réels indépendants et indépendants de B ainsi que des
prolongements de %! et de %°.

On pose alors %} = exp(#L + iOL) et U2 = exp(#Z + iO©Z) . On a alors finale-
ment

B,—z=(B,—2) Ws-,pourto<t=<Thet
B,—z=(B,,—z) Ui 4 pour T,=t=1o

et donc
DIZTH T (B) — eiY,cg,g’(%l, %2) )

De plus, % et %? sont deux processus indépendants de méme loi L issus de 1. Cette
loi L est celle d’'un processus exp(W, + iW,) ou W est un processus de Bessel de
dimension 3 issu de 0 et W’ un mouvement brownien unidimensionnel issu de
0 indépendant de W. On peut également noter que bien que leur loi conjointe soit
indépendante de ¢ et de R, les processus %' et % dépendent de ¢ et de R. Dans la
suite, on notera ¥R et #* %R lorsqu’il y aura ambiguité.

3.2 Etude de D7»T4

3.2.1 Etude des processus U et U*. Nous allons tout d’abord établir les deux
propositions suivantes.
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Proposition 1 La composante connexe CP*®(U*, U?) est p.s. bornée.

Dans toute la suite, on notera ., la loi de cette composante connexe (remarquons
que cette loi ne dépend pas de ¢ et R). On dira que la loi d’'un ouvert connexe

aléatoire Oy, converge vers la loi # lorsque h — 051 P(0,€%) 22% L etsi pour toute
fonction F bornée définie et mesurable sur €, on a

h—0

E(lo,es F(0R))— [ F(C)dZ,(C)

(I1 s’agit en fait d’une convergence en variation). On peut alors énoncer la

Proposition 2 La loi de la composante connexe C&? (U*-=®, U? *®) converge vers la
loi &, lorsque ¢ — 0 ou R — 0. Plus préecisement, on a les estimations suivantes: 1l
existe une constante k, telle que pour tout ¢ < inf(z|, 1/20) et R > 20

P(cs,p’(%l,s,R, %Z,S,R) 4: Cgo,oo(qll,a,R’ %Z,S,R))

. .{ loglogR logllogeé|
<
= klnf( IOgR 3 |10g 8| (2)
et
E . [ loglogR logllogé|
Tk < : 3
P(CIH(B) ¢ 9z, ) = kmf( logR " Jlogz] ¥

Ces deux propositions découlent directement de I'étude de certaines propriétés des
processus ayant pour loi L. Soit U, = exp(W, + iWW/') un tel processus. Rappelons
que W est un processus de Bessel de dimension 3 issu de O et que W' est un
mouvement brownien unidimensionnel issu de 0 indépendant de W. Pour tous
M = N = 0 on définit 7y = inf{t 2 0, W, = M} et uif = sup{t < 7y, W, = N}. On
introduit encore #, = inf;, ,W,. On a alors les résultats suivants:

Lemme 3 1] existe oo > O tel que pour tout M > 1,
P(C3(U) est non-bornée) < e~ M.
Remarquons que ce lemme entraine immédiatement la proposition 1.

Preuve. Cest une simple application du fait que Wy .5 et N+ W ., 5 sont

indépendants et ont méme loi (Ce résultat se déduit facilement de la propriété de
retournement du processus de Bessel de dimension 3 a4 un temps d’atteinte (voir par
exemple [RY], chapitre 6, proposition (3.9))). On a alors

P(C%» est non-bornée)
< P(Cl#" ") est non-bornée) P(CZ* est non-bornée)
= P(C¥ est non-bornée) .

On en déduit aiors le lemme en observant que grice aux propriétés de support de la
loi du mouvement brownien, P(C§ est non-bornée} > 0.

Lemme 4 On a, pour tous M > N, P(4,, < N)= N/M.

Preuve. ce résultat découle du fait que la fonction d’échelle du processus de Bessel
de dimension 3 est 1/x. :
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Nous allons maintenant prouver (2). Pour x = x(e, R) > 1 bien choisi, B se rappro-
che a ¢/x prés de z avant T avec une grande probabilité. En effet, on a, d’aprés (1) :
log x

P(Tyx > Tz) = P(Ik > log(e/x)) = logR — loge + logx '

Rappelons que conditionnellement & I = h, %* et %* sont indépendants et suivent
la loi L et que, p désigne le temps d’atteinte par #* du cercle #(0, Re™") et p’ le
dernier instant de passage de %2 sur le cercle €(0, ee *) avant le temps d’atteinte de
%(0, Re™ ™. Etudions tout d’abord Cj(#*). Nous allons montrer qu’avec une
grande probabilité (lorsque x est bien choisi) C4(#?) = 2(0, x) et CHU*) = C(UY).
On a

P(CR(") & 20, x)ou CE(#") + CE@Y)
< P(CH@Y) & D(0, x)ou Ui, o1 0 2(0, x) + 0)
< P(I} z log(e/x)) + P(C§(%") & 2(0, x) et [} < log(e/x))
+ P}y, 0 0 D00, x) % O et [% < log(e/x)) .

Nous allons majorer ces deux derniers termes (P (I = log(g/x)) est calculé plus
haut). On définit t}, et t3 les temps d’atteinte de M par %' = log|%*| et par
% = log|%?|. Lorsque Iy <log(e/x), on a p = thyree et donc p = ti,, et
P 2 TisgR~1oge; alors (d’aprés le lemme 3)

P(C8(#Y) & 2(0, x) et I < log(e/x)) < P(Cf,"m (%?) est non-bornée) < x ¢
et (d’aprés le lemme 4)

P}, o1 0 2(0, %) + 0 et Iz < log(e/x)) £ P(Fy,, .. <logx)

log x

logR —loge ~

IIA

On a donc finalement

2log x

P(CR(@") & (0, )ou CU*) + CEU ) £ X7 + .
logR — loge

Nous allons maintenant étudier C%* (%!, %%). Comme cet ouvert s'identifie avec
C5UYVCE(U*) on a
P(CEP @, %) * C& @', U*)ouCl? (U, U*) & 2(0, X))
< P(CY(U") + CE @) ouC{(U*) & 2(0, x))
+ P(@E 00 200, x) + 0) .

Mais comme % et %2 sont identiques en loi (et a cause des définitions de p et de p’),
ona

P, o0V D0,x) = Q) £ P(UL, 0 " 2(0, x) + 0) + P(ee™ k< x)

3loge
~logR — loge
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et finalement:
P(CEP (U, UP) + CO U, Uou CHP (U, U*) ¢ F(0, x))

Slogx
logR —loge

I\

X %+

1l suffit alors de prendre x = (log R)*"* et x = [loge|'/* pour obtenir (2).

Si T, < Tg et si Co7 (U, %% = (0, x) alors CI*(B) = CIT™¥(B) < 9(z, ¢).
Alors les estimations précédentes, avec le méme choix de x, entrainent (3). La
Proposition 2 est ainsi démontrée.

3.2.2 Etude du point de départ sur le cercle. D’apres (3), avec une grande probabili-
té lorsque ¢ — 0 ou R — o0, la composante connexe C *est incluse dans le disque
9(z, &). Nous allons exploiter cette remarque pour montrer que le point de DI*(B)
qui se trouve sur le cercle unité suit asymptotiquement une loi uniforme in-
dépendante de la composante connexe C§*'(#1*X, ¢* =Xy .

On définit .%, la loi du produit AC (dans %) ou A désigne une variable uniforme
sur le cercle unité du plan et C une composante connexe indépendante de A qui suit
la loi Z,. On a alors:

Proposition 5 La loi de DI*B) converge vers la loi ¥, lorsque ¢—0. Plus
precisement, il existe une constante k' telle que pour toute fonction reelle F mesurable
bornee sur € et pour tous R > 20 et ¢ < inf{|z|, 1/20) , on ait

€ logllog 8|>

SK|F| +
|zl =& [loge|

E(F(D;B)) — [F(C)d£4(C)

Preuve. Rappelons que si CT*(B) = 2(z, &) on a
D;I’%(B) — DLT" TR (B) — eichg,p’(%l,s,R, e R)
— eiY” (ei(Y, —-Y,) Cg, p’(%l, £, R’ %2, £, R))

On notera C = C§# (%>R, @>=F), .

Y, suit une loi de Cauchy de paramétre log|z| — log e, donc ¢'*~ converge en loi vers
la loi uniforme sur le cercle (0, 1) lorsque ¢ — 0. Plus précisément, on a, pour tout
entier n:

E(einY.,,) — E(e—-nza’/Z) — e—{n](loglzl—logs) — (S/IZ')]n] .

Pour toute fonction mesurable bornée F; sur (0, 1), la décomposition en série de
Fourier de F, s’écrit
de

2r
F iy, — i"},,”’ F i0y , —inf .
1(e™) Z € of 1(e%)e b

neZ

On en déduit

X 2n ) d9 -
E(Fl(ely“')) _ f Fl(elo)g é Z ||F1||‘E(emy“')|
o]

n+0

< 2|Foll Y (&)
=2||F|le(lzl —&)™*" .
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Observons que Y, et (Y,— 7Y,, C) sont indépendants conditionnellement
a CI*(B) = 9(z, ¢) (C’est une simple application de la propriété de Markov en T, et
du fait que sur {CI¥B) = 9(z, ¢)}, C s'écrit comme une fonction mesurable du
processus (Br.+,0 <t < Tq ~ T,)). Si F, est une fonction mesurable bornée sur
% on a alors, en utilisant (3) et (2),

. 2w .
’E(Fl(e”v)Fz(c» =/ [ Fi@")F(C)dZo(C) g‘
% 0

lIA

,E(Fl(eiYa)Fz(én{cﬁ(B) < 9(z, 6)})

2z ) d@ .
— [ [ Fie®)F2(C)dZo(C) %l + [|F || F> | P(CIXB) & 2(z, &)

< |B(EF (L, — Yo, O)FAC)L{CTHB) = 91z, 9))
log|l
-1 [ Rz C)—\+knFln IFy 55

IIA

E( / F1(ei9)—><E(Fz(é) H{CIHB) = 9(z,9)})
5 2n

2g logllog &
k
|zl — ¢ llog €|

< |IF,) ann( 4 3% ‘°g“°g£‘) _
2~ logs]

-/ FAC)MO(C))‘ + IFy[ IFs (

La proposition S en découle alors immédiatement.

3.3 Applications

3.3.1 Application au temps constant. Dans ce paragraphe on s’intéresse a la loi de
Ci(B) conditionnellement & 7, < ¢ ou ¢ est un temps constant fixé. On a le théoréme
suivant.

Théoréme 6 La loi conditionnelle de DYB) par rapport a T, <t converge vers la
loi &,.

Preyve. on se raméne au cas t = 1 par scaling. On pose R = R(g) = [loge|”*. Dans
cette démonstration C désigne CL(B) et C, désigne CLT=T%(B). Nous allons d’abord
établir le

Lemme 7 On a o
P(C,=CIT,<1)—>1.
Preuve du lemme. On a
PC+CT, < 1)
SP(CE Dz )T, <)+ P(Th> 1T, < 1)
+ P(infiry 1B —z| Ze|T, £ 1)



Sur la forme des composantes connexes 317

Nous allons rapidement montrer que chacun de ces trois termes est négligeable
lorsque ¢ — 0.
® Ona
P((Cs (It @(Z, 8))|Ta < 1) = P(Ca ¢ @(27 8))
car I'évenement (C, & 2z, ¢)) est indépendant de (B, t < T,) et donc de T,. On
définit & = 20¢/R = 20¢]loge/* et R = 20. Par changement d’échelle, on a:

P(C, ¢ 9(z, &) = P(CT*T(B) ¢ 9(z, £))
et d’apres (3), on a donc

klogllog| < k" log|log €f

P(C.F G 8) = = ™ = ogd

pour k” bien choisi.
® Ona
P(infipy, B —z| £ e, £ 1) < Plinfirg e B — 2| S elT, £ 1)

= P(inf[T;,T;+1]]B —z[Ze)

_ 0(]0g|]og 8]) .
llog ¢l

Ce résultat connu (voir par exemple [LG, majoration de (3b)] ) découle directement
apres scaling des estimations de P(7, < 1) lorsque & — 0.

@ 1l reste a étudier le terme P(T} > 1|T, < 1) . Remarquons que lorsque
|z| = o0, 1a loi conditionnelle de T, par rapport a T, < 1 tend vers ¢;. On n’a donc
pas d’estimations uniformes en z.

On a
P(T% > 1) < P(B1€9(z, R)) < np, (0, 0)loge|~*.
11 faut maintenant minorer P(T, < 1): On a

1 1
P(T,<1) sup Ey</ llBs_Z,qu) P E0<f1ws_z,<eds>.
4

ly—zl=¢ o

1 1
sup Ey<f IlBs—z|<edS> = E£<f1ws|<eds> < k’e?|loge]
0

y.ly—zi=¢ 0

ou k” est une constante fixée, et

1 1
EO(./ 1lBs—Z|<€*¢dS> = f dyfps(oa y)dS
0 0

ly—zl<e

v

1
[ dy [ ps(0,2|z])ds
ly—zl<e O

1
= ne” [ p(0, 2)z])ds
1/2
2 826—4[z|2
="
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On a donc
..4‘z|2

P(T. <)z W logel
et finalement
P(Tg > 1T, < 1) < 4nk”p,(0, 0)e**’|loge| ™7 .
La preuve du lemme 7 est ainsi achevée.
Nous allons maintenant faire un scaling convenable pour utiliser la proposition

5 afin de montrer que la loi de (dist(C,, z)) " *(C, — z) converge vers la loi % lors-
que ¢ tend vers 0. On pose

_ BTE+51/2u - BT,
z — Br,
B’ est un mouvement brownien issu de 0. On note Sy = inf{y, |B,’ — 1| = M}. On
pose R’ = R/e = 1/(elloge|*) et & = (logR’)~ . On a alors
. By, — ,
DLTT3(B) = — (———Tﬂs Z)Dik (B)

et e~ }(By, — z) est une variable aléatoire a valeurs dans (0, 1) indépendante de B'.
On a

B,

R =

P(S, < Sgp)——>1.
Alors

R'- o

P(D¥(B) = DF(B =3 1.

Mais la loi de Dfié'(B’) converge vers la loi .%; lorsque R’ — oo d’apres la proposition
5. On a alors,

E <F (Df"'(B’))> 223 [F(C)dZ4(C) . )

Une simple application de la propriété d’invariance par rotation de la loi % mon-
tre alors que la loi de DL~ T®(B) converge vers la loi .#; lorsque & — 0 ce qui achéve
la démonstration de la proposition.

3.3.2 Application au temps grand. Nous allons nous intéresser a la loi de DY(B)
lorsque t — oo. Cette etude se raméne en fait aprés un scaling a 'étude de D1(B)
lorsque ¢ — 0. Nous allons tout d’abord établir le résultat suivant:

Proposition 8 La loi de D1(B) converge vers la loi &, lorsque ¢ — 0.
Preuve. on pose encore R = |loge|™* et
Trle) = inf{t > 0,|B, — ¢| > R} .

On définit C, = CI2T=6), Exactement comme dans la démonstration du lemme 7,
ona

P(C: #+ C),)
S P(C, & D(e, &) + P(Tr(e) > 1) + P(infir,, 1|B| £ ¢)

<0 logllog ¢ .
- llog |
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Comme dans la preuve du lemme 7, nous allons maintenant faire un scaling
convenable pour utiliser la proposition 5: on pose B, = ¢ 'B,,12 et R = R/e. B est
alors un mouvement brownien issu de 0 et D(C)=D{*(B) (ou
S = inf{u > 0,|B, — 1| > R’} est défini comme précédemment). Comme dans la
démonstration précédente, D§*(B’) converge vers la loi .%; ce qui démontre la
propriété 8.

On s’intéresse maintenant a la composante connexe CL(B) lorsque ¢t — oo (sans
conditionnement). On a le

Théoréme 9 La loi de D.(B) converge vers %, lorsque t — 0.

Preuve. on se raméne a la proposition précédente en faisant un scaling convenable.
On pose, pour tout ¢,

B,=t"'?B,,.
Pour t fixé, B' est un mouvement brownien issu de 0. On a
D(B) = Di-12,(B') .

D’aprés la proposition 8§ et le fait que la loi &, est invariante par rotation autour de
0,1aloi de DX 12,(B") converge vers #; lorsque t — oo, ce qui démontre le théoréme.

3.3.3 Un résultat technique. Nous allons établir ici un autre résuitat de convergen-
ce vers la loi ¥, qui nous servira dans la suite de I'article. On étudie la loi de CT*(B)
conditionnellement a 7, <7z lorsque r—0 et R— oco. Rappelons que
Tr =inf{t =2 0, |B, — z| = R}. On a la proposition suivante:

Proposition 10 La loi conditionnelle de DI*(B) sachant {T, < Ty} converge vers
&, lorsque R — o et r— 0. Plus précisément, il existe une constante kq telle que,
pour toute fonction mesurable bornee F de € dans R,

log1
[EFOMB)T, < To) — [ FIOdL(O) < ky[F] %g%g;

uniformément pour r < (logR) ™.

Preuve. remarquons tout d’abord que sur {7, < Tz} on a Tx = T§. Comme
Pévénement {7, < Tz} est Fr-mesurable, on peut utiliser la propriété de
Markov en 7, et appliquer le résultat de la proposition 2 pour obtenir I'estimation
suivante

loglogR

P(Clé,P'(%l,r,R’ %Z,r,R) + Cgo,oo(%l,r,R’ %Z’r’R)lj;- < TR) < k logR

Il nous reste a4 étudier le point de départ sur le cercle unité. Utilisons l'inter-
prétation du processus de Bessel de dimension 3 comme mouvement brownien
“conditionné a ne pas atteindre 0”. On obtient que, conditionnellement
a {T, < Tg}, (logR — X, u £ ¢’) est un processus de Bessel de dimension 3 issu de
log R — log|z| et arrété a son temps d’atteinte de log R — logr. On a alors

log(R/r)sinh(nlog(R/|z])

E(e™-|T. T)=E —nla'/ZT Ty) =
(e | r < R) (e I r< R) 1og(R/|z|)smh(nlog(R/V))
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en utilisant la formule de la transformée de Laplace du temps d’atteinte d’un
processus de Bessel de dimension 3 (voir par exemple [RY]). Alors, pour R > e,

. R"
|E(elnYa(|Tr < TR)I é n| (1 + [IOg TI/IIOgRI)

(R/rf™ — (R/1)”

et pour toute fonction F; mesurable et bornée sur le cercle unité, la décomposition
en série de Fourier de F; implique que:

in¥, -1 i i0 r llog 7|
|E(Fy(e™ )T, < Tg) — 2m)~* [ Fy(e®)db| < 2| F, || 1+ .
5 IL—r log R

Comme dans le cas sans conditionnement (preuve de la proposition 5), on obtient
alors finalement:

[E(F(DI*B)IT, < Te) — [ F(C)d#,(C)|
3

loglogR r [log¥|
< ||F||| 3k 1
=1 “( logR +21—r< +logR

loglog R
< HFnkl%

uniformément pour r < |log R|~!. La démonstration est ainsi achevée.

On peut noter que comme P(Tjoer < TR)H 1, la proposition précédente
entraine immédiatement le résultat suivant:

Corollaire 11 La loi de DI*(B) tend vers la loi #; lorsque R — .

3.3.4 Remarque sur la composante connexe non-bornée. Nous allons exploiter les
résultats précédents pour obtenir quelques informations sur la composante conne-
xe non-bornée du complémentaire de la courbe brownienne. Si Z désigne un
mouvement brownien plan issu de 1, 1/Z est un mouvement brownien plan changé
de temps. La composante connexe non-bornée du complémentaire de la trajectoire
de Z, que nous noterons C(Z), s'identifie avec 'ensemble des inverses des points
de la composante connexe Co(l1/Z) pris @ un temps convenable. On définit
T, =inf{t > 0,|Z] =r}. On a alors le résultat suivant qui est une simple con-
séquence de la remarque précédente et du corollaire 11.

Corollaire 12 La loi de D(1/C%:(Z)) converge vers la loi &1 lorsque v — 0.

Remarquons que ce résultat peut étre obtenu directement en décomposant |Z| au
voisinage de son maximum sur [0, T]. On peut également remarquer qu’un simple
argument de scaling montre que D(1/C',(Z)) converge en loi lorsque ¢ — co vers
D(1/C%,(B)) ou B est un mouvement brownien issu de 0.
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3.4 Liens avec le lacet brownien
Le but de ce paragraphe est d’établir le résultat suivant:

Proposition 13 La loi ¥ Sidentifie avec la loi de la renormalisation (par D) de
Pinverse de la composante connexe non-bornee du complementaire du lacet brownien
plan standard.

Preuve. Dans un récent travail Pitman et Yor {[PY] ou [PY2], voir aussi [Y] ) ont
montré que si (ri(u), u £ Ty) et (r*(w), u < T,) désignent deux processus de Bessel de
dimension 2 arrétés en leurs temps d’atteinte de 1 alors le processus R obtenu
heuristiquement en recollant r! et > dos-d-dos et en renormalisant “convenable-
ment” est un pont de Bessel de dimension 2 standard. Plus précisément R est défini
par:

1 T,
Ri= ———r} lorsque s £ ———
T1+T2 (i) T1+T2
et
1 T,
Ri_ = — ey _ lorsque 1l —s £ ———.
1 \/m (1=-8)(T,+T3) q = Tl + T2

On peut interpréter ce résultat en terme de mouvement brownien plan et de lacet
brownien: Si (B, u < T,) et (B2, u < T,) désignent deux mouvements browniens
plans issus de 0 arrétés en leurs temps d’atteinte du cercle 4(0, 1) , on construit le
processus X obtenu en recollant B* et B? dos-a-dos; plus précisément:

X, =B!lorsque u < T,
et
Xy-r, = AB% -1, lorsque Ty Sus Ty + T,
ou 4 = B /B7.. .
On définit alors la renormalisation X de X de la facon suivante: Pour 0 < s < 1,
1 ~

—XS(TH'Tz) :
VT + T,

En écrivant la décomposition en produit semi-direct de B* et de B? et en appli-
quant le résultat de Pitman et Yor a |B*| et |B?|, on obtient facilement que

X =

Xs = Rs exp(i(pAs)

ou R est un pont de Bessel de dimension 2 standard, ¢ un mouvement brownien
linéaire issu de O indépendant de R et

S odt
A= | —.
) of (R)?
X est alors un lacet brownien plan standard.
Nous allons maintenant identifier la loi de I'inverse de la composante connexe

non-bornée du complémentaire de la trajectoire de X avec la loi #;: On a (ce
résultat connu figure par exemple dans [LG3], proposition 1.1, (ii))

|Br, - = exp(— W)
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ou A; =inf{v, fJexp( — 2W,) dw > u} et ou W' est un processus de Bessel de
dimension 3 issu de 0.
On en déduit alors que

By, —u = Brexp( — Wiy + if};)

ot ' est un mouvement brownien linéaire issu de 0 indépendant de W* et de Br..
Exactement de la méme manicre (avec des notations similaires) on a

AB%,_, = B} exp( — W3, + i033).
Ona alors
{(1/X,,0=usT + T}
= {Brexp(W5 + i0L), w = 0} U {Br exp(W2 + i2), w = 0} .
Comme B}, suit une loi uniforme sur le cercle unité, cette égalité permet d’identifier
la loi de la composante connexe contenant 0 du complémentaire de 1/X avec la loi
&, ce qui achéve la démonstration de la proposition 13.

Remarquons que ce résultat permet de mieux interpréter le corollaire 12. En
effet une simple application du résultat de Pitman et Yor montre en effet que

(7

converge vers le lacet brownien lorsque r tend vers 0.

ZuT,,70 é u é 1)

4 L’ensemble des composantes connexes du complémentaire d’une
courbe donnée

4.1 Introduction. Notations

On s’intéresse dans cette partie a4 ’ensemble des composantes connexes bornées du
complémentaire de la trajectoire brownienne plane By 1;. Pour cela, il faut intro-
duire une renormalisation intrinséque. En effet si x et y sont dans une méme
composante connexe, EX(B) et EX(B) ne sont égaux qu’a une translation prés
(rappelons que E}(B) désigne la renormalisation de C;(B) — y par son diamétre).
On définit €’ lespace quotient de & par les translations et les homothéties du plan
que Pon munit de la tribu induite par 7. On peut par exemple représenter chaque
classe de €’ par un ouvert simplement connexe de diamétre 1 dont “le plus haut des
points les plus a gauche” de sa frontiére est 0. ¢’ correspond a 'ensemble des formes
des composantes connexes. On notera K la classe d’équivalence de Ci(B) dans %'
On notera ., la loi induite dans ¥’ par la loi % ;.

On numérote les composantes connexes bornées du complémentaire de
By, 1; par aire décroissante:

ICzlClz - 2IGl2 ...

et on note K, la classe d’équivalence de C, dans %'. Nous allons étudier le
comportement de la loi

lorsque n — co et plus précisément, on va montrer dans cette partie le
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Théoréme 14 Pour toute fonction F mesurable bornée de €' dans R on a p.s.

FK)+ - + F(K) aw 7

ouF—fF ) dZ,(K) .

Bien que les résultats obtenus soient différents, la démarche que nous allons suivre
pour démontrer ce théoréme est proche de celle de [Mo] et de [1.G] pour la
démonstration des théorémes qui donnent des informations sur le nombre de
composantes connexes d’aire donnée. Nous utiliserons dans cette partie certains
des résultats de [L.G] auquel nous renvoyons le lecteur pour une preuve détaillée.
On pourra remarquer que le cas particulier F = 1 des propositions 18 et 20 donne
exactement les estimations 3.1 et 3.2 de [LG].

4.2 La démonstration

4.2.1 Notations. Nous allons tout d’abord nous restreindre au cas oit F 2 0. Le
résultat dans le cas ou F est quelconque en découle immédiatement.

Soit A < 1 fixé. Pour « < fi, N, désignera le nombre de composantes connexes
de C\Byp, ;j d’aire strictement supérieure 4 7o et N, ;= N, — N z le nombre de
composantes connexes d’aire comprise dans Jna?, nf%]. Pour & > 0, on définit

U, = {x,nA*? < |C,| < ne?}

ou par convention, C, = Cl et K, = K1.
On a alors (car F=0),

n=N;, 1
L [FRadxs Y FK)S—b [ F(KJdx.
n=N,+1 ni’e U,

7'(7%e

Nous allons étudier le comportement de f%F (K ,)dx lorsque ¢ — 0 pour en déduire
le théoreme (4.2.5). Pour cela, nous allons estimer I'espérance et ld variance de
fu. F(K)dx (4.2.3 et 42.4). Nous allons tout d’abord établir quelques résultats
préliminaires.

4.2.2 Resultats préliminaires. Dans ce paragraphe X désigne un mouvement brow-
nien dont le point de départ suit une loi uniforme sur le cercle unité, r et R des réels
tels que 0 <r < 1 < R. On note Cg = CJ*(X) avec Tg = inf{s 2 0,]X,| = R}. Eta-
blissons tout d’abord le lemme suivant:

Lemme 15 Il existe M > O tel que
P(Cx ¢ 2(0, (log R)™)) = O((log R)™*°) .

Preuve. cette estimation qui figure également dans [Mo] et [LG] est une simple
application du lemme 3. Si Ty’ = sup{t < T, |B| =1}, on a

P(Coq pyw €8t nON-bornée )
< P(CLF weni: Tasn)( X'} est non-bornée)

< (logR) ~™=,
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car (Xy+ 77, YELO, Thogry — Tiogry<]) @ méme loi que le processus % (de loi L),
arrété en son temps d’atteinte de (log R) ™. Ceci se vérifie aisément en utilisant les
liens entre la dermiére excursion d’un mouvement brownien avant un temps
d’atteinte et Ie processus de Bessel de dimension 3 exposés par exemple dans [RY],
chapitre 6.

Rappelons que pour toute fonction F mesurable bornée de ¢’ dans R,

F= [F(K)dZLy(K).
On définit ‘
I'(r,R) = E(lic; < w2 F(Kg)) -
Onale

Lemme 16 Lorsque R — oo, on a

r’,R)=F
R +logR logR

logr P O< loglogR>
uniformément pour loglog R < [log7| < 2(log R)1/2.
Preuve. on a {|Cg| £ wr?} < {T, < Tg}. Si T, < Tk alors Ty = T% et donc
PUT, < T\(ICal = 7))
= P({T, < T et [Cgl > 7r?})
S P(CHX) &+ 2(0,r) et T, < Tg)
< P(C3H(X) ¢ 2(0, 7))

<0 loglog R
- logR

indépendamment de r < 1/20 d’aprés (3). On a alors
Ir'f(r,R) = E(licy < w2 (KR))

) loglog R
=E(l7, <1, F(Kg) + ”F”0< log R )
loglog R

~ loglog R logr loglogR
<F + |FH0< logR >><1 + logR — logr +IFl logR

~ logr loglog R
1 0
F( +logR> * < logR
en utilisant la proposition 10, puis le fait que log logR < |logr| < 2(log R)*'2. Le

lemme est ainsi démontré.
Rapplons que I'on s’est fixé A€ ]0, 1[; on définit

QF(ra R) = FF(r: R) - FF()J? R) = E(lni.zrz< [CR|§TH‘2F(KR)) -

On a alors le développement asymptotique suivant:
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Lemme 17 Lorsque R — o, on a

15|10g/1| loglog R
F(r,R) = 0
CCR="0r * \logry?

uniformément pour loglogR < |logr| £ (log R)Y/2.

Preuve. Nous allons comparer QF(Ar, R) et OF(r, R) . Nous en déduirons ensuite le
lemme.
On a toujours Cr < C;p (car 4 < 1). Alors,

|QF(4r, AR) — Q" (Ar, R)|
< ||IF||P(Cg # C;g et mi*r? < |Cgl £ wA%r? et |C x| > mA2r?)
+ |F|P(Cg # C,p et mA*r? < |Cypl £ mA%r?).
Mais,
P(Cg # Cyg et mi*? < |Cirl < ni%r?)
< P(Cir & 2(0, (log RY)
+ P(infip, ;B < (log R et ni*r? < |Cr| £ nd?r?)
< O((log R)™*°) + O((log R} ) P(mA*r? < |C;l)
< O((logR)™3?)
d’aprés les lemmes 15 et 16 (dans le cas F = 1, celui-ci entraine que
P(nA*r? < |Cigl) = 1 — T'}A%r, AR) = O((log R)~ %)

uniformément pour log log R < logr| < 2(logR)'/?).
De méme, en utilisant les lemmes 14 et 15, on a:

P(Cg =% C,p, ma*r? < |Cgl £ mi%r? et |Cyx| > nAr?)
< P(Cr# Cip, Cir = 2(0, (log R)M) et |Cz| > mA%r?)
+ O((logR)™19)
< P(infir,, 7B: < (log R)M et |C x| > wA%r?) + O((log R)~19)
< (1 — I''(r, AR) P(infir,,, 1B, < (log R™) + O((logR) ~*°)
< O((log R)™*%)
et donc finalement,
107 (Ar, AR) — Q(4r, R)| < O((log R)™>%) .

Par ailleurs, on a par scaling

loi _ i
Cx& 1T Tl
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et donc
QF(r, R) = E(F(K= ")) 1(mA*? < |CIF+Tasl| < 1i2r2)) .

Lorsque |C,g| < nr?, alors T, < T;g; on a donc
|P(T; < T1p)QF(r, R) — QF(Ar, AR)]|
= |P(T; < Top) E(F (K T 1 (mi%r? < |CE™ 7| < mA%r?)) — QF(Ar, AR)|
< \E((T; < T F(KT» T (%% < |CIT+ 74| < 1a2r?))
— E(UT; < T,p) F(K§ ") 1(md*? < |CB>T)| £ nd?r?))|
< 2|[F||P(CY ") 4 CF o)
S 2| FIIP(Cir & 2(0, 1)
< |FllO((log R)~*°)

d’aprés le lemme 15.
On a alors finalement, puisque P(T, < T;z) = 1 + (log4) /log R,

log A
logR

Qf(4r, R) = Q'(r, R)<1 + ) + O((log R)™%?)
uniformément pour log log R < [logr| < 2(logR)*/2.
Nous allons maintenant en déduire le lemme. Soit N la partie entiére de (logR)'/>.
On a alors,
k=N

Y, 074, R)

k=1
= (N + O(N*/log R)Q*(r, R) + NO(log R)™*?)
= N(1 + O((logR)"*2))Qf(r, R) + NO((log R)~3%) .
Mais d’aprés le lemme 16, on a (uniformément pour loglogR < |logr| =
(log R) 1/2),
k=N

Y QF(A*r, Ry=T'*(r, R) — I''(A"r, R)

k=1

N ~
_ |log/1|F+0 loglog R '
logR log R

On a donc

_ Ilog/uﬁ loglog R
0", R)(1 + O(log )™ %) = =% <W>

et en particulier Q%(r, R) = O((log R)™!). On a alors

|logllf loglogR
F =
Q' R) = logR + (logR)*2 )’

ce qui démontre le lemme.
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4.2.3 Etude de l'espérance E( fmF (K.)dx). Nous allons établir la proposition
suivante:

Proposition 18

E(f F(Kx)dx> _ mllog AfF N O(loglloﬁ/ﬂ) -
2

[log & lloge

Preuve. la preuve est analogue a celle du théoréme 3.1 de [LG]. On définit
o(e) par

dexp( — |logd|*) = ¢ .
On pose R = [logd| ™%, C, = CIT»T3(B) et on note K, la classe d'équivalence de
C, dans ¢
Notons que |logd| = |loge] — [loge|*’* + o(|loge|t*) . On a
|E(1iea, F(K.)) — E(L(Ts < 1|C.l € [mA2%e2, ne?]) F(K,)|
< 2|F|(P(T; £ 1,1, € [ni%e?, 15°], o % C)
+ P(T; < 1,|C,| e [n%e%, ms], Cy % C.)

logllog d|

= IFI g3

¥(x)

ol i est une fonction intégrable (cf. [LG, majoration des termes de (3b)]).
On définit h(z) sur le cercle unité par

h(z) = E,(1(ni’r? < |Cg| £ mr?)F(Kg))
pour r = ¢/6 et R = |log |~ */é. En fait, h(z) est défini comme
Q% (¢/9, llog 6| ~%/9)

mais pour un mouvement brownien issu de z. On a immédiatement
Zn o do
QF (¢/6, llogd|™4/3) = [ h(e®)5=.
3 2n

On définit alors
05 (¢/3, llog 8|~ */8) = E(h(Z)| T; < 1)
ou Z =6"YBr, — x).

D’aprés la propri¢té de Markov en T; et un argument de changement d’échelle,
on a

E((Ts £ 1,|C, e [nA%?, ne*]) F(K,)) = P(T; < l)QF<8 {logd|~ 4)

S

Il nous faut maintenant comparer QF et Q~§ . On a le lemme suivant:
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Lemme 19 Pour tout 6 < 1/4 et pour tout |x| > \/5 on a

e [logd|” ¢ |logd|~*
Qa( 5 > QF<E> 3 )

< 4P(T ;5 < DIFIS.

Preuve du lemme. Rappelons que Z = 6~ !(By, — x) . On note « l'argument de x.

Draprés la décomposition en skew-product de B, — x, on a Z = exp(iY,) ou Y est

un mouvement brownien issu de — a et ou o(d) est le temps d’atteinte de logd

par un mouvement brownien issu de logjx| indépendant de Y. Soit ¢'(d) =

f}@ - a(\/g) . On a alors pour tout entier non-nul n, et pour tout & tel que
0 <|xl,

P(T; 1)

|P(T5 < DE(@E™|T; < 1) = |[E(e™17,<1)|
= [E(e™ 1, <)l
SEE™T 500
< E(e " ®p(T 5<D)
< J3"P(T ;< 1)

car g'(0) et T /3 sont indépendants.
Comme dans le 3.2.2, on écrit la décomposition en série de Fourier de h et on

remarque que, pour tout \/5 <172
(& llogd|™*
¢ (5’ 0

rl€ |logd|”
055, 2ee ) -

2n . de
=P(T; = 1)|E(h(Z)lTa <l)- f h(e“’)%
Q

P(Ts;= 1)

< |FIP(T ;< 1) 3 /5"

n=+0
<4|FIP(T 5 < 1/6

ce qui démontre le lemme.
Draprés les estimations précédentes et le lemme 19, on a

o

E(lye0,F(K) — P(T; < l)QF<8 llog 3| )

logilog 8
Tlg‘%g]31+4p(rs<1)||p‘||\/5.

On notera S; la saucisse de Wiener de rayon ¢ associée a By, 1; (rappelons que
S5 = U te10,1;2 (B, 6)). En intégrant I'inégalité par rapport & x sur R*\ (0, \/5), on

obtient:
5 4
‘E<f F(Kx)dx> (|Sa|)QF<8 |1°g5| )
x,

logllog d|
< Togor ) + OW/DE(S ) + 4 Fmd

< IFy(x)

IA
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Mais d’apres le lemme 17,

F[€ llogd|™*\ _ Fllogi| logllog d|
¢ (5’ 5 )= Togal T °\lloga? )

et de plus E(|S;)) = n/|logd| + O(llogd| ~?) (voir par exemple [L.G2], chapitres 6 et
11); on a donc finalement:

_ njlog4 |F log|log d|
E<%{F(KX)dx> = “oga? + 0<|log5|5/2

_ nllog MNF logllog ¢
~ logel? logel* )~

La propriété 18 est ainsi démontrée.

4.2.4 Etude de la variance de [, F(K,)dx. Par commodité d’écriture, on notera
parfois

X,= [ F(KJdx .
%,

On a Pestimation suivante:
Proposition 20 Lorsque ¢ —» 0, on a
var(X,) = O(lloge|~*1/?) .

Preuve. T'idée de la démonstration est de découper la trajectoire By, ;3 en deux
(Bro, 1/21V Bp1j2.17) afin d’obtenir une relation entre les variances de X, et de
X, v (obtenue apres scaling pour chacune des deux portions de trajectoires). On

pose, pour 0 £t <1
B/ =B, — B1/2

et pour 0 £t £1/2,
B! = Bijpsi — Bijp = By, et Bl = By ,—Byy=8Bi_,.

On associe a ces trois processus les composantes connexes C,', C1, C2 et leurs
classes d’équivalence correspondantes K5, K1, K2 ainsi que les ensembles %, %1,
U?* et les variables aléatoires X/, X!, X2. Remarquons que C, — x = (C} — x)
V(C2 — x) (avec les notations de la partie 2) et que X, = X,. Nous allons tout
d’abord montrer I'estimation suivante:

Lemme 21 Lorsque ¢ —> 0, on a
E((X;— X. — X2)*) = O(lloge|"''?) .
L’idée de cette étude est de voir que lorsque ¢ — 0, on a asymptotiquement

U, =AUl VU et que pour x €%}, on a en général K, = K} et de méme pour
xe¥?, K, = K2. 1l en découle alors que X, est proche de X! + X2.
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Preuve du lemme. Remarquons tout d’abord que

IX; — X! — X2
< J F(Kdx|+| [ F(Kydx|+| [ F(Kydx
UNU WD UNE, AN,
+| [ F(KYdx|+| [(F(K,) — F(KL)dx
UL A Y? £
+ | [ (F(Ky) — F(K2)dx| .
@?

Nous allons majorer les moments d’ordre 2 de chacun de ces termes. On a

[ FKYdx|+| [ F(Kydx|+| [ F(Kydx
UNUE D) v\, v\,
+| [ F(Kydx

U2

S I FINU: 0 UD| + 1UNU) + \UDUN + U U7 -

Or les moments d’ordre 2 des termes de droite sont exactement ceux étudiés dans la
démonstration du lemme 3.3 de [LG]. Les estimations obtenues sont:

E( U\ U+ 1UNU + 1UDU) + U o W)
= O(lloge|~'"7%)..

Grice 4 un argument de symétrie, il ne nous reste plus qu’a étudier
2

( S FK)—F (Ki))dX>

U

J FK) — F(K3)dx
z;

= [ (F(KY)— FK)F(K;) — F(K;)dxdy
@2y

SAIF? [ g sxilg s xpdx dy
(:y

S4AF? [ lesclesadxdy.
@l
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Par ailleurs, pour d6(c) et R(g) définis comme précédemment (rappelons que
R = R(e) = [loge| ~* et & = dexp( — |logd|'/*)), on a,

E( / lcxw(x,é)dx) = E( flcxm(x,a)dx)
2,

S,

< [P(xeS, et C, ¢ D(x, 8))dx
]RZ

< [P(T.(x) < Ta(x) < 1, Cy & D(x, 8))dx
R2
+ [P(T,(x) < 1 < TH(x)dx .

Mais d’aprés le lemme 15 et en utilisant la propriété de Markov en T,

[P(T,(x) < Ti(x) < 1, C, & D(x, 8))dx

< [P(T.(x) < YP(CIT-TR & (x, §))dx

< O(llogel 1) E(IS.))
< O(llogel™ 1) .

De plus,

fP(Ts(x) <1 < Ti(x))dx £ fP(Bl €D(x, R))dx

R2 Rr2

< O(R?) = Offloge|™®) .
On a donc
E( f le o, a)dx> = 0(|10g5|_8) -
%,

On a alors

E( [ lesclescdx dY>
()

E< J leiscile s cile e amsect « a8 9% dy) + O(lloge|™®)
@}y

lIA

I7AN

E( [ Liesalycs2dx dy> + O(jloge|™®)
@)

ou 5% désigne la saucisse de Wiener de rayon & associée a Bi1/2,1) L’intégrale du
terme de droite est majorée dans (3.g) de [LG]. Cette majoration implique
alors que

B[ (P~ FRDIFK) - PO dy ) = Ologsl~7)
@
ce qui achéve la démonstration du lemme.
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Nous allons maintenant en déduire la proposition 20. On a
var(X))'? < E(X! — E(X7) + X2 — E(X2)})'?
+ E(X: — X; — X2 ~ E(X; — X{ — X2))*
Svar(XP + X2)'? + E((X; — Xi — XA
S var(X! + X2Y? 4+ Oflloge =114 .

. . Toi «
Mais on a par scaling, 2X} ey X, ¥ (car les “formes” des composantes connexes
sont invariantes par scaling). Comme X! et X? sont indépendants, on a

(varX,)'? < 2_1/2(VarX6ﬁ)1/2 + O(lloge| =144y .
On en déduit immédiatement (varX,)'’* = O(Jloge|~*'/4) et la proposition.

4.2.5 Fin de la preuve du théoréme 14. Nous allons maintenant finir la démonstra-
tion du théoréme 13. D’aprés la proposition 20, on a

Y (log A%)* var< fF(Kx)dx> = 0(2 n‘3/2> < oo
nz1 U

et donc p.s.,

(1og,1")2< [ F(K,)dx — E( fF(Kx)dx»mo .

U »

Mais d’apres la proposition 18,
(log /1")2E< fF(Kde)—"jiomﬁllog pi
donc, p.s.,
(log "2 [ F(K,)dx""% nF|log 4| .
-

et donc (Césaro)
id 1
—_ n2
X Triogmy e, FK()dx
- 1

2%, rllog AJF .

Le cas particulier F = 1 donne

" 1
- P2 »
,,Zq 222 (log 47)? (og 47 1%] ps.
e 22, rllog )
IZ‘I 227 (log AP)?




Sur la forme des composantes connexes 333

et donc, en faisant le rapport:

i E%prF(K(x))dx

p.s. &~
n 1 n— o
—5 | U 52|
Mais d’apres lencadrement vu en 4.2.1, on a
P=Nm+1
Z ;ZPf%,u» F(K(x))dx Z F(K,)
12 =1 < p=N,+1
= Nln-#l - Nl
Z A_Z;./;]llp dx
p=1 "
| Z f%/1 F(K(x))dx
KLY
—= dx
— \2p e
p=1
On a donc finalement:
P=Nin p=Nin
Y K, > FK)
12F <l f!’__NL__ <1 pENAL T
L L e

Il reste a étudier le comportement de N ;. lorsque n tend vers l'infini pour en
déduire le théoréme 14 (nous allons montrer que N ;» tend vers l'infini suffisamment
lentement). D’aprés [LG] on sait que p.s.

Npw=0(@m-22",

et que N ;.+1/N ;. tend p.s. vers 4~ * lorsque n tend vers P'infini. On en déduit alors

p=Nn
Y FK,)
J3F < liminf 2=
© an+1
p=N
Y F(K,)
<liminf2=1__
N-oow N
p=N
Z F(K,)
< hm_’sol'}p—N—
p= N4n+1
Y FK) =~
< limsup Ik W < F .
n— o0 Nin =13

Comme ceci est vérifié pour tout 1 < 1, on en déduit le théoréme 14 dans le cas ou
F est une fonction positive. Le cas général en découle alors immédiatement, ce qui
achéve la démonstration du théoréme.
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5 Propriétés de la loi limite

Nous allons montrer maintenant deux propriétés de la loi limite.

5.1 Invariance par changement de pdle

Nous allons rapidement montrer que la loi &£, est invariante par la transformation
que nous décrivons ci-apres: on choisit un point x au hasard {uniformément par
rapport a la mesure de Lebegue) dans I'ouvert aléatoire D qui suit la loi .#;. La
renormalisation de D par rapport au point x (c’est & dire Iouvert dist(x, D9)™!
(D — X)) suit alors également la loi #;.

Proposition 22 La loi ¥, est invariante par changement de pble; plus precisement,
P b g p pius p
pour toute fonction F mesurable bornée sur €, on a

D—x \dx
D D —_— ]
Jroazo) = faz.o) 1o %) 5
ou dist(x, D} designe la distance de x au complementaire de D.

Preuve. on définit G sur ¥ par

D—x \dx
(D) = f (dlst(x D")> ID| "

Alors, si B est un mouvement brownien, si C,, désigne la composante connexe C1(B)
etsiD.,=D(C,—x),0na

S dxG(Dy)

{x,|Cd S me2}

D, —z dz
= dx | F{ ——————
{x!lcxlé ne2} })f (dlSt(Z (Dx)c ) lel

- T e

(x.IC < ms7} IDxIdlst(x (C))?
F(D,)
= dxdyle. co, ———2 ——
{x,\cggf ne2)2 Y=y |D,|dist(x, (CL))?
F(Dy)
= dxdy 1 <c,y—>
{x-|Cx4§fﬂ:s2}2 €x=Cy) |Cx|
= [ FDyay
{7.1Cy} £ =e?}

Nous allons maintenant montrer que
E( / F(Dy)dy> PE({x, |Gy < 7wz}l)( fF(D)dﬁfl(D)> :
{x,|Cx £ me?} 4
On sait que
{x1C = ne?} < {x, Tx) = 1} .
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et que pour tout x + 0

[adY]

P(Cy| £ 1) ~P(T,(x) £ 1),

on a donc p.s.,

e—0

{x, 1G] £ me?}| ~ [{x, T(x) < 1}] .

On peut donc écrire (car E(|S,) = O(lloge|™ 1)),

E( f F(Dy)dy>

{x,|Cxd £ me?}

= E( f F(Dy)dy> + o(lloge| ™)

{x.T() < 1}
= [dxP(T(x) < 1)E(F(D,)|T(x) < 1) + o(|loge| ™).
o
Draprés le théoréme 6, on a
E(F(DJ)|T{x) <1) = %f F(D)dZ1(D) + nx(e)
ou 7, vérifie, pour tout x,

T[x(ﬁ) —0

g0

et [#.(e)l £ 2||F|. On a donc

E( i F(Dy)dy)=< [ dxP(T,() < 1)>< fF(D)del(D)>

{x,|Cx £ 73}
+ [ dxP(T,(x) < )n.e) + o(llogel ™)
RrR2

- @ [F(D)d2,(D) + o(lloge| ™)
(4

en se servant du fait que
P(T,(x) < 1) < [loge| ™ *h(x)
ou h est intégrable (voir par exemple [LG, lemme 1-2] ), qui entraine que

lloge| [ dxP(T{x)< l)nx(e)—(;»O
R2 &

par convergence dominée.
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Finalement

n [F(D)d% (D) = Ii_l:ré E(llog g f F(Dy)dy>

{x,1Cxd £ me?}

= liné E(!log gl / G(Dy)dy>

{x,|Cxl = me?}

=1 [G(D)dZ, (D)

ce qui démontre bien la proposition.

5.2 Propriété de support
Nous allons maintenant établir la propriété de support suivante.

Proposition 23 Pour tout arc de Jordan ferme o et pour tout & > 0, la probabilite
sous £, (K) pour qu’il existe un representant de K dont la frontiere soit incluse dans le
voisinage W, =, P(x, &) de arc s est strictement positive.

xeA

Cette propriété entraine alors immédiatement le résultat suivant:

Corollaire 24 Pour tout ¢ > 0 et pour tout arc de Jordan ferme sf de diamétre 1, il
existe presque sirement une infinite de composantes connexes C,, dont un re-
presentant C, de la classe K, soit tel que 0C,, soit inclus dans le voisinage
W,=,.,9(x,¢) de larc o.

Preuve du corollaire. c’est une simple combinaison de la proposition 23 et du
théoréme 14, pour la fonction F = lgyer®pcy+ wy.

xeA

Preuve de la proposition. Soient of un arc de Jordan de diamétre 1 et ¢ > 0 fixés.
Soient X, et Y, deux points de o7 tels que | Xy — Yyl = 1. Soit 4 l'intérieur de la
courbe «7; A est un ouvert simplement connexe. Il existe deux points X, et ¥, de
Atels que [X; — Xy Sy et |Y; — Yol £ 4 ou g =¢/10. Comme A est connexe, il
existe un chemin continu L reliant X; 4 Y, dans A. Soit u = dist(L, 2)/2; remar-
quons que 0 < u < /2. Soit W, la composante connexe du complémentaire de
W, contenant X; et Y. On a diam(W,)=1+2u<1+n et diam(W,)
Z X, —Y21-2

Soit O'e Vf/ﬂ (par exemple 0" = X;). On pose r = dist(0’, W,) > 0. Soit R’ un
point de la frontiere de W, ou cette distance est atteinte. Alors il existe un
point R de «f situé sur la droite (O', R') tel que |[R — O'| =r + p. De plus
o N DO, 1+ p) = 0 (sinon dist(0’, W,) < 7).

On pose V, = (W, — O)(r + u). D’aprés les propriétés de support des lois des
processus de Bessel et du mouvement brownien plan,

PECE*AUL AU <V,) >0
si U et U? suivent la loi L, et si 1 est une variable uniforme sur le cercle unité
indépendante de #* et %*. Remarquons que dans ce cas

(1 =8+ w~ ' < diam(C) < (1 + 8n)(r + ™"
et qualors
C
- c
diamC

Wyrsy— 0 < W,— 0" .
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Finalement,

C /
P(diamCCWe_O>>0’

ce qui achéve la démonstration de cette proposition.
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