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Der Wertebereich von Vektorintegralen* 

RUDOLF WEGMANN 

Summary. Let (T, ~q, m) be a measure space and F a locally convex linear topological Hausdorff 
space. For set-valued functions S on T to F (the value S(t) being a non-empty subset of F for each 
t e T) we define the integral S S d m to be the set {S fdm:f: T-~ F integrable, vectorvalued, andf(t)e S (t) 
for each t~T}. 

In w we prove a theorem, which shows that ~ Sdm contains certain extreme points of its closed 
convex hull. 

In w we give a generalization of a theorem of Ljapunoff on the convexity and compactness of 
the range of a non-atomic vector-measure. 

In w we finally establish a result on the convexity and weak compactness of the set ~ S din. 

w 1. Einleitung 

In O p t i m i e r u n g s p r o b l e m e n ,  wie sic z.B. in der  s ta t is t ischen Tes t theor ie  oder  
in der  K o n t r o l l t h e o r i e  v o r k o m m e n ,  kann  folgende S i tua t ion  auf t re ten:  

Gegeben  ist ein a-f ini tes Mal3 m auf  e inem a - K 6 r p e r  !;t von Te i lmengen  einer  
G r u n d m e n g e  T. Wei t e r  l iegt fiir jedes  t~ T eine nicht leere  Tei lmenge S(t) eines 
separ ie r ten  l oka lkonvexen  R a u m e s  F vor. (In dieser Ein le i tung wollen wir voraus-  
setzen, d a b  F end l i chd imens iona l  ist. Die  Vek to ren  xEF schreiben wir dabe i  als 
Ze i l envek to ren  (x~ . . . . .  x,).) M a n  interessier t  sich nun fiir die Menge  der  Inte-  
grale ~ f d m  der  m- in tegr ie rbaren  Vek to r funk t ionen  f, d ie  fiir jedes  t ~ T  der  Be- 
d ingung  f ( t )sS( t )  geniigen. Diese  Menge  bezeichnen wir mit  ~ S dm. Die Unte r -  
suchung von M e n g e n  dieser  Ges ta l t  ist G e g e n s t a n d  dieser  Arbei t .  

In  s tat is t isch or ien t ie r ten  Arbe i t en  (z. B. in [2, 12] und  [15]) wird  eine etwas 
anders  definier te  M e n g e  bet rachte t .  Es l iegen dor t  n M a g e  m 1 . . . . .  m, vor. M a n  
bi ldet  die M e n g e  W(S) der  In tegra le  ( ~ f l d m l , . . . , ~ f ,  dm,), wobei  f ( t ) . ' =  
( f l ( 0  . . . .  ,f~(t)) 1 eine Vek to r funk t ion  ist, die f( t)~S(t)  fiir alle t e T  erftillt und  
deren  i-te K o m p o n e n t e  mi- in tegr ierbar  ist. 

Die  MaBe mi s ind to ta ls te t ig  beziigl ich des Mal3es m, das  definiert  ist durch  
m. '=  ([ ml] + ... +[m~ I)/n. D a b e i  ist I mi[ die T o t a l v a r i a t i o n  yon m i. Mi t  h i bezeichnen 
wir  die Dich te  yon  mi beztigl ich m. W e n n  wir  nun W(S) berechnen  wollen, b rauchen  
wir nur  S( t ) . '=  {(x~h~(t) . . . .  , x,h,(t)):(x~, ..., xn)sS(t)} zu b i lden  und die M e n g e  

rd dm zu bes t immen.  Wie  m a n  unmi t t e lba r  sieht, ist W(S)--~ S din. Jede Menge  
yon der  Ges ta l t  W(S) l~iBt sich also als ~ S dm schreiben.  U m g e k e h r t  k a n n  ~ S dm 
als eine M e n g e  W(S) geschr ieben werden.  M a n  b rauch t  dazu  nur  die MaBe 
ms . . . .  , m~ alle gleich m zu setzen. 

* Diese Arbeit ist eine Umarbeitung meiner Dissertation, die im Februar 1968 yon der Natur- 
wissenschaftlichen Fakult~it der Ludwig-Maximilians-Universit/it Miinchen angenommen wurde. Den 
Referenten, Herrn Prof, Dr. H. Richter und Herrn Prof. Dr. W. Roelcke, danke ich ftir wertvolle 
Anregungen und f6rdernde Diskussionen. 

1 Die Notation A, =B deutet an, dab die linke Seite durch die rechte definiert wird. 
14" 
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Wir zitieren jetzt einige Ergebnisse, die ftir endlichdimensionale Vektorinte- 
grale bereits vorliegen. Die vorstehende Bemerkung ermSglicht es uns, diese S~itze 
in einer ftir uns bequemen Formulierung zu geben, die etwas yon der in den 
Originalarbeiten bentitzten abweicht. 

Am einfachsten wird die Situation, wenn man mit einer integrierbaren Vektor- 
funktion f die Mengen S(t),= {0,f(t)} bildet. Wenn das Mal3 m atomlos ist, ist 
in diesem Falle, wie Ljapunoff [14] zeigte, ~ S dm eine konvexe und kompakte 
Menge. 

Richter [15] und Kellerer [12] untersuchten den Fall, dab die S (t) beschriinkte 
Mengen des R" sind, die s~imtliche Extremalpunkte ihrer abgeschlossenen kon- 
vexen Hiille enthalten. Wenn die Sttitzfunktion 

g (Pt, ..., P,, t)." = inf {(t91 xl + " -  + p, x,):(xl, ..., x,) e S (t)} 

ftir jedes feste (Pl,..., p,)~R" m-integrierbar ist, dann ist bei atomlosem Mal3e m 
die Menge ~ S dm konvex und kompakt. 

Wenn man die Voraussetzungen weiter abschw~icht, kann man nicht mehr 
damit rechnen, dab ~ S dm abgeschlossen ist. Wird aber in dem Satz yon Richter 
statt der Integrierbarkeit yon g(Pl . . . .  ,p , , t )  nur die m-Megbarkeit verlangt, 
kann man noch schliegen, dab ~ S dm alle Extremalpunkte seiner abgeschlos- 
senen konvexen Hfille enth~ilt. Dieses Resultat, das yon Borges [2] bewiesen 
wurde, gilt auch, wenn m nicht atomlos ist. 

Das Hauptziel dieser Arbeit ist es, die zitierten drei S~itze auf unendlich- 
dimensionale R~iume F zu verallgemeinern. Als wesentliches Hilfsmittel werden 
wir die Theorie der Sttitzfunktionen und Ecken heranziehen. Dartiber liegt bisher 
nur sehr wenig Literatur vor. Wir werden deshalb die Theorie in dem Umfang 
und in der Form, wie wir sie brauchen, in den n~ichsten beiden Paragraphen 
entwickeln. 

w 2. Stiitzfunktionen 

Die Theorie der Stfitzfunktionen ist ffir endlichdimensionale R~iume darge- 
stellt bei Karlin [10] (in den Abschnitten 7.5 und 7.6) und ftir lokalkonvexe Riiume 
bei HSrmander [9]. Wenn man den bei Karlin hervorgehobenen Zusammenhang 
mit den konjugierten konvexen Funktionen verwendet, kann man auch Arbeiten 
tiber konjugierte Funktionen mit heranziehen wie z.B. [6]. 

In den Begriffen tiber lineare topologische R~iume halten wir uns an die Lehr- 
bticher yon Bourbaki [-3] und K6the [13]. 

Fiir das Weitere sei F ein separierter lokalkonvexer Raum fiber dem KSrper R 
der reellen Zahlen. Der Raum der stetigen linearen Funktionen p' auf F heigt der 
(topologisch) duale Raum und wird mit F' bezeichnet. Ffir den Wert, den die 
Funktion p' e F' auf dem Punkt x s F annimmt, schreiben wir p' x. Mit der bilinearen 
Funktion p' x bilden die R~iume F u n d  F' ein Dualsystem <F, F'>. Auf F' sei eine 
bezfiglich dieses Dualsystems zul~issige Topologie gegeben. Die ersten Ergebnisse 
dieses Paragraphen beruhen, wie man bei n~iherer Analyse der Beweise sieht, nur 
auf dem Begriff der abgeschlossenen konvexen Menge und sind deshalb unab- 
h~ingig yon der speziellen Wahl der zul~issigen Topologie. 
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Mit M k bezeichnen wir die konvexe Hiille, mit M a die abgeschlossene Hiille und 
mit M i den offenen Kern einer Teilmenge M eines linearen topologischen Raumes. 
Die Menge Mk% =(Mk) a ist die kleinste abgeschlossene konvexe Menge, die M 
umfal3t. Sie heil3t die abgeschlossene konvexe Hiille. 

Der natiirliche Wertevorrat der Sttitzfunktionen ist die nach unten abge- 
schlossene reelle Achse R-." =R w { - ~ } .  Es ist klar, wie die Relationen e + fl, 

< fl und e < fl ftir Elemente ~, t i eR-  zu verstehen sind. Zu den Multiplikations- 
regeln in R kommt noch ~ - ( - o e ) = -  oe ftir ~ > 0  hinzu. Ftir ~<0  sind diese 
Produkte in R -  nicht erkl~irt. 

2 
Die Abbildung q0 (c~): = - -  arctg ~, die durch ~o ( -  oo):-- - 1 erg~inzt wird, bildet 

rc 
R-  aufdas halboffene Intervall [ -  1, + 1) ab. Durch (p wird a u f R -  eine Topologie 
induziert. Diese wollen wir fiir das Weitere auf R -  stets zugrunde legen. 

Eine Funktion f, die auf einer konvexen Teilmenge K' von F' definiert ist und 
Werte aus R -  annimmt, heil3t konkav, wenn 

f(O p' + (1 - O) q') > O f(p') + (1 - 0) f(q') 

gilt ffir alle p', q' e K'  und 0 < 0 < 1. 

Nun wollen wir die Stiitzfunktionen erkl/iren: 

(2.1) Definition. Sei A eine nichtleere Teilmenge yon F. Dann heil3t die auf 
ganz F' definierte Funktion 

g (p'): = inf p' x 
x E A  

mit Werten aus R -  die Stiitzfunktion von A. 

Die Sttitzfunktion ist konkav, vom 1. Grade positiv homogen, nach oben 
halbstetig und erfiilIt g(0)=0. Davon gilt nun auch die Umkehrung. Das fassen 
wir mit der eben erw/ihnten Eigenschaft zusammen zu folgendem Satz. Zum 
Beweis verweisen wir auf H6rmander [9]. 

(2.2) Satz. Eine auf F' definierte Funktion g mit Werten in R -  ist genau dann 
Stfitzfunktion einer nichtleeren Menge, wenn sie konkav, vom 1. Grade positiv homo- 
gen und nach oben halbstetig ist und g(0)=0 erffillt. Es gibt dann genau eine nicht- 
leere abgeschlossene konvexe Menge M mit der Stiitzfunktion g. 

Es besteht also eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den nicht- 
leeren abgeschlossenen konvexen Mengen und ihren Stiitzfunktionen. Wenn eine 
nichtleere Menge A die StiJtzfunktion g hat, ist 

A k"= {xeF:p' x>g(p') far alle p'sF'}. 

Die Menge Mg:= {(p', c~)eF' x R:e<g(p')} nennen wir den Stfitzkegel von A. 
Es ist 

Mg= ~ {(p',~)~F'xR:c~<p' x} 
x E A  

der Durchschnitt yon abgeschlossenen Halbr~iumen. Daraus folgt, dab Mg ein ab- 
geschlossener konvexer Kegel ist. Der Stfitzkegel bestimmt, wie man unmittelbar 
sieht, eindeutig die Stiitzfunktion g und damit A k~. 
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Es kommt vor, daB eine Menge K c F definiert wird durch Ungleichungen 

K : =  (~ {xsF:p' x>c~}. 
(p', :t)eS 

Die Menge S ist als Teilmenge yon F' x R zu verstehen. Wir sagen dann, dab S 
die Menge K definiert. Wenn f :  F' ~ R -  eine Funktion ist, k/Snnen wir dazu die 
Menge S: = {(p', f(p')):p'E {fie F' :f(p') > - oo }} c F' x R bilden, die im vorstehen- 
den Sinne eine Menge K definiert, die gleich {x ~F:p'x >f(p') fiir alle p' e F'} ist. 
Wir sagen dann: f definiert K. 

Aus der Menge S kann leicht der Stiitzkegel der Menge K bestimmt werden, 
die durch S definiert wird: 

(2.3) Hilfssatz. Die Menge 

K : =  N {x~f:p'x>=c~} 
(p', ct)~S 

sei nicht leer. Dann ist der Stiitzkegel yon K gleich dem abgeschlossenen konvexen 
HiilIkegel der Menge S u {(0, - 1)}. 

Beweis. Den abgeschlossenen konvexen Hiillkegel von S u {(0,-  1)} nennen 
wir zuniichst L. Der Sttitzkegel von K 

Mg,=- {(p', cQ:~< p' x fiir alle x~K} 

ist ein abgeschlossener konvexer Kegel, der die Menge S und den Punkt (0, - 1) 
enth~ilt. Er umfal3t also auch L. 

G~ibe es einen Punkt (q', fl)eMg, der nicht in L liegt, dann existierte dazu ein 
Trennfunktional, das ist ein Paar (y, 7)eF x R mit 

q'y+flT< inf (P'Y+eT). 
(p', ~)eL 

(,) 

W~ire fiir ein (pb, C~o)eL der Ausdruck pb y + C~o ? negativ, dann w~ire 

inf (p'y+c~7)< inf2(p; y+~oT)= - ~ ,  
(p', ct)~L 2> 0 

da wegen der Kegeleigenschaft yon L mit (p~, %) auch 2(p~, ~o) in L liegt fiir alle 
2>0.  Das Infimum in (.) kann also nicht negativ sein. Wegen (0, 0)~L ist dieses 
Infimum gleich Null. Dann ist aber 7 < 0, da (0, -1)  in L liegt. 

Wenn nun 74:0 ist, dann gilt q'( Yl <fl" Wegen (q', fl)EMg ist fl<g(q'), 

wenn g die Stiitzfunktion yon g ist. \ Mithin / gilt q,( " 1 ) - T y.  < g (q')' woraus zu 
1 

\ 

folgern ist, dab der Punkt - - - y  nicht in K liegt. Andererseits gilt aber 
( 1 )  , 

p' - y >~  fiir alle (p',c~)~L, was wegen L ~ S  zur Folge hat, daB - - - y  
Y 

in K liegt. Damit ergibt sich ein Widerspruch. Es muB Mg = L sein. 
Um den Beweis zu vervollst~indigen haben wir noch zu zeigen, dab 74 = 0 ge- 

w~ihlt werden kann. Es gentigt nachzuweisen, dab (y, 7) mit 7 =0  so zu einem 
Trennfunktional (Yo, 70) abge~indert werden kann, daB 7o +0  ausf~illt. 
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Bei 7=0  gilt nach (.), dab 6: = - q ' y > O  und p'y>O ist ftir alle (p', ~)eL. Fiir 
ein X l e K  gilt p 'x l - c~>O ftir alle (p', ~)eS und damit auch Rir alle (p', c~)eL. Sei 
2 > 0  so gew~ihlt, dab 2(q' x I - f l ) < 6 / 2  ausf~illt. Mit Y0: =Y+2Xl  und 7o-" = - 2  ist 
dann q'yo+fiTo=q' y+2(q '  x l - f l ) < - 6 + 6 / 2 = - ~ / 2 < 0  und p'yo+CtTo=p' y+  
2(p 'x l -c0 ,  was nach Konstruktion fiir alle (p', e)eL nichtnegativ ist. Also ist 
(Yo, 7o) ein Trennfunktional mit 7o =~ 0. Damit kann der oben angeftihrte Wider- 
spruch hergestellt werden. 

Diesen Satz wollen wir nun dazu verwenden, Formeln fiir die Stiitzfunktion 
des Durchschnittes abgeschlossener konvexer Mengen herzuleiten. 

(2.4) Satz. Es sei (Ki)~ I eine Farnilie nichtleerer abgeschlossener konvexer Teil- 
mengen yon Fmi t  den Stfitzfunktionen h~ und den Stiitzkegeln Mh,. Wenn der Durch- 
schnitt K: = ~ K~ nicht leer ist, berechnet sich seine Stiitzfunktion h gemiiJ3 h(p')= 

i c I  

lira l(q'), wobei I definiert ist durch 
q ' ~ p '  

l(q'):=sup hi~(p'):i~eI, n natiirliche Zahl, p'~eF' mit p'~=q' . 
v 

Beweis. Wegen 

K = O K ~ = ( ~  ~ {x~F: p'x>c~}= 0 {xeF:p'x>:~} 
i e l  i~ I  (p', ~t)eMhi (p', o;)ei~IMhi 

definiert die Menge M : =  U Mh, den Durchschnitt K. Wir berechnen den Sttitz- 
i ~ I  

kegel M h von K nach Satz (2.3). Da ( 0 , -  1) ftir jedes i e I  bereits in Mh, liegt, 
brauchen wir nur den abgeschlossenen konvexen Hiillkegel von M zu bilden. 
Dieser ist gleich M k~, weil M eine Vereinigung yon konvexen Kegeln ist und mit 
jedem Punkt (p', e) auch 2 (p', c0 enth~ilt fiir jedes 2 > 0. 

M k besteht aus allen Punkten der Gestalt ~, 2~(p'~, e~). Dabei ist n eine natiir- 
v = l  

fiche Zahl, die 2~ sind nicht negativ mit ~ 2~ = 1 und die Punkte (p'~, c~) sind aus 
v 

Mh, ~ genommen mit i~EI. Da die Mh, konvexe Kegel sind, liegt 2~(p'~, ~)  in M h 
so dab sich M k einfach als Gesamtheit aller Punkte der Gestalt ~ (p'~, e~) ergibt 
mit (p'~, ~)~Mh~ ~ und i~EI. 

Wir bilden 

l(q'), =sup({c~R:(q' ,  cOrM k} u { -  oo}) 

=sup c~:( ' ev P~, ) ' ' i ~ I  , p ~ = q ,  u{-oo 
v v 

s ' ~ p~ = q' = up ~ hiv(pv):i~6I , ' 
\ I v =  1 

und sehen, dab das genau die Definition ftir 1 ist, die im Satz vorkommt. Es be- 
zeichne M l die Menge {(p', cOeF'xR:o~<l(p')}. Da M k c M z c M  ka gilt und jede 
der Mengen M k und M ka den Durchschnitt K definiert, definiert auch I die Menge K. 
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Aus der Art, wie I aus dem konvexen Kegel M k abgeleitet wurde, kSnnen wir 
schlieBen, dab l eine konkave, vom I. Grade positiv homogene Funktion ist. 
Die Funktion h(p'): = l im l(q') ist ebenfalls konkav und homogen, aber auch nach 

oben halbstetig, also Stiitzfunktion einer abgeschlossenen konvexen Menge. Nach 
Konstruktion ist Mh = (Mz) a = Mk". ~ Mithin definiert h die Menge K und ist damit 
die Stiitzfunktion yon K. A 

Die Berechnung der Funktion I i s t  etwas kompliziert. In speziellen Fgllen 
vereinfacht sich die Darstellung wesentlich, wie wir jetzt zeigen werden. 

(2.5) Satz. Es seien K 1 und K 2 abgeschlossene konvexe Mengen mit den Stiitz- 
funktionen hl und h 2 . Wenn der Durchschnitt K: = KI ~ K 2 nicht leer ist, berechnet 
sich die Funktion l aus Satz (2.4) gemgtJ3 

l(p') = sup (h 1 (p' - q') + h 2 (q')). 
q" eF'  

Beweis. Die Indexmenge I = {1, 2} besteht hier nur aus zwei Elementen. Nach 

(2.4) hat man Summen ~ hi~(p;) zu bilden mit i, eI ,  p'~ef' und ~p'~=p'.  Wir 
V ~ I  V 

setzen q'." = ~ p'~. Da h2 eine konkave und vom 1. Grade positiv homogene 
i v =  2 

Funktion ist, gilt 

h2 (q') = h2 ( ~ p;) >- ~ h2 (P;) 
i v = 2  i ~ = 2  

und analog 

Deshalb ist: 

h l (p ' -q ' )=h l (  ~ P'~)> ~ h~(P'O. 
i v = l  i ~ = 1  

sup({ Z hi~(p;): i~eI, p'~EF' mit Z P; =P'}) 

= sup (hi (iv' - q') + h2 (q')) �9 
q' EF" 

Dutch eine weitere Spezialisierung erhalten wir eine Formel fiir Randmengen. 

(2.6) Satz. Sei K eine nichtleere, abgeschlossene konvexe Menge mit Stfitz- 
funktion g, und P'o ein Punkt aus F'. Wenn die Randmeng e K(p~)): = {x e K: p~ x = g(p;)} 
nieht leer ist, ergibt sich die Funktion t aus (2.4) gemiifi 

l(p') = lim (g (p' + v p ; ) -  v g (p;)). 
v=  1, 2 . . . .  

Beweis. K(p'o) ist der Durchschnitt yon K mit der Hyperebene 

H:= {x~F:p'ox=g(p'o)}. 

Die Stiitzfunktion von H ist gleich 

1• t p t  
k(p,):=~ ~ g(Po) fiir )~pb und 

( -  oo sonst. 
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Wir wenden (2.5) an und erhalten die Funktion l durch den Ausdruck /(p')= 
sup(g(p'-q')+k(q')). Man braucht dieses Supremum nut fiber die q' mit end- 
q 'eF '  

lichem k (q') zu bilden. Das sind die Punkte 2 p~ mit reellem 2. Mithin ist 

l (p')=sup(g(p' + 2 p'o) + k ( -  2 p'o)) 
2 r  

= sup (g (p' + 2 p~)) - 2 g (p;)). 
2eR 

Ffir 21 > 2 2 ist, da g konkav und vom 1. Grad positiv homogen ist: 

g (p' + 2 t P()) -- 21 g (P;) ---- g (p' + 22 P;  + (21 -- 22) P;)  

-- ~1 g (1~ ~ g (P' + 22 P()) ~- (,~1 -- 22) g (P()) -- 21 g (P()) = g (P' + 22 p;)  - 22 g (P;). 

Das Supremum wird also fiber eine monoton nicht fallende Funktion gebildet und 
kann deshalb durch den Grenzwert lim(g(p'+vp'o)-vg(p'o)) ersetzt werden. _J 

Die Bildung 

!ira (g (p' + v p~) - v g (p~)) = lira g (t p' + p;) - g (p;) 
t~o t 

heil3t Richtungsableitung von g. Wir symbolisieren sie mit g'(p'; p;). 

In der Literatur wird mitunter behauptet, die Richtungsableitung oder gar 
die in Satz (2.4) definierte Funktion l seien die Sttitzfunktion der Durchschnitt- 
menge K (z.B. bei Borges [2] oder bei Karlin [10]). Das ist aber nicht allgemein 
richtig, wie folgendes Beispiel zeigen soll. 

Die Menge E." = {(x, y, z)aR 3 :zy< - x  2, y>O, z<0} ist ein abgeschlossener 
konvexer Kegel. Die Funktion 

g(x' Y' Z)== { O- oo sonstfiir(x'Y'z)eE' 

ist eine nach oben halbstetige konkave vom 1. Grade positiv homogene Funktion, 
also Sttitzfunktion einer Menge K c R  s, und zwar, wie ohne Beweis angemerkt 
sei, des Kegels K : =  {(x, y, z):4y z < - x  2, y > 0, z < 0}. Die Randmenge K(0, 0, - 1 )  
ist dann die Halbgerade {(x, y, z):x=z=O, y>0}.  Als Richtungsableitung ergibt 
sich: 

0 fiir y>O 
g'(x,y,z;O,O,-1)= 0 fiir x = y = 0  

- ~ sonst. 

Das ist keine nach oben halbstetige Funktion, also keine Sttitzfunktion. Die 
Stiitzfunktion der Randmenge K(0, 0, - 1) ist gleich 

h(x, y, z):= {O fiir y > 0  
oo fiir y < 0 .  
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Eine andere Vereinfachung der Darstellung von l ergibt sich far absteigende 
Mengensysteme. 

(2.7) Satz. Wenn in (2.4) die Indexmenge geordnet ist, und zwar so, daft je zwei 
Elemente dutch die Relation <_ vergleichbar sind, und wenn ffir i i <= i 2 stets Kil ~ Ki2 
silt, dann ist l (p ')=sup hi(if ). 

Beweis. Es ist nach der Formel aus (2.4) klar, dab l(p')> sup hi(p') sein mug. 
i e I  

Um die umgekehrte Ungleichung zu zeigen, gentigt es zu beweisen, dal3 jede 
endliche Summe, die in (2.4) unter dem Supremum vorkommt, durch ein hi(p') 
abgescNitzt werden kann. Wegen der vorausgesetzten Beziehung Kil ~ Ki2 fiir 

h ' h ' '" ..., il-<_izist io(p)>= iv (p) f iJra l lep 'EF'undv=l , . . . ,n ,  wennmanio ' .=max(i l ,  i,) 
w~ihlt. Es ist also 

hi~ (P~) < hio (P~) <-- hio P = hio (P'), 
v = l  v = l  

wobei die Konkavit~it und Homogenit~it von h~o verwendet wurde, d 

Damit wir diese S~itze in den folgenden mal3theoretischen Oberlegungen 
anwenden kSnnen, miissen wit dafiir sorgen, dal3 nur abz~ihlbare Grenzprozesse 
auftreten. Der niichste Satz zeigt, dab man unter geeigneten Voraussetzungen in 
(2.4) den oberen Limes durch einen gewShnlichen Grenzwert ersetzen kann. 

(2.8) Hilfssatz. Die konkave, yore 1. Grade positiv homogene Funktion k definiere 
eine nichtleere Menge K. Der konvexe Kegel L, auf welchem sie endliche Werte 
annimmt, enthalte wenigstens einen inneren Punkt P'o. In allen inneren Punkten yon 
L sei k(p')--g(p'), wobei g die Stiitzfunktion yon K ist. Dann berechnet sich g in einem 
beliebigen Punkt P'i aus F' gemgtfi : 

g(p~)= lim k ( l p ' o + ( 1 - 1 )  p'~). 
~ ~ i2 2o; .. . 

Beweis. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist 

Mg= {(p', a)eF' x R:a=< k(p')} ~ 

und g (p')= limp,k (q'). Wenn p; ein innerer Punkt von List, dannist k(flp~ + (1 - fl) p~) 

konkav und stetig als Funktion yon fl fiir 0 <  fi < 1, und die behauptete Limes- 
beziehung ist richtig, da k (p~)= g (p~) nach Voraussetzung gilt. 

Zu jedem ~iuBeren Punkt p~ yon L gibt es noch eine ganze Umgebung U', in 

welcher k g l e i c h - o o  ist. Dann ist auch g ( p [ ) = - o o  und k ( + p ' o + ( 1 - @ ) p ' ~ )  
\ - - / 

= - oo fiir fast alle r. Auch in diesem Fall ist also die behauptete Formel richtig. 

Es sei jetzt p~ ein Randpunkt  yon L. Dann sind alle Punkte 

1 + (1+)  p~: =Vpo pl 
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innere Punkte von L. Mithin gilt k(P'r)=g(P'r) ftir aller. Der Grenzwert der Folge 
k(p'~) existiert in R- ,  weil k (/3 p{~ + (1-/3) Pl) eine in 0 </~ < 1 konkave und stetige 
Funktion ist. Da g nach oben halbstetig ist, mug g(p])> lim g(p') gelten. Wegen 
der Konkavitiit von g ist aber auch g (p~)< lim g(p;). _l 

Um diesen Satz auf die Durchschnittformeln anwenden zu kSnnen, brauchen 
wir folgenden bekannten Satz fiber die Stetigkeit konkaver Funktionen (vgl. 
Bourbaki [3], Chap. II, w 5, Prop. 2). 

(2.9) Satz. Es sei H' eine offene konvexe nichtleere Teilmenge yon F' und f 
eine auf H' definierte endlichwertige konkave Funktion. Ist f in einer nichtleeren 
offenen Teilmenge U' yon H' nach unten beschriinkt, dann ist f stetig in ganz H'. 

(2.10) Hilfssatz. Es sei (Ki)i~ I eine Familie nichtleerer abgeschlossener konvexer 
Mengen mit Stiitzfunktionen h i. Es gebe einen Index ioeI und einen Punkt P'o eF', 
S t t o daft h~o (Po) > - oo und h~o im Punkte Po stetig ist. Wir bilden die Funktion l formal 
wie in (2.4). Wenn l(p~)< oo ist, dann ist K: = (~ Ki=t= O. Es sei g die Stfitzfunktion 

i e I  

yon K. In allen inneren Punkten yon L:= {p' eF':l(p')> - c ~ }  ist dann l(p')=g(p') 
und fiir einen beliebigen Punkt p't ~F' erhiiIt man den Wert yon g durch die Beziehung 

Beweis. Da h~o in p; stetig ist, gibt es zu e > 0 eine offene Umgebung U' von p;,  
so dab hio(p)>hio(Po)-e' ' ist fiir alle p'~U'. Die Mengen M:=~)Mh~ und M k 

i e l  

definieren den Durchschnitt K. Der Punkt (P'o, l(p'o)) ist Randpunkt von M k, 
wenn/ (p ; )<  oo ist. Mh~ ~ umfal3t die offene Menge U'x  ( -  0% hio(P'o)-e ). Da Mh~ ~ 
Teilmenge von M k ist, enth~ilt M k innere Punkte. Es gibt also eine Tangential- 
hyperebene an M k durch den Punkt (P'o, l(p'o)), d.h. ein (Xo, eo)eF x R, welches 
der Bedingung p'oXo+%l(p'o)= inf (p'xo+fl%) genfigt. Aufde r  Tangential- 

(p ' ,  fl)~ M k 

hyperebene liegen sicher keine inneren Punkte yon M k. Mit /~ < h~o(p~)-e gilt 
also p~ Xo + % l(p~) < p~ xo +/~ ~o, woraus wegen /~ < I(p~) folgt, dab % < 0 ist. 
Wie frfiher schlieBen wir aus der Kegeleigenschaft yon M k, dab inf (p' x o +/3 %) 

(p ' ,  f l ) e M  k 

=0  ist. Wir haben also p'xo+fi%>=O ffir alle (p', f l)eM k, mithin 

1 X p( o o) 
1 

Daraus folgt, dab - - -  x o in K liegt, da K durch M k definiert wird. Mithin ist K 
nicht leer. eo 

Wegen l(p')<p' ( 1 ) - Xo ist l(p') fiberall kleiner als + oo. Da andererseits 
eo 

I(p')>hi(p') gilt fiir alle p'~F' und i~I, und h~o in U' nach unten beschriinkt ist, ist 
auch I nach unten beschdinkt und deshalb stetig in p~. Da I eine konkave Funk- 
tion ist, ist 1 stetig in allen inneren Punkten von L: = {p' e F': l(p') > - ~ }. In diesen 
Punkten ist g(p')=limj(q')=l(p'). Wir kSnnen Hilfssatz (2.8) anwenden und er- 

erhalten den Rest der Behauptung. 
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w 3. Randmengen und Ecken 

Es sei A:--(a'i)ie I eine Familie von Elementen aus F', dem Dualraum eines 
separierten lokalkonvexen Raumes F Die Indexmenge I sei wohlgeordnet durch 
eine Relation __<. Wenn i = j  ausgeschlossen sein soll, schreiben wir i<j .  Damit 
kann man auf F wie folgt eine Pr~iordnung erkl~iren. 

FiJr zwei Punkte x, y ~ F  wird x , } y  gesetzt, wenn entweder al x =  a' i y ffir alle 
i e I  gilt oder a'i x < a' i y ffir den kleinsten Index i, fiir den a'i x + a'~ y ist. 

Die Relation ~ ist reflexiv und transitiv. Antisymmetrisch ist sie nur dann, 
wenn das Gleichungssystem a'~ x = 0, i e I, in F nur die L6sung x = 0 besitzt. Wenn 
far eine Familie A = (a'3i~ die Gleichungen a'i x = 0 ftir a l le ie  I nur mit x = 0 erfiillt 
sind, dann heigt die Familie A total in F', oder kurz: total. 

Sei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von E Die Menge Ka: = 

{x e K : x  ,} y fiir alIe y e K} nennen wir die A-Randmenge von K. Wenn nicht alle 
a'~ gleich 0 sind, geh/~rt K a z u m  topologischen Rand von K. Eine Teilmenge von 
K, die A-Randmenge yon K ist mit einer geeigneten Familie A, heigt auch kurz 
eine Randmenge von K. Die Punkte einer A-Randmenge nennen wir A-minimal. 
Wenn eine Randmenge K A n u r  aus einem Punkt besteht, dann nennt man diesen 
Punkt XA eine Ecke yon K, oder wenn man die zugeh6rige Familie A spezifizieren 
will, die A-Eeke von K. Unter den Randmengen und Ecken einer beliebigen 
Menge M c F verstehen wir die Randmengen und Ecken von M ~". 

Eine Teilmenge M von F, die s~imtliche Ecken ihrer abgeschlossenen kon- 
vexen Halle enth~ilt, heigt eckenabgeschlossen. Eine abgeschlossene konvexe 
Menge braucht keine Ecken zu besitzen. Der gesamte Raum F i s t  hierftir ein 
Beispiel. 

Die Ecken XA von K sind Extremalpunkte von K. Ist n~imlich XA =- 0 X + (1 -- 0) y 
mit 0 < 0 < 1 und x, y~K,  dann kann man im Falle x + y  ohne Einschriinkung 

annehmen x ~y.  Daraus folgt aber x ~ XA und x •XA. Die A-Randmenge KA Yon 
K enthielte also auger XA noeh einen weiteren Punkt, n~imlich x. Damit w~ire abet 
XA keine Ecke von K. Es folgt also x = y = XA. Mithin ist XA ein Extremalpunkt 
von K. 

Dagegen braucht nicht jeder Extremalpunkt eine Ecke zu sein. Es gibt n~im- 
lich Beispiele ffir kompakte konvexe Mengen in separierten lokalkonvexen 
R~iumen, die Extremalpunkte besitzen, durch welche keine Stiitzhyperebene geht. 
Solche Extremalpunkte ktinnen dann nicht als A-Ecken mit einer passenden 
Familie A dargestellt werden. Fiir Teilmengen des R" sind die Begriffe Ecke und 
Extremalpunkt aber gleichbedeutend. 

Die Berechnung der Randmengen und ihrer Sttitzfunktionen kann durch 
transfinite Induktion gesehehen, wie wir in den n~ichsten beiden S~itzen zeigen 
werden. Da fiJr I = 0 die Randmenge einer abgeschlossenen konvexen Menge K 
stets wieder gleich K ist, wollen wir diesen trivialen Fall ausschliegen und 
fiir das Folgende voraussetzen, dab I nicht leer sei. Dann besitzt I ein kleinstes 
Element io. 

Fiir i~I  setzen wit A~: =(a))~i, j_<i. Weiter sei K i die AcRandmenge von K und 
M~: = K c~ 0 Kj. Dabei haben wir die rechte Seite mit K zum Schnitt gebracht, 

j< i  
damit die Definition yon M~ auch flit das kleinste Element von I sinnvoll ist. 
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Wenn die Mengen Ki und Mi nicht leer sind, haben sie Stiitzfunktionen, die 
wir mit gi bzw. mi bezeichnen. Die Sttitzfunktion der abgeschlossenen konvexen 
Menge K sei g. 

(3.1) Hilfssatz. Es ist K i -- {xsMi:a~x =mi(a~) } und K A = 0 Ki" 
i e I  

Beweis. Die Darstellung von K~ ist klar ftir den kleinsten Index i o yon 1. Sei 
sie nun ftir alle j < i bewiesen. Ein Acminimaler Punkt von K mul3 auch A j- 
minimal sein flit alle j < i, d.h. er mug in Kj liegen fiir alle j < i  und deshalb in 
M~. Wenn x in M~ liegt und y beliebig in K, dann ist ftir den kleinsten Index j mit 
a) x # a) y nach Induktionsvoraussetzung a) x < a) y, wenn j < i gilt. Ist aber j = i, 
dann gilt al x = a~ y ftir alle l<i und deshalb liegt y in M~. In diesem Falle ist 

A 
x<y  genau dann, wenn a}x<a~y ist. Da das aber ftir alle y~M~ gelten mu/3, be- 
steht die Gleichung a'~ x = inf a' i y = m i (a'i). Die behauptete Darstellung von K i gilt 

y ~ M i  

also auch ftir i. Transfinite lnduktion zeigt die allgemeine Richtigkeit. 

Den zweiten Tell der Behauptung erhiilt man sofort, wenn man beachtet, dal3 
A At x<y  genau dann ftir alle y e K  gilt, wenn ffir alle y~K und ieI die Relation x < y  

besteht, also x in ~ K~ liegt. _3 
i s I  

Daraus ergibt sich mit Hilfe der S~itze, die wir in w tiber die Sttitzfunktion 
von Durchschnitten hergeleitet haben, t'fir die Stiitzfunktionen g~ von K i und ga 
von KA der folgende Satz. 

(3.2) Satz. Es sei K eine abgeschIossene konvexe Menge. Die A-Randmenge KA 
sei nicht leer. Dann ist 

und 
g/(p') = ,'~,'lirn (~olim (limr (sup j<i g jiq' + v a;))- v l'lma~ (su<p g j(q')))) 

gA (P')= l~ ,  (sup gi(q')). 

Wenn g(p') in einem Punkte P'o mit g(p~)> - ~ stetig ist, ergeben sich folgende Formeln: 

gi(p')=lim(lim ( l i ra  (supgj(  1 p ' o + ( 1 - 1 ) (  1 p 'o+(1-1)p '+va' i ) )  

und 

gA(P')= lim (sup gi ( +  P'o + (1 - -1 )  P') ) 0o \ i~I 

Dabei ist sup gj(p'): = g(p') zu setzen. 
J<to  

Beweis. Der erste Formelsatz ergibt sich einfach aus (3.1), wenn man flit die 
Durchschnitte die Stiitzfunktionen gemal3 (2.4) berechnet. Dabei ist die Funktion l 
einmal nach (2.7) und einmal nach (2.6) zu berechnen. Den zweiten Formelsatz 
erhiilt man aus dem ersten, indem man die oberen Limites gem/il3 (2.10) durch 
gew6hnliche Grenzwerte ersetzt. _J 
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Wir brauchen einen Satz, der eine hinreichende Bedingung daftir angibt, dab 
die Randmenge nicht leer ist. 

(3.3) Satz. Es sei i o das kleinste Element yon I, der Indexmenge der Familie 
A=(a'i)i~i. Die St~tzfunktion g der abgeschlossenen konvexen Menge K sei im 
Punkte a'io endlichwertig und stetig. Dann ist die A-Randmenge yon K nicht leer. 

Beweis. a) Die Richtungsableitung g'(p'; a'io) nimmt far p'=a'io den Wert 
g(aio)< oo an. Nach (2.10) folgt, dab die a'io-Randmenge von K, die durch diese 
Richtungsableitung definiert wird, nicht leer ist und eine im Punkte a'zo stetige 
Stiitzfunktion hat. Fiir jedes feste p'~F' ist g(2 p'+ a'io) eine in einer Umgebung 
yon 0 stetige konkave Funktion der reellen Variablen 2. Mithin existiert die 
rechtsseitige Ableitung lira (g(2 p '+ a'~o ) -  g(a'zo))/2. Das ist aber gerade die Rich- 

~ o  
tungsableitung g'(p';a'j .  Diese Richtungsableitung ist also fiir jedes p'~F' 
endlichwertig und stetig, da sie an der Stelle a'io stetig ist. Sie stimmt also iJberein 
mit der Stiitzfunktion der a'~o-Randmenge yon K. 

b) Es sei jetzt bereits gezeigt, dal3 mit A j: = (a'k)k<=j die AfRandmengen von K, 
die wir Kj nennen, nicht leer sind fiir alle j <  i. Der Durchschnitt (~ Kj wird 

j < i  

definiert durch die Funktion sup gj(p'), wobei gj die Stiitzfunktion yon Kj ist. 
j<i  

Dieses Supremum nimmt fiir p' = 0 den Wert 0 an. Da in 0 die Funktion gzo stetig 
ist, ist nach (2.10) der Durchschnitt nicht leer. Seine Stiitzfunktion ist auf ganz F' 
stetig. Durch Wiederholung des  Schlusses, den wir in a) durchgeftihrt haben, 
ergibt sich, dab die a'i-Randmenge von (~ Kj nicht leer ist. Das ist aber gerade K~. 

j<i  
Schliel31ich folgt wie oben, dab K~ = (~ K i nicht leer ist. _J 

ie I  

Fiir die sp~iteren mal3theoretischen Anwendungen ist der zweite Formelsatz 
yon (3.2) deshalb bequem, weil er nur abz~ihlbare Grenzprozesse enth~ilt mit Aus- 
nahme des Supremums, das fiber m6glicherweise iiberabz~ihlbar viele i zu bilden 
ist. Die n~ichsten Uberlegungen zeigen, dab unter gewissen Separabilitiitsvoraus- 
setzungen I stets abz~ihlbar gewiihlt werden kann. 

Ein topologischer Raum heil3t ein (A 2)-Raum, wenn er eine abziihlbare Basis 
seiner Topologie besitzt. Ein topologischer Raum X heiBt separabel, wenn eine 
abz~ihlbare Teilmenge von X existiert, die in X dicht liegt. Die linearen Teilr~iume 
eines separablen Raumes brauchen nicht wieder separabel zu sein. Gerade die 
R~iume, deren s~imtliche Teilr~iume separabel sind, spielen im folgenden eine 
wichtige Rolle. Es sind, wie wir gleich zeigen werden, die Riiume, die dem Axiom 
(AW) in der folgenden Definition geniigen. 

(3.4) Definition. Ein lokalkonvexer Raum heil3e ein (AW)-Raum, wenn er das 
Axiom (AW) erfiillt: 

Ftir jede Familie (L~)i~ ~ von abgeschlossenen linearen Teilr~iumen yon F, 
(AW) deren Indexmenge I wohlgeordnet ist, und die fiir i < j  stets L~ ~ L j, Lz + Lj 

erfiillt, ist I abz~ihlbar. 

Das Axiom (AW) verlangt die _Abz~ihlbarkeit gewisser W ohlordnungen. Wir 
werden jetzt zeigen, wie sich die (AW)-R~iume durch den Begriff ,,separabel" 
beschreiben lassen. 
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(3.5) Satz. Ein lokalkonvexer Raum F ist genau dann ein (AW)-Raum, wenn 
siimtliche Teilri~ume yon F separabel sind. 

Beweis. Sei zun/ichst F ein (AW)-Raum und F~ ein Teilraum yon F Dann ist, 
wie leicht aus der Definition (3.4) zu sehen ist, F1 mit der induzierten Topologie 
ein (AW)-Raum. 

Wit versehen F~ mit einer Wohlordnung <.  Unter L~ verstehen wir den klein- 
sten (relativ zu F0 abgeschlossenen linearen Teilraum von F1, der al ley mit y < x 
enthiilt. Wir setzen Q:=  {x~Fl:xCLx}. Die Familie (L~)~ a erftillt dann die Vor- 
aussetzung, dab L ~ c L y ,  L~+Ly ist ftir x<y .  Da F~ ein (AW)-Raum ist, mu/3 Q 
abz~ihlbar sein. 

Die Separabilit~it von FI ist gezeigt, wenn wit nachweisen kSnnen, dab der 
lineare Teilraum F2 von F1, der die abz~hlbare Hamelbasis Q besitzt, dicht in F t 
liegt. W~ire aber (Fz)a4F1, dann g/ibe es ein kleinstes ysFI mit yr a. Dann 
w~ire abet yCLy, also y~Q und damit y~F: im Widerspruch zur Annahme 
yr 

Sei jetzt jeder Teilraum von F separabel und (Li)z~r eine Familie von abge- 
schlossenen linearen Teildiumen von F,, so dab fiir i < j  stets Li c Li, Li + Lj gilt. 
Wir nehmen an, I sei nicht abz~ihlbar. Dann gibt es eine Teilmenge I o von I, die 
mit keiner abz~ihlbaren Teilmenge von I konfinal ist. Io enth~ilt dann insbesondere 
kein letztes Element. Mit i + bezeichnen wir den Nachfolger von i in Io. 

Es gibt ftir jedes i e I  o ein xie(Li+ \ L i ) 2  Sei Q: = {xi:ielo} und F3 der Teilraum 
von F, der die Hamelbasis Q hat. F3 ist nach Voraussetzung separabel, enth~ilt 
also eine abz~ihlbare dichte Punktmenge Y. Nach Definition der Hamelbasis l~il3t 
sich jedes yE Y als Linearkombination endlich vieler xi~Q darstellen. Es sei Q1 
die Menge aller xi, die in der Darstellung wenigstens eines y~ Y mit nichtver- 
schwindendem Koeffizienten vorkommen und F~ tier Teilraum von F m i t  der 
Hamelbasis Q~. Die Menge Qa ist eine abz/ihlbare Vereinigung endlicher Mengen, 
also abz~ihlbar. Damit i st auch /1 :=  {ie Io:x i ~ Q1} abz~ihlbar, kann also nicht mit 
I0 konfinal sein. Es gibt folglich ein i ~ I  0 mit i 1 > i  ftir alle i~I~. Nach Konstruk- 
tion gelten jetzt die beiden Beziehungen xil ~ F3 ~ ( Y)" c ( FJ~ c L h und xi~ C Lil, die 
nicht vertriiglich sind. Die Annahme, I sei iiberabz~ihlbar, fiihrt also zu einem 
Widerspruch. _A 

Aus diesem Satz sehen wit unmittelbar, dab jeder lokalkonvexe (A2)-Raum 
ein (AW)-Raum ist und jeder (AW)-Raum ein separabler Raum. Die Umkehrun- 
gen hiervon gelten nicht. 

Wir kommen nun zur angektindigten Reduktion der Familien A. 

(3.6) Hilfssatz. F' sei ein (AW)-Raum, A = (a'i)ie I eine Familie yon Elementen 
aus F'. Die Indexmenge I sei wohlgeordnet. Dann gibt es eine abzi~hIbare Teil- 
menge J yon I (die mit der yon I induzierten Ordnung wieder wohlgeordnet ist), so 
daft die Familie (a'i)i~j auf F dieselbe Priiordnung erzeugt wie A. 

Beweis. Wir nennen L i den von {a):j<i} aufgespannten abgeschlossenen 
linearen Teilraum von F' und setzen J: = {ieI:a'~(~L~}. FiJr die Familie (L~)i~j gilt 
nach Konstruktion L ~ L i ,  L~+Lj ftir i<j .  Da F' ein (AW)-Raum ist, muB J eine 
abz~ihlbare Menge sein. 

2 Mit A\B bezeichnen wit die Differenzmenge {x~A: xr 
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Wit zeigen jetzt, dab die Familie B." =(a'i)~j zu derselben Pr~iordnung auf F 
fiihrt wie A. 

A t Es sei zun~ichst xl < xz .  Der kleinste Index in I mit a~ xl + a'~ x2 sei il. (Wenn 
a'ixl=a'ix 2 fi.ir alle i e I  gilt, dann ist a'ixi=a'ix 2 fiir alle i6J  und damit xl ~xz  
trivialerweise richtig.) Fiir alle j < il gilt a) x 1 = a) x2. Die Gleichung a' xi = a' x2 
gilt far alle a' aus dem abgeschlossenen linearen Teilraum M'." = {a'sF':a' x~ = a' x2} 
von F'. Wegen L ~ c M '  kann also a'~ nicht in L~, liegen. Also ist i i~J.  Dann ist 
aber ii das kleinste Element i von J mit a'i xi  + a'i x2. Da aber a'i~ xi  < a'i~ x2 gilt, ist 

B 
X 1 ~ X  2 �9 

B A 
Es sei jetzt x i < x a vorausgesetzt. W~ire nun nicht xa < x2, dann g~ibe es einen 

kleinsten Index i2~I mit a' ' x i~ xl :# ai~ z und ffir diesen wiirde die Ungleichung 
a~,2 x~ >a'~ x 2 gelten. Dieses i 2 l~ige nach dem letzten Beweisteil auch in J und 
w~ire dort das kleinste i mit a' i x 1 :~a' i x 2 . Wegen a'i~ x 1 > a'i~ x 2 wiirde dann aber 

A 
nicht x 1 ~ x 2 gelten. Es ergibt sich ein Widerspruch. Also muB x i < x 2 sein. _J 

w 4. Die Ecken des Wertebereiches von Vektorintegralen 

Hauptziel dieses Teiles der Arbeit ist die Verallgemeinerung eines Satzes yon 
Borges [2] fiber die Ecken des Wertebereiches yon Vektorintegralen. Wir benSti- 
gen dazu folgende Begriffe und Voraussetzungen: 

Wie frtiher sei F ein separierter lokalkonvexer Raum. Der Dualraum F' yon 
F sei mit einer beziiglich des Dualsystems (F, F ' )  zul~issigen Topologie versehen. 
Mit U * wird der zu U algebraisch duale Raum bezeichnet, das ist die Menge aller 
linearen Funktionen auf F' ohne Riicksicht auf Stetigkeit. Den Wert, den die 
lineare Funktion r s F ' *  auf dem Punkt p 'sF '  annimmt, bezeichnen wir mit p' r. 

Die Topologie auf F' braucht nicht zul~issig zu sein beztiglich des Dual- 
systems ( F ,  F' *). Man kann aber die Ausgangstopologie Z1 auf F' verfeinern zu 
einer Topologie Z 2 auf F', die zul~issig ist bezfiglich (F' ,  F' *). Wir werden diese 
Topologie Z2 nicht explizit brauchen. Sie kommt aber implizit immer dann mit 
vor, wenn die Stiitzfunktionstheorie des w 2 auf Teilmengen yon F' * angewandt 
wird. 

Weiter sei ein MaBraum (T, R, m) gegeben, das ist ein Tripel bestehend aus 
einer Menge T, einem a-KiSrper R von Teilmengen aus T und einem Mage m auf 
R. Wit setzen voraus, das MaB m sei a-finit und positiv. 

Eine Funktion f :  T ~  F heiBt (schwach) integrierbar, wenn fiir j edes p' e F' die 
reellwertige Funktion p' f ( t )  integrierbar ist. Dieser Integrabilit~itsbegriff ist aus- 
ftihrlich diskutiert bei Bourbaki ([4], Chap.VI, w 1). Wenn f integrierbar ist, dann 
definiert die Zuordnung p' ~ ~ p ' f ( t )  dm eindeutig ein lineares Funktional r auf F', 
das aufgefaBt werden kann als Element aus F'*. Man schreibt ftir dieses r dann 
S f d m  und nennt es das (schwaehe) Integral yon f Das Integral ~ f d m  ist also ein 
Element yon F' * und wird definiert dutch die Beziehung p'~ f d m  = ~ p ' f d m  ftir 
alle f i eF ' .  Wie man an einfachen Beispielen sieht, braucht ~ f d m  nicht in F zu 
liegen. 

Ftir Banachr~iume wird gewShnlich ein anderer Integralbegriff verwendet 
(s. etwa bei Dunford-Schwartz, [7], III.2). Das zugeh6rige Integral kann man zur 
Unterscheidung das ,,starke" nennen. Eine stark integrierbare Funktion ist auch 
schwach integrierbar, und die Integralwerte stimmen iiberein. Dagegen braucht 
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eine schwach integrierbare Funktion mit Werten aus einem Banachraum nicht 
auch stark integrierbar zu sein. Im endlichdimensionalen Raum sind aber starke 
und schwache Integrierbarkeit gleichbedeutend, und beide stimmen fiberein mit 
komponentenweiser Integrierbarkeit. Wir werden im folgenden nur schwache 
Integrale betrachten und lassen deshalb den Zusatz ,,schwach" weg. 

Eine Abbildung S: T-,  ~3(F), die also jedem t e T  eine Teilmenge S(t) yon F 
zuordnet, heiBt eine mengenwertige Funktion. Eine Funktion f mit Werten aus F 
nennen wir eine S-Funktion, wenn sie ftir jedes t e Tder Bedingung f(t) e S (t) genfigt. 
Die Menge {~ fdm: f integrierbare S-Funktion} heiBt das Integral yon S und 
wird mit ~ S dm bezeichnet. Mit der Untersuchung yon Mengen der Gestalt ~ S dm 
werden wir uns im weiteren Verlauf dieser Arbeit besch~iftigen. Da sich die Integra- 
tionsvariable tund  das MaB m hiiufig von selbst verstehen, schreiben wir Ftir die 
Integrale auch kiirzer ~ f u n d  ~ S. 

Um l~istige Fallunterscheidungen zu vermeiden, fiihren wir Begriffe ein, die 
das Konzept der MeBbarkeit und Integrierbarkeit in einem ftir unsere Zwecke 
geeigneten Sinne verallgemeinern. Eine Funktion g: T - , R - : = R u  {-oo} heiBe 
m-meflbar (oder kurz: meJ3bar), wenn die Menge M.'= {te r:g(t)> -oo}  und die 
Funktion g eingeschr~inkt auf M beide m-meBbar sind im iiblichen Sinne. Eine 
m-meBbare Funktion g: T - , R -  heiBe halbintegrierbar beziiglich m, wenn der 
positive Teil 

g+(t):={~(t) fiir g(t)>O 
fiir g(t)<0 

von g m-integrierbar im fiblichen Sinne ist. Einer halbintegrierbaren Funktion g, 
die nicht integrierbar ist, wird der Integralwert ~ g dm = - oo zugeschrieben. 

Das folgende Kriterium ist unmittelbar klar: Eine m-mel3bare Funktion gist 
genau dann halbintegrierbar, wenn es eine integrierbare Funktion h gibt mit 
g(t)<h(t) ffir alle te T. 

Wir werden stets vorauszusetzen haben, dab F' ein (AW)-Raum (s. Defini- 
tion (3.4)) oder ein separabler Raum ist. Das bezieht sich auf die Topologie X1. 
Beziiglich der Topologie 3; z braucht F' weder das Axiom (AW) zu erfiillen noch 
separabel zu sein. 

Eine in F' dichte Folge P' ist total. W~iren n~imlich mit einem Xo + 0 die Glei- 
chungen p 'xo=0  ftir alle p'~P' erfiJllt, dann w~ire p'xo=O ffir alle p'eF' im 
Widerspruch dazu, dab (F', F} ein Dualsystem ist. 

Wir streben eine Aussage fiber die Randmengen von ~ S dm an. Dazu ist es 
zun~ichst einmal notwendig, Kenntnis fiber die Stfitzfunktion von ~ S dm zu er- 
langen. Deswegen ist der folgende Satz ffir uns von fundamentaler Bedeutung. 

(4.1) Satz. F' sei separabel. Die mengenwertige Funktion S geniJge den Voraus- 
setzungen: 

a) Fiir jedes te T ist S(t) eine nichtleere abgeschlossene konvexe Menge. 
b) Die StiJtzfunktion g(p', t):= inf p'x ist fftr jedes feste te T in mindestens 

xeS(t)  

einem Punkte P'o (t), der yon t abhgmgen darf endlichwertig und stetig. 
c) F~r jedes feste p' E F' ist g (p', t) als Funktion yon t m-mefibar. 
d) Es gibt eine nichtleere offene Menge U'c  F', so daft g (19', t) fiir jedes f ie U' 

eine integrierbare Funktion ist. 
15 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd, 14 
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Dann ist ~ S dm nicht leer. Fiir jedes p' ist g(p', t) halbintegrierbar und ~ g(p', t) dm 
ist gleich dem Wert h(p') der Stiitzfunktion yon S S din. 

Beweis. 1) Wit zeigen zun~ichst die Existenz einer Nullrnenge No, so dab 
g (p', t) bei t ~ T \ N  o flit alle p' ~ U' endlich und stetig ist. 

Sei P' eine in U' dichte abz~ihlbare Menge. Fiir jedes feste p'sP'  ist g(p', t) 
integrierbar und deshalb endlichwertig flit alle t mit Ausnahme einer yon p' ab- 
h~ingigen Nullmenge N(p'). Wenn t nicht in No:= U N(p') liegt, ist g(p', t) fiir 

p' EP" 

alle p' e P' endlich. Die Menge E'(t): = {p' e F': g (p', t) > - c~ } enth~ilt nach Voraus- 
setzung b) den Punkt p~ (t), und dieser ist wegen der Stetigkeit yon g innerer Punkt 
yon E'(t). Da gO)', t) eine konkave Funktion ist, ist E'(t) eine konvexe Menge. 

Konvexe Mengen mit inneren Punkten enthalten bereits alle inneren Punkte 
ihrer abgeschlossenen Hiille. Fiir t CNo ist U' c (P')ac (E'(t)) a, also U' ~ E'(t). Da g 
in einem inneren Punkt yon E'(t) stetig ist, ist g im ganzen offenen Kern yon E'(t) 
stetig (nach (2.9)), insbesondere also bei tr No in ganz U'. 

2) Es sei nun p~, p~ . . . .  eine in F' dichte Folge, p~ ein Punkt aus U' und P die 
Familie (P'i)i=l, 2,... Da g(p', t) in p~ endlichwertig und stetig ist bei tCNo, ist die 
P-Randmenge yon S(t) ftir alle t, die nicht in N o liegen, nicht leer nach (3.3). Sie 
besteht aus genau einem Punkt So (t). Die Stiitzfunktion, die gleich p' s o (t) ist, erh~ilt 
man aus g (p', t) dutch abz~ihlbare Grenzoperationen (gem~il3 (3.2), zweiter Formel- 
satz). Mithin ist p' s o (t) flit jedes p' ~F' eine meBbare Funktion. Das gilt zun~ichst 
nut auf T \ N  o. Auf der Nullmenge N o k6nnen wit abet s o (t) beliebig aus S(t) 
w~ihlen, ohne dab die MeBbarkeit yon s o dadurch beeintfiichtigt wird. 

Es gibt eine konvexe Umgebung V' yon p[, die noch ganz in U' liegt. Fiir 
p 'eV '  k6nnen wit die Funktion f (p ' ) ' .=Sg(p' , t )dm erkl~iren nach Voraus- 
setzung d). Das ist eine in V' endliche und konkave Funktion, da g eine Stiitz- 
funktion ist. FOr festes p' ist f (2  p' +p~) eine in einer Umgebung yon 0 definierte 
endlichwertige konkave Funktion der reellen Variabten 2. Mithin existiert die 
rechtsseitige Ableitung lira (f(2 p'+ P'I)-f(P'I))/2 und ist endlich. 

;~$o 

Bei t e n  o ist g(p', t) fiir alle p'~ V' endlichwertig und stetig. Derselbe SchluB, 
den wit eben ftir f durchfiihrten, zeigt, dab die Ableitungen 

k (p', t)." = lira (g (2 p' + Pl, t) - g (Pl, t))/)~ 
~+0 

als endliche Werte existieren. Bei festem p' ist die Folge g(p'+lp'~, t)-lg(p'~, t) 
monoton nichtfallend und der Grenzwert 

}im~ ~ (g (p' + I p'~, t) - l g (Pl, t)) dm= lira ( f ()~ p' + p'~) - f tp'~))/2 

existiert. Mithin ist nach dem Satz von Lebesgue die Grenzfunktion k(p', t) 
integrierbar far jedes p'eF'.  Da so(t) nach Konstruktion in der p[-Randmenge 
von S(t) liegt, die durch k(p', t) definiert wird, ist k(p', t)__< p' So (t)< - k  ( - p ' ,  t) ftir 
alle p'cF'  und t~ T \ N  o. Da k integrierbar ist fiir jedes p', ist p' So(t) integrierbar 
und damit So. 
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Es gilt Pl So(t)=-g(P~, t) fiir t6No, also 

h(Pl)'. : i~fspi Y<Pl ~ So dm=~ Pl So dm=[. g(Pl, t) din. 

3) Es gilt fiir alle p'~F' die Ungleichung g(p', t)<p' So(t ) mit integrierbarem So. 
Daraus folgt, dab g(p', t) fiir alle p' eine halbintegrierbare Funktion ist. Die Funk- 
tion f(p'): =f  g(p', t)dm ist somit ftir alle p' erkl~rbar und, wie man unmittelbar 
sieht, konkav. Folglich ist die Menge C': = {p' ~F':~ g(p', t) dm > - oe } konvex. 
Sie enthiilt innere Punkte wegen U'c  C'. Man kann ohne Einschr~inkung an- 
nehmen, U' sei der offene Kern von C'. Beweisteil (2) liefert h(p')<~ g(p', t)dm fiir 
alle p'~ U', da dort der Punkt p] beliebig aus U' w~ihlbar war. Fiir jede integrier- 
bare S-Funktion s gilt aber p' s(t)>g(p', t) ffir alle p' und t, woraus durch Integra- 
tion folgt p' ~ s dm> ~ g (p', t) din. Die Ungleichung h (p') > [. g (p', t) dm gilt also all- 
gemein. Far  die inneren Punkte von C' gilt mithin die Gleichheit. 

4) Sei p~ ein Randpunkt yon C' und p~ aus U'. Es ist dann 

h (p~) = lim h (2 p[ + (1 - 2) p~) = lira ~ g ()~ Pl + (1 - 2) P'2, t) din. 

Wie wir in Beweisteil (2) gesehen haben, existiert eine integrierbare S-Funktion s o. 
Damit gilt g(p; t)~p'So(t ) fiir alle p' und 

g , ' t )<(2p'l+(l_2)pl)So(t)<max(plSo(O, p2So(t) ) (2pl +(1-2 )p2 ,  

ftir 0_<2<1. Diese Majorante ist integrierbar. Nach dem Satz von Fatou ist 
folglich 

~ g ( P ' 2 ' t ) d m = ~ l i m g ( l p ' l + (  \ r p'2, t)dm 

= > l i m h  p~+ 1 -  p =h(p~). 

Das gibt zusammen mit der allgemeingiJltigen Relation h(p'z)>~g(p'z, t)dm die 
Gleichheit fiir Randpunkte von C'. 

5) Es sei jetzt p; ein ~iu13erer Punkt von C ~ und s o eine integrierbare S-Funk- 
tion. Da g(p;, t) halbintegrierbar ist, aber nicht integrierbar, kann man zu jeder 
reellen Zahl 7 eine integrierbare reelle Funktion fi(t) finden, welche den Unglei- 
chungen g (p;, t) < fi (t) < p; s o (t) fiir alle t ~ T und ~/~ dm< ~ gentigt. 

Wir wotlen zeigen, daf3 die Funktion Sl(t):= {x~S(t):p'3 x>/~(t)} wieder die 
Voraussetzungen a) bis d) des Satzes erfiillt. 

Zu a). Far  jedes t~T  ist Sl(t ) sicher konvex und abgeschlossen und wegen 
s o (t) E $I (t) nicht leer. 

Zu b). Die Stiitzfunktion yon Sa nennen wir g~. Es ist g(p', t)<g~(p', t) fiir alle 
p' und t. Deshalb ist g~ fiir jedes t~T  im Punkte p'o(t), in dem auch g stetig ist, 
endlichwertig und stetig (nach (2.9)). 
15" 
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Zu c). Sl(t) ergibt sich als Durchschnitt yon S(t) mit einem Halbraum H(t), 
der folgende Sttitzfunktion hat: 

fiir p ' = 2 p ; , 2 > O  

sonst. 

Nach (2.5) wird S1 (t) definiert durch die Funktion 

l(p', t)." = sup,(g (p' - q', t) + m (q', t)). 

Dieses Supremum braucht nur fiber die q' genommen zu werden, ffir welche 
m (q', t) endlich ist. Das ergibt dann 

Es sei nun te  T fest, 

l ! t (p, t) = sup (g (p' - 2 P3, t) + 2 fl (t)). 
~>o 

und 
e ' ( t ) ,  = {p' e F '  :g(p', t )> - ~ ) ,  

G'(t) ,  = {p' ~F':  l(p', t ) >  - oo}. 

D'(t)." = {p'eF':gl(p',  t)> - oo} 

Es ist E' ( t )c  G' (t), und wegen ga (p', t)= limp,l(q', t) gilt: 

a '  (0 c D' (t) = (G' (t))". (,) 

Nun ist l(p', t) genau ffir die p' endlich, zu denen es ein 2 > 0 gibt mit p' - 2 p; e E'(t). 
Mithin gilt G' (t) = { q' + 2 p~ : q' ~ E' (t), 2 => 0}. Der offene Kern E'i (t) yon E' (t) ist 
nicht leer. Deshalb gilt ,i a , (E (t)) = E (t), da E'(t) konvex ist, und 

{q' +)cp'3:q' eE'i(t), 2_-->0} c G'(t) 

c {q'+2p'3:q'~(E'i(t)) ", 2__>0} (**) 

c({q '  + 2 p'a:q' ~E'i(t), 2_>-0})". 

Dabei ist die erste Menge gleich U (E'i(t) + {2 p;}) und damit often. Wegen der 
,~_>_o 

Relation (**) ist sie gleich dem offenen Kern yon G'(t) und wegen (.) gleich (D'(t)) i. 
Ffir p' aus (D'(t)) i i s t  die Funktion g ( p ' - 2  p;,  t) eine konkave Funktion der 

reellen Variablen 2, die in einem Intervall, das innere Punkte enth~ilt, endliche 
Werte annimmt. Man braucht also das Supremum sup (g (p' - 2 p; ,  t) + 2 fl (t)) nur 
fiber alle 2>__0 aus der Menge Q der rationalen Zahlen zu bilden. Nach (2.10) ist 
l(p', t)=gl(p',  t) ffir alle p'e(G'(t)) i. Es sei nun t(~N o. Dann ist U' Teilmenge yon 
(G'(t)) i. Wenn p~ ein fester Punkt aus U' ist, dann gilt nach (2.8) unter Verwendung 
der eben abgeleiteten Beziehung fiir I die Gleichung 

gl p, (sup (g (1-1 ) 
~ o  
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Wir erhalten also gl durch abz~ihlbare Grenzoperationen aus dem mel3baren g. 
Das zeigt, dab gl wieder mel3bar ist, denn die Werte von gl fiir tENo, die sich nicht 
auf diese Weise ergeben, st6ren die Megbarkeit  nicht mehr, da No eine Null- 
menge ist. 

Zu d) Ftir p' E U' wird gem~ii3 g (p', t) < gl (P', t) <= p' S o (t) zwischen zwei integrier- 
bare Funktionen eingeschlossen, ist also integrierbar. 

Damit gentigt $1 allen Voraussetzungen des Satzes. Nun wissen wir nach dem 
in den Beweisteilen (3) und (4) Gezeigten, dab ~ gl(P', t )dm Sttitzfunktion yon 
[, SI dm ist fiir alle p', fiir welche dieses Integral einen endlichen Wert annimmt. 
Ftir p; ist nach Konstruktion gl (P;, t) = fl(t), woraus folgt, dab inf P'3 Y = ~ fl d m <  7 

ye lS1  

ist. Wegen S l ( t ) cS ( t )  far alle t E T  gilt ( S ~ d m c ~ S d m .  Damit gilt also auch 
h (p~)~ y. Da 7 eine beliebige reelle Zahl war, mul3 h (p~)= - oo sein. Das ist gleich 
y g(p'3, t) dm. _l 

Damit k/Snnen wir nun den folgenden Satz tiber die Randmengen yon ~ S dm 
beweisen: 

(4.2) Satz. Der Raum F' sei ein (AW)-Raum (siehe (3.4)). Die mengenwertige 
Funktion S erfiille die Voraussetzungen a) bis d) yon Satz (4.1). A: =(a'i)i~i sei eine 
Familie yon Elementen aus F' mit wohlgeordneter Indexmenge I. 

Wenn die A-Randmdnge W A yon W.. =~ S dm (die in F' * zu bilden ist) nicht leer 
ist, dann sind die A-Randmengen SA(t) yon S(t) nicht leer bis auf die t aus einer 
m-Nullmenge N. Die Stiitzfunktion gA (P', t) yon S A (t) ist fiir alle p' halb-integrierbar. 
(Dazu kann man fiir t e N  die Funktion gA beliebig festsetzen, etwa gA(P', t ) :=0  
ffir t E N ). F iir die Stiitzfunktion h a yon W A gilt h A (p') = ~ gA (P', t) dm in allen Punkten 
p', fiir welche h a (p') endlich ist. 

Beweis. 1) Es gibt nach Hilfssatz (3.6) eine abz~ihlbare Teilmenge J von I, so 
dab die Familie (a'i)i~j dieselbe Pr~iordnung auf F erzeugt wie A. Wir k6nnen 
deshalb ohne Einschr~inkung annehmen, dab I bereits eine abz/ihlbare Menge ist. 

Wir wenden transfinite Induktion an. Es sei der Satz richtig ftir die Aj-Rand- 
mengen ( j<  i), wobei die Familie Aj definiert ist durch A~ =(a'k)k~i,k<_j. Fiir das 
kleinste Element io yon I is t  das klar wegen des vorigen Satzes. Wir wollen jetzt die 
Richtigkeit ftir die Ai-Randmengen zeigen. 

Sei hj die Sttitzfunktion der A2-Randmenge Wj von W. Die Menge Nj enthalte 
alle diejenigen tE T, ftir welche die AiRandmenge  Sj(t) von S(t) leer ist. Fiir alle 
tCNj sei gj(p', t) die Stiitzfunktion von St(t ). 

Wir berechnen gi und hi nach (3.2). Die Funktionen gj sind dabei f'fir die t aus 
der Nullmenge Nj gar nicht definiert. Deshalb mtissen wir uns bei den folgenden 
1Jberlegungen stets auf die t aus dem Komplement einer passenden Nullmenge 
beschfiinken. Doch werden wir das nicht immer ausdrticklich erw/ihnen, da es sich 
meistens yon selbst versteht. 

Zun~ichst haben wir ki(p'  , t ) :=sup gj(p', t) und vi(p'):=sup, hj(p' ) zu bilden. 
J < l  J < l  

Wenn die Menge Ii: = {j E I :j < i} kein letztes Element besitzt, dann gibt es eine in Ii 
konfinale Folge il, i2 . . . .  yon Elementen aus Ii, undes  ist sup. g~ = !ira glv da die 

J,<Z 
Folge der g~ monoton nicht fgllt. Ist fiir ein f iEF '  der Wert vi(p')> - o% dannis t  
ftir fast a l l ev  der Wert hiv(p' ) endlich und nach Induktionsvoraussetzung gilt 
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Y giv(P', t)dm=h~v(p' ). Die Anwendung des Satzes von Lebesgue liefert die Inte- 
grierbarkeit der Grenzfunktion ki(p', t) und 5 ki(p', t)dm=vi(p').  Das gilt fiir alle 
f i eF '  mit vi(p')> - oe. 

Wenn Ii ein letztes Element il besitzt, dann ist diese Aussage wegen ki(p', t)= 
gil(P', t) und vi(p')= hii(p') nach Induktionsvoraussetzung klar. 

2) Es sei nun No die Nullmenge, augerhalb deren die Funktion g(p', t) auf ganz 
U' stetig ist. Fiir ein p~ e U' ist vi (p[) > h (p~) > - oe. Also ist ki(p'l, t) integrierbar 
und deshalb endlich ftir die t aul3erhalb einer Nullmenge N 1. Fiir t r  ~ ist nach 
(2.10) die Menge ~ Sj(t) nicht leer. Ihre Sttitzfunktion erh~ilt man gem~il3 (2.10) 

j<i  

einer Folge megbarer Funktionen, also eine mel3bare Funktion. AuBerdem ist 
m~ stetig und endlichwertig im Punkte p; (t) wegen g < mi und integrierbar fiir die 
p'~ U', da sie in diesen Punkten mit k~ (p', t) tibereinstimmt und k~ integrierbar ist, 
da v~(p')> h(p')> - o o  gilt fiir p'e U'. Damit erfiillt die mengenwertige Funktion 

Sj(t) die Voraussetzungen yon (4.1). Also ist ~ m~(p', t) dm eine Stiitzfunktion. 
j<i 
Diese stimmt in allen inneren Punkten der Menge, wo die Stiitzfunktion wi von 
("] Wj endlich ist, mit wi iiberein. Dann gilt aber ~ mi(p', t )dm=wi(p')  far alle p' 
j<i 

mit wi(p') > - co. 
3) Nun bilden wir die Richtungsableitungen. Da WA =~ 0 ist, mug w~(a'i)> -- oe 

sein und damit wi(a'i)= ~ mi (a'~, t)din. Die Richtungsableitungen nach a' i symboli- 
sieren wir dadurch, dab wir die Stiitzfunktionen m~ und w~ mit einem ' versehen. 
Dann ist ffir ein p', in welchem w'i (P') endlich ist, auch wi (p' + I a'i)- l wi (a~) endlich 
fiir fast alle 1. Das ergibt 

, l im~(mi(p,+la, i , t )_lmi(a, i , t ) )dm. lim (wi (1o' + 1 a'i) - I wi (a~)) =l~ 0o 

Die Folge der Integranden ist monoton nichtfallend, so dab der Satz von Lebesgue 
anwendbar ist. Das zeigt: wl (p') = ~ lira (m~ (p' + 1 a'~, t) - I mi(a'~, t)) dm= ~ m'i(p', t) dm. 

l--* oO 

Das gilt fiir alle p's  F', fiir welche wl (p') endlich ist. 
Ganz analog wie in Teil (2) dieses Beweises schliel3t man daraus, dal3 es eine 

Nullmenge N z gibt, so dab die @Randmenge Si(t ) yon ~ Sj(t) nicht leer ist, wenn 
j<i 

t nicht in N 2 liegt. Und wie in (2) folgt ffir die Stiitzfunktionen die Beziehung 
gi(P', t)din= hi(if) fiir alle p', wo h~(p') endlich ist. Damit ist der Induktions- 

schritt geleistet. 

4) Die A-Randmenge yon W ist gleich W A = N Wi. Genau derselbe SchluB, 

den wir in (1) und (2) fiir Mengen des Typs (~ Wj durchgefiihrt haben, ist auch bier 
j<i 

anwendbar. Er beweist die Behauptung. 

Durch eine einfache Spezialisierung erhalten wir daraus die angekiindigte 
Verallgemeinerung eines Satzes von Borges. 

(4.3) Satz. Es sei F' ein (AW)-Raum. Fiir jedes t e T  sei S(t) eine nichtleere 
eekenabgeschlossene Teilmenge yon F. Die Stfitzfunktion g(p', t) yon S(t) erJfille die 
Voraussetzungen b) bis d) yon (4.1). 



Der Wertebereich yon Vektorintegralen 223 

Wenn dann ~ g(p', t) dm die Stfitzfunktion yon W: = ~ S dm ist, dann ist W ecken- 
abgeschlossen. 

Beweis. Wenn ~ g (p', t) dm die Stiitzfunktion yon Wist, dann ist W k ~ = (~ S g~ din) ~, 
und jede Ecke yon W ist auch eine Ecke von ~ S g~ din. Es sei nun r eine Ecke yon 
W, und zwar die A-Ecke. Wir k6nnen ohne Einschr~inkung annehmen, dab A 
total ist. Ist n~imlich die Familie A nicht total, so k6nnen wir sie zu einer totalen 
Familie erg~inzen, ohne dab sich die Randmenge, die j a bereits einpunktig ist, n och 
~indert. 

Wir wissen aus Satz (4.2), dab ffir alle t aul3erhalb einer Nullmenge N die 
A-Ecke SA(t ) Yon ski(t) existiert und ~ p' SA(t ) dm=p'  r ffir alle p' ~F' ist. Da S(t) 

T \ N  

eckenabgeschlossen ist, nimmt sA (t) seinen Wert in S (t) an. Also ist 

r = ~ s A dme~ S dm = W. 

Da das ffir alle Ecken von W gilt, ist W eckenabgeschlossen. __] 

Bei beliebigen eckenabgeschlossenen Mengen S(t) braucht unter den Voraus- 
setzungen von (4.3) keineswegs immer ~ g(p', t )dm die Stfitzfunktion von ~ S din 
zu sein. Das mul3 deshalb zus~itzlich gefordert werden. Es gibt aber einen wichtigen 
Spezialfall, in dem das iiberfltissig ist. Den wollen wir im n~ichsten Satz behandeln. 

(4.4) Satz. Der Dualraum F' yon F sei ein (AW)-Raum. Fiir jedes t~ T sei S(t) 
eine nichtleere, beschr~nkte, eckenabgeschlossene Teilmenge yon F. Die Stfitz- 
funktion g(p', t) yon S(t) erffille die Voraussetzungen b) bis d) yon (4.1). Dann ist 
W: = S S dm eckenabgeschIossen. 

Zum Beweis verwenden wir folgendes integrationstheoretische Lemma: 

(4.5) Hilfssatz. Es seien f l , f2  . . . .  endlichwertige halbintegrierbare Funktionen, 
heine integrierbare Funktion und C, e reelle ZahIen mite > 0 und C > Sfl din. Dann 
gibt es eine mefibare Menge M c T derart, daft alle fi fiber M integrierbar sind und 
die Ungleichungen ~fl din< C und ~ h d m < e  bestehen. 

M T \ M  

Beweis. Es sei e.'= rain (~, C - ~ f l  din). Wir konstruieren eine absteigende Folge 
von Mengen M l ~  M2 =. . .  mit der Eigenschafl, dab ffir jedes n die Funktionen 
f l , - . . , f ,  fiber M, integrierbar sind und die Ungleichungen ~ f l d m <  C - e .  2-" 

Mn 

und ~ h d m < e - e . 2 - "  gelten. Diese Mengen werden durch vollstfindige 
r \ M n  

Induktion erhalten. 

Die Mengenfunktion i l l ( K ) :  = ~fl dm ist ein allgemeines a-finites Mal3 auf T. 

Es sei T=  L~ eine Zerlegung mit Ipl(g~)]<oo. Dann gibt es eine natfirliche 
i =  1 r l  

Zahl n derart, daB mit M~." = ~) L~ gilt: & (M~) < C -  e/2 und ~ h dm< e -  e/2. 
i = 1 T\M1 

Es sei nun bereits M,_ a konstruiert. Dann ist die Mengenfunktion p , (K):= 
oo 

f ,  dm ein allgemeines a-finites Mal3 auf T. Sei M,_~ = [9/2~. eine Zerlegung 
K ~ M n - 1  i= 1 r~ 

mit endlichem P. (/Ji). Dann gibt es eine natfirliche Zahl r. so, daB mit M.: = [9/2~ 
i = 1  
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die Ungleichungen #I (M,_~\M, )<e .2 -"  und ~ h d m < e . 2 - "  erftillt sind. 
M n  - 1 \ M n  

fiber dieses M, sind dann f~, ... ,f, integrierbar und es gelten die oben behaupteten 

Ungleichungen #i (M,)___< C -  e. 2-"  und ~ h din_-< e - e. 2-". Ober M: = N M, 
T \ M n  n = 1 

sind dann alle f/integrierbar und es ist ~fl dm< C und ~ h dm< e. I 
M T \ M  

Damit kommen wir zum Beweis von (4.4). Wir ffihren diesen Satz auf (4.3) 
zurfick. Dazu haben wir nachzuweisen, dab ~g(p', t)dm die Stiitzfunktion von 

S dm ist. 
Wie im Beweis zu (4.1) kann gezeigt werden, dab es eine integrierbare S- 

Funktion gibt. Die dort im Beweisteil (1) konstruierte Nullmenge No ist unter der 
Voraussetzung, dab alle S (t) beschr~inkte Mengen sind, die leere Menge, und die 
im Beweisteil (2) definierte Funktion So (t) ist f'tir jedes t genau die P-Ecke von S (t). 
Da S (t) eckenabgeschlossen ist, gilt also So (t)e S (t) fiir alle t e T. Die integrierbare 
Funktion So ist mithin eine S-Funktion. 

Wegen g(p', t)<p' So(t) ffir alle p' und t ist die endlichwertige Funktion g(p', t) 
f'tir jedes p'eF' halbintegrierbar. Es sei nun p] ein beliebiger Punkt aus F', die 
Folge p~, p; . . . .  sei dicht in F' und e, C seien reelle Zahlen mit e > 0 und 

C >~ g(Pl, t) din. 

Wie in (4.5) gezeigt wurde, gibt es eine meBbare Teilmenge M von T derart, dab 
alle Funktionen g(p'i,t) fiber M integrierbar sind und die Ungleichungen 

g (P'I, t) dm < C und ~ P'l So (t) dm < e bestehen. Die Funktion 
M T \ M  

t): = ~g (p'' t) f'tir t e M 
g'(P" (p' So(t) fiir tCM 

ist ftir jedes p'eF' halbintegrierbar und fiir die Punkte aus der offenen Menge U' 
sowie fiir die P'i integrierbar. Die Funktion h(p')." = ~ ~,(p', t) dm ist konkav. Also 

T 
ist die Menge V ' :=  {p'e F'." h (p')> - o o  } konvex. Sie enth~ilt innere Punkte, da sie 
U' umfaBt. Deshalb enth~ilt sie alle inneren Punkte ihrer abgeschlossenen Hiille. 
Da die Folge p], p~ . . . .  dicht in F' liegt, ist das ganz F'. Mithin ist ~(p', t) ftir jedes 
p' eF' integrierbar. 

Nach dem Verfahren von Teil (2) des Beweises von (4.1) k6nnen wir eine 
integrierbare Funktion sl(t ) konstruieren mit P'I sl(t)=~,(p'l, t) fiir alle teT, und 
zwar so, dab Sl(t) = So (t) ist ftir alle t, die nicht in M liegen, und dab si (t) eine Ecke 
yon S(t) ist ftir t eM.  Also ist st eine S-Funktion. Nach Konstruktion istp~ S st dm= 

g (Pl, t) dm+ ~ Pl So dm <= C + ~. Da C > ~ g (t)'1, t) dm und ~ > 0 beliebig w~ihlbar 
M T \ M  

waren, ist infp~ r<~  g(P'l, t)din. Da die umgekehrte Ungleichung trivial ist, gilt 
r e I ~  

die Gleichheit. _] 

Borges beweist in [2] den Satz (4.4) im Falle eines endlichdimensionalen 
Raumes F ohne die Voraussetzung d). Wenn aber im endlichdimensionalen 
Raum F die mengenwertige Funktion S allen Voraussetzungen yon (4.4) gentigt 



Der Wertebereich von Vektorintegralen 225 

unter Verletzung von d), dann besitzt ~ S dm keine Ecken, ist also trivialerweise 
eckenabgeschlossen. Das kann daran liegen, dab ~ S dm leer ist. Im Falle ~ S dm+ 
hat, wie Borges zeigt, ~Sdm die Sttitzfunktion ~g(p',t)dm. Da die Menge 
E':={p'eF':~g(p',  O d m > - o o }  bei Verletzung von d) keine inneren Punkte 
enth~ilt, gibt es ein x 0 ~ F, Xo =t = 0, mit p' x o = 0 ffir alle p' E E'. Man sieht leicht, dab 
dann mit jedem Punkt x auch die ganze Gerade {x + 2 xo:2 E R} in (~ S din) ka liegt. 
Kein Punkt x kann also Ecke von ~ S dm sein. Wir sehen mithin, dab im endlich- 
dimensionalen Falle in (4.4) auf die Voraussetzung d) verzichtet werden kann. 
Damit ergibt sich der Satz von Borges als Spezialfall yon (4.4). 

w 5. Verallgemeinerung eines Satzes von Ljapunoff 

Ljapunoff [-14] wies 1940 nach, dab der Wertebereich eines atomlosen, be- 
schr~inkten VektormaBes, das Werte im endlichdimensionalen euklidischen Raum 
R n annimmt, konvex und kompakt ist. Seitdem sind von mehreren Autoren Bei- 
spiele dafiir angegeben worden, dab dieser Satz nicht mehr richtig ist, wenn das 
MaB Werte in einem unendlichdimensionalen Vektorraum annimmt (ein ein- 
faches Beispiel steht bei: H.G.Kellerer, Zur Existenz analoger Bereiche, Z. 
Wahrscheinlichkeitstheorie 1, 240-246 (1962/63)). Im ersten Satze dieses Para- 
graphen werden wir sehen, dab unter einer gewissen Voraussetzung der Werte- 
bereich eines VektormaBes auch im unendlichdimensionalen Falle konvex und 
kompakt ist. 

Die folgenden Begriffe und Bezeichnungen halten sich im wesentlichen an 
das Lehrbuch von Dunford-Schwartz [7]. 

(T, ~, m) sei ein MaBraum mit a-finitem positivem Mage m. Der Raum/2  der 
m-integrierbaren reellen Funktionen h auf T, wobei m-fast gleiche Funktionen 
identifiziert werden, ist mit der Norm Irhll .' = ~ Ih] dm ein Banachraum. Der Raum 

r 
L ~ der m-wesentlich beschr~inkten Funktionen k auf T, wobei m-fast gleiche 
Funktionen identifiziert werden, ist mit der Norm Hkll:=m-ess-suplk(t)[ ein 

t ~ T  

Banachraum, der norm-isomorph ist zum Dualraum (/2)' yon/2 (vgl. [7], IV, 8.5). 
Es sei F ein separierter lokalkonvexer Raum. Wenn f :  T ~  F eine schwach 

integrierbare vektorwertige Funktion ist, bezeichne W(f)d ie  Menge { Sfdm:K~r 
Das ist eine Teilmenge von F' * 

Die gr6bste bezfiglich eines Dualsystems (X, Y) zul~issige Topologie auf X 
heiBt die schwache Topologie auf X und wird mit a(X, Y) bezeichnet. Man ver- 
sieht topologische Begriffe, die sich auf die schwache Topologie beziehen, mit dem 
Zusatz ,,schwach", also ,,schwach stetig", ,,schwach kompakt" etc. 

Damit kommen wir zu dem angekfindigten Satze3: 

(5.1) Satz. Wenn zu jeder Menge M ~ R  mit m(M)>0 ein h+-O aus L ~176 existiert 
mit h(t)=O fiir t (~ M und ~ h(t) f (t) dm=O, dann ist W(f).. = { S f dm : K ~J~i } konvex 

T K 

und kompakt in der Topologie cr(F' *, F'). 

3 Inzwischen wurde mir bekannt, dab f~r endliches Mag m die S~itze (5.1) und (5.2) bereits von 
J. F. C. Kingman und A. P. Robertson [-On a theorem of Lyapunov, J. London math. Soc. 43, 347 - 351 
(1968)] bewiesen worden sind. 
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Beweis. Die Kugel C:={k~L~:]lk-�89 <�89 ist nach dem Satz yon Alaoglu 
kompakt in der Topologie cr(L ~ Die Abbildung J: k ~ ~ k(t) f(t) dm bildet L ~176 

T 
linear in F'* ab und ist stetig, wenn L ~176 und F'* mit den Topologien o-(L ~ 
bzw. a(F'*,F') versehen werden. Also ist J(C) konvex und kompakt in F'* 
beziiglich der Topologie a(F' *, F'). Der Satz ist mithin bewiesen, wenn W ( f ) =  
J(C) gezeigt wird. 

Far  xeJ(C) ist J - l (x) . '=  {k~C:~ k(t)f(t)dm=x} nicht leer und als Durch- 
schnitt des schwach kompakten C mit den abgeschlossenen Hyperebenen 
H(p'): = {keL~176 ~ k(t) p'f(t) dm=p' x} (p' ~F') wieder schwach kompakt und kon- 
vex. Also besitzt J -  1 (x) nach dem Satz yon Krein-Milman einen Extremalpunkt k o. 

Da k o in C liegt, gilt 0 < k o (t)< 1 flit m-fast alle t~ T. H~itte fiir ein e > 0 die 
Menge M~: = {re T:e = ko(t)< 1 -  e} positives Mal3, dann ggbe es dazu nach 
Voraussetzung eine nichttriviale Funktion h o 6L ~, die auBerhalb Me verschwindet 
und f ho(t)f(t ) dm=O erffillt. Ohne Einschr~inkung kann IIholl <e  angenommen 

T 

werden. Nach Konstruktion gilt dann Ilko-t-ho-�89 <�89 und ~(ko• 
Also liegen die Funktionen k o _+ h o in j - l (x) .  Wegen k o = ((k o + ho)+ (ko-  ho))/2 
w~ire dann abet k o kein Extremalpunkt yon J-1 (x). 

Es mul3 also m(M~)= 0 sein fiir jedes e > 0. Daraus folgt abet, dab k o (t) m-fast 
gleich einer charakteristischen Funktion ZK ist. Dann gilt 

x= ~kofdm= ~ZKfdm= ~fdm~W(f). 
T T K 

Wir haben damit gesehen, dab J(C) Teilmenge yon W(f) ist. Trivial ist abet 
die Inklusion W(f)cJ(C). Mithin gilt die Gleichheit der beiden Mengen. 

Unter den Voraussetzungen yon (5.1) ist auch die Menge 

WN(f): = { 5fdm:KetR und K e N }  
K 

konvex und kompakt fiir jedes NeS/. Davon gilt nun folgende Umkehrung. 

(5.2) Satz. Wenn fiir jedes NE!R die Menge WN(f): = { 5f  dm:KeSt und K cN}  
K 

konvex ist, dann existiert zu jedem M egi mit re(M)> 0 eine Funktion h EL ~176 h :t: O, 
mit h(t)=0 fiir t~M und ~ h(t)f(t) dm =0. 

T 

Beweis. Es sei MoeSt so, dab kein h:l=0 aus L ~~ existiert, das aul3erhalb yon M o 
verschwindet und 5 hfdm=O erftillt. Wit miissen zeigen, dab dann m(Mo)=0 
ist. Nach Voraussetzung ist WMo(f) konvex. Es gibt also eine Teilmenge M a yon 
M o m i t  5zMlfdm=�89 5fdm. Die Gleichung 5 hfdm=�89 5fdm f t i r h  hat in 

Mo Mo Mo 

/2~o ." = {h e L ~ : h (t) = 0 fiir t q}Mo } die spezielle L6sung h o (t): = �89 ZMo (t). Jede andere 
Ltisung erhiilt man daraus durch Addition einer L/Ssung der homogenen Gleichung 

hfdm=O. Da diese aber nach Annahme nur die L6sung h = 0  hat, gilt ZMI(t)= 
Mo 
h o (t)= �89 ZMo (t) fiir m-fast alle t E T. Diese Gleichheit kann aber nur bestehen, wenn 
m(Mo)=0ist ,  l 

Wit wollen jetzt noch zeigen, dab der Satz yon Ljapunoff [14] leicht aus (5.1) 
abgeleitet werden kann. 
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(5.3) Satz. Das Marl m sei atomlos und f(t)." = (f~ (t), ... , f ,  (t)) eine integrierbare 
Vektorfunktion mit Werten aus dem R". Dann ist W ( f )  kompakt und konvex. 

Beweis. Es sei M e l;l mi tm (M)> 0. D a m  atomlos ist, gibt es megbare Mengen 
M , + I = M , c . . . c M l c M  mit O<m(M,+O<. . .<m(M1) .  Die n Gleichungen 
n + l  

flk ~fi ZMk dm=O ( i= 1, ..., n) ftir die n+  1 Unbekannten /~k haben eine nicht- 
k=l 
triviale L6sung flo o .... ft, + ~. Nach Konstruktion sind die Funktionen XM1, .-., ZM .... 
aufgefal3t als Elemente des Vektorraumes L ~, linear unabh~ingig. Deshalb ist 

n + l  

h :=  ~ flo XM~ nicht das Nullelement von L ~. Augerdem verschwindet h (t) auBer- 
k = l  

halb M und es ist ~ h fdm=O.  Mithin ist die Voraussetzung von (5.1) erfiillt. 
r 

Daraus folgt die Behauptung. _3 

Die Voraussetzung von (5.1) ist fiir eine Funktion f sicher nur dann erfiillt, 
wenn fiir jedes p' EF' die Funktion p'f( t)  aufjedem Atom von m fast iiberall ver- 
schwindet. Wenn wir also T zerlegen in einen atomlosen Teil M o und einen 
atomaren Teil T \ M o ,  dann ist W ( f ) =  W~o(f). Man kann also bei Giiltigkeit 
der Voraussetzung von (5.1) ohne Einschr~inkung annehmen, dab das Mal3 m 
bereits atomlos ist. 

Natiirlich kann W ( f )  auch konvex sein, wenn f auf dem atomaren Teil von m 
nicht fast iiberall verschwindet. Da dann abet der Satz (5.1) sicher nicht anwendbar 
ist, muB das Verhalten auf dem atomaren Teil gesondert studiert werden. Der 
folgende Satz fiihrt die Konvexitiit der Integralmenge W ( f )  einer Vektorfunktion 
f zuriick auf die Konvexit~it der Integralmengen W(fll) gewisser skalarer Funk- 
tionen/~i. Kellerer hat in [11] hierzu untersucht, wie man die Konvexit~it von 
W(fl~) bei reellwertigem/3~ auf elementarere Eigenschaften von fl~ zuriickfiihren 
kann. 

(5.4) Satz. Der Dualraum F' yon F sei ein (AW)-Raum (siehe Definition (3.4)). 
Die integrierbare Funktion f m i t  Werten aus F erfiille die Bedingung, daft W(f):  = 
{  fdm:K S } kon ex ist. 

K oo 

Dann gibt es eine Zerlegung T= M o u Q) M i yon T in abziihlbar vide disjunkte 
i = 1  

mefibare Mengen mit folgenden Eigenschafien: 

a) Das Marl mis t  auf M o atomlos. 

b) Ffir i> 1 ist f ( t )  ffir alle t ~ M  i ein skalares Idelfaches fli(t), a i eines festen 
Vektors ai6F. 

c) Die Mengen W(fli): = { ~ fli din: K ~ 91 und K ~ Mi} sind konvex. 
K 

Beweis. 1) Wir zeigen zun~ichst, dab f auf jedem Atom A m-fast konstant ist. 
Es sei P eine abz~ihlbare in F' dichte Menge. Fiir jedes p' EP ist p'f( t )  auf ganz 

A konstant gleich einem Weft c(p') mit Ausnahme der t aus einer Nullmenge 
N(p'). Wenn t nicht in der Nullmenge N: = U N(p') liegt, ist f ( t ) =  a konstant, 

p '  ~ P  

wobei a durch die Gleichungen p'a = c (p'), p'~ P, eindeutig bestimmt ist. 
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2) Die Mengen Mi konstruieren wir rekursiv. Es gibt eine Zerlegung von T 
in einen atomlosen Anteil Ao und abztihlbar viele Atome Ak. Wir nehmen an, 
M, ,  ..., M~_ 1 seien bereits konstruiert (i > 1). Wenn dann schon alle Atome Ak bis 
auf Nullmengen in einem M~ mit 1 < i liegen, setzen wit M~." = ~ ftir 1 > iund  haben 
die gewtinschte Zerlegung. 

Wenn Ak ein Atom ist, das zwar noch in keinem der M~ mit l < i liegt, auf dem 
aber f m-fast tiberall verschwindet, dann k6nnen wir Mi gleich {teAk:f(t)=O} 
setzen. 

Wenn f auf Ak nicht m-fast verschwindet, dann ist f ( t)= ak =t: 0 fiir fast alle 
tSAk. In der Hyperebene {p'sF':p' ak=0} gibt es eine abz~ihlbare dichte Folge 
Q: = (q'i)i= 1, 2,.... Die Q-Randmenge von V." = ~ {0, f(t)} ka dm ist eine Strecke, die 
parallel zu ak ist und zwei Ecken von V verbindet. Diese Ecken liegen nach Satz 
(4.4) bereits in W(f)=~ {0,f(t)} dm. Diese Menge ist nach Voraussetzung konvex. 
Also liegt die Verbindungsstrecke dieser beiden Ecken, das ist die Q-Randmenge 
V o von V, ganz in W(f). 

Sei x~ V o. Dann gibt es eine Menge L~R mit x =  ~f(t)dm. Die Q-Randmenge 
von {O,f(t)} ka ist gleich L 

:=  ~{O,f(t)} k~ fiir t~K o 
So(t) [{0} bzw. {f(t)} sonst. 

Dabei ist die Menge K o definiert durch Ko :=  {t ~ T:f(t) parallel zu ak undf(t) :# 0}. 
Wenn ZL "f(t) integriert einen Punkt aus VQ liefern soll, dann mug ZL .f(t) fiir 
m-fast alle t s  T in SQ(t) liegen. Das folgt aus der Beziehung ho(P')= S gQ(p', t)din, 
die nach (4.2) ffir die Stiitzfunktionen h o von V o und go von S o gelten mug, und 
zwar fiir alle p', da V o eine beschfiinkte Menge und deshalb h o (p') tiberall endlich ist. 

Da So(t ) aul3erhalb von K o nut  aus einem Punkt besteht, ist dort )~L ' f  m-fast 
tiberall bereits bestimmt. Variationsm6glichkeit besteht nur noch auf Ko. Wir 
setzen Mi== Ko und definieren [3i durch f (t)= [3~ (t) a k auf M i . Dann ist 

VQ={ J" ZL' fdm+ I fdm:KxeR  und K l cMi }  
TkMi K1 

={ 5 zr.fdm+)~ak:2eW(fli):= { ~, fl, dm:KleR und K l c M , }  }. 
T\Mi Kx 

Mithin zieht die Konvexit~it yon VQ die von W(fii) nach sich. 

Diese Menge Mi enth/ilt m-fast alle t von Ak. Dutch Wiederholung dieser 
Konstruktion k6nnen wir schlieglich alle Atome von m in die Mi aufnehmen. Es 
bleibt ein Rest tibrig, den wir Mo nennen und auf dem m atomlos ist. A 

w 6. Die Kompaktheit der Integralmenge 

In Satz (4.3) konnten wir nur schliegen, dab S S dm eckenabgesehlossen ist. 
Man macht sich leicht an Beispielen klar, dab ~ S dm nicht abgeschlossen zu sein 
braucht, und zwar selbst dann nicht, wenn die S(t) stimtlich kompakte und kon- 
vexe Teilmengen eines endlichdimensionalen euklidischen Raumes sind. Wir wer- 
den aber in diesem Paragraphen sehen, dab bei geeigneten Separabilit~tsvoraus- 
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setzungen die Menge ~ S dm jedenfalls dann eine schwach kompakte Teilmenge 
des algebraischen Dualraumes F' * yon F' ist, wenn die S (t) alle schwach kompakte 
und konvexe Teilmengen yon F sind, und ihre Sttitzfunktion g(p', t) far jedes 
p 'sF '  integrierbar ist. 

Bei endlichdimensionalem F kann man das einfach daraus schliel3en, dab 
S dm beschr~inkt, eckenabgeschlossen und konvex ist. Das zieht n~imlich die 

Kompaktheit nach sich. Bei unendlichdimensionalem Raume F versagt diese 
SchluBweise. Wir mfissen deshalb einen anderen Weg einschlagen. 

Unser Beweis beruht auf einigen etwas tiefer liegenden Eigenschaften des 
Raumes L F der schwach integrierbaren Vektorfunktionen. Da diese Eigenschaften 
auch ffir sich interessant sind, werden wir sie in Form von Hilfss~itzen formulieren 
und beweisen. 

Es sei (T, !;I, m) ein MaBraum mit positivem a-finitem MaBe m. Der Dual- 
raum F' des separierten lokalkonvexen Raumes F sei mit einer zul/issigen Topo- 
logie versehen. Mit L F bezeichnen wir den Raum der schwach integrierbaren 
Funktionen f :  T~F, wobei wir zwei Funktionen fl und f2 identifizieren, wenn 
ffir jedes p' sF '  eine Nullmenge N(p') existiert, so dab P'fl (t)= P'fz (t) gilt ffir alle t, 
die nicht in N(p') liegen. 

Fiir unsere Zwecke bequemer ist der Raum L~v, der aus allen schwach integrier- 
oo 

baren Vektorfunktionen f :  T ~ F  besteht, zu denen eine Zerlegung T= U Mk 
k = l  

von T in meBbare Mengen M k so existiert, dab f (Mk) eine gleichstetige Teilmenge 
von Fist .  Dabei sind wieder zwei Funktionen fl und f2 zu identifizieren, wenn 
fiir jedes f i eF '  die reellen Funktionen p'fl(t) und P'f2 (t) m-fast gleich sind. Wir 
werden die Funktion f u n d  die Aquivalenzklasse aus L), in der f liegt, mit dem- 
selben Buchstaben f bezeichnen. 

AuBerdem brauchen wir den Banachraum L ~ der m-wesentlich beschr~inkten 
Funktionen, den wir zu Beginn des vorigen Paragraphen erkl~irt haben. 

Ffir feLly,  h e L ~176 und p' ~ F' ist die Funktion A ( f h, p')~ = ~ h ( t ) p' f ( t ) dm er- 
r 

kl~irt. Diese Funktion ist in jeder der drei Variablen f, h und p' linear. Wenn 
wir das Tensorprodukt D : = L ~ |  ' einfiihren, wird durch die Festsetzung 
B ( f  h | p'), = A ( f  h, p') ffir f~  L~v, h e L ~ und p' ~ F' eindeutig ein bilineares Funk- 
tional auf L~v x D definiert. 

Das weitere Programm dieses Paragraphen ist kurz folgendes: Wir werden 
sehen, dab die R~iume L) und D mit der Bilinearform B ein Dualsystem bilden. 
Damit k/Snnen wir die bekannte Dualit~itstheorie anwenden (s. etwa K/Sthe, [13-1, 
w 20). Wir ffihren dazu eine Topologie auf D ein, zeigen, dab diese Topologie zu- 
l~issig ist und schlieBen dann mit dem Satze von Alaoglu-Bourbaki auf die 
schwache Kompaktheit gewisser Teilmengen von L~. Daraus folgt die angekfin- 
digte Aussage fiber die Integralmengen ~ S dm. 

Dieses Programm fiihren wir jetzt durch. 

(6.1) Hilfssatz. Die Bilinearform B setzt die Riiume L~ und D in Dualitiit. 
Beweis. Wir haben zu zeigen: 

(1) Zu jedem f ~ 0  aus L~e gibt es ein d~D mit B(f, d)~0. 
(2) Zu jedem d4:0 aus D gibt es ein f e L )  mit B(f, d)4:0. 
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Zu (1). Sei f + 0 .  Dann gibt es ein f i eF '  derart, daB p'f(t) nicht m-fast tiberall 
verschwindet. Wenn man dann h: =)~{t:p,f(t)> o}-~{t:p,f(t)< 0} aUS g ~176 nimmt, dann 
ist B ( f  h | p')= ~ Ip' f (t)l dm + O. 

n 

Zu (2). Ein Element d e D h a t  die Form d =  ~ hi| mit h i l L  ~ und p'i~F'. 
i = 1  

Wir nehmen an, diese Darstellung sei unverktirzbar, d.h. das n sei kleinstm6glich. 
Dann sind sowohl die hi als auch die P'i linear unabh~ingig. W~ire n~imlich etwa 

n - 1  n - 1  

p', = ~ 21P'i, dann w~ire d = ~ (hi + 2i h,) | P'i eine kiirzere Darstellung. 
i = 1  i = i  

Da p', von P'I, ..., P', a linear unabh~ingig ist, gibt es einen Vektor a~F so, dab 
P'i a = 0 ist fiir i = 1, ..., n -  1, aber P'n a 4: 0. Wegen h, 4 = 0 gibt es eine beschr/inkte 
integrierbare reelle Funktion e(t) mit ~ e(t)h,(t)din4:0. Wir setzen fo(t):=e(t)a 

underha l t enB( fo ,d )=  ~h i ( t )p ' i e ( t )adm=p ' ,a~h , ( t ) e ( t )dm+O.  __1 
i=1 

Jetzt wollen wir eine Topologie auf D erkl~iren. Dazu betrachten wir mengen- 
wertige Funktionen S: T ~  ~3 (F) mit folgenden Eigenschaften: 

a) Ffir jedes t~ T ist S(t) eine abgeschlossene konvexe Teilmenge yon F. 

b) Es gibt eine ZerIegung T= U Mk yon T in mefibare Mengen Mk, so 
k = l  

(6.2) daft die Stfitzfunktionen g(p', t) yon S(t) ffir t ~ M  k gleichgradig stetig auf 
F' sind. 

c) Ffir jedes p' ~F' ist g(p', t) als Funktion yon t fiber T integrierbar. 

d) Ffir jedes t~ T gilt OeS(t). 

Sei Seine mengenwertige Funktion. Mit K s bezeichnen wir die Menge aller 
integrierbaren vektorwertigen Funktionen f mit f ( t)~S(t)  fiir alle t~ T. Wenn S 
den Bedingungen (6.2) gentigt, dann ist wegen (6.2b) jede Funktion f e K  s ein 
Element von L~p. Wir k6nnen also Ks als Teilmenge von L)  auffassen. Es sei 
die Menge aller Ks c L ) ,  wobei S alle mengenwertigen Funktionen mit den 
Eigenschaften (6.2) durchlaufe. 

Die Mengen K s sind beschr~inkt. Denn sei 

d= ~ hi| 
i = l  

Dann gilt fiir jedes f ~ K  s die Abschiitzung 

IB(f,d)l <- _ IB(f, hi@pi)] 
i = 1  

= ~ I[, hip~fdml < ~ I[hill [. max(]g(p', t)l, Ig(-P ' ,  t)l)dm< oo, 
i = l  i = l  

da die Stiitzfunktion g integrierbar ist. 
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Wir fiihren auf D die Topologie 3; der gleichm/if3igen Konvergenz auf den 
Mengen K s ~  ein. Man weil3, dab beziiglich dieser Topologie die Polaren 
K~ {d ~ D:B (f, d)< 1 ftir alle f e  Ks} Nullumgebungen sind. In der vorliegenden 
speziellen Situation kann man sogar noch etwas mehr schlieSen. 

(6.3) Hilfssatz. Das Mengensystem l l : = { K ~  ist Basis des Nullum- 
gebungsfihers einer separierten lokalkonvexen Topologie Z auf D. 

Beweis. Es gentigt, folgende Eigenschaften zu zeigen: 

1) ~ K s = U  F. 
K s e ~  

2) Mit K s ~ ~ liegt auch )~ K s in ~ fiir alle 2 > 0. 

3) Zu zwei Mengen Ks1, Ks2 e ~ gibt es ein Ks3 ~ ~ mit Ks, c Ks3 und Ks2 ~ Ks3. 

Zu 1). Sei feL~F. Wir fassen f als Punktfunktion f :  T~  F auf und bilden damit 
Ss(t): = {0, f(t)} ka. Dieses SI geniigt den Bedingungen (6.2). Mithin liegt Kss in 
und damit f in ~ Ks. 

K s ~  

Zu 2). Sei 2 > 0 und K s ~ ~. Mit S erfiillt auch die (lurch (2 S)(t):= 2 S (t) deft- 
nierte Funktion 2 S die Bedingungen (6.2). Deshalb liegt mit K s auch K(;.s ~ in ~. 
Wegen 2 K s = K(as) liegt damit auch 2 K s in ~. 

Zu 3). Es seien S~ und $2 zwei mengenwertige Funktionen mit den Eigen- 
schaften (6.2). Ihre Stiitzfunktionen seien gl bzw. g2- Dann hat die Funktion $3, 
die definiert ist durch S3(t):=(S~(t)uS2(t)) k" die Stiitzfunktion g3(P', t)= 
min(gl(p', t), gE(P', t)) und erfiillt, wie unmittelbar zu sehen ist, die Bedingun- 
gen (6.2). Nach Konstruktion ist Ksl ~ Ks~ und Ks2 ~ Ks~. 

Um m6glichen MiI3verst~indnissen vorzubeugen, mul3 erw/ihnt werden, dab 
die Topologie 3; auf Dim allgemeinen nicht iibereinstimmt mit dem topologischen 
Tensorprodukt, wie es von Grothendieck (Produits tensoriels topologiques et 
espaces nucldaires. Mem. Amer. Math. Soc. Nr. 16 (1955)) definiert wird. 

(6.4) Satz. Wenn F' separabel ist, dann ist die Topologie ~ auf D zul~ssig beziig- 
Iich des Dualsystems ( D, L~F). 

Beweis. Es sei W ein stetiges lineares Funktional auf D. Wir mtissen zeigen: 
Es gibt ein fEL~,  so dab W(d)=B(f ,  d) fiir alle d~D gilt. 

(1) Wegen der Stetigkeit von W gibt es eine mengenwertige Funktion S, die 
(6.2) erfiillt, so dab ]W(d)]<l gilt fiir alle d e K  ~ Die Sttitzfunktion von S sei 
g(p', t). Fiir jedes f e K  s gilt B ( f  h |  hp' f dm< Ilhll" (-j" g( -p ' ,  t)din). Also 
liegt h |  in I i h i l . ( - ~ g ( - p ' , t ) d m ) . K  ~ Daraus folgt IW(h| 

g ( -  p', t) dm und wegen W(h | p') = - W(h | ( -  p')) gilt 

I W(h @ p')l ~ - [ Ih l l  j g(p', t) dm. (~) 

Mit analogen Schltissen folgt fiir die charakteristischen Funktionen XK, K ER, 
die Ungleichung 

I W(zK | P')I < - ~ g (P', t) din. (~) 
K 
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(2) Bei festem f ieF '  ist mp,(K):=W(zK| ) eine additive endlichwertige 
Mengenfunktion auf !;!. Wir zeigen, dab rap, sogar o--additiv ist. Sei dazu Ma ~ M2 = 

oo 

Ms = - "  eine absteigende Folge von Mengen aus R mit (~ Mi = 0. Wegen (~) ist 
i = 1  

dann ]mp,(Mi)]<- ~g(p',t)dm. Ftir i--,oe geht ~g(p' , t)dm gegen Null, also 
Mi Mi 

auch rap, (M~). Daraus folgt die o--Additivit~it von rap,. Zudem ist wegen 

Imp,(K) l~ - S g(p', t) dm 
K 

das MaB rap, totalstetig beziiglich m. Also besitzt rap, eine Dichte w(p', t) bezfig- 
lich m. Die Abh~ingigkeit yon p' schreiben wir dabei mit unter das Argument. 
Dann ist W(ZM| Da die Funktion W(h| linear in h 
ist, gilt damit W(h | p') = S h(t) w(p', t) dm auch fiir alle h e E  ~ die endliche Linear- 
kombinationen yon charakteristischen Funktionen sind, also fiir die h aus einem 
in L ~ dichten Teilraum. Da wegen (e) die Abbildung h ~ W(h | p') stetig ist, gilt 
W(h | p') = ~ h (t) w (p', t) dm ftir alle p' e F' und h ~ E ~ 

(3) Nach (~) gilt fiir alle MeYl die Ungleichung 

IS w(p', t) dml = IW(ZM | ~ - ~ g(p', t) din. 
M M 

Da g(p', t)_-_0 ist, folgt daraus, dab 

w(p', t)>g~p', t) (/~) 

fiir jedes feste p' eF '  m-fast tiberall gelten mul3. 

Die Dichten w(p', t) sind bei festem p' eindeutig bis auf die t aus einer Null- 
menge. Das werden wir jetzt benfitzen, w(p', t) so umzudefinieren, dab w(p', t) die 
Gestalt p'f(t) mit einem feLly bekommt. 

(4) Es sei F~ ein in F' dichter Teilraum mit abz~ihlbarer Hamelbasis Q'. Die 
Menge F~ aller endlichen Linearkombinationen yon Elementen aus Q' mit ratio- 
nalen Koeffizienten ist dann abz~ihlbar. Die Dichte w(p', t) mit W(h | 

h (t) w (p', t) dm fiir alle h ~ L ~176 sei zun~ichst nur ftir p' ~ Q' fest gew~ihlt. Da W(h | p') 
linear in p' ist, brauchen wir nur w (p', t) bei festem t linear von Q' auf F~' fortzu- 
setzen, um W(h | p') = ~ h (t) w (p', t) dm fiir alle p' e F; zu erhalten. Wegen (fl) ist 
N:= U {tET:w(p', t)<g(p', t)} eine Nullmenge. Wenn wir w(p', t )=0  setzen f~r 

p'~F~ 

teN, erhalten wir W(h |  h(t) w(p', t) dm fi.ir alle p' ~F~ und w(p', t)> g(p', t) 
fiir alle p' ~ F~ und t ~ T. 

Es gilt nun bereits w(p', t)>g(p', t) fiir alle p'~F~ und t~T. Denn ist p'= ~ ~Pl 
i = 1  

mit reellen ~i und P'i ~ Q' ein Element aus F~, dann kann man die ~ als Grenzwerte 
yon Folgen fl~k rationaler Zahlen darstellen. Fiir jedes k gilt 

w ikP;, t > g  ikp'~, t . 
i \ i = 1  
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Da beide Seiten in den/?ik stetig sind, bleibt diese Ungleichung beim Grenziiber- 
gang k ~ oo erhalten. 

(5) Es sei nun T=  ~) M k eine Zerlegung nach (6.2b) derart, dab fiir jedes k die 
k = l  

Funktionenfamilie (g(p', t)),~M~ gleichgradig stetig ist. Da das Mag m a-rink ist, 
k/Snnen wir m(Mk)< oo annehmen. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit gibt es 
stetige Halbnormen H k auf F', so dab ]g(p', t)[<Hk(p' ) ist flit t e M  k und p'eF'. 
Wegen (/3) ist dann auch [w(p', t)[<Hk(p') ftir t e M  k und p'~F;. Nach dem Satz 
von Hahn-Banach kann w(p', t) bei festem t stetig auf F' fortgesetzt werden zu 
einer linearen Funktion N(p', t). Diese Fortsetzung ist eindeutig bestimmt, da w 
schon auf einer in F' dichten Menge F~ definiert ist. Wegen (/3) und der Stetigkeit 
yon g gilt dann V~(p', t)>g(p',  t) far alle p'eF' und t~ T, sowie ] (p, t)[ <Hk(p' ) fiir 
t e M  k und p' eF'. 

(6) Ffir p' e Uk'. = {p' ~ F': H k (p') < 1 } und f e  K s ist 

B ( f  (ZMk" h)|  ~ h p' f dm< ]]h]] . Hk(p' ) m(Mk). 
M k  

Mithin liegt (ZMk" h)| in rlhll" Hk(p') " m(Mk) . K ~ und damit ist ]W((zM ~ . h)| 
<llhll'gk(p').m(Mk). Daraus folgt, dab W((zM~h)| ) bei festem h e i n e  in p' 
stetige Funktion ist. 

Andererseits ist wegen I ~ (Z~t~ h) ~(p', t) din[ <m(Mk) . I[hll" gk(p') die Funktion 
P' ~ ~ ZM~ h N(p', t) dm ebenfalls stetig in p' und stimmt mit W((ZM k h)| auf der 
in F' dichten Menge F~' iiberein. Es ist also W((zM~h)| , t)dm ftir 
alle p' e F'. 

(7) Durch mp, h (M): = W((ZM h)| eineadditiveendlichwertige Mengen- 
funktion auf R definiert. Wie in Beweisteil (2) zeigt man, dab rap, h a-additiv ist. 
Wir k6nnen also 

W(h| mp,,h(r ) = lira mp, h(Mk)= lim ~ ZMk h N(p', t) dm 
n--*oo k = l  n ~ o o  k =  

= I  lim ~ zM~hw(p', Odm=Ih( t )~(p ' ,  Odm 
n ~ o o  k = l  

schlieBen. 

Die Darstellung W(h| h(O ~(p', t)dm gilt also ffir alle p'eF' und heW.  
(8) Bei festem tE T ist ~(p', t) eine stetige lineare Funktion auf F'. Also ist 

~(p', O=p'f ( t )  mit einem Element f ( 0  aus F. Da ~(p', t) integrierbar ist, ist f( t)  
eine integrierbare Vektorfunktion. Wegen p'f(t)>=g(p', 0 ffir alle p' und t ist 
f(t)ES(t) ffir alle t. Mit der Bedingung (6.2b) folgt f e / 2  v. Es ist also W(h@p')= 

h p ' f d m = B ( f  h@p') mit einem f e / 2  r. Daraus folgt W(d)=B(f ,  d) ffir alle deD. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. A 

Die Zul~ssigkeit der Topologie ~: k6nnen wir nun dazu verwenden zu zeigen, 
dab die Mengen K s e  ~ in L~ kompakt  sind. 

(6.5) Satz. Wenn F' separabel ist, dann sind die Mengen K s ~  kompakt in L~ 
beziiglich der Topologie a(L~v , D). 
16 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 14 
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Beweis. Sei K s ~ .  Die zugeh6rige mengenwertige Funktion habe die Stfitz- 
funktion g. Dann ist, wie wir im vorigen Satze gesehen haben, K ~ Nullumgebung 
in einer Topologie Z auf D, die zul~issig ist beziiglich des Dualsystems (/gF, D). 
Nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki (siehe hierzu bei K6the [13], S. 250) ist 
die Polare einer Nullumgebung schwach kompakt. Um unsere Behauptung zu 
beweisen, geniigt es also Ks = (K~ ~ zu zeigen. 

Sei fo e/gF ein Element aus (K~ ~ Dann ist B(fo, d)< 1 ftir alle d~K ~ Es ist 
p'fo(t)>g(p', t) bei festem p'sF' m-fast fiberall. Nehmen wit n~tmlich an, es sei 
P'fo (t)< g (p', t) fiir die t aus einer Menge Mo positiven MaBes, dann gibt es wegen 
g(p', t )<0  eine reelle Zahl 2<0 ,  so dab 

2 ~ g(p ' , t )dm<l<2 ~ p'fo(t)dm 
Mo Mo 

ist. Dann besteht fiir alle f ~Ks  die Ungleichung B(f2ZMo| ~ p ' fdm< 
Mo 

2 ~ g(p', t) din< 1, woraus folgt, dab 2Z~vtoQp' in Ks ~ liegt' Dann widerspricht abet 
Mo 

B ()Co, 2 Z~to | = 2 ~ fifo (t) dm> 1 der Voraussetzung, dab fo in (K~ ~ liegt. 
Mo 

Es gibt eine Nullmenge N, so dab die Ungleichung p'fo(t)>g(p', t) bei t(!N 
fiJr alle p' aus einer abz~ihlbaren in F' dichten Menge Q' gilt. Da fo(t) ftir jedes t~T 
ein Punkt von F ist, ist fifo(t) stetig in p'. Da auch g(p', t) stetig in p' ist, muB 
p'fo(t)>g(p', t) fiir alle p'~F' gelten bei t~N. Wenn man fo auf N gleich 0 setzt, 
erh~ilt man fo(t)eS(t) ffir alle t~T. Mithin liegt fo in Ks. Damit ist (K~176 s 
gezeigt. Da die umgekehrte Inklusion stets gilt, besteht die Gleichheit. A 

Aus diesem Satz folgt nun leicht die angektindigte Aussage fiber die schwache 
Kompaktheit  der Integralmenge. 

(6.6) Satz. Der Raum F' sei separabel und die mengenwertige Funktion S genfige 
den Voraussetzungen : 

a) Ffir jedes t ~ T ist S ( t) eine nicht-leere abgeschlossene konvexe Teilmenge yon F. 

b) Es gibt eine Zerlegung T= ~ Mk Yon T in meJ3bare Mengen Mk, so daft die 
k=l  

Stfitzfunktionen g(p', t)ffir t~M k auf F' gleichgradig stetig sind. 
c) Ffir jedes p' ~ F' ist g (p', t) fiber T integrierbar. 
Dann ist ~ S dm eine nicht-Ieere, konvexe, und bezfiglich der Topologie a(F' *, F') 

kompakte Teilmenge yon F' *. 

Beweis. Unter den angegebenen Voraussetzungen ist ~ S dm nicht leer nach 
(4.1). Es gibt also eine integrierbare S-Funktion So. Wit fiihren die Translation 
So(t),={X-So(t):x~S(t)} durch und erreichen damit, dab flit jedes t~T der 
Nullpunkt in So (t) liegt. Mithin erfiillt So alle Bedingungen von (6.2). Es genfigt 
zu zeigen, dab ~ So dm konvex und kompakt ist, d a ~  S dm daraus dutch eine 
Translation um den Vektor ~ So hervorgeht. 

Die Menge Kso liegt in ~ und ist damit nach (6.5) schwach kompakt. Die 
Abbildung J: f ~  ~fdm, die/~v in F' * abbildet, ist schwach stetig. Es ist n~imlich 
fiir 5>0  und p'~F' die Menge {f~I~v:p'~fdm<~}={f~lgv:~Zrp'fdm<~}= 
{f~ISe:B(f Zr |  eine schwache Nullumgebung in /gF. Wegen ~ So din= 
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J(Kso ) ist folglich ~ S Odm schwach kompakt. Da Kso konvex ist und die Abbildung 
J linear, ist ~ So dm auch konvex. J 

Von diesem Satz k6nnen wit zwei Varianten beweisen, die unter spezielleren 
Voraussetzungen sch~irfere Aussagen machen. 

(6.7) Satz. Der Raum F' sei ein (A2)-Raum und die mengenwertige Funktion S 
erffille die Voraussetzungen: 

a) Ffir jedes t ~ T ist S ( t) eine nicht-leere abgeschlossene konvexe Teilmenge yon F. 

b) Die Stfitzfunktion g (p', t) yon S (0 ist ffir jedes f e s t e t  ~ T als Funktion yon p' 
fiberall endlichwertig und sterig. 

c) Ffir jedes p' ~ F' ist g (p', t) fiber T integrierbar. 

Dann ist ~ S dm eine konvexe und bezfiglich der Topologie a(F' *, F') kompakte 
TeiImenge yon F' *. 

Beweis. Wir ffihren (6.7) auf (6.6) zuriick. Dazu zeigen wit, dab unter den 
gegebenen Voraussetzungen die Bedingung b) von (6.6) erfiillt ist. 

Da F'  ein (A2)-Raum ist, erftillt F '  auch das erste Abz~ihlbarkeitsaxiom, d.h. 
es gibt eine abz~ihlbare Nullumgebungsbasis V1, V2,....  Diese Basis kann speziell 
so gew/ihlt werden, dab V~ ~ V2 ~. . .  gilt. Es sei P' eine abz~ihlbare in F' dichte 
Menge. Wir setzen Rk:= (~ {t~T:[g(p' , t)[<l}.  Dieses R k ergibt sich als 

p'cV)~nP" 

Durchschnitt abz~ihlbar vieler meBbarer Mengen, ist also selbst wieder meBbar. 
Da fiir jedes feste t die Funktion g(p', t) stetig ist und die Vii eine Nullumgebungs- 
basis bilden, gibt es zu jedem t ein k, so dab Ig(P', 0l < 1 ist fiir alle p'E Vk. Also ist 
T =  Q) R k. Aus V~ ~ V 2 ~. . .  folgt R 1 c R 2 ~ . . . .  Nun definieren wir MI: = R 1 und 

k 

Mk: = Rk \Rk -  1 fiir k > l. Bei beliebigem e > 0 gilt dann [g (p', t)] < e ftir alle p' aus 
l/k und alle t~Mk. Das zeigt die gleichgradige Stetigkeit. A 

(6.8) Satz. Wenn alas Marl m keine nichtleeren Nullmengen besitzt, ist die Aus- 
sage yon (6.7) auch ohne Separabilitiitsvoraussetzungen an F' richtig. 

Beweis. D a m  keine nichtleeren Nullmengen besitzt, ist T=  U Mk eindeutig 
k 

zerlegbar in abz/ihlbar viele Atome Mk, und aufjedem Atom ist S(t) = S k konstant. 
Die Bedingung b) von (6.2) ist also erfiillt. 

In den vorstehenden Beweisen wurde Separabilit~it stets nur dazu verwendet 
nachzuweisen, dab sich die Ausnahmenullmengen nicht in unzul/issiger Weise 
summieren. Wenn aber angenommen werden darf, dab diese Nullmengen alle 
leer sind, ist eine solche Vorsicht iiberfliissig. _3 

Das Ergebnis (6.6) k6nnen wir nun dazu beniitzen, einen Satz von Richter zu 
verallgemeinern. Dazu vereinbaren wir folgende Bezeichnung: 

Es sei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge yon F und neine natiirliche 
Zahl. Ein Punkt x E K heil3e ein n-Randpunkt von K, wenn es einen n-dimensionalen 
affinen Unterraum L yon F gibt, so dab x Extremalpunkt von Lc~ K ist. Eine 
Menge M ~ F  heil3e n-abgeschlossen, wenn sie alle n-Randpunkte ihrer abge- 
schlossenen konvexen Hiille enthiilt. Da fiir n~ < n2 ein n2-Randpunkt stets auch 
ein nl-Randpunkt ist, ist jede na-abgeschlossene Menge auch n2-abgeschlossen. 
Die Umkehrung davon gilt nicht. 
16" 
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(6.9) Satz. F' sei ein (AW)-Raum. Die rnengenwertige Funktion S(t) erfiJlle 
folgende Voraussetzungen : 

a) Es gibt eine mefibare Funktion n(t), die Werte in der Menge der natfirlichen 
Zahten annimmt, so daft S(t) fiir tE T stets n(t)-abgeschtossen ist. 

b) Es gibt eine Zerlegung T= ~ Qk yon T in mefibare Mengen Qa, so daft die 

Stfitzfunktionen g (p', t) fiir t~ Qk auf U gleichgradig stetig sin& 

c) Fiir jedes feste p' ~F' ist g(p', t) fiber T integrierbar. 
Wenn dann das Marl m atomlos ist, ist die Menge ~ S dm konvex und kompakt 

in der Topologie a(F' *, F') yon U *. 

Beweis. Wir wissen nach (6.6), dab S (S(t))k" am konvex und schwach kompakt  
ist. Der Satz ist also bewiesen, wenn S S dm= ~ S k" dm gezeigt wird. 

Zu reSk~dm gibt es eine integrierbare Funktion s o, die ffir jedes t~T  der 
Bedingung So(t)~(S(t)) k" geniigt, mit r=~sodm. Wir ffihren die Translation 
So(t),={X-So(t):xeS(t)} durch. Dann ist ~ S o = { x - r : x e [ S } .  Um also zu 
zeigen, dab r in ~ S liegt, geniigt es nachzuweisen, dab der Nullpunkt in y So 
enthalten ist. 

Wir zerlegen T in die Mengen Ma:--{t~T:n(t)=k} fiir k = l ,  2 . . . . .  Ffir das 
Folgende sei k fest. Lk sei ein k-dimensionaler linearer Teilraum yon F. Der zu Lk 
orthogonale Raum in F'  ist Ok' = {p'S F':p'x = 0 ffir alle x s Lk}. Da F' ein (AW)- 
Raum ist, gibt es eine in Ok dichte Folge q[, q~, ... yon Elementen aus Ok. Damit 

ist S o (t) ~ L k = So (t) c~ (~ {x e F: q~ x = 0}. Weil S O k-abgeschlossen ist, hat So ca Lk 
i = 1  

dieselben Extremalpunkte wie (So) k" c~ Lk und deshalb auch dieselbe Stfitzfunktion 
h k (p', t). Mithin k/Snnen wit diese Sttitzfunktion durch mehrfache Anwendung der 
Formel yon (2.6) berechnen. 

Wir zeigen durch Induktion, dab die Sttitzfunktion g~ (p', t) von 

l 

So(t) c~ (-] {x6F :q~ x=O} 
i = 1  

ftir jedes feste f ieF'  fiber Mk integrierbar ist und ffir jedes t eM k stetig und endlich- 
wertig auf ganz F'. Das ist ffir l = 0 klar nach Voraussetzungen b) und c). Sei das 
nun schon fiir l - 1  bewiesen (l> 1). Nach (2.6) und (2.10) ist, da gz-1 stetig ist, 
g~ (p', t) = sup g~_ ~ (p' + 2 q'~, t). Aus der Stetigkeit von gz- t folgt wegen gg > g,_ 1 

2 s R  

und der Konkavit~it von g~ die Stetigkeit yon gz. Das Supremum wird tiber eine 
in 2 stetige Funktion genommen. Man braucht also das Supremum nur tiber die 
rationalen 2 zu bilden. Also kann g~ dutch eine abz~hlbare Grenzoperation aus 
dem meBbaren g~_t gewonnen werden. Folglich ist g~ wieder meBbar. Da gem~iB 
gl-l(P', t)=<gt(p', t)< - g l - l ( - P ' ,  t) die Funktion gl zwischen zwei fiber M k inte- 
grierbare Funktionen eingeschlossen werden kann, ist g~ (p', t) integrierbar tiber Mk. 

Ftir hk(p',t)-= sup (gt(p',t)) folgt rnit analogen Schliissen, dab hk(p',t) 
1~1,2,... 

fiberall endlich und stetig in p' ist und fiber Mk integrierbar. 
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Ffir jedes t e M  k ist So(t)C~Lk eine eckenabgeschlossene Tei lmenge des k- 
d imens iona len  R a u m e s  Lk. Dieser  ist als separier ter  loka lkonvexer  R a u m  topo-  
logisch i s o m o r p h  zum k-dimensionalen  euklidischen R a u m  R k. Der  D u a l r a u m  
/2 k von L k ist i somorph  zu F' /O k. M a n  kann  /2 k mi t  U/Ok identifizieren. Die 
Elemente  von /;k sind also gewisse Klassen ~' von  Elementen  aus F'. Den Wer t  
1)'x des l inearen Funk t iona l s  p' aus/2  k auf  e inem Element  x E L k erh~ilt man,  indem 
m a n  ein beliebiges p' aus der Klasse  p' n i m m t  und den Wer t  p' x berechnet.  Dieser  
Wer t  h~ingt nicht von der speziellen Wahl  von p' aus ~' ab. F fir die Stfi tzfunktion 
von S o c~ L k erhal ten wir, wenn wir diese Mengen  auffassen als Tei lmengen des 
euklidischen R a u m e s  L k mit  dem D u a l r a u m  s die Wer te  

- - '  x = h k ( p ' ,  t) hk(p, t ):= inf p ' x =  inf p' 
xESo c~ Lk x~So C~ Lk 

mit  e inem p' a u s d e r  Klasse  fi'. 

Aus  dem, was wir fiber hk abgeleitet  haben,  folgt, dab  hk fiberall endliche Werte  
a n n i m m t  und bei festem fi' ~/2 k tiber Mk in tegr ierbar  ist. 

Wenn  das Mal3 m a tomlos  ist, kann  m a n  aus dem Satz yon Richter  ([15] und 
[12]) schliegen, dab  y (So c~ Lg)din, aufgefagt  als Tei lmenge yon Lk, konvex  und 

Mk 

k o m p a k t  ist. Es gibt also insbesondere  eine fiir t~Mk definierte und fiber Mk 
in tegr ierbare  Funk t i on  Sk(t), die Wer te  aus So (t)c~ L k annimmt ,  mit  y s k din--0. 

Mk 

In tegr ie rbar  bedeutet  hier, dab  ffir jedes ~ 'E / ;  k die reelle Funk t ion  ~' Sk(t) inte- 
gr ierbar  ist. D a  aber  jedes p 'sF '  in einer Klasse  p' liegt und  p'Sk(t)=~'Sk(t ) gilt, 
ist auch p'sk(t ) in tegr ierbar  fiber Mk, u n d e s  ist ~ p'sk( t )dm= y ~'Sk(t)dm=O. 

Mk Mk 

Also ist die F u n k t i o n  Sk(t), aufgefaBt als Funk t ion  mit  Wer ten  in F, schwach 
integr ierbar  fiber M k mit  dem Integralwert  0. 

Wir  setzen nun s(t): =Sk(t) ffir teMk, k =  1, 2 . . . . .  D a n n  ist s eine S-Funkt ion .  
Ffir jedes p' ist p's(t) mel3bar und major is ier t  durch g(p', t)-p'so(t)Np's(t)<= 
- g ( -  p', t ) -  p' s o (t). Die Schranken  sind integrierbar.  Mithin  ist auch p' s(t) 
integrierbar.  Folglich ist s e i n e  integrierbare Funkt ion .  Es gilt ~ s din--0. D a m i t  

T 

ist gezeigt, dab  0 in ~ So dm und r in ~ S dm liegt. D a  r beliebig aus ~ S ka dm gew~ihlt 
war,  ist ~ S dm = ~ S ka dm bewiesen. 

W e n n  F ein endl ichdimensionaler  R a u m  ist, dann  ist jede eckenabgeschlossene 
Menge  auch n-abgeschlossen,  wobei  n die Dimens ion  des Raumes  ist. D a  eine 
k o n k a v e  im R" definierte und endlichwertige Funk t ion  au tomat i sch  stetig ist, 
ergibt sich der Satz von Richter  [15] als Spezialfall von (6.9). 
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