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Eine Approximation der Binomialverteilung 
durch die Normalverteilung der Ordnung 1/n 

RUDOLF BORGES 

Summary. The class (1) of t ransformations of a binomial variable k is studied. The famous De 
Moivre-Laplace local and integral limit theorems are generalized for the asymptotically standardized 
transformations (2). The transformation (4) respectively (3) is singled out as the only one with an error 
of order 1/n. Besides it is shown, that the error term of order n -~  of the identical transformation, the 
angular  transformation, and the logarithmic transformation are in proportion to ~, - ~ ,  and - �89  
Results on the influence of a correction of unbiasedness are mentioned in the last section. Such 
corrections allow a slight improvement  of our new transformation. 

Einleitung 
Es sei k nach B(n, p) binomialverteilt mit 0 < p  < 1 und q =  1 - p .  Wir betrach- 

ten die Familie aller Transformationen 

( k +d/2 
uk=cP \ n+d / (1) 

mit einer in 0<  t <  1 (oder 0_< r<  1) dreimal stetig differenzierbaren Funktion 
(p (t) mit (p' (t)> 0 und einer Konstanten d > 0. Es ist im wesentlichen nacb Curtiss 
(1943) bekannt, dab u k fiir groBe n n~iherungsweise nach N (~0 (p), ~o' (p)2 p q (n + d) -1) 
normal verteilt ist, d.h. dab 

\ n+d / (p,(p) 1/ Pq (2) 

asymptotisch nach N(0, 1) normalverteilt ist (bei Curtiss steht g(uk) und ~ u  k 
anstelle von ~0(p) und q/(p)2pq(n+d)-l). Wie Curtiss ausdriicklich bemerkt, 
liefert sein Beweis keine M6glichkeit, verschiedene u k zu vergleichen, da dieser 
keine Fehlerabsch~itzung liefert. Die von Blom (1954) angegebenen formalen Um- 
formungen der asymptotischen Reihen von Cornish-Fisher gestatten zwar einen 
Vergleich der Fehlerglieder der Ordnung n- 4 im Falle d = 1, sind abet unbefrie- 
digend, da die Zul/issigkeit der formalen Umformungen nicht nachgewiesen wird. 

Wir verallgemeinern daher die fiir q~ (t)= t und d = 0 klassischen lokalen und 
Integral-Grenzwerts~itze von De Moivre-Laplace. Daraus ergibt sich, dab es genau 
eine Transformation (2) gibt, deren Fehler bei beschr~inktem x k yon der Ordnung 
n-  1 ist, n~imlich: k+1/6 

n+1/3 
yk=(pq)-+l/n+ l/3 y [s(1-s)]-}  ds. (3) 

p 

Es ist also in (2) q~ (t) -- y It (1 - t)] - § d tund  d = ~ zu setzen, damit man einen Fehler 
der Ordnung n- 1 erh/ilt, w~ihrend for jede andere Wahl von q~ (t) und d d e r  Fehler 
von der Ordnung n- } ist. Ben6tigt man also in statistischen Anwendungen eine 
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n~iherungsweise normalverteilte Transformation einer binomial verteilten zu- 
f~illigen GriSl3e, so empfiehlt es sich, die Transformation 1 

k+ 1/6 
n+1/3 

vk= (. [s(1-s)]-+ ds (4) 
0 

anstelle von k + d/2 
tk = t (k ,  d) = n + d (5) 

oder 2 arcsin l/tk oder gar log[tk/(1-  tk) ] ZU verwenden, es sei denn, dab andere 
Griinde eine dieser Transformationen, z.B. in der Varianzanalyse, notwendig 
machen. Aus unserer Verallgemeinerung der De Moivre-Laplaceschen Grenz- 
wertsiitze ergibt sich noch, dab bei den drei zuletzt genannten Transformationen 
sich die Fehlerglieder der Ordnung n- } im wesentlichen wie-~: 12.1. �89 verhalten. 

Ftir den nummerischen Vergleich der neuen Transformation (3) mit anderen 
bekannten Approximationen verweisen wit auf Gebhardt (1969) in Verbindung 
mit Raft (1956). Ftir gute nummerische Approximationen mit Hilfe der Poisson- 
verteilung sei auf Bolshev (1963) und Molenaar (1969) hingewiesen. Molenaar 
gibt auch ausfiihrliche nummerische Vergleiche an. 

Far eine gewisse Literaturiibersicht und Zusammenstellung tiber die Approxi- 
mation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung sei noch auf Govinda- 
rajulu (1963) verwiesen. Ausdrticklich m6chten wir erw~ihnen, dab Feller (1945) 
ebenfalls, eine Transformation z k mit einem Fehler der Ordnung 1/n bei beschr~ink- 
tern z k angegeben hat, die eine Modifikation einer Approximation Bernsteins 
(1943) gleicher Ordnung darstellt: 

Z k = ] ~ q l  {{t(k, 1 ) - - p , - - ~ 6 ~ - ( t ( k  , 1)--p) 2} q--P (6) 
Pq 3]//(n+ l )pq  

Zum Vergleich mit (3) beachte man, dab bei beschr~inktem Yk gilt: 

z n+ 1/3 

= Yk + 0 (l/n). 

Die Fellersche Transformation hat offensichtlich eine einfachere funktionale 
Form, aber den Nachteil, dab ihr keine fiir die Anwendungen brauchbare Trans- 
formation der Gestalt (1) zugeordnet ist, die man ohne Kenntnis yon p verwenden 
kann. Ein Vorteil der Fellerschen Transformation ist, dab er dazu den Fehler fur 
den Integralgrenzwertsatz explizit angibt. 

Wir bemerken noch, dab Bernstein (1943), Feller (1945) und Prohorov (1953) 
die Voraussetzung, dab z.B. z k beschr~inkt ist fallen lassen und durch die Voraus- 
setzung I Zkl <__ C n ~ ersetzen, wie wir dies in unseren Grenzwertsiitzen tun werden. 

Pratt (1968) gibt eine Approximation der Ordnung n- {der Binomialverteilung 
durch die Normalverteilung an und diskutiert sie zusammen mit Peizer (1968). 

Tsaregradskii (1958) und Meshalkin (1960) geben Approximationen der 
Ordnung l/n der Binomialverteilung durch unendlichteilbare Verteilungen an, 

1 Eine Tafel von ~ Is(1 - s ) ] -  ~ ds ist von Her rn  F. Gebhardt ,  Deutsches Rechenzentrum, 61 Da rm-  
stadt, Rheinstr.  75 erhiiltlich. 
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Ergebnisse 
Als erstes geben wir eine Verallgemeinerung des klassischen lokalen und 

Integralgrenzwertsatzes von De Moivre-Laplace fiir die Binomialverteilung 

b(k; n, p)= (~)pk q,--k (8) 

a n .  

1. Lokaler Grenzwertsatz. Es sei 0 < p < 1 und q = 1 - p  sowie d, D Konstanten 
mit 0 <= d, D < + oo. Erfiillt die in (2) definierte Transformation x k 

I xk I < D (n + d) ~, (9) 
dann gilt 

b(k; n, p)= dxk 1 i 2 - -  e- X (1 + r(xk)) (lo) 
dk 

mit 

r(x)- 
[(q - p) (p'(p) + 3 p q q)" (p)] x 3 + [3 (d - 1) (q - p) ~o'(p) - 6 p q (p" (p)] x 

6~p'(p) ]/(n + d) p q 

+ 0 (  x 6 + x * §  - " (11) 

Dabei hiingt die Konstante im Restglied yon Dab. 

Bemerkung. Ftir den klassischen Fall (p(t)= t u n d  d = 0 wurde dies yon Pro- 
horov (1953) auf S. 141 unten bewiesen. Feller (1957) empfiehlt auf S. 182 die 
Variante d = 1. 

Wir bemerken, dab mit  tk, definiert in (5) 

dx k cp'(tk) 

dk cp'(p)]/(n+d)pq 
(12) 

Mit Hilfe der Eulerschen Summenformel folgt aus dem lokalen Grenzwertsatz: 

1. Integralgrenzwertsatz. Es seien die Voraussetzungen des lokalen Grenzwert- 
satzes erfiilh und a<b  ganze Zahlen, so daft A'.=xa_ ~ und B:=xb+ ~ die Unglei- 
chungen 

]Al<D(n+d) +, [Bl<D(n+d) + (13) 
elffillen. Dann gilt 

b B 

~ b ( k ; n , p ) =  1 S e x p ( _ � 8 9  ) (14) 
k=a ~ A  

mit 
A 2 B 2 

R ( A , B ) =  (q-p)q) ' (p)+ 3pq  q)"(p) ; _ B  2 - T  
6 ( p , ( p ) ] / ( n + d ) p q V ~  (A2 e e ) 

A 2 B 2 
(3d -1 ) (q -p ) (p ' (p )  (e 2 2 )+O(n-1) ,  + --e 

6 (p'(p) ]/(n + d) p q ] f f ~  

wobei die Konstante in dem Restglied O(n-1) nut yon D abhgmgt. 

(15) 
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1. Zusatz. Das Fehlerglied der Ordnung n -~ ist in dem lokalen und Integral- 
Grenzwertsatz genau dann Null, wenn (p ( t )= C~ [ t ( 1 - t ) l - ~ d t  und d-• d.h. 
w e r t r t  x k ~ Yk" 

Der Beweis folgt daraus, dab das angegebene q~ (t) die allgemeine L6sung der 
Differentialgleichung 

(1- 2p) qr + 3p(1-p) q)"(p)= 0 (16) 
ist. 

Durch einfaches Einsetzen erhalten wir 

2. Zusatz. Hat x k die Gestalt 
tk 

Ct--& 
Xk= Xk,~=(p q) ~ ~ ~ [S(1--S)] -" ds, (17) 

P 

so gilt fiir die Fehlerglieder im lokalen und Integralgrenzwertsatz 

r~(x)= (q-P) 6 ~ [(1-3cOx3 +(3d -3+6cOx]  

(18) 
+o ( X6+x4+x2+ l ) 

tl 

(q _ p) _ a_L _ B_~ 
R~,(A,B)= 6l /2rc(n+d)pq [(1-3a)(A2 e 2 _ B 2 e  2) 

A2 ~2 (19) 
+ ( 3 d -  1 ) (e -~- -  e - T ) ]  + O(n-l).  

Setzt man noch zusiitzlich d -a- - 3 ,  so ergibt sich 

( q -  p) (1 - 3 ~) 
r,,~(x)= 6 t / ( n +  1/3) pq (x3 -2x )+O(n-1 ) '  (20) 

A 2  _ 

R~,~(A,B)= (q -p ) (1 -3cQ (AZ e 2 - B 2  e +O(n-1).  (21) 
61/2 rc(n + l/3) p q 

1 1 Beispiele zum 2. Zusatz. Setzen wir in (17) der Reihe nach c~---0,5, g, 1, so 
erhalten wir Grenzwertsiitze ffir die Transformationen tk, die Transformation v k 
definiert in (4), die Fishersche Winkeltransformation und die logarithmische 
Transformation. Im Fall d = �89 sind die Koeffizienten des Fehlergliedes der Reihe 
nach ~, 0, -rg,1 - �89 Die Approximation durch die Normalverteilung ist also bei 
der logarithmischen Transformation nur etwa halb so gut wie bei der klassischen, 
w~ihrend die Winkeltransformation eine doppelt so gute Approximation liefert. 
Bei der Transformation v k bzw. Yk ist dagegen die Ordnung des Fehlers n -1 
anstelle yon n -~. 

Bemerkung. Fiir d = 1 wurde yon Blom (1954) die Familie (17) yon Transforma- 
tionen aus der Differentialgleichung 

(B 2 +2) (1 -2p)  r q- 3 B 2 p(1 - p )  qr = 0 

abgeleitet, die man wie (16) aus (15) erh~ilt, wenn man A = -  oo setzt. Wegen 
= (B 2 + 2)/3 B 2 erhSlt Blom ~ = �89 fiir B --* oo. 
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Zur Untersuchung des Supremums des Fehlergliedes der Ordnung n -~ im 
1. Integralgrenzwertsatz und im 2. Zusatz setzen wir 

M(s) .=sup { ( y Z + s ) e x p ( - � 8 9 1 8 9  x , y~ IR } .  (22) 

Man tiberzeugt sich leicht, dab M (s)= s bzw. 2 e-1+s/2 bzw. 2 e-1 + s / 2  s, j e nach- 
dem s > 2 bzw. 0 _< s_< 2 bzw. s < 0 gilt. Daher ist M (s) fiir s = 0 minimal. Daraus 
folgt 

3. Zusatz. Das Supremum des Fehlergliedes der Ordnung n-  ~ in (15) fiber - oo < 
A <- B <- + oo ist bei gegebenem (p (t) fiir d = �89 minimal. 

Im Fall der Betatransformationen (17) mit ~4:~ ist nach (19) und (22) das 
Supremum des Fehlergliedes der Ordnung n- ~ des Integralgrenzwertsatzes gleich 

q - P  ]I_3aFM(3d-I] 
6 ] / 2 ~ ( n + d ) p q  \ 1 - 3 ~ 1 '  

Die Tabelle illustriert die starke Abh~ingigkeit dieses Supremums vonder  Wahl 
von ~ und d und insbesondere den Vorteil der Wahl yon d=�89 

Tabelle. Der Faktor ] l -  3 a] M ((3d-1)/(1- 3 e)) des Supremum des Fehlergliedes der Ordnung n- ~ des 
Integralgrenzwertsatzes fih" Betatransformationen 

Transformation c~ d 

0 �88 1 • 3 I 
3 2 4 

t k 0 1,45 0,90 0,74 0,94 1,37 2,00 1,45 
2 arcsin t~/2 �89 1,00 0,47 0,37 0,72 1,36 2,05 0,72 
log tk/(1 - tk) 1 1,89 1,57 1,47 1,80 2,33 2,89 2,89 

2. Lokaler Grenzwertsatz. Es sei 0 < p < 1 und q = 1 - p sowie Yk definiert durch 
(3) und D eine Konstante mit D < + co. Dann gilt 

mit 

b ( k ; n , p ) = d y k  1 ( ( l + 2 p q ) ( y 2 - 3 )  +rl(Yk) ) (23) 
dk  ] f ~  e-~'~ 1-~ 2 1 6 ( n + l / 3 ) p q  

n 7 [y8 + y4+ 1) r l (y )=O ([YS[; 'yL-) + O \  ~ -  (24) 

ffir JYkr < D(n + 1/3) +, wobei die Konstante im Restglied nur yon D abhiingt. 

Wir bemerken, dab m i t t  k = (k + 1/6)/(n + 1/3) gilt: 

dy  k 1 
dk  [-tk(1 _ tk)]+ (p q)~O ] / ~  1/3 

1 (1--2p) y k 
] / ~  + 1/3) p q 3 (n + 1/3) p q - -  +-O ( (n+ l/3)  ) 

(25) 
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2. Integralgrenzwertsatz. Es sei 0 <p < 1 und q = 1 - p  sowie Yk definiert durch 
(3), D eine Konstante mit D < + o~ sowie a <= b ganze Zahlen, so daft A: = Ya- ~ und 
B:=yb+ ~ die Ungleichungen erfiillen: 

[A[<D(n+I/3)  ~, ]BI<=D(n+I/3) +. 

Dann gilt (14) mit 

R (A, B) = 
1 A ~  

216(n+ l / 3 ) p q l / ~  { [ ( l + 2 p q ) A 3 - 6 ( 1 - p q ) A ] e  2 

B 2 

- [ ( l  + 2 p q ) U 3 - 6 ( 1 - p q ) S ]  e 2 }+O((n+ l/3)-}).  

(26) 

(27) 

Beweise der Grenzwertsiitze 

Zum Beweis des 1. lokalen Grenzwertsatzes verwenden wir die Stirlingsche 
Formel in der Gestalt yon Barnes 

n ! = ] /2~ (n + a) n + 1/z e x p ( -  (n + a) + e (n, a)) (28) 
mit 

~(n, a)= O (n- 1) (29) 

ftir jede Konstante a. Genauer gilt fiir 0 < a <  1 

Bi(a ) 
e(n,a)= ~ i ( i - 1 ) (n+a) i  - l + O ( n - l )  (30) 

i=2 

(s. z.B. Whittaker and Watson (1927), Kap.XIII, w 13,6 mit O (n- ~+ ~) anstelle von 
O(n -~) oder Rowe (1931) sowie Kalinin (1967) und (1967a)), wobei Bi(t ) das i-te 
Bernoullische Polynom ist. Speziell ist B2(a)= a 2 -  a + 1/6. Aus dieser Stirling- 
schen Formel folgt 

~k 
(31) 

1 - d  
+ ~ _ _ _ ( l o g P + l o g  ~ q ] _ l l o g ( 2 r t ( n + d ) p q ) + p  

\ t k 1 - -  t k / 

mit 
p = ~ (n, d ) -  ~ (k, d/2) - ~ ( n -  k, d/2). (32) 

Fiir eine beliebige in 0 < t < 1 monoton wachsende und dreimal stetig differenzier- 
bare Funktion q)(t) definieren wir Funktionen fp und gp durch 

fp (q) (t)) = t log (p t- 1)+ (1 - t) log (q (1 -- t)- 1), (33) 

gp(~o(t))= 1 - d  log pq log ~o'(t) (34) 
2 t(1--t) (p'(p) " 

Dann gilt wegen (12) 

log b (k; n, p) = (n + d) fp (q~ (tk)) + gp (~o (tk)) 

+ log dxk 1 (35) 
dk - ~ - l o g  2 n + p .  
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Wir berechnen die Taylorschen Reihen vonfp  und gp an der Stelle ~o(p) mit dem 
Zuwachs  (p ( t)-go (p) unter Verwendung von (2) zu 

(1-2p) go'(p)+ 3pq go"(p) fp(go(tk))= (go (tk)-- q0 (P))2 + q2 
2 (p' (p)Z p q 6 go' (p)4 p2 

�9 (go (~k) - -  go ( p ) ) 3  _~_ 2_14 fp(4) (q~ CO,)) (go (tk) _ go (p))4 

-- n+dl _(-21 Xka 4 (q-p)go'(p)+3pqp"(p)6cp,(p)V~n~q x~ (36) 

1 4) 
-~ 24(n+d) Jl}'~'(go(P'))go,(p)4 p2 qZ Xk , 

gp(go(tk)) = + ( ( d -  1 ) ( 1 - 2 p )  qO"(p))(go(tk)_(p(p)) 
2p q(p'(p) go, (p)2 

+ �89 g; (go (p")) (go (tk)-- go (p))2 (37) 

_ (d - 1) (q - p) go' (p) - 2 p q go" (p) Xk-~ g; (go (p")) go' (p)2 p q X 2 

2 go' (p) ]/(n + d) p q 2 (n + d) 

Dabei  sind p', p" Zwischenwerte von p und t k. Nehmen  wit noch an, dab [xk[ < 
D (n + d) +, so ist offensichtlich p = O (n-1). Dami t  erhalten wir durch Einsetzen von 
(36) und (37) in (35) den 1. lokalen Grenzwertsatz.  

Der  Beweis des 2. lokalen Grenzwertsatzes verl~iuft wie der des ersten. Es ist 
lediglich ein weiteres Glied in den Reihenentwicklungen zu berechnen. Die 
spezielle Wahl von d= �89  und go (t)=~ I t ( 1 -  t)]-  § dt vereinfacht jedoch die Rech- 
nung wesentlich. Insbesondere ist jetzt 

gp=O. (38) 

Weiter  erhalten wir 
1 2 l + 2 p q  y~ 

(n+ 1/3)fp(cp(t~))= - ~ - Y k  4 216(n+ 1/3)p q 

fp(s) (go (p,)) (P q)~ (39) 

-~ 120(n+l /3)~  Y~' 

Dabei  ist p' ein Zwischenwert  von p und t k. Aus der Bedingung [ykl < D (n + 1/3) ~ 
folgt, dab es zu e > 0 ein n D mi te  < t k < l - e fiir n > n o gibt. Dann gibt es ein C < + co 
mit If(S)(go(p')l< C ffir alle n>n D und k mit [yk]<O(n+ 1/3) +. 

Weiter  erhalten wir flit den Fehler p mit (30) 

p= 
36 (n + 1/3) 

1 

36 (n + 1/3) 

2 p q + l  
72(n + 1/3) p q 

1 1 
72(k+1/6) 72 (n -k+ l /6 )  ~-0((n+1/3)-2) 

1 
72 (n + 1/3) t k (1 - tk) + O((n + 1/3)- 2) 

(1 - 2 p") (p q)~- 
-~ 72 (n + 1/3) ~ (p" q,,)2 Yk + 0 ((n + 1/3)- 2). 

(40) 
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Dabei ist p" ein Zwischenwert von p und t k. Setzen wir die drei letzten Gln. (38) 
bis (40) in (35) mit Yk = Xk ein, so erhalten wir den 2. lokalen Grenzwertsatz. 

Die zweite G1. in (25) erhalten wir, indem wir 

dy k 1 (41) 
hp(q)(tk))= dk - [tk( 1 -  + tk)-I (/7 q)~ 1 / ~  1/3 

setzen und hp in eine Taylorsche Reihe um die Stelle q~ (p) rnit dem Zuwachs 
q~ ( tk) -- q) (p) entwickeln: 

1 1-- 2p h(p2)(rP(P'")) (P q)+ y2. (42) 
hP(cP(tk))--]/(n+l/3)pq 3(n+l /3)pq yk-~ 2(n+1/3) 

Dabei ist p'" ein Zwischenwert von p und t k. Beachtet man h~2)(q~(p'"))= 
O((n+ 1/3) -~) unter den obigen Bedingungen, so folgt (25). 

Zum Beweise des 2. Integralgrenzwertsatzes verwenden wir die Eulersche 
Summenformel in der Gestalt 

b b + l / 2  

/ ( k ) =  ~ f ( s ) d s - 2 ~ ( f ' ( b + � 8 9 1 8 9  ) 
k=a a--l~2 

b + l / 2  (43) 
+1 ~ B3(s)f , ,(s)ds.  

a - l ~ 2  

Dabei ist B3(S )das  dritte reduzierte Bernoullische Polynom, d.h. B3(si=s a -  
3 S2/2-t-S/2 fiJr 0 ~ S < 1 und B a (s) periodisch mit Periode 1. Hier w~ihlen wir 

f (s)=@s e-~r~ (1 

Mit (25) erhalten wir 

f '(s) = Y~ 
(n + 1/3) p q 

( l + 2 p  4 ) 
q) (y~ - 3) (44) 

-f 216(n+l/3)pq " 

1 
e-~ Y} + O ( (n +-l /3)( ) , (45) 

f ' " ( s )=y :  e -~ r20  ( lysl3 ] (46) 
\ (n + 1/3)3I . 

Beachten wir noch 

(t 4 - 3) exp ( -  t2/2) dt = - (t 3 + 3 t) exp ( -  t2/2), (47) 

so erhalten wir durch Einsetzen von (44) bis (46) in (43) und eine elementare Um- 
formung aus dem 2. lokalen Grenzwertsatz den 2. Integralgrenzwertsatz. 

Unverfiilschtheitskorrektur 

Den EinfluB der in (48) angegebenen Unverf~lschtheitskorrektur der Ord- 
nung 1/n auf die Integralgrenzwerts~tze wollen wir noch ohne Beweis angeben 
und diskutieren. Zun~chst gilt unter gewissen Regularit~tsvoraussetzungen 

( k + d/2 ] d ( q -  p) (p'(p) + p q go" (p) 
grp \ n+d ! =go(p)-~ 2(n+d) -}- O(n- 2). (48) 
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Dies legt nahe die Transformation 

[k+d/2~ , ,  d(q-p)qo'(p)+pqq;'(p))> 1 ] / n + c  (49) 
~k = ~0 ~ n - ~ d J - - q ~ t P )  2 ( n + q )  - J ~ - ~ ) - V  p q  

mit Konstanten c, q ,  d >  0 anstelle von x k definiert in (2) zu betrachten: 

3. Integralgrenzwertsatz. Es sei 0 < p < l  und q = l - p  sowie c, c a, d, D, Kon- 
stanten mit O<=c, ca, d, D, <+~v  und a<_<b ganze Zahlen, so daft A:=~a_l/2 und 
B: = ~b + a /z die U ngleichungen (131 erfiillen. Oann gilt (14) mit 

( q - p )  (p'(p)+ 3p q (p"(p) {(A2-1) e-~A2--(B a --1)e -}B2} +O(1/n), (50) 
R(A,B)  6 q ; ( p ) l ~ n P  q 

wobei die Konstante im Restglied nur yon D abhi~ngt. 

Aus der L6sung der Differentialgleichung (161 erhalten wit 

4. Zusatz. Das Fehlerglied der Ordnung n -~ im 3. Integralgrenzwertsatz ist 
genau dann Null, wenn q~ (t)= C ~ [t (1 - t ) ]  -~ dt bei beliebiger Wahl yon c, q ,  und d. 

Setzen wir diese Transformation in (49) ein, so erhalten wir 

k+d/2 

,+d (3d--1)(q--p!~ 
"k=(Pq)-* n]/~-~ pS [s(l-s)] -+ds 6(~c~q~-J (511 

anstelle yon Yk definiert in (3). Also bedeutet die Wahl von d = �89 I. Zusatz und 
damit in Yk bzw. v k definiert in (4) die Vermeidung der Berechnung einer Unver- 
f'~ilschtheitskorrektur der Ordnung n -1. Anstelle des 2. Integralgrenzwertsatzes 
kann man jetzt beweisen: 

4. Integralgrenzwertsatz. Es sei 0 < p < 1 und q = 1 - p sowie c, ca, d, D Konstan- 
ten mit O<c, ca, d, D < + c ~  und a<=b ganze Zahlen, so daJ3 fiir A~=rla_l/2 und 
B'. =qb+l/2 gilt." 

]AI<Dn �88 [BI<Dn +. (52) 
Dann gilt (14) mit 

1 
R ( A , B ) -  - -  { ( l+2p  q)(A 3 e--~-A~--B 3 e --~R~) 

2 1 6 n p q V / ~  (53) 

+ [108 (c - d )  p q + 6 ( 1 -  6d)(1 - p  q)] (A e -�89 - B  e- ~B2)} + O(n- -~). 

Ein Vergleich von (53) mit (27) zeigt, dab (lurch geeignete Wahl yon c und d das 
Supremum des Fehlergliedes der Ordnung 1/n mit Hilfe der Unverf~ilschtheits- 
korrektur in t/k definiert in (51) gegeniiber Yk definiert in (3) gesenkt werden kann. 

Ein Vergleich yon (50) mit (15) ftir d=�89 zeigt dagegen nach dem 3. Zusatz, dab 
ftir groge n bei Verwendung der Transformation ~k definiert in (49) anstelle von x k 
mit d=�89 definiert in (2) das Supremum des Approximationsfehlers gr6ger ist, 
d.h. dab die Verwendung der Unverf~lschtheitskorrektur weniger vorteilhaft ist 
als die Wahl von d=�89 in (17) bzw. (2). Wie wir jedoch sogleich aus dem 5. Zusatz 
und der Tabelle entnehmen k6nnen, ist es gtinstiger im Falle der Winkeltrans- 
formation 2 arcsin ]//~k mit d = 0  die Unverf~ilschtheitskorrektur zu verwenden. 
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B e k a n n t  ist, dab  F i s h e r  (1930) m i t  Hi l fe  de r  Unve r f~ i l s ch the i t sko r r ek tu r  in de r  

G e n e t i k  ein ftir n ~ oo a s y m p t o t i s c h  besseres  R e s u l t a t  erz ie l t  ha t  als o h n e  diese im  

J a h r e  1922 u n d  z.B. S t ange  (1963) in de r  Qua l i t~ i t skon t ro l l e  mi t  de r  K o r r e k t u r  

n u m m e r i s c h  besse re  E rgebn i s s e  als o h n e  diese erziel te .  

I m  Fa l l  der  B e t a t r a n s f o r m a t i o n e n  

Spezia l fa l l  y o n  (48) 

(k+d/2] 
E e, ~ !  =~o,(p)+ 

q)~(t)=S[t(1-t)]-~dt e rha l t en  wi r  als 

(q-p)(d-cO 
2(n+d)(p q) ~ 

4- 0 (n -  2). (54) 

D i e  Unve r f~ i l s ch the i t sko r r ek tu r  de r  O r d n u n g  1/n v e r s c h w i n d e t  a lso  fiir d = ~. F i i r  

den  Fa l l  d = a = � 8 9  der  W i n k e l t r a n s f o r m a t i o n  ist dies n a c h  A n s c o m b e  (1954) 

bekann t .  

5. Zusa tz .  Hat ~k die Gestalt 

~k=~k, =(p q)~-1/2 ~ ( 

k+d/2 

.+d (q-p)(d-~)] (55) [s(1-s)]-~ds 2(n+d)(pq):/, 
P 

so gilt ffir das Fehlerglied im 3. Integralgrenzwertsatz 

R~(A, B) = ( 1 -  3 ~) ( q - p )  ~A2 _ 6 ~ p q  { ( A 2 - 1 )  e -  (BZ--1)e-kB2}+O(1/n). (56) 

D a s  F e h l e r g l i e d  der  O r d n u n g  n -1/2 in (56) ist a lso  g e n a u s o  groB wie  dasse lbe  

G l i e d  in (19) mi t  d = ~ ,  wie  zu  e r w a r t e n  war ,  da  r W i r  h a b e n  desha lb  in 

der  T a b e l l e  z u m  Verg le i ch  die  Spa l t e  d = ~ expl iz i t  angegeben .  
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