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Introduction 

Soit H=(Xt),  teT, un processus stochastique s6parable et s6par6, les variables 
al6atoires ~tant ~t valeurs dans un espace euclidien IR p. Pour tout cardinal k 
d6signons par M~={x~IRP;~tl ,  . . . , t  k, deux ~t deux distincts tels que Xt=x} 
l'ensemble des points de multiplicit6 k. 

Les premi6res investigations sur la probabilit6 de l'6v6nement M~+~, c'est- 
~t-dire sur la probabilit6 pour que les trajectoires du processus admettent des 
points de multiplicit6 k, furent entreprises dans le cadre du mouvement brow- 
nien (/t valeurs dans IR p) index6 sur un intervalle de la droite num~rique par A. 
Dvoretzky, P. Erdtis, S. Kakutani, P. L6vy, S.J. Taylor, [3-6] et [-12], l'essentiel 
du ph6nom6ne se r6sumant comme suit: 

a) Pour p > 4, k > 2, les ensembles M~ sont presque-sfirement vides; 
b) Dans le cas p=3,  presque-toutes les trajectoires ont des points doubles 

(P(M~:~q})= 1) et sont exemptes de points triples (P (M~:~)=0) ;  
c) Presque toutes les trajectoires du mouvement brownien plan (p =2) ont 

des points de multiplicit6 6gale ~ 2 s~ (la puissance du continu). 
Les techniques mises en oeuvre s'appuient essentiellement sur deux 

propri6t~s fondamentales du mouvement brownien: l'ind6pendance des accrois- 
sements et le caract~re markovien, cette derni~re rendant possible la mesure de 
la <~dimension>> d'une portion de trajectoire. 

D~s lors l'essentiel des recherches s'est orient6 vers diverses adaptations de 
cette m~thode/t d'autres types de processus non n6cessairement gaussiens, mais 
pr6sentant des caract6ristiques analogues/~ celles que nous venons de mention- 
net. Citons par exemple les travaux, J. Hawkes [91 et W.J. Hendricks [101 
constituant par ailleurs une excellente source bibliographique. 

Le travail de N. K6no [111 paru en 1978 fait exception /t cette r6gle; en 
effet, il concerne les processus gaussiens (X~), t~lR N, ~ valeurs dans IR p, 
constitu6s de p copies ind6pendantes du processus gaussien r6el (Xt), tEIR N, 
caract6ris6 par la relation E(Xt-X~)2= IIt-sll 2~, 0<:~<1,  la norme envisag6e 
6tant euclidienne. Le r6sultat obtenu par N. K6no s'6nonce sous la forme 
suivante: 
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a) Avec le choix a p > 2 N ,  les trajectoires du processus n'admettent pas de 
points doubles; 

b) Avec le choix c~p<2N, presque toutes les trajectoires admettent des 
points doubles. 

Ce th6orhme a constitu6 le point de ddpart de notre propre recherche; 
partant d'un principe de dhmonstration diff&ent nous montrons que: 

a') Avec le choix c~p>kN/k-1,  les trajectoires du processus n'admettent 
pas de points de multiplicit6 k; 

b') Avec le choix c~p < k N / k - 1  presque routes les trajectoires admettent des 
points de multiplicit~ k. 

Ces r6sultats sugg6rent fortement que les propri6t6s d'entropie du processus 
ne doivent pas ~tre enti6rement 6trang&es au probl6me. Plus pr6cis6ment, si 
(Xt) =H~--~LZ(f2, ~, P) est un processus gaussien r6el, s6par6 et compact (pour la 
topologie hilbertienne), si H pest  le processus/t valeurs dans 1R e constitu6 de p 
copies ind6pendantes de H e t  si N(H, e) d6signe le nombre minimal de boules 
de rayon e ndcessaire pour recouvrir H, alors les 6nonces a') et b') ont comme 
<<6quivalents >> naturels: 

a") Dans le cas l imsup(logzN(H, 2-")/n)<(k-1)p/k, on a P(mf4=0)=0;  
~ -b og 

b") Dans le cas limsup(logz(N(H, 2-")/n)>(k-1)p/k, on a P(M~+0)>0.  
n ~  q- oo 

Seul le point a"), dans le cas k=2,  est ddmontr6 pour rinstant (au paragra- 
phe 3, les deux premiers paragraphes 6tant consacr6s/~ la preuve des th6or6mes 
a') et b')); n6anmoins, nous conjecturons la validit6 de toutes ces relations. 

Les cas c~p=kN/k-  1 (resp. limsup(log 2 N(H, 2- ")/n) = (k - 1)p/k) n'a pas 
n ~  q- OO 

6t6 abord6 dans ce travail; nous ignorons enti4rement (sauf dans le cas du 
mouvement brownien index4 sur un intervalle) s'il permet de conclure quant g 
la probabilit6 de l'4v6nement M[ + 0. 

1. Conditions assurant l'absence de points 
de multiplicit6 6gale $ k > 2, k ~ IN 

Dans tout ce paragraphe H=(Xt)  est un processus gaussien r4el index6 sur IRN, 
caract4ris6 par les relations E(X t -  Xs) 2 = N t-s[j as 0 < ~ < 1, s, tsiR N. Comme 
nous ravons d6j~i indiqu6, on dhsigne par (X~), p>2,  t~IR N le processus 
gaussien constitu6 de p copies indhpendantes de H. 

Consid6rons k pavhs fermds (bombs) P1 . . . . .  P~ de IR N, deux/t  deux disjoints. 
Pour simplifier l'6criture nous noterons 

k 

fk( e, ~ {(tl . . . .  , tk)~ [ IP/ ;  HX~l(co)-X~(co)[P <e, 2<i<k},  
i = 1  

puis p(e,C~)=P{CO~f2;fk(e, CO)>6}; nous avons d6sign6 par /~0 la mesure de 
Lebesgue de l'espace (IRN)k. 

k 

La variable al6atoire fk(e, co) mesure la fraction (de temps) du pav6 P = [ I  P~ 
i = 1  

durant laquelle le vecteur (XP(co)-X~(co)), 2<i<k,  ((shjourne)> dans la pay6 
[B(0, 03 k- 1 
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Lorsque une trajectoire co~f2 admet un point de multiplicit6 k correspon- 
dant  /t des instants (ti), 1 <i<k,  appar tenant  respectivement aux paves (P/), 
l_<i_<k, il est possible, grace ~t la connaissance du module de continuit6 
uniforme de la trajectoire co, d'estimer (pour z suffisamment petit) la quantit~ 
f(~, co); route notre d~monstrat ion repose sur cette remarque. 

Commen~ons par ~valuer p(~, 6). 

(1.1) Lemme. II existe une constante c > 0  telle que l'on ait 

p(~, ~) < c~(~- ~ ~P/c5 pout tout 5>0, c5>0. 

Preuve. Le d~terminant D (tx, t 2 . . . . .  t~) = [(E(X** - X**) (X,, - X,j))i, 2 < i, j < k (en 
abr~g~ D(t), t=(t~), l < i < k )  est une fonction continue sur l'espace (IR~) ~ ne 

s 'annulant  pas sur le pay6 P =  I-I P~; ce dernier point  est bien connu depuis le 
i = 1  

travail (13) de I.J. Schoenberg. Le th~or~me de Fubini  permet alors d'6crire 

~f(a, co)dP(co)=y(1/(2zD(t)) Ck-l~p/2) y exp 
e [Ix~ll ~ 2 

dxl"" dxk- 1) d#o(t) < ce(k- i)v, 

et l'in6galit6 de Cebygev donne imm6diatement  le r6sultat annonc6. 

(1.2) Lemme. Pour tout nombre 0 < (5 < 1 la relation suivante est satisfaite: 

P( U ~ (co;f(2-'~,co)<2-mP(k-l)a)) =1" 
M>-I  m > M  

Preuve. Ce r6sultat dhcoule du prhchdent. En effet, d'apr~s (1.1) nous avons 
p(co;f(g, co) >__ epa(k- ~)) < ce~k- 1)~(1-~ il suffit donc d'appliquer la partie triviale 
du lemme de Borel-Cantelli. 

Abordons  main tenant  la preuve du point a'). 

(1.3) Th6or6me. Sous Ia condition a p > k N / k - t ,  les trajectoires du processus 
H p n'admettent pas (presque-s~rement) de points de multiplicit~ k. 

Preuve. Fixons un hombre r4el c > 0  satisfaisant la relation c~p>(l+2c)kN/k 
- 1 ;  en vertu du lemma (1.2), l 'ensemble f2o= ~) (~ (co;f(2 ~,co) 

2-re(k-1)p(l+c)/(l+2c)) est de mesure 4gale/t  un. ~-> ~ ~>M 

Par ailleurs, pour  tout  entier n >  1, il existe une constante c, telle que l'on 
ait E(lLX~-XPsLl2")=c,,lLt-slk2"~; il en r6sulte classiquement (th6or6me de 
Kolmogoroff)  que pour tout  e>0 ,  les trajectoires du processus H p sont 
(presque-sfirement) lipschitziennes d'ordre e - e .  Plus pr6cis6ment pour (pres- 
que) toute trajectoire cosY2, il existe des constantes r/(co), c~>0 telles que la 

k 

condit ion t, s ~i_~ 1 P~, ]1 t - s]l < r/(co) implique 

LI x ~ ( c o )  - x f ( c o ) I b  < c ~ lit - s II ~ -  ~. 
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Supposons maintenant qu'une trajectoire co admette un point de multipli- 
o situ~s respectivement dans les int6rieurs des pav6s cit6 k/ t  des instants ~o . . . . .  tk 

P1 . . . . .  Pk; on a donc X~o(CO)= ... =X~g(CO). 

Ainsi si B(t ~ 2 -m(~ +c)/~), 1_<iN k d6signent les boules euclidiennes de l'espa- 
ce IR ~, centr6es aux points (to), il existe deux constantes r/(co) et c > 0  telles que 

k 

l 'on ait n X~ (co) - X~ (co)11 < c2-  m, pour tout choix (t~,..., tk)~ [I B( t~ 2-m(~ + ~)/~) 
i = l  

et tout m > 1 v6rifiant l'in6galit6 2 -m(~ + ~)/~ < r/(e)). 
Finalement, le volume de la boule B(t ~ -m(~+~)/~) 6tant 6gal ~t 

V(N)2 -m(l+~)s/~, (V(N)-volume de la boule unit6 de IR N) nous en d6duisons 
qu'il existe deux constantes M > 1, c > 0 telles que l'on ait: 

f (c 2-m, (2)) ~ 2-m(1 + c)Nk/e > 2-mp(k- 1)(I + c)/1 + 2c, 

pour tout entier m > M. 
I1 r6sulte de tout ceci que l'ensemble des trajectoires admettant des points 

de multiplicit6 k correspondant /~ des instants situ~s respectivement dans les 
int6rieurs des pav6s P~ . . . . .  Pk est inclus dans l'ensemble ~2\f2 o. 11 est donc de 
mesure nulle. En conclusion l'6v6nement M~:4:r (s'6crivant comme r6union 
d6nombrable d'6v6nements du type pr6c6dent) est de probabilit6 nulle ~gale- 
ment, le th6or~me est donc compl~tement d6montr6. 

On notera que l'estimation donn6e par le lemme (1.2) est peu pr6cise et 
cesse d'ailleurs d'etre efficace dans le cas e p = k N / k - 1 .  Ainsi, par exemple, 
dans le cas du mouvement brownien/~ valeurs dans 1R 4, N = 1, p = 4, e =  1/2 et 
k=2,  nous ne retrouvons pas le r6sultat de [3] (m~me en am61iorant la 
pr6cision des calculs intervenant dans (1.3) compte tenu de la relation 

P(lim,sup(rlx~-x2l]/(2 lit-s[I log (1/Ht- sll)Y/2) = 1)= 1). 
I t - s i lO  
t,s~[O, 1) 

En principe, pour 6valuer avec exactitude p(e, 6), il suffirait de calculer tout 
d'abord l'int~grale ~exp(-f(e,o))/6)mdP(co), meN, en d6veloppant l'exponen- 
tielle en s6rie puis passer /t la limite en faisant tendre m vers l'infini. 
Pratiquement, on se trouve rapidement confront6 /~ de s6rieuses difficult6s de 
calculs. 

2. Conditions assurant l'existence de points de multiplicit6 k, k e N 

Contrairement aux conventions du paragraphe pr6c6dent, nous envisagerons 
tout d'abord le cas g6n6ral d'un processus de Gauss s6parable et s6par6 /t 
valeurs dans IR p, soit (X't)=HP~--,L2(O, ~,, P; IR p) en explicitant de larges condi- 
tions assurant l'existence de points multiples. 

Nous supposerons que H pes t  compact (pour la topologie induite par celle 
de L2(K2, N,P;  IRP)), que les trajectoires du processus sont continues et qu'il 
existe sur H p une probabilit6 bor61ienne (donc de Radon) not6e ~. 

Fixons k sous-ensembles P~ . . . . .  Pk de H p deux/t  deux disjoints et ferm6s; on 
conviendra des notations suivantes: 
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1) f~(~,co)= g (tj . . . .  , tk )~HP/ ,  v~rifiant ] l X ~ ( o ~ ) - X ~ ( c o ) l l < e  pour 
i = l  

tout i, 2 < i < k } ;  

2) 

~ > 0  

4) Dr( t1 , . .  tk) = Dr(t)  = IE(X}Zl ) - X}t)) (X~) - X}9)I, 2 < i , j  < k, 
"~ . ' 3 

1 < l , r  <p ,  t= ( t~  . . . .  , tk)e(HP) k d~signe le d6terminant canoniquement associ6 
au vecteur al6atoire (Xet - X ~ ) = ( X } I ) - X I  ~1, g ( v I - X ( P ) h  2<<_i<_k; 

5) DP(t~, . . . ,  t �9 ' t' - v , _ (~) (~) (~) (,.) k, t l  . . . .  , k ) - -D  ( t , t ) - [ E ( X t ? - X t u ) ( X , y - X t ~ ) l ,  2 < i , j < k ,  u ,v  
=1,2 ,  t~=t~, t~=t~,  1=/ ,  =p, t = ( t l , . . . , t k )  , t = ( t  1 . . . .  ,tk) d6signe le 
d6terminant associ6 au vecteur al6atoire ( (Xfl -  X~), ( X ~ -  Xt~)), 2 < i , j <  k. 

De marne, si H = ( X ) ,  t~ lR  N e s t  un processus gaussien r6el, nous noterons 
par: 

6) D(t~ . . . .  , t k ) = D ( t ) = I E ( X , - X t ) ( X t  - X t )  I, 2 < i , j < k ,  le dSterminant as- 
soci6 au vecteur (X,-X~,) ,  2 < i < k ,  et D(t~ . . . .  ,t~; t'~ . . . .  , t ' ~ ) = [ E ( X t ~ - X ~ r ) ( X t ~  
-X~y)], 2 < i , j < k ,  u , v = l , 2 ,  t] =t~, t2~=t'~, le d6terminant associ6 au vecteur 
al6atoire ((Xt,  - X , ) ,  (Xt,  ~ - Xt ,))  , 2 < i, j < k. 

7 )  Q(t  . . . . . .  . . . .  , . . . . .  . . . .  , t ' ,  2 ,  

k k 

i , j ~ 2  i , j=2  
k 

-~- Z [ g  ( X t '  1 - -  X t ' )  (X t~  - -  X t j ) )  ~ ~li ~]j' 2 ~- (2  2 . . . .  ' ~k)' ~1 = (~12 . . . .  ' ~]k)' 
i ; j=2  

2, ~/elR ~- ~, la [orme quadratique associSe ~ D(t, t'). 

(2.1) Proposition. Toute trajectoire  appartenant  d~ l 'ensemble Y2~o admet  des 
points  de mult ipl ici td k. 

Preuve .  Fixons une trajectoire coeY2~; pour tout entier m>= 1 il existe une suite 
k 

(t~' . . . .  , t~')~ [ I  P~ vSrifiant I I X b ( o ~ ) - X ~ ( o g ) ]  I ~ 2  -~ ,  2<_i<_k. 
i = 1 .  

Soit (t~'~), n ~  1, une sous-suite extraite de (t~'), m>= 1, et convergente vers un 
point t~eP~. Extrayons ~t nouveau de chaque suite (t~), n>=l, 2<=i<=k, une 
sous-suite convergente vers un point t~P~. La continuit6 des trajectoires assure 
l'~galit6 X ~  (~o) . . . .  = X ~  (o~). 

En conclusion, pour qu'il existe, avec une probabilit8 non nulle, des points 
de multiplicit8 k, il suffit que la probabilit6 P(Y2~)=limP(Q~) soit non nulle. 

8 ~ 0  

Dans le m~me ordre d'id6es, on peut donner un crit~re assurant l'existence de 
points de multiplicit8 d6nombrable (la dSmonstration, analogue ~t la 
pr6cSdente, ~tant omise). 

(2.2) Proposition. F i x ons  une suite (P~), i ~ 1 ,  de sous-ensembles  f erm~s  deux  
deux  disjoints  de H C  Pour  qu'il ex i s te  avec une probabil i t8 non nulle des points  
de multiplici t~ d~nombrable  il suffit que I 'dv~nement suivant  soit de mesure  
in~rieure non nulle: 

A = {coef2; ~(G(co)), n >  1, telle que ~ ( o 9 ) - - - - - - - - * 0  
n ~  -r (x) 
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et 
lira s co) > 0}. 

n ~  q- c(3 

Le th6or5me que nous proposons  actuel lement  consti tue un moyen  prat ique 
d'investigation. 

(2.3) Th6or~me. Les deux conditions suivantes assurent l'existence avec une 
probabilitd non nulle des points de multiplicit~ k correspondant d des instants 
appartenant respectivement aux ensembles (P0, 1 < i < k. 

k 

1. Le d~terminant DP(t) ne s'annule en aucun point t ~ P =  [-[ Pi; 
i=1 

2. La fonction ( t , t ' )~l /(DP(t , t ' ) )  1/2 est int~grable sur le pard P • P pour la 

mesure produit ( + t ~ ) |  ( + # ) .  

Preuve. Fixons un nombre  r6el e > 0  et un entier m => 1; l'inOgalit6 616mentaire 
exp(--fk(e, og)/m e (k- 1)p) dP(co) >= 1 -P(f2~) condui t  sans difficult6 aux 

majorat ions:  

P(Q~) >= (1/m e(~- ~)P) ~ fk(e, ~0) dP(~o) - (1/2m ~ e2(k- ~)p) ~ (fk(~, o)))2 dP(co) 
(x, Dx)  

=(1/m){(1/e(k-1)P)~(1/(2zc)P(k-1)/2(DP(t))l/2)( ~ e 2 dx  1 
p x i eR  p 

Ilxill =<~ 

"" dxk-  1) d#(t l )  .'- d#( t~) -  (1/2m e2(k- 1)p) ~j (1/(2u)(k- l)p(DP(t ' t,))1/2) 
P x P  

(x,D" x5 

�9 ( ~ e 2 dxl . . .dx2(k_1))d#(tO. . .d#(tk)dt~(t ,O. . .d#(t 'k)} .  
Ilxi]l _-<~ 

On remarquera  que l 'hypoth6se b) implique en particulier la non- 

d6g6nerescence # presque-par tout  de la mesure de Gauss associ6e au 

vecteur al6atoire ( X ~ I - X t , , X d - X t ) ) ,  2<=i,j<k; ainsi, en faisant converger e 
vers zdro, nous en d6duisons l'in~galit6 valable pour  tout  m > 1: 

P(f2ko) = lim P(f2~) __> 1 {(1/(2 rc)(k_ 1 )p /2 )  ff (1/(DP(t))l/2) d/~(tt).., dg(tg) 
e ~ O  p 

_ (l/m(27r)(k- 1)p) ~ (1/(DP(t, t,))1/2 d#( tO. . ,  d#(tk)d#(t,O.. ,  d#(t~)}. 
P x P  

Pour  m suffisamment grand, le terme de droite est str ictement positif, la 
conclusion du th6or~me en d6coule ( avec l a  proposi t ion (2.1)). 

Abordons  main tenant  le cas particulier d 'un processus HP=(XtV), t~IR N, 
associ6 au processus gaussien r6el H = ( X t ) ,  t~]RN, E(Xt-Xs)2=l]t-s[I 2~, 
0 < c ~ < l .  

(2.4) Th6or~me. - Sous la condition ~ p < k N / k - 1 ,  presque toutes les trajectoi- 
res du processus H p admettent des points de multiplicitd k. 

Preuve. Nous  la d6composerons  en plusieurs 6tapes; fixons des pav6s pO . . . . .  pO 
born6s ferm6s dans IR u et deux /t deux disjoints. On comrnencera  par  6tablir 
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qu'il existe une suite Pj , . . . ,Pk de pav6s respect ivement  indus  dans les 
, _~ t'))p/2 precedents  de sorte que la fonct ion ( t , t )  1/(D(t, soit int~grable sur 

P/ x P/ (pour la mesure de Lebesgue sur (IRN)2k). 
i -  i 

On notera  par d(P~) le diambtre du pav~ P~; cela 6tant: 

(2.5) Lemma.  I1 existe deux constantes e>0 ,  c > 0 ,  de sorte que la condition 
Sup d(P/) < e implique I'indgalit~ 

l <=i < k  

k k 

r I 2 o :  D(t,t')>=c [ I  ( l l t l - t l l l  2~+Hti-t i l [  ), pour tout t , t '~ I~  Pi. 
i = 2  i ~ l  

Preuve du Iemme. Le cas k = 2  est signal6 par N. K 6 n o  ((11), p. 178), il peut  
s'6tablir soit en explicitant le d~terminant  et en modif iant  convenablement  
l '6criture ~t l 'aide de la formule de Taylor,  soit en calculant  le min imum sur la 
sph6re unit6 de la forme quadra t ique  Q(t 1, t> t'l, t'2,, ). Un calcul 616mentaire 
permet  de voir que ce min imum est ~gal ~t m=(u- (ua+v2) l /2 ) /2+w,  avec les 
convent ions d'~criture: 

1) u =  lit 1 -t21[ 2~-  lit' 1 -t~l[2~; 
t t t / 2) v =  l i t  I - t 2 H 2 a - - t  - l i t  1 - t 2 1 [  2~ - I l t l - t l ] l  2 ~ - -  I I t 2 - t 2 1 1 2 ~  

3) w =  lit; - t~ l t  2~. 

La formule de Taylor  permet  de conclure facilement. 
Nous  supposerons dor6navant  k >2 .  
Les termes du d6terminant  D(t, t') se pr6sentent sous l 'une des trois formes 

suivantes: 

1) O~ij= lit,--tilleaq - ]ltl--tjH 2c~- [Iti-tfll2=; 
2) flu= ]ltl --t;[12=+ Iltl --t)[I 2=-  llt'i--t}lI2~; 
3) 7u= l[tl-tjll2~+ Nt l - t i  ll 2~ - ]ltl-t'lll 2a-  II t i -  till' 2~., 

Ordonnons  les lignes et les colonnes du d6terminant  sym6trique D(t, t') de 
sorte que les coefficients flu et gl a soient cons&cutifs et remplagons dans le 
tableau obtenu les termes I[ t , - t , l l2~+lt t~- t ,  ll2~ 2<i<_k (figurant dans 2u), 
respect ivement  par  les variables r6elles x 2 . . . . .  x k. On notera  par D(t,t',x), x 
=(x  2 . . . . .  xk), le d~terminant  ainsi modifi6. 

D =  ' ' 2[It* - t2 I/2~' litl --t2112= q- lit'l -- t21[ 2~-- X2', 
I l tx-  t2][2~q - l i t , - t2112~-x2,  21[tl- t i l l ,  

iii;iiiii;i;i;iiii;i?iiii;;i?ii;;;ii;iiii?i;iii;ii;iii;;;;iiii;iiii;;i?ii, 
l i t 1 -  t3[12~ + I I t l - t21[  2 ~ -  I ] t 2 - t  3 t2~, : 

[It'x - t 3 t l 2 ~ +  I]q--t21[ 2c~- l i t 1 - t '  2a 11] --]lt2--t31] 2~, 

21It I --t3]l 2c~, ... II t ' l -  t3[]2~q - I [ t l -  t'3 II 2c~-- x3 . . . .  

]]t,l_t3!ja~+Htl_t,3]12~_x3, 211t,1_ t, 12~ ' ' "  3 ~ " ' "  
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Les vecteurs t, t ' e P  ~ ~tant fixes, le d6terminant D(t, t', x) est un polyn6me du 
second degr~ des variables x 2 .. . .  , Xk, il s'6crit donc sous la forme: 

r k c?D(t, t', 0)] 
*) D(t, t', x) = D(t, t', O) + I ~, x i - -  

[i = 2 cOxi ] 
[ k c~2D(t,t,,O!] 

+1 ~= xil xi2 
il, _2 Oxi, Sxi~ J 

Ok- i D(t, t', O) 
+ ' "  +x2 "'" Xk c~x2 -.. c~xk- i 

1 [  ~k c~kD(t't"O)] 
Nil . . .  Xik . . . .  / .  

+ ~  i . . . . . . .  ~ ~xi~  . . .  ~x i~J  

Qg- i D(t, t', O) 
La d6riv~e partielle coincide,/~ un multiple entier pros, avec le 

(~X2.. .  ~X k 
dSterminant obtenu en supprimant dans le tableau ci-dessus une ligne sur deux 
toutes les deux lignes et une colonne sur deux toutes les deux colonnes de 
sorte que, cette op6ration 6tant effectu6e, les termes t' 1 . . . . .  t~ &ant remplac6s 
respectivement par t 2 . . . . .  t k et x 6tant pris 6gal ~t z6ro, on se trouve en 
pr6sence du d 6 t e r m i n a n t  D = ( l l t l - t i [ [ 2 ~ + l l t l - t f l l  2 ~ -  2~ [It~-tjl I ), 2 < i , j < k .  
Ce dernier est minor6 sur le pay6 p0 x p0 par une constante positive non 
nulle (propri6t6 mentionn6e au cours de la preuve du lemma (1.1)). Ainsi 

~ k -  1 D(t, t ,  O) 
grfice ~ la continuit6 de l'application (t, t')--) ~x 2 ... 8x k , nous obtiendrons la 

majoration inf 5k- 1D(t, t', O) > O, pour un choix convenable des pavSs P/c p/o 
t,t'EP ~X 2 ...  ~X k 

1 < i <  k, (c'est-fi-dire de diam~tres suffisamment petits). 
Pour conclure, il nous suffira de voir que toutes les d6riv6es partielles 

0" D (t, t', 0) 
Ox~'...  3x'~ ~ ' nl +""  + nk = n, sont de la forme: 

* * )  O ( F [ ( H  t 1 - - t ) I I M i n ( l '  2~)-[ - ]1 t i --t'i[[) 2) avec I={ i ;  hi=0}. 
ieI 

Remarquons pour cela qu'en soustrayant dans le d6terminant D(t, t',0) la 
ligne 2 i - 2  de la ligne 2 i - 3  (2<iNk)  nous obtenons des expressions sc 
pr6sentant sous l'une des deux formes suivantes: 

1) e~j= Itt~ --tj][ 2~4- lit 1 --till 2 ~ -  Htl--tj]] 2 ~ -  ][t'l - - t j [ ]  2 a -  ][ t l  -- t ' i [[  2a 

N 
+ lit,--t~1112~+ lit'i- tfl[2~= ~ 2~(t ' l"- t" l )( t]- t~)I l t t - - t j[]  2 ( a -  1) 

N 

2a(tl - t i ) ( q  - t i ) l l t l  - t i l]z(~- l) + lit 1 -t'~]l z~ 

Iv 
'n  n - n  n - t 2 ( a - 1 )  7~eP,, 7ieP/: + ~ 2c~(t i - - t i ) ( t  i - t j )  l[t`-  ill , 

t / = l  



Poin t s  mul t ip les  des  t ra jec to i res  de processus  Gauss i ens  489 

N 

- -  ti) ( t i -  t l ) I l t t i -  t I I] 2 (~ -  1) - t i l l  + l l t ~ - @  2"= ~ 2 ~ ( t i - '  -' 
17=I 

N 

+ E 2cff t ] -  '" -'" tl 2~ t I )(t  1 -tj")[[t'~ - t i l l  2(~-1)-  r  1 
r l = l  

N 

- ~ 2o:(t;--t'i')(t'i"--t;)I}t}--til] 2('-1), t ' lePi, t'i~P~. 
n = l  

Les termes eis, a'is sont de la forme O(]lt l - t ' l l lz~+ll t~-t i l])pour 2~=<1 et de 
la forme O(ll t l -  t'l II + II tz- t i l l )  darts le cas contraire. Par ailleurs, en soustrayant 
les colonnes 2 i - 3  et 2 i - 2  on trouve, par raison de sym4trie, des expressions 
identiques. 

Consid4rons maintenant une d6riv6e partielle O"D(t,t',O) ~X~2 . .  . 3X~k  , n 2 + . . . + n  k = n ;  

notons I = {i; n i = 0} = {il . . . . .  i,,), m = card I. 

Fixons i l e I  et soustrayons, dans le d4terminant donnant cette d4rivde 
partielle (obtenu en d6rivant convenablement les lignes de D(t,t',O)), la ligne 2i 1 
- 3  des autres lignes. Les lignes 2 i a - 3  et 2 i ~ - 2  n'6tant pas affect6es au cours 
des op6rations de d4rivation, nous pouvons 6crire le d&erminant sous la forme 

t 0 t O(]ltt--t'lllMiml'a~)+ IIt~--ti~l]) x A l ( t , t ) .  En soustrayant la colonne 2 i i - 3  de 
toutes les autres colonnes (dans le d6terminant A(t,t')) nous obtiendrons une 
nouvelle 6criture, les coefficients de la colonne 2 i t - 2  se prhsentant sous 

~"D(t, t', O) 
la forme ~ s + ~  ou ~'~s+e,. Ceci nous permet d'&ire ~ x , d . . . O x ~ = O ( ( l l q  

--t'~llMi"(l'2~+ IIt~--t'~[I 2) x A t ( t , t '  ) et en rhithrant le prochd6 avec Al(t , t ' ) ,  i2~I, 
A2(t , t') et i3EI , etc ... d'acc6der ~t la formule **). 

Revenons aux expressions initiales en rempla~ant dans la d6composition ,) 
les variables r6elles x 2 .. . .  ,x k par (lit1 t'1[12~+ , 2c~ 

- Ilti-til  ] ), 2<_i<k. En faisant 
tendre I[t-t 'll vers z4ro it apparait clairement (compte tenu de **) et de ta 
condition 2c~ < 2) que le d6terminant D(t, t') est 6quivalent fl 

~ -  ~ D(t, t', O) 
[ I  ( l l t~- t'1112~+ Ilti- t'iN 2~) 
~= ~ ~x2 ... 3x~ 

d'oti la conclusion du lemme. 

(2.6) CorollMre. iI existe une suite P~ . . . . .  P~ de paves inclus respectivement dans 
pO .. . .  , pO tels que les trajectoires du processus H p admettent avec une probabilitd 
non nulle des points de multipticitd k correspondant d~ des instants t~ . . . .  ,t~ 
appartenant aux parks (Pi), 1 G i <_ k. 

Preuve. D'apr6s le thhor6me (2.3) il suffit de vhrifier l'inthgrabilit6 de la fonc- 

tion ( t , t ' )~l /(D(t , t ' ) )v/z  sur le pay6 P/ x P/ intervenant dans l'6nonc~ 
i-- i _  

du lemme (2.5). 
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Or, les in6galitds 

(D(t,r ~/~>c ( l l q - t i l l ~ +  IIt~ - t'~LI ~))  "/~ 
i 

=>c H 
j i-- i _  

i4=j 

l'hypoth6se du tb6or~me a p < k N / k -  1 et le changement de variables t l -  t'~ = u i, 
t~ = v~, ram~nent le probl~me/t la vdrification de l'int6grabilit6 (au voisinage de 

l'origine) de la fonction (u l , . . . , uk )~ l  j[uil I , (Ul,...,Uk)~(1RN) ~, ~>0, 
i = 1  

pour la mesure de Lebesgue sur (lRu) k, ce qui (6videmment) ne pr6sente pas de 
difficult6. 

I1 nous reste /L voir que la probabilit6 de l'6v6nement Mfeer non nulle 
d'apr6s ce qui pr6c6de est de fait 6gale fi un. A cet effet, consid6rons un pav6 

, X p ( t , s ) e P x P .  born6 P de IR N, puis le processus ~=(Y~t ~ ) = X f -  s), 
D6signons par M~,e l'6v6nement M~ restreint fi P, e'est-fi-dire M e k,P  

= {o3; 3t 1 . . . .  , tk~P deux/t  deux disjoints tels que Y(t~,~(co)=... = Y(t~,tk)(CO)=0}. 
- -  - -  P _ _  P Pour tout vecteur to~IR N les processus q / e t  ~to-(Z(t ,~)-Xt+to X~+to), (s, t)~P 

x P, ont la m~me distribution, en particulier P(Mf, p)=P(M~ p t~) ,( §  

Le coefficient de corr61ation C( to )=Sup~YiZ jdP ,  Y=(Y1 . . . . .  Yp), Z 
Y ~ J  to 
Z ~ J  

=(Z 1 . . . . .  Zp) coincide exactement avec �89 Sup I ] l t - s ' - t o I I 2 ~ + l l s - t ' - t o l l  2~ 
t, t ' ,  s, s" e P  

- I [ t - t ' - t o l l  2~-  I l s - s ' - to l lZ% 
Un calcul 616mentaire permet de voir que c(to) tend vers z6ro lorsque 

I[ to I1 ~ + o0. Ainsi, en fixant une suite e, > 0, n > 1, il existe une suite de vecteurs 
(t,), n > 1, de IR N satisfaisant la relation: 

IP(M ~ .oaM~,.~) - P(Mf, ~) • P(M~, ~~ 

<e,,  n>=l, l <_m<n, P , = t , + P ,  

(cela r6sulte des th6or6mes classiques sur la corr61ation de processus gaussiens, 
voir par exemple (7), p. 67). 

Avec un choix convenable de la suite (e,), n >  1, (par exemple telle que l'on 
air 

lira inf P(M~,pf~M~,pj) P(M~,p,) • P(M~,pj) = 1 
t l j = 1  / i = l j ~ l  

on en d6duit P( ~ 0 Mr, p,)= 1 d'ofi, en particulier, notre rdsultat. 
m>_ 1 i>_m 

Remarque. Avec le choix ~ p < N, les trajectoires du processus H p admettent des 
points de multiplicit6 k>  1 arbitraire. Admettent-elles de points de multiplicit6 
N o (resp. 2s~ Tr6s probablement la construction de [6] s'adapte darts ce cas. 
La m~me question se pose 6videmment dans le cas g6n6ral: la condition 
lira sup (LogzN(H ~, 2-")/n)> p implique-t-elle l'existence de points de multipli- 

n ~ + o o  

cit6 2~~ Nous esp6rons revenir prochainement sur l'ensemble de ces questions. 
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3. Points doubles et entropie d'un proeessus 

Abordons maintenant le cas g4n6ral d'un processus de Gauss HP(Xf) 
~-~L2(f/, 2;, P; IR v) dont les composantes sont constituhes de copies 
ind6pendantes d'un m&ne processus gaussien, r6el, s6par6 et pr6compact H 
=(Xt)~-~La(fI, Z,P). Les m6thodes 61abor4es aux paragraphes 1) et 2) sont 
intimement li6es aux propri6t4s de la mesure de Lebesgue; une adaptation au 
cas g6n6ral passerait 4ventuellement par la construction de mesures de Radon 
convenables sur le compact H v (analogues par example aux mesures majoran- 
tes de X. Fernique [8]). 

Darts ce paragraphe nous proposons un r6sultat plus modeste bas6 sur le 
principe de la m6thode utilis6e par N. K6no dans l'6tude des points doubles 
(du cas pr6c4dent). Un peu paradoxalement l'id6e se g6n6ralise fort bien, 
l'extension 6tant obtenue en appliquant diverses variantes du lemme de Slepian 
[14]. 

Pour les notations, nous renvoyons ~t l'introduction, cela 4tant, remarquons 
l'6galit6 6vidente 

lim sup ((log 2 N(H, 2-k))/k) = lim sup ((log 2 N(H p, 2-k))/k). 
k ~ + o o  k ~  -f- oo 

(3.1) Th~or~me. On suppose la condition suivante r~alis~e : 
lira sup((Log 2N(H, 2-k))/k) <p/2; alors les trajectoires du processus n'admettent 
pas (presque-sg~rement de points doubles. 

Preuve. Fixons deux sous-ensembles ferm6s disjoints B1,B 2 de H;;  soit a 
=d(B1,B2) la distance (pour la m&rique de l'espace La(Q, 2, P; IR v) entre ces 
deux ensembles. Pour tout entier k > l  d6signons par B(X,,2-k),  
1 <i<N(B1, 2 k) et B(X,j, 2-k), I<j<N(B2, 2-~), les boules de H p r~alisant les 
recouvrements minimaux de B1 et B 2. Eu fixant un nombre r6el t/k>0 on 
obtient l'en6galit6 suivante: 

P{m; ~Xt~B 1, X~ eB: ; Xf(co)= Xf(co)} 

< ~ P{~o; IIX~(co)-X~j(co)ll <2t/k} 
1 <_i<_N(B~, 2 - k )  

+ Z P{co; Sup IlXVt(oo)-X~(co)H >r/h } 
1 <_i <=N(B~, 2 - k )  XtEB(Xti, 2 - k )  

+ y~ e{co; Sup Ilx~(o~)-x~,(co)II >~}. 
1 <j<N(B2, 2 -k)  XtaB(Xs, i, 2 - k )  

Remarquons d6jA que nous avons l'indgalit6: 
P{o); [IX~(co)-Xfj(c~)l I <2r/k } <c, tl~ , la constante c , > 0  ne d6pendant que de 
la distance a. Ce r6sultat est sans myst6re par contre, une majoration efficace 
des termes restants est moins ais6e & obtenir. 

(3.2) Lemme. Ein~galitO suivante est satisfaite: 
+o0 

P{co; sup IIXVt(oo)-X~(co)ll >~lk} < (2/(27z) */2) .[ exp(-u2/2) du, 
2k(tlk -- ink) 

avec m k = 5 Sup [] X, p - X~ [I dP. 
XteB(Xt i '  2 - k) 
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Preuve. Fixons une suite (X,P), n > l ,  dense dans l'espace B(X~,2 -k) (pour la 
topologie induite par celle de L2(f2, S, P; IRP). Pour tout entier N >  1 la mesure 
7N, image de P par l'application IN(co)=(X,(e))-X~(co)), l<_n<_N, est de 
Gauss sur l'espace produit (IRP) N. 

Un r6sultat gdndral de Borel-Sudakov [1] et [15] assure que toute  fonction 
num6rique 0 d6finie sur un espace de Gauss (E,y) et vdrifiant [(p(x+/~) 
-cp(x)l_-<Cll~]lL2,]~ parcourant le noyau reproduisant de (E, 7), satisfait 
l'in6galit6: 

+ c o  

7{x; (p(x)-m>=cu}<(2/(2rc) l/z) y exp( -xa /2)dx ,  avec 
u 

m = y~o(x) d~(x) .  

Ainsi, en posant q~ (x) = sup [I xi JI, x = (xl), 1 < i < N, nous aurons une 6valua- 
1 -~i -~N 

tion de y{x; sup Ilxil I-->r/k } conduisant ~ son tour ~ la limite, lorsque N--* + oo, 
1 <_i~_N 

au r6sultat annonc6. 
La norme, dans l'espace (L2(IRPff, 7), d'un 616ment 

N 

x'=(x'l . . . . .  x~)~(lRPff, IPx't[ = ~ IIx;,[I = 1 se d6termine selon: 
n = l  

IIx'llg2= [ .  (x',,X~(co)-X~(co)) dP(co)) 

N 

Y~ (Sl(x;, x~(o~)-x~(~ol)? dP(cotl ~/~ <=2 -~. 
n = l  

Nous en d6duisons l'indgalit6 

(p(/~)= Sup ((x' , /~))< Sup (llx'llL2 x II/~llz=)<Z-k x III'41IL= 
I[~' II = a IIx '  II = 1 

qm se traduit par la formulation: 
+ o r  

N>u2 -a} __< (2/(2 ~z) 1/2) Y exp(-u2/2)  du. 7{x; Sup IIxijl - m  k = 
i u 

Le proc6d6 d6crit un peu plus t6t permet facilement de conclure. 
I1 reste & estimer l'ordre de grandeur du param6tre m k, sans cela la formule 

du lemme (3.2) ne peut 6tre susceptible d'aucune application. 

(3.3) Lemme. Sous l'hypoth8se limsup(log2N(H, 2-k)/k)<p/2, il existe un en- 
k ~ + o o  

tier K'o> l tel que l'on ait: 

mk <44(p3/2) ~/2 k2 -k, pour tout entier k>=K o. 

Preuve. Rappelons l'in6galit6 

+ct)  

5SupX(co)dP(oo)<=22 ~ 2-"(log2 N(H, 2-")) 1/2, d(H)<2 -k, 
X ~ H  n = k  

valide pour tout processus gaussien s6parable H [8] et [15]. 
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Nous  en d6duisons successivement:  
r G =  ~ Sup IIX~(og)-XP(o9)II dP(co) 

XPeB(XP 2 - k )  
t t i ' 

< p ~  Sup IX~(co)-X~(o~)ldP(co) 
X~B(X~i, 2 - k )  

+ c o  

< 2p ~ Sup (X)(o~) - X~(co)) dP(co) < 44p ~ 2-"( log  2 N(H, 2 -  .))~/2 
Xlt eS(Xlli, 2 - k )  n=k 

+oo 
<44p(p/2) 1/2 ~ 2-" n t/2 <44p(p/2) a/2 k2 k, 

n=k 

la derni6re in6galit6 6tant obtenue en appl iquant  l ' hypo th&e de l '6nonc6. 
En tamons  l '6tape finale de la preuve du th6or6me. Supposons  les 

param6tres G - r G  positifs non  nuls. Les r&ultats  partiels pr6c6dents permet-  
tent d'6crire: 

P{co; q(XPt, Xf)~B 1 X B z ; X~(co) = X[(co)} 

< N(B1,2-k)N(B2,2-k) [c t t]~ + %(2-k/(t]k -- ink) ) exp( -- 22k(~ k -- ink)z~2)3, 

les constantes  c 1 et c 2 ne d6pendant  pas des choix 6ventuels de k et G.  
Les hypothhses de l '6nonc6 du th6orhme (3.1) assurent l 'existence d 'un  

entier K o > l  et d 'un  nombre  5 > 0  tels que l 'on air: 

N(H,2-k)<2 kl'/2 x 2 -k~, pour  tout  k>=K o. 

Avec le choix G = 2 -  k x 2 k~/p, 1'expression N(B 1,2- k)N(B2,2- k) tl~ converge 
vers zhro (lorsque k--* + oo), par  ailleurs, la minora t ion  du lemme (3.3) permet  
de voir que non  seulement les termes t h -  m k sont  positifs (pour k suffisamment 
grand mais que l 'exponentielle exp(--22k(tlk--mk)2/2) converge vers zhro lors- 
que k tend vers l'infini, au moins  aussi rapidement  que exp(-(22k~/P)/2). Ainsi 
l '6vhnement t2(B ~' B~) = {oJ ; 3 (X~, X~) ~B 1 x B2 ; X P ( g O )  = XsP((-~ est de mesure nul- 
le, d'ofi le r&ul ta t  annonc6.  

Remerciements, Nons remercions Monsieur A. Dvoretzky pour nous avoir ancourag&/~ achever la 
preuve du th6or6me (2.4). 
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