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w 1. Introduction et notations 

L'utilit6 et la flexibilit6 de la th6orie classique des martingales sont dues, en 
large mesure, 5- l'emploi des temps d'arrat et 5- la maniabilit6 de ceux-ci. 

Les temps d'arr~t ont leur analogue en th6orie des martingales 5. deux 
param6tres, 5- savoir les lignes d'arr6t ou les r6gions d'arr~t qui leur sont 
associ6es. Comme il fallait s'attendre, beaucoup de propri6t6s des temps d'arr~t 
passent aux lignes d'arrat par simple transposition. D'autres, cependant, devien- 
nent 6tonamment plus complexes 5- deux param6tres. Mentionnons ici le 
probl6me de l'arrat d'une martingale, trait6 dans [19], le d6but d'une th6orie 
g6ndrale des processus 5- deux param6tres, abord6 dans [12, 13], et quelques 
limitations de la th~orie, dont fait ~tat [-6]. 

Dans le prdsent article, nous nous concentrerons sur le probl6me de la 
localisation d'une martingale et sur son probl6me inverse, celui du prolonge- 
ment d'une martingale d6finie seulement localement, c'est-5--dire dans un voisi- 
nage d'arr~t. La motivation de cette 6tude nous est venue du probl6me du 
prolongement analytique d'un processus holomorphe, d6fini dans un domaine 
du quadrant positif du plan. Ce probl6me a 6t6 trait6 dans [4], mais seulement 
dans le cas off le domaine est fixe et non pas dans celui, plus naturel, off le 
domaine est al6atoire (cf. [5]). Dans ce cas, la question g6n6rale du prolonge- 
ment analytique reste sans r6ponse. En revanche, nous avons pu r6pondre, du 
moins partiellement, 5- la question correspondante concernant les martingales. 
En gros, le prolongement est possible sous une condition de bornitude dans 
L 1 +~ pour les martingales et d'int6grabilit6 uniforme pour les martingales fortes. 

Mais avant d'aborder ces probl6mes, nous devrons ddvelopper l'appareil 
auxiliaire n6cessaire. Ainsi, au w nous traiterons de quelques propri6t6s d'ap- 
proximation des lignes d'arrat. Le r6sultat nouveau principal affirme que route 
ligne d'arrat relative aux tribus du processus de Wiener est pr6visible, en ce sens 
qu'elle peut ~tre approch6e du dessous par des lignes d'arrat strictement plus 
petites. Au w nous 6tudierons les martingales locales et, apr6s une br6ve 
digression sur les processus croissants, faite au w nous 6tendrons, au w 5, les 
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in~galitds de Burkholder ~t deux param~tres au cas continu. Ensuite nous 
traiterons du prolongement d'une martingale aux w et 7 et celui d'une martin- 
gale forte au w 8. 

Voici maintenant les donn6es et notations de base. Le quadrant positif du 
plan sera not6 IR 2 et sa tribu bor61ienne ~.  Les 616ments de 1112 seront not6s 
ordinairement par les lettres a, b, z, ~, 4, ~/ ou, en coordonn~es, par (s, t), (u, v). 
Entre les ~16ments de N 2 est d6finie la relation d'ordre (s, t)M(u, v), qui signifie 
s<u, t<v. Nous 6crirons (s,t)<<(u,v) pour s<u, t<v. En outre (s,t)A(u,v) 
signifiera s<__u, t>v, tandis que (s, t) A,(u, v) tiendra place de s<u, t>v. Le 
symbole oo aura sa signification usuelle, mais sera ~galement utilis6 pour 
d6signer un point /~ l'infini de 1112+, c'est-Mdire un 616ment sup6rieur /t tout 
616ment de IR2+ pour l'ordre ~ .  Par convention, z + ~ = ov pour tout zelR 2 . Si 
a, b~IR 2, nous d6signerons par [a,b] et [a,b) les rectangles ou intervalles 
(6ventuellement v ides){z:a~z~b},  resp. {z:a~z<<b}. Le rectangle [0, a] sera 
d6sign6 de pr6f6rence par R~. Les rectangles ouverts ~t gauche sont d~finis 
de mani~re analogue. Si aelRZ+, nous poserons [a, oo)={z:a<z} et (a, oo) 
= {z: a<<z}. Par convention, [0% oo)=(o% o0)=(~ ,  oo] =~. Nous supposerons 
donn6s un espace de probabilit6 complet (~?, ~ ,  P) et une famille {~ ,  z~lR 2 } de 
sous-tribus de jr, telle que ~0 contient les ensembles n6gligeables de ~ ,  j~ ~ 4 ,  
si zMz', et or = ('] 4 .  (continuit~/t droite). Le terme <<adaptS>> signifiera, sauf 

indication contraire, <<adapt~ f la famille {j~,zelR~+}>>. Nous poserons ~oo 
= V N,, r = V Nt et J~o= V N .  Si z=(s,t), au lieu de ~so~ et ~ nous 

t~R+ ss~,+ zeN~_ 
6crirons souvent J ] ,  resp. f2 .  La famille {f~, zelR 2 } sera principalement celle 
qu'engendre un processus de Wiener ~ deux param~tres W={W~,zelR2}. 
Rappelons qu'on apelle ainsi un processus gaussien s6parable, de moyenne nulle 
et de covariance E{WsrW,~}=(sAu)(tAv ). Un tel processus est continu. Les 
tribus qu'il engendre sont les tribus a(W~, ~-Kz) complgt~es par les ensembles 
nggligeables de f .  Les processus consid6r6s par la suite seront tous r6els. 

w 2. R6gions et voisinages d'arr~t 

Soit A: co-* A(co) une application de ~2 dans la collection des sous-ensembles de 
IR 2 incluant ~. Nous dirons que A est un ensemble al~atoire, si, pour tout zelR2, 
IA(Z ) est une variable al6atoire. Nous dirons qu'un ensemble al6atoire A est 
adapt~ (resp. progressif) ([-93, p. 139), si le processus {IA(z), zelR 2 } est adapt6 
(resp. progressif). Rappelons qu'un processus {X z, zelR 2} est dit progressif, ou 
progressivement mesurable, si, pour tout z d R  2 , l'application (~, co) ~ X~_(co) 1~<~ 
est N' x Jz-mesurable. Nous ferons principalement usage de la propri6t6 suivan- 
te, qui d6coule directement de la d6finition de mesurabilit6 progressive: si A est 
progressif, alors {co: A(co) c~ R z =t=~} ~J~. 

D~finition. Une variable al~atoire Z / t  valeurs dans ]R 2 w {oo} est appel~e point 
d'arr6t si, pour tout zElRa+, {Z~z}s j~ .  
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Voici deux exemples. Soit A un ensemble progressif. Si Z = i n f A  ( i n f , =  oo) et 
Z~A sur {A 4= ~}, alors Z e s t  un point d'arrSt. En effet, {Z-< z} = {A c~ R z + ~} e ~ .  
Si aEIRZ+, alors Z~ d6fini par 

Z _ [ a  si asA, 
a -  [oo autrement, 

est aussi un point d'arrSt, car {Za-Z,z } est vide, saul si a-<z, auquel cas {Za~z  } 
= {a~A}e 4 . 

D~finition. Nous dirons que D est une rdgion d'arr~t si 

(1) D est un ensemble al6atoire progressif ferm6; 

(2) ZeD sur {D+~}, off Z = i n f D ;  

(3) sizED, alors le rectangle [Z, z] est contenu dans D. 

On remarquera que [Z, oo) est une r6gion d'arrat si et seulement si Z e s t  un 
point d'arrat. I1 en est de m~me de IR2+-(Z, oo), en vertu de la continuit6 /t 
droite des tribus. 

Si D est une rdgion d'arr~t, nous d6signerons par D O l'ensemble des zsD tels 
qu'il existe z'~D avec z<<z'. Nous appellerons L = D - D  O ligne d'arrdt associ6e fi 
D. 

On remarquera que si L(co)+g, L(co) est un chemin de type II, selon la 
terminologie employ6e darts [2], w 4, et D(co) est la partie de [Z(co), oo) situde en 
dessous (pour l'ordre < )  de L(co). 

DOfinition. Soit Z un point d'arrSt. Nous dirons que D est un voisinage d'arrYt de 
Z si 

(1) D est une r6gion d'arrSt et Z = infD;  

(2) D =D ~ c'est-/~-dire D est la fermeture de D ~ 

Remarques. 1 ~ Le cas le plus utile est celui off infD est constant sur {D +g}. Si 
i n f D - 0 ,  notre notion de r6gion d'arrSt coincide avec celle de temps d'arr6t que 
Wong et Zakai ont donn6e dans [19]. 

2 ~ En appelant D u n  voisinage d'arr4t nous faisons usage abusif du langage 
topologique. En effet, D est seulement un voisinage pour la topologie droite, ce 
qui veut dire que D O est ouvert pour la topologie dont la collection des 
rectangles de la forme [a, b) est une base. 

3 ~ Si D est un voisinage d'arrSt et a~lR 2, alors Dc~(a, ~ )  est un voisinage 
d'arr4t de Z,, off Z ,  = a si asD ~ = oo autrement. 

La condition de mesurabilit4 progressive est difficile ~t manier. Voici une 
caract6risation plus simple. 

Proposition 2.1. Soit Dun ensemble alOatoire fermO. Posons Z = infD et supposons 
que 

(l) l'intOrieur de D est dense dans D," 

(2) Z~D sur {D =4=f~}, �9 

(3) si z, z' eD et z<z' ,  alors [z,z']cD," 
(4) pour tout zelR2+, {zeD}~J~. 

Alors D est un voisinage d'arrYt de Z. 
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Ddmonstration. I1 nous faut seulement %rifler que D est progressif, car dans ce 
cas Z e s t  un point d'arr6t, d'apr& ce qui a 6t6 remarqu6 pr6c6demment. Posons 

B~(0={~':IC'-~I<e} et D~,z= U 2B~(0 �9 
~ ' < : z ,  ~ E D c ~  + 

Alors D c~R~= ~ D~, z et il suffit donc de prouver que D~.~ est ~ x j ~ -  
~ : > 0  

mesurable. Or, cela suit du fait que 

1- - Io~ ,= ]~ (1-- I,~(() I(~D~) , 

qui est clairement N x Jz-mesurable. 

Remarque. Si Z ne prend qu'un nombre d6nombrable de valeurs, on d6montre 
de mani6re analogue que (2), (3) et (4) de la proposition 2.1 caract6risent les 
r6gions d'arr&. 

Les voisinages d'arrSt interviennent naturellement lorsqu'on veut localiser 
l'6tude de processus stochastiques d6finis darts des rbgions al6atoires (cf. [5]). Le 
proc6d6 est le suivant. Soit A un ensemble al6atoire progressif et soit aelR 2. 
Posons 

Do= U [a,z), D = D  ~ 
z: [a,z)cA 

Alors D est un voisinage d'arr~t. En effet, on peut r6duire la r6union ~ une 
r6union sur zeQ 2 sans affecter la d6finition de D ~ Puisque {zeD} = {[a, z )=A}  
et que, A 6tant progressif, {I-a, z)cA} eJ~, la proposition 2.1 permet de conclure. 
Si {X~, zelR 2} est un processus et A(o~)={z:X~(~o)eF}, avec F c I R ,  alors D 
correspond au <<premier temps d'atteinte>> de R - F .  

Le reste de ce paragraphe sera consacr6 ~t l'6tude de deux types d'approxima- 
tions d'un voisinage d'arrat. 

Commen~ons par l'approximation du dessus. Nous poserons 

n _ �9 - n  - - n  n _ _  n n zu-(12 ,j2 ) e t  A i j - [ Z i _ l , j _ l , z i j  ). 

Proposition 2.2. Soit D une r~gion d'arr& et soit Z =infD.  Posons 

D, = .~. {[Z, z,"j]" D n Zi~ @~}. 
g ,3  

o o =('~Dn. Alors, pour chaque n, D, est un voisinage d' arr& de Z, D D, ~ D,_ a et D 
n 

Dkmonstration. I1 est clair que D, satisfait ~t (1), (2) et (3) de la proposition 2.1. 
Pour montrer que (4) est aussi satisfaite, consid6rons un z~lRZ+ et notons que 

{zeD.}= .~. ({Z-<zIc~{Dc~A,~c~R~4=~}). 
z<z'~j 

Le premier ensemble de la parenth&e appartient h J~, puisque Z est un point 
d'arrSt, et le second aussi, puisque D est progressif. I1 en est donc de m6me du 
premier membre de l'6galit6. Le reste est 6vident. 
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La question de savoir si un voisinage d'arrSt peut 8tre approch6 du dessous 
est plus d61icate. Dans le cas d'un param~tre, cela revient /~ savoir si un temps 
d'arrSt est pr6visible. 

Nous dirons qu'un voisinage d'arr~t est pr~visible s'il existe des r~gions d'arrSt 
D I ~ D 2 ~ . . .  telles que in fD,= infD sur {Dn+g}, D, c D  ~ et UDn=D~ p.s. 

n 

Suivant la terminologie employ6e darts [9], nous dirons que les D, annoncent D. 
Nous dirons qu'une ligne dans 1R 2 est 6tag6e, si elle est la r6union d'un 

hombre fini de segments de droite (finis) parall61es aux axes. Nous dirons qu'une 
ligne d'arr~t L e s t  Otag~e, ou qu'un voisinage d'arrSt dont L e s t  la ligne d'arr~t 
associ6e est ktag~, si, pour chaque co, L(co) est une ligne 6tag6e ou l'ensemble vide 
et U L(co) est contenu dans la r6union d'une famille d6nombrable de droites. 

O3 

I1 est clair que si D(co) est born6 pour chaque co, les D, de la proposition 2.2 
sont des voisinages d'arrSt 6tag6s. La proposition suivante concerne 
l'approximation 6tag6e du dessous. Elle est l'analogue d'un r6sultat sur les temps 
d'arrSt prdvisibles dfi/t Chung (cf. [8], [9]). 

Proposition 2.3. Si D est un voisinage d'arr~t pr~visible, iI existe une suite de 
voisinages d'arr8t dtagOs et (uniformSment) bornOs qui annoncent D. 

DSmonstration. Soit (D,) une suite de r6gions d'arrSt annongant D. Quitte /i 
remplacer D n par D, n R.,, nous pouvons supposer que D, c R,,. Pour chaque n, 
soit (D,~) l'approximation 6tag6e de D, du dessus consid6r6e dans la proposition 
2.2. A remarquer que D,, .cR,+~, ,+z pour tout m. Pour chaque n, D, c D  ~ 
il existe q, tel que P { D , q ~ O  ~ > 1 -  1/n. Posons D',= ~ D~q. Alors D, c D ' , c D  ~ 

i>=n 

p.s. et D ' ,=R,+I , ,+  1. Mais si D,m(co)cD~ il existe p>n tel que 
D,m(co)cDp(co ) et dans ce cas D,m(co)cDiq,(co ) pour tout i>p. Par cons6quent, 

p,~ (co) 
saul 6ventuellement pour un ensemble n6gligeable N de co, D'n(co)= ~ Diqi(co ). 

i=n 
Posons D','(co)=D',(co) si coCN et D~'(co)=g si coeN. La suite (D,') r6pond aux 
exigences de l'6nonc6. 

Nous terminerons ce paragraphe par l'6tude du cas brownien. 

Th~or~me 2.4. Si {J~,slR 2+ } est la famille de tribus engendr~e par le proeessus de 
Wiener, tout voisinage d'arrdt est prOvisible. 

Pour d6montrer ce th6or6me, nous aurons besoin d'un lemme. 

Lemme 2.5. Soit {X~, (~R~} une surmartingale positive sOparable. Si 0 N ~ < fl, 

P {inf X~N cq Xz>fi}  N 2 ] / ~ .  (2.1) 
~ P 

En particulier, 

P {inf X; =0, X~ >0} =0. 

DOmonstration. I1 suffit de prouver (2.1) pour ( parcourant un ensemble s6parant. 
Un argument familier nous montre alors qu'il suffit de faire la d6monstration 
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pour une partie finie de cet ensemble, que nous pouvons supposer, apr6s 
changement de notation, ~tre {(i,j): i = 0  . . . . .  m, j = 0,.. . ,  n}. 

Posons X'z=infXu, i=0 , . . . ,  m. Etant le minimum de surmartingales relatives 
J 

~t une m~me famille de tribus, X'z est une surmartingale. 
Posons T=inf{i<m: X'z<=c~} Am. Alors, si 7>0, 

a>=eP{X'T<=a}>= ~ X'TdP>= ~ X'dP>=TP{X'T<=Ct, X'>=7}, 
{xs~ <= ~} {x~r <= ~} 

donc 

P {infX'~ < ~, X~>7} < - .  (2.2) 
i 

Ce calcul 6tant valable pour toute surmartingale positive, non seulement pour 
X'~, nous pouvons l'appliquer ~t X,,j, ce qui nous donne, compte tenu du fait que 
in fX~j=X' ,  

J 

, < 7  (2.3) P{X~=<~,x~,>/~} =~. 

Or, puisque infX'i<e si infXu<a, {infXu<a,  Xm.>fl} est contenu dans 
i z,J i , j  

{infX'i<~, X'>=7} u { X ' < y ,  X,,n>=fl} et donc sa probabilit6 est major6e par - 
7 

7 d'aprSs (2.2) et (2.3). La valeur minimale du majorant est atteinte pour y +~, 

= ] / ~ -  et est donc le second membre de (2.1). 

D~monstration du th~or~me 2.4. Soit D un voisinage d'arrSt de Z et soit d~ le 
minimum de 1 et de la distance de z h [Z, ~ ) - D  si D+~,  dz=0 si D=~.  Posons 
Xz=E{dzlJz}, choisissons une version s6parable de {Xz, zdR  2} et d6signons 
par $ u n  ensemble s6parant dense dans ]R2+. 

Nous allons d6montrer que, sauf ~ventuellement pour un ensemble 
n6gligeable N de co, z---~X~(c~) est continue, strictement positive sur D~ et 
nulle sur [Z(m), ~)-D~ Le th6or6me en r6sulte ais6ment, car pour avoir une 
suite (Dn) annongant D, il suffit de poser D, 6gal au <<premier temps que 
X= < l/n>>, c'est-~t-dire D,(~o) = U {[z(co),z]: z(~)-<z, x~(co)>= 1/n pour tout 
~6[Z(~), z]} si coCN, D,(co) = 9  autrement. 

Pour d6montrer que X est continue, 6crivons 

IX r  Xn] ~ ]E {dr162 - E {d~lJ~}[ + ]E { dr162 + [E {dr162162 
_-<lg{d:lJ~} - E  {d~ld,}l + I~- r + I(-  ~l. 

Cela vaut p.s. simultan6ment pour tout ~, t/, ~ g .  I1 s'ensuit, /t supposer que l'on 
ait choisi une version continue des martingales {E{d~[j~}, zelR2+} (cf. [18]), que 
p.s. simultan6ment pour tout ~eN et tout zelR2+. 

lim sup [X~ - X,[ < 2 [z - ~[. 

r 
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Puisque [ z - ( [  peut etre rendu arbitrairement petit, il en r6sulte que X est 
continue. 

Pour d6montrer le reste, notons que d=>d~,, si z~(z' - cela est dfi fi la forme 
particulibre de D - et donc que 

X== E {d=I~} > E {d=,I~}= E {X=,I~}, 

ce qui prouve que X est une surmartingale positive continue. Cette surmartinga- 
le est p.s. identiquement nulle sur [Z, oo) -D,  puisque d~ = 0  sur cet ensemble et 
{ze[Z, oe ) -D}eJ~ .  D'autre part, d~>0 s i z e D  ~ et {zeD~ en vertu de la 
continuit6/t droite des tribus, donc X= >0  p.s. sur {z~D~ Mais alors, d'apr6s le 
lemme 2.5, i n fXr  p.s. sur {zED ~ et en faisant parcourir ~t z un ensemble 

d6nombrable dense, nous voyons que p.s. X~ > 0  sur D ~ 

Remarque. Les seules propridt&s des tribus vraiment n6cessaires pour ddmontrer 
le th6or5me sont la propri6t6 d'inddpendance conditionnelle (voir d6but du w 3) 
et la propri6t6 que toute martingale bornde relative/t ces tribus est continue/t  la 
ligne d'arret associ~e ~t D. Doric, m~me darts le cas off la famille {J~, z~IR 2 } n'est 
pas engendr6e par un processus de Wiener, si elle v6rifie ces deux propri6t6s, D 
est pr6visible. 

w 3. Processus iocalement dans j///z 

Dans ce paragraphe nous supposerons que les tribus ~ satisfont/t la condition 
d'ind6pendance conditionnelle suivante (appel6e (F4) dans [2])'  pour tout 
z~iR 2, j l e t  j 2  sont conditionnellement ind6pendantes relativement fi J~. A 
noter que les tribus engendr6es par le processus de Wiener remplissent cette 
condition. 

Nous dirons qu'une martingale M={M~,z~IR2+} est born6e darts L v si 
sup E {IMz[ p} < oo. Nous d6signerons par J//l p l'ensemble des martingales continues 

z 

~t droite, nulles sur les axes et born6es dans L p. Rappelons que dans le cas off les 
tribus sont celles engendr6es par le processus de Wiener, les martingales de J~P, 
p > 1, sont continues (cf. [2]). 

Nous allons maintenant examiner quelques propri6t6s 616mentaires des 
processus qui sont localement des martingales born6es darts L 2 selon la 
d6finition suivante. 

D~finition. Un processus M=,rMz,  z~lR2+} est localement dans ~ P  s'il existe 
une suite (D,) de voisinages d'arrOt et une suite de martingales (M") tels que 

(1) D.cD,+~ pour tout n e t  UD,=IR2+ p.s.; 
n 

(2) M"e/g  v pour tout n; 

(3) pour tout ne t  presque tout co, M~(co)=M~(co) pour tout zeD,(co), 

Nous dirons que la suite (D,) rOduit M. En outre, nous d6signerons l'ensem- 
ble des processus localement dans Jd  p par Jgf'oo- Par la suite, nous exprimerons 
la propri6t6 (3) plus simplement en disant que M"=M sur D,. 
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A remarquer que les processus de ~'o~ sont continus/t  droite - continus si 
les tribus sont engendr6es par le processus de Wiener et p > 1. 

A noter aussi que {0eD,} converge p.s. en croissant vers ~2 et donc qu'en 
rempla~ant D~ par D', d~fini par 

D',=D n sur {0~D,} et D',=~J sur {0r 

nous obtenons une suite (D',,) qui rhduit M e t  dont les termes D', sont des 
voisinages d'arr& de l'origine, c'est-/t-dire tels que infD',=0 ou oo. Vu cette 
remarque, nous supposerons, par la suite, que les D, de la dhfinition sont des 
voisinages d'arr& de l'origine. 

Nous pourrions dafinir la classe des processus qui sont localement dans ~/r 
dans le quadrant ouvert, tout simplement en demandant que U D ,  est p.s. 

n 

l'int6rieur de IR2_. Cela donnerait une classe radicalement diff6rente de martin- 
gales, comme le montrent les exemples dans [5] et [17]. 

La classe ~ o o  est la classe des martinga!es locales et ~ o r  celle des 
martingales locales localement bornaes dans L 2. C'est cette derni~re qui nous 
concernera dans le prasent article. 

On s'attend ~t ce que les martingales M" de la dhfinition soient le processus M 
arr6t6 ~ des <dnstants>> successifs. Cela est vrai, mais il faut &re prudent en 
d6finissant le concept d'arr& pour un processus/t deux param&res. 

Si A =((s, t), (s', t')] est un rectangle contenu dans IR 2_ et X = {Xz, z~lR 2 } un 
processus, nous d6finissons X(A) par la formule usuelle 

X (A)= X~,,,- X~,,- X,,, + Xsr 

Si D est un voisinage d'arr& 6tag6 de l'origine, D(co) est, pour chaque co, une 
raunion finie de rectangles ou l'ensemble vide et X(D) a encore un sens (la masse 
attribu6e par X aux axes est nulle par convention). Nous pouvons donc poser la 
d6finition suivante: si X est nul sur les axes, le processus X D, arr&O de X fi D, est 
d6fini par 

Xy=XW Rz), (3.1) 

Proposition 3.1. Supposons que les tribus soient celles engendrOes par le processus 
de Wiener et que MeJ/{~o o. Alors il existe une suite (D.) de voisinage d'arrdt Otagds 
qui rdduisent M e t  nous pouvons prendre (M Dn) comme suite (M ~) intervenant dans 
la r~duction. 

Ddmonstration. Soient (D'n) une suite r6duisant M e t  (M") une suite telle que M"e 
jgz  et M " =  M sur D',. D'apr+s la proposition 2.3 et le th6or6me 2.4, pour chaque 
n nous pouvons trouver une suite (D',m) de voisinages d'arr& 6tag6s de l'origine 
qui annoncent D',. Posons D, = U D'i;. Alors (D,) est une suite croissante de 

i<n,j.<_-n 

voisinages d'arr& 6tag6s de l'origine telle que ~J D. = IR2+ p.s. Pour comp16ter la 
n 

d6monstration, nous devons d6montrer que MDn~ j//2. Or, D. ~ D' net M " =  M sur 
D'., donc MD"=(M") D". Mais (M")~"=M"(D.c~R~)= ~ IDdM", donc M D" est une 

R ~  

martingale de carr6 int6grable et il ne reste plus ~t d6montrer que cette 
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martingale est born6e dans L 2. Soit (M")  un processus croissant associ6 fl M" 
(cf. [2], thdor6me 1.5). Nous avons 

E{(Mfn) 2} =E{( S IDndM") 2} =E{ S I D d ( M " ) }  <E{(M~)2), 
Rz Rz 

d'ofl la conclusion dasirae. 
Pour arr&er des processus fl des r6gions plus g6n6rales que les ragions 

&ag6es, il convient de suivre Wong et Zakai [19] et d'utiliser l'int6gration 
stochastique. L'intagrale stochastique relative fl M e J g  2 a 6t6 d6finie dans [2]. 
Elle s'atend facilement fl Jl2oo par localisation. En effet, si Mej/12oo, soient (D,) 
une suite r~duisant M e t  (M ") une suite telle que M"e~g 2 et M " = M  sur D'. Si cp 
={q~z, zelR2} est un processus pr6visible born6, nous dafinissons, pour tout 

Z f f ~  2 , 

q~. M~= I ~pdM= lira ~ q~dM". (3.2) 
Rz n~oa Rz 

Cette limite existe p.s., car p.s. sur l'ensemble {zeDm}, M~=M~ pour tout n>=m 

et tout (~R~, donc ~ q~dM"= ~ ~odM m pour tout n>=m et, de plus, ~ {z~Dm} 
Rz Rz m 

=IR2+ p.s. I1 est clair que la d6finition de q~. M~ ne d6pend ni du choix de la suite 
(D~) ni de celui de (M ~) et qu'elle coincide avec la d6finition usuelle dans le cas 
off MEdg 2. I1 est clair 6galement que le processus d6fini par (3.2) poss6de une 
version continue fl droite que nous d6signerons par q~-M et appellerons 
int6grale stochastique de r relativement fl M. Nous avons 6videmment ~0.M 
= qg. M" sur D~, donc ~9. M ~ o  ~. 

On peut &endre l'int6grale fl des ~o non born6s, mais puisque nous n'aurons 
pas besoin de cette extension, nous l'omettrons. 

Si maintenant M E ~ o  ~ et D est un voisinage d'arr& pr6visible de l'origine, 
nous d6finissons le processus M D, arr&6 de M fl D, par 

M D = I D �9 M. (3.3) 

Cette d6finition nous permettra, par la suite, d'utiliser (M D') comme suite (M") 
intervenant dans la r6duction de M. A noter que pour D 6tag6 (3.3) et (3.1) 
coincident. 

Dans le reste de ce paragraphe, nous supposerons que les tribus ~ sont 
celles qu'engendre le processus de Wiener W. Dans cette hypoth6se, les diverses 
repr6sentations connues des processus de jg2 s'6tendent aux processus locale- 
ment dans J l  2. Par exemple, pour ce qui concerne la repr6sentation de Wong et 
Zakai, nous avons: 

Proposition 3.2. Un processus appartient d ~o~  si et seulement s'il existe des 
processus q~= {~o(~): ~1R 2 } et ~b= {~(~, r/)" ~,r/~lR 2 } satisfaisant aux conditions 

(1) ~p est mesurable et adapt& 

(2) ~ est mesurable et ~(~, q) jc~,-mesurable pour tout ~, ~l~]R2 ; 

(3) 0(~,r/)=0 si ~ r l ;  

(4) 5 ~02d{+ 55 O2d{dtl<oc p.s., pour tout zelR2; 
Rz Rz x R= 

et teIs que l'on ait 

m = ~o. W + ~- WW. (3.4) 
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Remarque. Les int6grales stochastiques g0-W et ~.  W W  sont d6finies comme 
dans [20] et sont prises, grgtce aux r6sultats de [21], darts leur version continue. 
La repr6sentation (3.4) s'appelle repr6sentation de Wong et Zakai de M. 

La d6monstration de la proposition 3.2 r6sultera facilement des deux lemmes 
suivants. 

Lemme 3.3. Supposons que ~p et ~ satisfont aux conditions (1)-(4) de la 
proposition. Alors (p. W et lit. WW~J/~o c. 

DOmonstration. Wong et Zakai ont montr6 (voir [21] et particuli6rement la 
remarque qui fait suite au lemme 2) qu'il existe une suite (Dn) de voisinages 
d'arrat de l'origine annonqant 1R 2 telle que 

E{ ~ q)2ID d~}<oo et 
i< 

E{ SS O2Ib.d{dtl} <c~, off /) ,={(~,q):~,t /elRZ,{vt/ED,}.  

Cette suite r6duit (p. W e t  ~.  WW, puisque, pour tout n, ~o. W=(q0Io. ). W e t  
t). WW=(OI~ . ) .  W W  sur D, 1 et (~01D,) �9 W, (~Olo.). WWeMI  2. 

Lemme 3.4. Supposons que M sJt~o o soit repr&entable sous la forme (3.4) avec (p 
et ~ satisfaisant d (1)-(4) de la proposition. Soit e={c~({),{elR2+} un processus 
bornO, mesurable et adaptS. Alors 

~. M=@~)-  W+(O~)" WW,, (3.5) 

off ~ est d~fini par ~(~, t/)= c~(~ v t/), ~, i/~lRa+. 

Odmonstration. Si c~ est de la forme O~({)=XIA(~) , {~IR 2, off A=(z l , z2]  et X est 
une variable al6atoire 4 -mesurable et born6e, alors en posant A~ = A ~ Rz nous 
a v o n s  

c~. (q)-W)~ =X(q~. W)(A~)= (~pc 0 �9 W z. 

En outre, 

ct. (r WW)z = X ( 0 -  WW)(A~), 

et en utilisant la condition (4) ainsi qu'un peu d'alg6bre, nous voyons que si A~ 
= {(4, ~): 4, ~]R2+, ~ v q~A~}, le second membre est 6gal ~t 

X ~j" ~ d W d W = ( ~ ) .  WW~. 
A= 

Cela prouve (3.5) pour les fonctions indicatrices et done pour les sommes finies de 
telles fonctions (fonctions simples). Un passage h la limite nous montre alors que 
(3.5) est vraie pour tout g born6, mesurable et adapt6. 

Ddmonstration de la proposition. Si (pet ~ satisfont aux conditions (1)-(4), M 
d6fini par (3.4) appartient /t dg21oc, d'aprSs le lemme 3.3. R6ciproquement, soit 
MeZZo~ et soit (D,) une suite r6duisant M. D'apr6s [18], corollaire du th6oreme 

Ces deux ~galit6s peuvent servir de d6finition alternative des deux int6grales stochastiques 
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6.1, la repr6sentation (3.4) vaut pour M e". Appelons (p, et ~, les processus de 
cette representation. Du fait que M D " = M  "~+~ sur D,, nous ddduisons, grfice 
au lemme 3.4, que 

MY" = I D  . M"" = ID " M D" +~ = ((p,+ ~ ID, ). W +  (~,+ 11~,). W W  

et donc que ~o,=~o,+~ p.p. sur D, et ~ , = ~ , + 1  P.P. sur /),, off /), est ddfini 
comme dans la d6monstration du lemme 3.3. I1 ne reste donc plus qu'h poser go 
=~o, sur O , - O , _  1 et ~ = 0 ,  s u r / ) , - b , _ ~  (Do,/5o=~) et fi utiliser ~ nouveau le 
lemme 3.4 pour conclure que ~o. W +  ~ W W  coincident avec M. 

Mettons encore en 6vidence la proposition suivante, qui est un corollaire de 
la proposition 3.2 et du lemme 3.4. 

Proposition 3.5. Soit M~#2oo et soient cp et ~ les processus de sa reprOsentation 
(3.4). Si D est un voisinage d'arr6t de l'origine, alors 

M " =  ((P ln)" W + (~ I~). W W, 

o f f / ) =  {(~, ~1): ~, t/~lR 2, ~ v t/ED}. 

w 4. Processus croissants 

Dans ce paragraphe, ainsi que dans les suivants, les tribus ~ sont celles 
engendr6es par le processus de Wiener W. 

Rappelons qu'un processus croissant est un processus X = { X ~ ,  z~lRZ+} 
continu/~ droite, adapt6, nul sur les axes et tel que X ( A ) >  0 pour tout rectangle 
A ~IR 2 dont les c6t6s sont parallSles aux axes. 

Soit M~ J~  2 et soient (p et 0 les processus de sa repr6sentation (3.4). Le 
processus croissant associ6 ~t M est le processus ( M )  d6fini par 

( M ) z = ~ c P 2 d ~  + I~ O2d~drh zEIR2. (4.1) 
Rz R:~ • Rz 

Rappelons que ( M )  est l'unique processus croissant X tel que M 2 - X  est une 
martingale faible, autrement dit tel que E {(m 2 -  X)((z 1, z2])l~,} = 0 pour tout 
zl<~,z 2 (cf. [2]). 

Fixons z>~0 et dOsignons par a={zi~} une subdivision finie de R z en 
rectangles Ai~=(zi~, z~+a,j+l] tels que AirwAY+l, Je t  Ai~uAi~,j+l sont aussi des 
rectangles. Suivant Meyer (cf. [15]), nous dirons que les subdivisions a de- 
viennent arbitrairement fines si elles parcourent une suite a, telle que 

a n  sup ]rzi+l,j+l-zi~"J[ ~ 0  lorsque n ~ o o .  Nous 6crirons, dans ce cas, l imf(a)  au 
L J  ff 

lieu de lira f(a,) .  
n ~ c o  

Dans [2] il est affirm6 et implicitement ddmontr6 que (M)~ est limite au 
sens faible dans L 1 de ~E{M(A~)21J~5} lorsque les subdivisions a deviennent 

1, J 

arbitrairement fines. Nous allons d6montrer que la limite a lieu aussi en 
probabilit6. Etant donn6 que 
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E {.~.E {M (A~j)2 ] ~ }} = ~ E { (M)  (A~j)} = E {(M)~}, 
t,J i , j  

il est 6quivalent de prouver qu'elle a lieu au sens fort dans L ~. 
Nous proc6dons, ainsi que le fait Meyer dans [15], en commenqant par 6tablir 

que si X est un processus croissant continu tel que E{X 2} < oo, alors 

lim E {(X~ - .~. E {X(A ~j) I ~ } )  2 } = 0. (4.2) 

Posons 

E ~ 2 d~j=X(A,j)- {X(A,j)IZ,j}, 

6,j = E {X (A 7j) [ j~Tj } -E{X(ATj) I~j}. 

Si j <j ' ,  

E {difl~,;} = E {dijE {d~,j,l~}, j,} } =0, 

donc 

E {(~d,j) 2} = ~ E  {d~} + 2 2 ( ~ E {d,j d~,j}). 
i , j  i , j  i , j  i'>.i 

D'autre part, si i<  i', 

{6~jE { 6 ~ , j , l ~ , y }  } = O, E{c]ijbi,j, } = E  1 

donc 

(4.3) 

E{(~b,j) z} = 2 E { 6  2} + 2  2 ~ E{b~jbiy}). (4.4) 
i , j  i , j  i , j  j ' > j  

I1 suffit par cons6quent de d6montrer que les deuxi6mes membres de (4.3) et (4.4) 
convergent vers 0 lorsque les subdivisions a deviennent arbitrairement fines. Or, 
nous avons 

Z E{d~} <- 2~E {X(A~j) 2} -< 2E {X~ sup X (ATj)} 
�9 . - -  . . - -  . . 

z,y t,J i,,y 

et, en posant F f =  ? A. ~ td~ 

I~( ~ E{d~jd~,j})l = ] ~ (  ~ E{X(ATj)d~';})I 
i , j  i '> i  i , j  i '> i  

<__ E {X z sup X (Ff)} + E {X~ sup E {sup X (Ff)I Z2y }} 
j j '  j 

< E {X= sup X (Ff)} + 4(E {X~ z } E {sup X (q~)2}) 1/2, 
j J 

le dernier passage ayant utilis6 les in6galiths de Schwarz et de Doob (voir (5.3)). 
Les trajectoires de X 6tant continues, il s'ensuit, d'aprhs le thhor~me de 
Lebesgue, que les deux termes du second membre de (4.3) convergent vers 0 
lorsque les subdivisions a deviennent arbitrairement fines. La d6monstration 
qu'il en est de marne du second membre de (4.4) est analogue. 
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Soit maintenant M E J r  2 et soient q0 et ~ les processus de sa repr6sentation 
(3.4). Posons, pour tout (~R~, 

X~= 5 c, ~ 55 O2 And~drl, 
Rg Rg x Rg 

Alors X" et Y" sont des processus croissants continus, born6 le premier et 
int~grable le second. En outre, notant que 

E { (M)(A ~) ] ~r } =E{M(A ~)1 [ Jdf l ,  

nous pouvons 6crire 

<=E{[X~-.~.E{Xn(Ai~)[~fl[) + 2E { Y~}. 
t,J 

Or, en choisissant n suffisamment grand et successivement o- suffisamment fine, 
les termes du membre de droite de l'in6galit6 peuvent ~tre rendus arbitrairement 
petits, ce qui montre que (M}z est limite dans L t de ~E{M(A~)21~fl  quand 

les subdivisions ~ deviennent arbitrairement fines. "J 
Pour 6tablir les in6galit6s de Burkholder, nous aurons besoin de savoir que si 

M est une martingale born6e, (M}z est limite en probabilit6 de ~M(A~) 2 
g, J 

lorsque les subdivisions ~r deviennent arbitrairement fines. Pour d6montrer ce 
r6sultat, il nous suffit de prouver que 

lim E {(~M(A~) 2 - ~ E  (M (A ~)2 ] ~ , f l )  2) = 0, (4.5) 
a i , j  i , j  

puisque nous savons d6j/t que ~E{M(Ag)21J~Tfl converge en probabilit6 vers 

(M}z. Or, (4.5) r6sulte en proc6dant comme nous venons de le faire pour 
obtenir (4.2). Nous omettons la d6monstration d6taill6e, car celle-ci est identique 
~t la derni6re partie de la d6monstration du th6or6me 1.9 de [2~,/t ceci pr6s que 
cette partie doit 6tre faite deux lois: une fois avec dlj tel qu'il y figure et une 
deuxi6me fois avec dij=M(A~j) 2 ~ 2 1 - E { M ( A , )  [ ~ f l .  

Nous terminerons ce paragraphe en d6finissant la notion de processus 
croissant associ6 & un processus localement dans jg2. Soit M~Jg~o ~ et soit (D,) 
une suite r6duisant M. D'apr6s la proposition 3.5, ( M  D"+'} = ( M  ~ sur D,, ce 
qui nous permet de poser 

(M} = ( M  Dn) sur D,. (4.6) 

Le processus (M}  ainsi dbfini est le proeessus croissant associ6 f M. I1 est clair 
que sa d6finition ne d6pend pas du choix de la suite (D~) et que si ~o et ~ sont les 
processus de la repr6sentation (3.4) de M, (4.1) a encore lieu. 
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w 5. In6galit6s de Burkholder 

Tout au long de ce paragraphe p e s t  un nombre >1. Les tribus sont celles 
qu'engendre le processus de Wiener W. Nous commencerons par 6tablir que JCZP 
est contenu dans jg2 ~oc, ce qui nous permettra, en particulier, d'associer un 
processus croissant aux 616ments de jCZv. Ensuite nous d6montrerons les 
in6galit6s de Burkholder pour les 616ments de Jg~o~. Cela sera fait, de m6me que 
dans [16] et [10], par passage du cas discret au cas continu. Les in6galit6s dans 
le cas discret s'obtiennent par it6ration (cf. [14, 11]), en partant des in6galit6s 
originelles 6tablies par Burkholder dans [1]. 

Lemme 5.1. Si M est une martingale born&, les sommes .~ M(A~j) 2 convergent 

dans L p/2 vers (M)~,  lorsque les subdivisions a deviennent arbitrairement fines. 

DOmonstration. L'in6galit6 de Burkholder 

E {(~ M(ATj)2) p/z} <_ CpE {Im=lq, (5.1) 

valable pour tout p (>1), entraine l'int6grabilit6 uniforme des variables 
al6atoires (.~.M(A~j)2) p/2 et donc la conclusion, puisque les sommes Z M ( A ~ )  2 

~,J t ,J 

convergent en probabilit6 vers (M)~, d'apr6s ce qui a 6t6 6tabli au paragraphe 
pr6c6dent. 

Si M est un processus, nous poserons dor6navant M* = sup [Mr 

Proposition 5.2. Toute martingale continue, nulle sur les axes et de puissance p 
int~grable appartient d Jg2oc. R&iproquement, si Mej/r et M*~eL 1 pour tout 
zelR 2, alors M est une martingale�9 

D~monstration. Supposons que M soit une martingale continue, nulle sur les axes 
et de puissance p int6grable et montrons que MeX{2oc. A cet effet, fixons z>>0 et 
choisissons une version continue M" de la martingale born6e d6finie par M~ 
=E{(M=An)v(- -n) lJ~} ,  ~eR=. D6signons par ~0, et ~, les processus de sa 
repr6sentation (3.4). D'apr6s le lemme 5.1, l'in6galit6 (5.1) 6crite pour M ~ - M "  
passe & la limite, lorsque les subdivisions a deviennent arbitrairement fines, et 
donne 

E { ( M ~ -  M")V/2} 

=E{(5(q~m-C#,)Zd{ + $5 (I]/m-~tn)2d~d~]) p/2} 
Rz Rz x R= 

ra n p  < CpE{IMz -M~I }. 

Le dernier membre tendant vers 0 lorsque m, n--+ c~, il en est de meme du 
premier et donc il existe ~o et ~ satisfaisant aux conditions (1)-(4) de la 
proposition 3.2 et tels que 

lira 5 (~~ + 55 (& , -&)2d~dq  =0 
n + m  R z  Rz xR= 
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dans L p/2, donc en probablit6. Mais alors, d'apr6s [20], lemmes 1 et 4, 

lim q),. W~+0, .WW~=cp.W~+O.WWc_ , 

pour tout ~R~,  la limite 6tant prise en probabilit6. D'autre part, q),.W~ 
+ 0, 'WW~ n'est autre que M~, qui converge vers Mr dans L p. I1 s'ensuit que 

w +0. ww , 

pour tout fiERy, et, puisque z est arbitraire, la proposition 3.2 permet de 
conclure que M~J/l~o ~. 

Montrons, r6ciproquement, que si Me,Zoo et M*~L ~ pour tout z~lR 2, alors 
M est une martingale. I1 suffit de prouver qu'en fixant un des deux param6tres, 
par exemple s, {M,t , t~lR+} est une martingale. Or, ce processus est 6videmment 
une martingale locale. En outre, sup IMpel<M*, qui appartient ~ L ~, donc la 
conclusion s'ensuit. "=< t 

Th~or~me 5.3. I1 existe des constantes positives cp et C v ne d@endant que de p 
(>1) telles que l'on air, pour tout M~J/21oo et tout z~IR2+, 

- -  z : ~ P  _<E{{M>f/2} < C.E{Mz }. (5.2) 

Remarque. Si MeJ//~2o~ est une martingale, nous obtenons une conclusion 6quiva- 
lente en remplagant, dans (5.2), M *~ par IM~I p. Cela, grfice/t l'in6galit6 de Doob 
(cf. [2], th6or6me 1.2) 

E {M *~} ~ E{IM~IP}. (5.3) 

Ddmonstration. La d6monstration sera faite en trois @apes et tout au long du 
parcours z>>0 est fix6, M est un 616ment de ~12oc et (p, 0 sont les processus de sa 
repr6sentation (3.4). 

1 ~ D6finissons M~, ~cR~, comme dans la d6monstration de la proposition 
prdc6dente et notons (p,, 0,  les processus de la repr6sentation (3.4) de M". 
D'apr6s le lemme 5.1, l'indgalit6 (5.1) et son oppos6e (qui est aussi vraie), 6crites 
pour M"/~ la place de M, passent ~ la limite quand les subdivisions o- deviennent 
arbitrairement fines et donnent 

c v E {[Mz ~ JP} < E { (M")  p/z} < Cp E {IM~ Iv}, (5.4) 

qui 6quivaut ~t (5.2), d'apr6s la remarque qui prdc6de. 

2 ~ Montrons que (5.2), ou ce qui revient au m6me (5.4) avec M fi la place de 
M", vaut si M appartient /~ ./g/12oc et est une martingale. Si Mz~L p, alors 

m ~ l p  lim E{fM z -Mz[  } =0, donc (5.4), 6crite pour M m - M  ", implique 
r n ,  n ~ c~3 

lim E{( S (cp,,-cp,)2d~+ S~ (Ore--0,) 2 d~drl)v/2}=O. (5.5) 
m,  n ~  R z  R z  x R= 
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Mais alors l 'argument dOj/L utilis6 dans la premiOre pattie de la dOmonstration 
de la proposition 5.2 montre qu'il existe 0 et ~ satisfaisant ~ (1)-(4) de la 
proposition 3.2 et tels que 

l imE{(~cp2d~+ ~ O~d~dtl)p/2 } 
n ~  c~ R z  R z  • R z  

= E { ( I 0 2 d ~ +  ~Y t~2 d~dq) p/2} 
R~ R z  x R~  

et 

lim M~ = lim ( G  W~ + ~,-  WVVr = ~- W~ + ~ .  WW~ 
n ~ o o  n ~ o o  

dans L p, pour tout ~eR z. Or, puisque M est une martingale, lim M~=M; pour 
n ~ o o  

tout (~R~. L'unicit6 de la repr6sentation (3.4) implique donc que ~ =cp et ~ = 
p.p. et en faisant tendre n vers l'infini dans (5.4) nous obtenons bien les in6galit6s 
pour M. 

I1 nous reste fi nous assurer que si pour un p donn6 (M)~/Z~L p, alors 
M ~ L  p. A cet effet, choisissons deux suites de fonctions simples ~p, et qT, telles 
que 

l imE{( ~ ((pn--~t)) 2 d~+ ~ (~n--@) 2 d~ drl) p/z} =0 (5.6) 
n ~  ~ R z  R z  x R z  

et posons 

M ; - ~  G �9 W~+~, .WWr ~cR z. 

Puisque ~/" est une martingale et ~/~"sL p, (5.4) vaut pour ~rm _~rn / t  la place de 
M", d'apr6s ce que nous venons de d6montrer. Mais alors, du fair que (5.6) 
implique (5.5) avec ~ et ~ / t  la place de cp et ~, lira E{IMm--M'I p} =0. D'autre 

m, n ~ o o  

part, (5.6) entraine que " -" hm M~ =Mz en probabilit6, d'ofl M~sL v. 
n ~ o o  

3 ~ Passons au cas g6n6ral en consid6rant une suite (D,) qui r6duit M. 
D'apr6s 2 ~ (5.2) vaut pour M D"/t la place de M. En faisant tendre n vers l'infini, 
notant que (MD") * converge p.s. vers M* et que (MD")~ converge en croissant 
p.s. vers (M)z, nous obtenons, grfice au lemme de Fatou, 

c, E {M *p } < Cp lim infE {(MD") *p} < E {(M)f/2}, 
n ~ o o  

qui est la premi6re moiti6 de (5.2). La deuxi6me moiti6 est triviale si E{M*"} 
= oe. Si E{M *p} < 0% d'apr~s la proposition 5.2 nous tombons sous le cas 2 ~ 
donc la d6monstration est achev6e. 

w 6. Prolongements de bi-martingales 
partir d'un voisinage d'arr& de l'origine 

Dans ce paragraphe D d6signe un voisinage d'arr& non vide de l'origine et L la 
ligne d'arr& qui lui est associ6e. Les tribus Jz  sont encore celles qu'engendre le 
processus de Wiener W. 
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Un processus stochastique d6fini dans D est une application 
M: (z, co)~M~(co) de D dans IR. Pour la suite, il est commode de convenir qu'un 
tel processus est aussi d6fini et assume la valeur 0 en dehors de D. Avec cette 
convention, des termes indiquant une propri6t6 de M tels que ~(mesurable~ ou 
~(adapt6~ ont la signification usuelle. 

Y a-t-il une notion analogue ~t celle de martingale pour un processus d6fini 
dans D? La rdponse est qu'il y en a plusieurs. Nous allons introduire ici celle de 
bi-martingale. Cette notion est naturelle et facilement v6rifiable. Elle intervient 
lorsqu'on tue certains processus au sortir d'un voisinage d'arr6t. 

Posons 

Lit(co) =~sup {s' (s, t)~L(co)} si (0, t)ED(oJ), 
autrement, 

et d6finissons L2(co) de mani~re analogue. 
Nous dirons qu'un processus M d6fini dans D, nul sur les axes, est une 1- 

martingale locale (resp. 1-martingale) dans D, si, pour tout tEIR+ fix6, { M L X  t As, t, 

~ ,  seN+} est une martingale locale (resp. martingale). De mani6re analogue, 
nous d6finissons les 2-martingales locales (resp. 2-martingales) dans D et nous 
dirons que M est une bi-martingale locale (resp. bi-martingale) dans D, si M est ~t 
la fois une 1- et une 2-martingale locale (resp. une 1- et une 2-martingale) dans D. 

Nous d6signerons par ~P(D) la classe des bi-martingales M dans D, 
sdpar6ment continues (c'est-/t-dire telles que, pour presque tout co, l'application 
(s, t)--+ Mst(co) de D(co) dans IR est continue s6par6ment en s et en t) et 
shparhment bornhes dans L p (c'est-~i-dire telles que sup E{lMqAs, y } < oo pour 

s~IR + 
tout tMR+ et supE{lMs, L~At] p} < O0 pour tout sMR+). 

t~IR+ 

Remarques. 1 ~ En raison de l'inddpendance conditionnelle des tribus (voir 
ddbut du w les bi-martingales locales sont adapthes et il ne fait aucune 
diff6rence si, dans la d6finition, nous prenons les tribus J~t au lieu des tribus Js~ 
et Js 2. 

2 ~ La classe NP(IR 2) est celle des martingales au sens usuel qui s'annulent 
sur les axes et sont sdpar6ment born6es dans L p. 

3 ~ Les processus de J//izoc sont des bi-martingales locales dans IR 2 . 

4 ~ La condition de continuit6 s6par6e figurant darts la d6finition de ~P(D) 
n'est pas indispensable. Elle a 6t6 introduite pour 6viter de faire intervenir des 
versions non continues des martingales dans le probl6me du prolongement. 

Soit M un processus d6fini dans D, nul sur les axes. Nous appellerons 
prolongement de M tout processus M d6fini dans IR 2 tel que M = M sur D. Si D 
est 4tag6, nous d6signerons par M D le prolongement d6fini par 

My=M(Dc~R~), zMRZ+. (6.1) 

On remarquera que la formule (6.1) ddfinissant M v est identique /t (3.1) et 
que dans les deux cas l'indexation par D produit un processus ayant IR2+ pour 
domaine de d6finition. I1 est n6anmoins opportun de souligner le double r61e de 
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cette op6rat ion:  arr6t si M est d6fini dans IR 2,  pro longement  si M est d6fini 
seulement dans D. On remarquera  aussi que si M est s6par6ment continu, M ~ 
l'est aussi. 

Th~orbme 6.1. Si D est ktagO et M est une bi-martingale locale dans D, alors M D 
est une bi-martingale locale dans IR 2 . 

Ddmonstration. Quit te / t  remplacer D par  D ~ R ~ t  ~ et ~t faire tendre ensuite t overs  
l'infini, nous pouvons  supposer  qu'il existe toElR + tel que D cRooto. I1 nous suffit 

M D alors de prouver  que, pour  t < t  o fix6, { ~ , J ~ o ,  s e N + }  est une martingale 
locale. Au  cours de la d6monstrat ion,  les notions de temps d'arr~t et de 
mart ingale locale sont entendues relativement ~ la famille {J~o} et nous 
omettrons de le pr6ciser ~t chaque fois. 

Pour  tout  (s, t)~Ro~to nous avons 

M ~ -  D - M s , o  --MLZt^s, to q-ML~ As, t" (6.2) 

Or, par  hypoth6se, le dernier terme du membre  de droite est une martingale 
locale. Si nous mont rons  que le premier terme en est une aussi, il en sera de 
mame du deuxi6me et la d6monstra t ion sera termin6e. 

D6signons par a~, o- 2 . . . .  les abscisses successives des segments verticaux de 
L, en convenant  qu'apr6s le dernier segment, a,  est pos6 = oe. Posons en outre a o 
= 0  et 

L si a v < o% 
"C - -  o'v 

v -  0 si a v = ~ .  

Alors 

MDs~o = ~ (M,~ A ~; ~ -- M,~_ . . . . . .  ), 
v = l  

off il faut remarquer  que, pour  co fix6, seul un nombre  fini de termes sont non  
nuls. Puisque a,  est une suite non d6croissante de temps d 'arrat  convergeant  vers 

D l'infini, il nous suffit de d6montrer  que, pour  n fix6, M ... . . .  toeSt une martingale 
locale. Mais 

M ~ . . . . .  ~o = (M . . . . . . .  - M  . . . . . . . .  ), 
v = l  

de sorte que tout  revient ~t prouver  que, pour  chaque v, 

ms ~Ma~As, ~v-Mav-1 As, r~ 

est une martingale locale. Pour  allbger les notat ions nous 6crirons a, a '  et z R la 
place respeetivement de a~, Gv_ 1 et %. Soit t l ,  t 2 ,  . . .  une num6rota t ion  des 
valeurs prises par  ~. Nous  remarquons  tout  d ' abord  que {z=t~}eAr t0, car si 
t~ > 0, 
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Pour  i fix6, M~,,~,t ~ est une mar t ingale  locale, donc  nous pouvons  choisir une 
suite non d6croissante de temps d 'ar re t  S~, qui la rhduisent, telle que " hm S, = o0. 
Posons  n~oo 

I S  i fir .. S . =  . v  si ~=t~ et i = 1 , 2 ,  . ,n ,  

a '  autrement .  

I1 est clair que la suite (S,) ainsi d6finie est non  dhcroissante et lira S, = oo. Nous  
avons  en outre  , ~ o  

et 

v a'__<u} 

ce qui mon t re  que S nes t  un temps d'arr6t.  I1 ne reste donc  plus ~t p rouver  que 
ms. A s est une mar t ingale  locale. Nous  avons 

ms . . . .  = ~ ( M ~ s  . . . .  , , - M ~ ' ~ s  . . . .  ,,)I{~:t,~ 
i = 1  

i = 1  

Or, il est facile de vdrifier que les termes de cette s6rie sont des mart ingales,  donc  
la conclusion s'ensuit. 

Signalons, en passant,  que les 1- (ou 2-)martingales locales admet ten t  une 
repr6sentat ion int6grale que l 'on peut  d6duire facilement de la repr6sentat ion 
(1.3) de [3]. Plus pr6cis6ment, si M cst par  exemple une 1-mart ingale  locale dans 
D, adapt6e et mesurable,  alors 

Rst 

off ct={c~(t; [): tMR+,  ~EIR 2} est un processus mesurable  tel que ~(t; u,v) est 
J , t - m e s u r a b l e  si v < t  et = 0  si v > t  et que j a 2 ( t ; 0 d ( < o v  p.s., pour  tout  

Rst 
(s, t)~lR 2 . D a n s  la terminologie  de [3] ~. s 'appelle  la 1-d&iv6e de M. I1 n'est pas 
difficile de v6rifier que si D est 6tag6 et M est une bi -mar t ingale  locale mesurable  
dans D, alors 

Rst 

off ~D est d6fini au moyen  de la 1-d6riv6e ~ de M par  

o:D(t; U, V) = ~(L2 A t; u, v). 

(6.3) 

(6.4) 
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Pour 6noncer les prochains th6or6mes, il nous faut introduire une quantit6 
qui repr6sente la variation d'une bi-martingale sur une ligne d'arrat 6tag6e. Soit 
M une bi-martingale locale dans D, s6par6ment continue. Nous d6signerons par 
[M] 1 et [M] 2 les processus croissants associ6s ~ M (cf. [-21): pour t (resp. s) fix6, 

M 1 M 2 {[ ]~t, selR+} (resp. {[ ]st, tslR+}) est le processus croissant associ6 ~t la 
martingale locale continue {Mq ~ ~,~, s e n  + } (resp. {Ms, L~ ~3, t elR + }). Si A est 
une ligne d'arrat 6tag6e contenue dans D, nous poserons 

V A (M) = E {(~ ~1 EM] 1 - -  S ~2 [M] z)v/2}, 
A A 

(6.5) 

off les int6grales de ligne sont prises dans le sens horaire. 
Dans le reste de ce paragraphe p e s t  un nombre >1. Si 2 M E,//~loc, n o u s  

poserons 

M*  = sup M*, (M)o~ = sup (M>~ et <M)sco = sup (M)z .  
z~lR 2 z~.2+ z e R s ~  

En outre, si M est une bi-martingale locale s6par6ment continue, nous poserons 

1 1 [M]oo, = sup [M]s , et [M]~oo = sup [M]2c 
se]~+ tEN+ 

Lemme 6.2. Supposons que D soit Otagk et que M soit un processus dkfini dans D, 
nul sur les axes et tel que M~ Alors 

cp E {(MD)~ 2} __< VL(M) <- Cp E {(MD)~2}, (6.6) 

off cp et Cp sont des constantes positives qui ne d@endent que de p. En particulier, 
MO6d/[ psi et seulement si VL(M)< o0. 

Ddmonstration. I1 r6sulte de l'hypoth6se que la limite Ms D = lim M~ existe et 
t--~ oo 

d6finit une martingale ordinaire relative ~t {Js~o}, continue et de puissance p 
int6grable. Le processus croissant associ6 /~ cette martingale est donn6 par A s 
= ~ 01[M] 1. En effet, si nous introduisons les abscisses a~ des segments 

LC~Rs~ 

verticaux de L e t  les ordonn6es % comme dans la d6monstration du th6or6me 
6.1, nous voyons que cela revient/t  d6montrer que ~ M t [M] . . . . . . .  - [  ] . . . . . . . . .  est 

D M o Puisque % le processus croissant associ6 ~ la martingale M . . . . . .  - ~._, . . . .  . 
ne prend qu'un hombre d6nombrable de valeurs, il nous suffit de v6rifier 
l'assertion sur {% =t}, off t est une valeur arbitraire prise par %. Mais, sur cet 
ensemble, la v6rification r6sulte directement de la d6finition de [M] ~ et du fait 
que {% =t}~Jo~_~, ~. 

Nous appliquons maintenant les in6galit6s de Burkholder/ t  Ms~" pour tout 
s t i R + ,  

c,pE{iM~oolp}<E{A~/2}< , D v =CpE{IMsool }, 

r ! off cp et Cp sont des constantes positives qui ne d6pendent que de p. D'autre 
D 2 part, en vertu de la proposition 5.2, M eJr donc, apr6s passage h la limite, 

(5.2) vaut pour M ~/t la place de M e t  (s, oe) ~t la place de z. I1 s'ensuit que 
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t, D p / 2  ~ p / 2  ~t e p E { ( M  )s~}=E{As }<@E{(M~ 
off c~ et C~ sont des constantes positives qui ne d6pendent que de p. En faisant 
alors tendre s vers l'infini, nous voyons que (6.6) vaut avec E{(~ 81 I-M] 1) v/2}/t la 

L 

place de V~(M). De marne on montre qu'elle vaut avec E { ( - ~  ~2[M]2)p/2}, 
L 

donc il ne reste plus qu ' f  appliquer l'in~galit6 616mentaire la+b[ p/2 ~2P/2Qa[ p/2 
-k Ibl p/z) pour conclure. 

La dernidre assertion de l'6nonc6 est une consdquence immddiate de (5.2) et 
(6.6). 

Th~or~me 6.3. Supposons que D soit Otagd. Pour qu'une bi-martingale M6~P(D) se 
prolonge en une martingale 2H~dr p, il faut et il suffit que V~(M) < oo. Dans ee cas, 
M D constitue un tel prolongement et ce prolongement est minimal en ce sens que 

(M~  <= (37I)~, zEIR2+, (6.7) 

pour tout autre prolongement M~/~P. 

D~monstration. Supposons que VpL(M)< 0o et montrons que M~So//r p. D'apr6s le 
lemme 6.2, il nous suffit de montrer que MD~P(IR2+). En vertu du th6or6me 6.1, 
M D est une hi-martingale locale. En outre, M D est sdpar6ment continu, de sorte 
que tout revient /t prouver que E{([MV]~y/2}<oo pour tout tc]R+ et 
E{([MO]2~oo)P/2}<oo pour tout s eN+ .  Or, par exemple, [MD31 est manifeste- Aoot  

ment major6 par [ M ] ~ t + ~ S I [ M ]  1. Puisque M ~ P ( D ) ,  le premier terme de 
L 

cette somme est de puissance p/2 int6grable, d'apr6s les in6galit6s de Burkholder. 
L'esp&ance de la p/2-6me puissance du second terme est majorOe par VL(M), 
d'ofi la conclusion. 

Le prolongement M D est minimal, car (6.7) est une cons6quence imm6diate 
de la proposition 3.5, compte tenu du fait que MD=MD pour tout prolongement 
~r de M. 

Pour terminer, montrons que si M admet un prolongement ~r p, alors 
VL(M)<oo. D'apr6s la proposition 3.5 et le th6or6me 5.3, /~r Le 
lemme 6.2 permet donc de conclure. 

Remarque. Si D est 6tag6 et M est une bi-martingale locale dans D telle que 
1 1 / 2  2 1 / 2  E{([M]~o, ) }<oo pour tout t~lR+ et E{([M]so~ ) }<0o pour tout s t iR+,  la 

condition VL(M)< c~ implique encore que M D est une martingale. Cependant, 
ne sachant pas si M ves t  un 616ment de Jl,2oo et ne disposant pas des in6galit6s 
(5.2) pour p = l ,  il ne nous est pas possible d'dtendre les autres r6sultats du 
th6or6me 6.3 /t ce cas et il ne nous sera pas non plus possible de poursuivrc 
l'6tude du probl6me du prolongement pour des voisinages d'arrat non 6tagds. 

Passons maintenant au cas d'un voisinage d'arr~t quelconque de l'origine. 

Th~or~me 6.4. Soient D quelconque et M ~ P ( D ) .  Supposons qu'il existe une suite 
(D,) de voisinages d'arr~t Otag& de l'origine annon~ant D, telle que 

sup vL"(M) < 0% (6.8) 
n 
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D oi~ L n d~signe la ligne d'arrdt associ~e gl D n. Alors la limite M~ - lim M y  ~ existe, 
n ~  oo 

dans L v, pour tout zelRa+ et ddfinit un processus M ~  p qui prolonge M e t  qui est 
minimal dans le sens d~fini par le thdor~me 6.3. Rdciproquement, si M admet un 
prolongement Me./gP, alors (6.8) vaut pour toute suite (Dn) de voisinages d'arr~t 
~tag~s de l'origine qui annoncent D. 

D~monstration. D'apr~s le th6or6me 6.3, MD~sJ//p pour tout n. En appliquant le 
lemme 6.2, nous voyons donc que (6.8) implique que sup E D~ p/2 {(M 5o~ )<o e .  

n 

Mais alors, en utilisant la proposition 3.5, nous en d6duisons que 

lim vm on p/2 E { ( M  - M  )oo }=  lira E{I(MD~)~--(MD~)o~[P/2}=O , 
m ,  n ~  oo m ,  n ~  oo 

ce qui entraine, compte tenu de (5.2), que 

lim E {(M D~ - MD'~) *p} = 0. 

Pour une sous-suite appropri6e (n~), la limite M ~ =  l i m M ~  existe donc p.s. 
i ~ o o  

uniform6ment en z et d6finit une martingale MD~J/Z p. Cette martingale est 
6videmment un prolongement de M, puisque M ~  D~ sur D, si m>n. 
Montrons que M D est le prolongement minimal. Si Me~/~P est un prolongement 
de M, alors M est aussi un prolongement de la restriction de M /t D~, donc, 
d'apr~s (6.7), ( M ~  pour tout z~R2+. Mais (M~ converge en 
croissant vers (MV)~ quand n ~ o% donc (6.7) a lieu. 

La r6ciproque est une cons6quence imm6diate de la proposition 3.5 et de 
(5.2) et (6.6). 

Remarques. 1 ~ Le th6or6me 6.4 admet des variations 6videntes. Par exemple, au 
lieu de D, on peut consid6rer l'ensemble D o et un processus M d6fini seulement 
darts D o et dont la restriction ~t D, appartient ~ NV(D,) pour tout n. Le reste de 
l'6nonc6 est inchang6. Ou encore, au lieu de supposer que les D, annoncent D, 
on peut supposer que D, cD,+~ c D  et ~ ) D , = D  p.s. La conclusion est encore 
valable. 

2 ~ Les hypotheses et conclusions des th6or~mes 6.3 et 6.4 font intervenir la 
condition de bornitude dans L p, intrins~que aux d6finitions de NP et J~P. Or, en 
relativisant le probl~me du prolongement aux r6gions R~, zelR2+ arbitraire, et en 
consid6rant Dc~R~ 5. la place de D, on volt qu'en remplaqant cette condition par 
celle qui exige seulement l'int6grabilit6 de la puissance p des processus 
concern~s, le prolongement d'une bi-martingale est encore possible et M ~ 
constitue encore le prolongement minimal. 

w 7. Prolongements de bi-martingales 
/! partir d'un voisinage d'arr~t quelconque 

Nous allons maintenant consid6rer le probl~me du prolongement d'une bi- 
martingale ~t partir d'un voisinage d'arr6t quelconque. Les tribus oCz sont 
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toujours celles engendr6es par le processus de Wiener W. La remarque 
pr61iminaire suivante va nous servir de fil conducteur dans la formulation des 
d6finitions et du probl~me. Soit D u n  voisinage d'arr8t de Z=(S ,  T), que nous 
supposerons fini, pour simplifier, et soit M~dg p. Posons D'(o)) = {z: z~lR2+, Z(co) 
+z~D(co)}, M'~(co)=Mz(~)+~(co ) si Z(co)+zsD(co) et J~ =Jz+~,  off Jz+~ d6signe 
la tribu des F ~ J |  tels que Fca{Z+z-<~}s~  pour tout ~IR2+. Alors D' est un 
voisinage d'arrat de l'origine relatif /i la famille {J~, ze]Ra+} et le processus 
M': (z, c9)~M'(co) est une bi-martingale dans D' s6par6ment born6e dans L p, 
selon la d6finition du w 6 prise relativement/t  la famille {j~'} et sans la condition 
d'annulation sur les axes. La d6monstration se fait ais6ment par approximation 
dyadique de Z du dessus, c'est-/t-dire en supposant d'abord que Z prend ses 
valeurs dans un ensemble d6nombrable et en approchant ensuite Z du dessus 
par une suite de points d'arr6t prenant leurs valeurs dans l'ensemble des points/t  
coordonn~es dyadiques. A noter que S (resp. T) est un temps d'arr~t relatif/t la 
famille {~0,sMR+} (resp. {JoZt, tMR+}) et que J~'o ~ =~s+~,~ o (resp. ~ f =  ~,~,r+t).2 

A la lumi6re de cette remarque nous dirons qu'un processus 
M: (z, co)--,M~(co), d6fini dans D et nul sur D - ( Z ,  o~), est une bi-martingale 
locale (resp. bi-martingale) dans D, si M' e n e s t  une dans D' relativement & la 
famille {~'}, ofa M', D' et j~' sont d~finis comme ci-dessus. Nous d6signerons 
par NP(D) la classe des bi-martingales dans D, s6par6ment continues et 
s6pardment born6es dans L p, I1 est clair que si D est un voisinage d'arr~t de 
l'origine, cette d6finition de NP(D) coincide avec celle que nous avons donn6e au 
w 

Le probl6me du prolongement d'une bi-martingale dans D ne peut 6tre 
r6duit au cas particulier d6jg 6tudi6 moyennant le passage aux symboles affect6s 
de ', pour la raison que les tribus J~' ne sont g6n6ralement pas engendr6es par 
un processus de Wiener. I1 est toutefois vrai que le processus W' d6fini par W~' 
= W((Z, Z +z]), zelR~, est un processus de Wiener, mais nous avons seulement 
les inclusions 

(7.1) 

off Nz est la tribu, ind6pendante de W', form6e des F ~ J ~  tels que 
Fc~{Z<z}~J~ 1 v J  ff pour tout z~lR2+. Or, l'instrument indispensable qu'est la 
repr6sentation (3.4) subsiste, avec W' it la place de W,, pour les processus de la 
classe J/42oc relative & la famille des tribus du dernier membre de (7.1), mais pas 
pour ceux de la classe ,/Hl2o relative /t {J~'}. Pour les processus de cette derni6re 

f 2  classe, que nous d6signerons par J/4oc, nous avons n6anmoins la repr6sentation 
modifi6e suivante. Un processus M' appartient g ~1~ si et seulement s'il existe 
des processus ~o = {(p (4): ~ ~]R 2 } et 0 = {~ (4, t/): ~, t/E1R 2 } satisfaisant aux condi- 
tions (1)-(4)  de la proposition 3.2 et tels que l'on air 

M;= ~ (pdW+ ~ OdWdW,, zEIR 2. (7.2) 
(Z, Z +z] 

(Z, Z+zJ 

I1 suffit de consid6rer le cas off M' est une martingale born6e dans L 2, car 
l'extension & ~ '  ~,2 ~* e~1o~ se fait comme au w Posons M~ = lira M~ et d6signons 
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par M une version continue de la martingale d6finie par M~=E{M21J~}, 
zelR 2. Par approximation dyadique de Z du dessus, on voit facilement que 
Mz+~=E{M'~ I Jz+~}, ce qui montre que M~' =Mz+ ~, donc en particulier que 
M' et les processus de/g'~o 2 ont une version continue. Soient ~0 et r les processus 
de la repr6sentation (3.4) de M. A nouveau par approximation dyadique de Z, il 
est facile de voir que Mz+ ~ est 6gal au second membre de (7.2), ce qui prouve 
notre assertion. 

La repr6sentation (7.2) vaut aussi lorsque Z n'est pas suppos6 fini, ce qui se 
constate facilement. Elle suppl6e ~t (3.4) dans l'61aboration des r6sultats auxiliai- 
res utilis6s au w 6 et montre ainsi qu'en remplagant la famille de tribus {J~} par 
{J~'}, les r6sultats de ce paragraphe restent vrais. La r6duction moyennant le 
passage de M ~t M' 6tant d6s lors possible, nous concluons que les th6or6mes 6.3 
et 6.4 valent 6galement dans le cas d'un voisinage d'arr~t quelconque non vide D 
de Z. A noter que si D est 6tag6, M D est encore d6fini par (6.1) (la masse 
attribu6e par M ~t D -  (Z, oe) est nulle par convention) et V~(M) par (6.5), avec 
la ligne d'arrat L associ6e ~t D fi la place de A. Les modifications ~t apporter aux 
d6monstrations 6tant 6videntes, nous ne nous attarderons pas ~les d6tailler ici 
et passerons plut6t au probl~me du prolongement d'une martingale forte. 

w 8. Prolongements de martingales fortes 

Nous consacrerons le dernier paragraphe du pr6sent article /t l'6tude du 
probl6me du prolongement d'une martingale forte d6finie dans un voisinage 
d'arr6t. 

Pour tout z~lR 2, nous poserons N - g l v  ~r os les tribus Jz  sont /t z--dz ~z 

nouveau celles engendr6es par le processus de Wiener. Si Z e s t  un point d'arrat, 
la tribu fqz des 6v6nements non post6rieurs/~ Z sera, comme au w 7, la tribu des 

c 2 FeJ~ tels que Fc~{Z-<z}efr pour tout z 1l{+. 
Nous dirons qu'un processus M: (z, co) - ,  M~(co). d6fini dans un voisinage 

d'arrat non vide D de Z et nul sur D - ( Z ,  oe), est une martingale forte dans D, s'il 
est adapt6 et si pour tout voisinage d'arrat 6tag6 et born6 D' de Z', tel que D' 
c D ,  

M(D'c~(Z', oo)) est une variable a16atoire int6grable 

et E{M(D'c~(Z', oo))lfqz,}=0. 
(8.1) 

Nous d6signerons par Jr l'ensemble des martingales fortes M dans D 
continues (c'est-/t-dire telles que, pour presque tout co, l'application 
(s, t)~Mst(co ) de O(co) dans ]Rest  continue) et par /~}(O) l'ensemble des M e  
~ I ( D )  tels que sup E{lM(D')[P}<oo, la borne sup~rieure 6tant prise sur les 
voisinages d'arr~t 6tag6s et born6s D ' c  D. A noter que l'hypoth6se de continuit6 
rend superflue l'intersection avec (Z', m) dans l'6nonc6 (8.1) (la masse attribude 
par M i~ D'-(Z', oe) est nulle; celle attribu6e par M b~ D-(Z,  oe) est nulle par 
convention). 

Pour qu'il n'y ait pas de confusions dans la terminologie, ~z(IR2+) devrait 
repr6senter l'ensemble des martingales fortes au sens de [2], p. 115. 
Effectivement, il en est ainsi et ce pour deux raisons. Premi6rement, l'ensemble 
des martingales fortes continues coincide avec /Hz(IR 2) (proposition 8.2); 
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deuxi~mement, toute martingale forte poss6de une version continue, puisqu'elle 
admet la repr6sentation (3.4) (avec ~ - 0 )  (cf. [7]). 

Nous allons 6tablir, pour commencer, un rdsultat auxiliaire. Ce r6sultat 
(th6oreme 8.3) peut atre consid6r6 comme l'analogue du thdor6me d'arrat de 
Doob pour les 616ments de Jy (D) ,  I1 convient de le d6montrer d'abord pour les 
martingales fortes (lemme 8.1). 

A cet effet, posons la d6finition suivante: si D est un voisinage d'arr~t de Z, 
ND sera la tribu engendr6e par les F e j ~  tels que F={D=~f~} et que 
F c~ {Z <z} c~ {zCD}mN~ pour tout zMR2+. 

I1 est clair que {D~fJ}eN D. En outre, si D' est un voisinage d'arr6t de Z' tel 
que D'=D et que Z ' = Z  sur {D':#J~}, alors ND, CND. 

On remarquera, pour la suite, qu'en vertu de la continuit6 ~ droite des 
tribus N~, dire que Fc~ {Z<z} c~ {zCD}E(q= pour tout zMR 2 , 6quivaut ~t dire soit 

2 que Fc~ {Z~z}  ~ { z C O ~  pour tout ~MR+, soit que Fc~ {Z<<z} c~ {z(~D}~fg~ 
pour tout zMR2+. On remarquera aussi que si Z e s t  un point d'arrat et D le 
voisinage d'arr6t IR 2 - ( Z ,  c~), alors ~D =Nz. 

Lemme 8.1. Soit M une martingale forte continue. Si D' et D" sont deux voisinages 
d'arrdt Otagds et bornds de Z', resp. Z", tels que D ' c D '  et que Z '=Z" sur 
{D" ~=f~}, alors M(D') et M(D") sont intOgrables et 

E {M(D') [~D,, } = M(D"). (8.2) 

Ddmonstration. I1 suffit de prouver que si D est un voisinage d'arr4t 6tag6 de Z 
tel que D cRy, alors E{M([Z,z])IND} =M(D). Puisque M([Z,z]) et M(D) sont 
nuls sur {D =f~}, cela revient au m6me de dhmontrer que 

E {M([Z, z]) [ N))} = M(D), (8.3) 

off N~ est la tribu des F s j o  o tels que Fc~{Z<z} c~ {zCD}~N~ pour tout z~lR 2 . 
Nous supposerons d'abord que Z prend ses valeurs dans un ensemble fini. Soit 
D, l'616ment g6ndrique de l'approximation dyadique de D du dessus (proposi- 
tion 2.2). A noter que infD, =Z.  D6signons par z~ =(G, t~), v = 1 . . . . .  m, les valeurs 
finies de Z et posons z=(s,t). Quitte /~ les inclure aux nombres dyadiques 
d'ordre n, nous pouvons supposer que s, t et les G, G sont dyadiques d'ordre n. 
Posons, sur {Z=G} et pour i>2"s~, 

fsup {t" (i2 -n, t')eD,} si (i2-", G)eD,, 

zi = lt~ autrement, 
et 

B~ =( ( ( i -  1) 2-", h), (i2-", t)]. 

N o u s  avons  

E {M([Z, z] - D,,) 1%o} 

= ~ E{M([z~, z] -D,)I~z=~v}l~5, } 
v = l  

= ~ E E{M(Bi)I{~=j2-.}I{z=~.}[fqD.}" 
v = l  2~s.<i<=2~s 

2ntv<=j<=2nt 

(8.4) 



304 R. Cairoli et J.B. Walsh 

Nous allons montrer que chaque terme de cette derni6re somme est nul. En 
vertu de la propri6t6 de martingale forte, il nous suffit de v6rifier que si FeN~.,  
alors F c~ {zi=j2 -n} c~ {Z=z~}~q(i_ 1)2 n, j2-,.  Or, les deux derniers ensembles 
de l'intersection appartiennent clairement ~t la tribu indiqu6e, tandis que le 
premier peut 6tre remplac6 par Fc~{Z~(( i -1)2-" ,  j2-")}c~{((i-1)2 ~, 
j2-n)r176 qui y appartient aussi, d'mi la v6rification. Le premier 
membre de (8.4) &ant donc nul, nous voyons, compte tenu du fait (facile 
constater) que M(D,) est ~q~ -mesurable, que (8.3) vaut avec D,/~ la place de D. 
En faisant alors tendre n vers l'infini, (8.3) en r6sulte, puisque M(D,) converge 
p.s. vers M(D), f#' ' D~+I~fqD~ et ( ~ '  D~ =fqo' La restriction sur Z e s t  finalement 

n 

lev& de la maniare suivante. Soit (Z,) une suite de points d'arr& prenant chacun 
teurs valeurs dans un ensemble fini, telle que 0<<Z~+~<Zn et que ! imZ~=Z.  

D'apr& le cas particulier d6j/~ d6montr6, (8.3) vaut avec D,=Dc~(Z,, oo) et Z'~ 
= infD,  ~ la place de D, resp. Z. La d6monstration s'ach~ve alors en faisant 
tendre n vers l'infini, tout en notant que M([Z'~, z-l) et M(D,) convergent p.s. vers 
M([Z,z]), resp. M(D), que ~q' ~ et ( ~ '  ' D~+~ D =~D et que les variables 

n 

al6atoires M([Z',, z]) sont uniform6ment int6grables, encore d'apr6s le cas parti- 
culier, appliqu6 cette fois-ci pour Z = 0  et D,=R~-(Z',,  oo), ce qui nous donne 
E {M~]NS. } =M(D,)=M~-M([Z', ,z]).  

Proposition 8.2. Eensemble des martingales fortes continues coincide avec 
dgs(lR2+). En outre, JC/s(IR2) c j~2o~. 

DOmonstration. I1 est clair que les processus de ~{s(IR 2) sont des martingales 
fortes continues. R&iproquement, soit M un tel processus et soit D u n  voisinage 
d'arr& 6tag6 de Z contenu dans R z. Supposons d'abord que Z prend ses valeurs 
dans un ensemble d~nombrable n'incluant pas 0 et posons D~=R~-(Z, oo). 
Alors D z et DzWD sont des voisinages d'arr& 6tag6s de l'origine contenus 
dans R z, donc d'apr~s le lemme 8.1, E{M(DzUD)IND~ } =M(D~), ce qui impli- 
que E{M(D)IfqD~}=O et, par cons6quent, E{M(D)IVC~D~}=O. Mais V ffD~ 

z Z 

=fY~+_(z,~)=fgz, donc (8.1) est d6montr6. Finalement, la restriction sur Z e s t  
lev6e par le proc6d6 utilis6 ~t la fin de la d6monstration du lemme. 

La deuxi6me partie de la proposition r6sulte de la proposition 3.2 et du 
r6sultat, d6j~t rappel6, suivant lequel toute martingale forte admet la 
repr6sentation (3.4). 

Dans le reste du paragraphe D d6signe un voisinage d'arr6t non vide de Z. 

Th6or~me 8.3. Supposons que M~d/dy(D). Si D' et D" sont comme dans le lemme 
8.1 et, de plus, contenus dans D, alors (8.2) a lieu. 

Dkmonstration. Soit M ~' le processus d6fini par (6.1), c'est-~t-dire tel que M~ ~ 
= M(D'~ R~); z~]R2+. I1 est clair que si D~ est un voisinage d'arr& 6tag6 et born6 
de Z~, alors DE=(D'csD~) ~ en est 6galement un de Z2=in fD 2 et D2~D. De 
plus, M o, (D ~) = M(D'~ D ~) = M (D2), donc 

E { MD' (Dx)If~z~} =E {E {M (D2) If~z=} I fgz~} =0, 
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du fait que M e , f  (D). Cela implique que MD'eJdf(IR2), donc le th6or6me 
r6sulte du lemme 8.1 et de la proposition 8.2, puisque MD'(D')=M(D ') et 
MD' (D')=M(D").  

Le thdordme conclusif donne une condition n6cessaire et suffisante pour 
qu'une martingale forte dans D se prolonge en une martingale forte darts IR2+. 

Comme au cours des deux paragraphes pr6c6dents, nous appellerons prolon- 
gement de MeJZf (D)  tout processus M d6fini dans IRe tel que J ~ = M  sur D. 
Nous ddsignerons par ~ la classe {M(D'): D' voisinage d'arr& de Z' tel que Z' 
= Z  sur {O'+~}, D'cD~R, ,=}.  

Th/~or+me 8.4. Supposons que M e , i f ( D ) .  Pour que M admette un prolongement 
M ~J# f(IR 2+), iI faut et il suffit que, pour chaque n, la classe ~ soit uniformOment 
intOgrable. Darts ce cas, si (D,) est une suite de voisinages d'arr6t Otag& annonfant 
D, Ia limite D_ D= M = - l i r a  M= existe, dans L ~, pour tout z~lR2+ et d6finit un 

n ~  o o  

prolongement M n qui est minimal dans le sens ddfini par Ie thdor~me 6.3. Sous 
l'hypoth&e que [_) 2/f, est uniformOment int~grable, M admet un prolongement 217i ~ 

n 

JZ}(IR2+). Cette hypothOse est vOrifiOe si M~dl f (D) ,  p> 1, et darts ce cas M se 
prolonge en un processus M ~ ( I R 2 + ) .  

DOmonstration. Dans la d&nonstration du thdor6me 8.3, nous avons d6jh prouv6 
que si D' est un voisinage d'arr& &ag6 contenu dans D, le processus M ~' 
appartient fi ~:(1R2+). Soit maintenant (D,) une suite de voisinages d'arr& &ag6s 
annongant D (proposition 2.3 et th6or6me 2.4). Fixons zelR2+ et posons DT, 

=(D,c~R=) ~ I1 est clair que (D~) est une suite de voisinages d'arr& 6tagds et 

bornds annon~ant DZ=(Dc~R=) ~ En outre, M~==M(D~). Soient n e t  n' tels que 
n <n'. Nous avons, d'apras le th6or~me 8.3, 

E {M~='I~D~} = E {M (D~,)IND~I = M (D~) -- M=v=, 

donc {M~=, ~n==, n>  1} est une martingale. Supposons que Jg, est uniform6ment 
intdgrable. Alors M~" converge p.s. et dans L 1, quand n ~  o% et dSfinit un 
processus dont la version continue D z) 2 M = {M~, zelR + } appartient manifestement 
/t ~{:(IR 2) et prolonge M. De marne que dans la derni6re partie de la 
dSmonstration du thdor6me 6.4, on montre que M n e s t  le prolongement 
minimal. 

R6ciproquement, si M admet un prolongement 2~reJg:(1R2), il r6sulte 
imm6diatement du th6or6me 8.3 que J~, est uniform6ment int6grable pour 
chaque n. 

La derni6re partie du th6or6me est 6vidente. 

Remarque. Les dSfinitions de martingale forte dans D, de JC:(D) et de ~{f(D) 
sont valables aussi dans le cas off D O remplace D. Avec ce meme remplacement 
dans l'6nonc6 du th6or6me, celui-ci reste correct. 
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