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Summary. We give a necessary and sufficient condition for the convergence 

in law N"----*N of simple point processes on IR+, for Skorokhod topology, 
in terms of their predictable compensators A" and A. The assumptions are 
that At(co) is continuous in (co, t) and meets some mild integrability condition. 
The condition is that A" converges "weakly"  to A in a suitable sense. 

1. Introduction 

Soit (N'), > 1 une suite de processus ponctuels simples de compensateurs (pr6visi- 
bles) A'. Soit aussi N u n  processus ponctuel simple de compensateur A. On 

L 
s' int6resse/t la convergence en loi N"---~N. 

Brown [-3] a 6t6 le premier fi montrer  que, si A est d6terministe et continu 
en temps (donc Nes t  un processus de Poisson homog6ne ou non), la convergence 

p s 
A2---,At pour  tout t entraine que N"- - - ,N.  Kabanov et al. [9] ont ensuite 
g6n6ralis6 ce r6sultat au cas off A est discontinu. 

Dans Grigelionis et Mikulevicius [2] (voir aussi Rebolledo [14] ou Kurtz  
[11] pour  des versions un peu diff6rentes, et Jacod et Shiryaev [8] pour  des 
r6f6rences bibliographiques plus compl6tes) on peut trouver des conditions plus 
g6n6rales du type suivant: supposons que At(.) soit une fonction du processus 
N, continue pour  la topologie de Skorokhod, et que t ~ A t ( .  ) soit fortement 
domin6 par une fonction croissante continue F (cf. w 2, condition [M2]). Alors 

P 
(1.1) A7 - A,(N") ----+0 V t 

entraine N ' - - - ~ N .  Lorsque F est seulement c/ldlfig, des conditions du m~me 
~e 

type, mais plus compliqu6es, entrainent aussi N"----~N. Ces r6sultats g6n6ralisent 
ceux de Brown et de Kabanov  et al. 
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I1 est bien connu que ees conditions ne sont pas n6cessaires pour que 

N"----~N. Dans cet article, nous essayons de trouver des conditions n6cessaires, 
toujours en termes de convergence de A" vers A. Nous verrons qu'il convient 
de remplacer (1.1), qui (modulo une uniforme int6grabilit6 fi ajouter) est une 
convergence forte dans U, par une condition de type <<convergence faible 
(a(L1, L~)) dans LI~). Cela entraine des probl6mes de <docalisation>> qui font 
qu'en outre nous devons remplacer les temps fixes t par des temps d'arrat bien 
choisis: voir le th6or6me principal au w 4. Nous donnons aussi (w 5) des conditions 
sur des temps fixes t, mais elles sont beaucoup moins satisfaisantes. 

A l'exception du w nos r~sultats ne concernent que le cas off t ~ A t  est 
continu, ce qui correspond fi la quasi-continuit6/t gauche du processus limite. 

Rappelons qu'au lieu d'affaiblir la condition (1.1), on pourrait renforcer la 
notion de convergence en loi, en utilisant la convergence << 6tendue >> introduite 
par Aldous [2]. Ainsi, Kubilius et Mikulevicius [10] ont montr6 que, sous 
des conditions similaires aux n6tres ([H1] et I-H2]: w (1.1) 6quivaut /t cette 
convergence renforc6e. 

2. Quelques pr61iminaires 

La situation est la suivante: pour chaque entier n > l ,  soit ~"=(f2",~,~", 
(~")t>__o, P") une base stochastique munie d'un processus ponctuel simple N" 
(i.e. un processus croissant fi valeurs enti6res, c/td, nul en 0, n'ayant que des 
sauts unit6). On note A" son compensateur, et T~" =inf(t:  N~" =p) ses temps de 
saut. 

On note f2 l'espace canonique des processus ponctuels simples, avec le 
processus canonique N, les tribus ~t=a(N~: s<-t) et ~ - = V ~ ,  et les temps 

t 

d'arr~t T v = inf(t: N--p);  rappelons que Wrp est la tribu engendr6e par T1, ..., Tp. 
On munit s de la topologie de Skorokhod, pour laquelle co,~co si et seulement 
si Tp(~o,)~ Tp(co) pour tout p. 

Soit aussi A un processus croissant c/td fi valeurs dans N+,  pr6visible, nul 
en 0, avec AAt< 1 (A a vocation/L atre le compensateur du processus canonique 
pour la loi limite des A~ Nous verrons que le premier r61e est jou6 par 
les variables A t ̂  rp, et nous introduisons deux hypoth6ses les concernant: 

[HI ]  ~--*AtA rp(co) est continu sur f2 pour tous teN~+, peN.  

[H2] Pour tous t e N + ,  peN,  les variables {A,A rv~ sont uniform6ment 
int6grables (en abr6g6: UI), pour les probabilit4s Pn. 

Ces hypotheses peuvent paraitre un peu obscures; pour 6clairer leur significa- 
tion, nous allons les eomparer fi d'autres hypoth4ses plus <<naturelles >>. Commen- 
9ons par [H 1]. 

[C1] co-+At(co) est continu pour tout telR+. 

[C2] (oJ, t)~At(co) est continu sur (2 xlR+. 
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(2.1) Lemme.  [ H l J  Oquivaut fi [C2],  et implique [C1]  et la continuitd de co 
~ At^ T . . . .  (Tp+s)(co) pour tous s, t ~ R + ,  p e N .  

Preuve. Que [C2]  implique [C1],  [-H1] et la derni4re assertion du lemme est 
6vident (car co. ~ co implique Tv(co.) ~ T.(co)). I1 reste fi mon t re r  que [H  1] ~ [-C2]. 
Supposons  [H1] ,  et soit co.~co,  t . ~ t .  Pour  mon t r e r  At.(co.)---,At(co) et quit te 
fi p rendre  une sous-suite, il suffit de considhrer deux cas: 

c0 ~ p e N *  avec Tp (co) < t < T. + 1 (co) et Tp (co.) < t. < Tp + 1 (co.) pour  tout  n. D6fi- 
nissons co', co'. par  

Tq(co')= si q = p + l  Tq(co',)= si q = p + l  

si q > p + l ,  si q > p + l .  

On a done  e/, ~co' ,  et s = s u p  t , = s u p  Tp+l((Jn) e s t  fini. A cause de la pr6visibilit6 
de A (cf. [6]), on a aussi " 

At(co) =As^  %+ 1(co'), At.(co,) = AsA r ,+ 1 (co',), 

car t<s.  D o n e  [ H I ]  implique que Atn(co,)~At(co ). 
fl) 3 p e N *  avec t=Tp(co) et t,>Tp(co,) pour  tout  n. Si sE]t, Tv+l(co)[ on 

a s~JTv(co,), Tp+l(co,) [ pour  tou t  n assez grand,  done  (e) entraine que As(co,) 
--* As (co). Par  suite 

lim sup At,, (co,) =< At(co) 
n 

(prendre s arbi t ra i rement  proche  de t ci-dessus: on a t , < s  pour  tout  n assez 
grand). Par  ailleurs, (c 0 appliqu6 fi t =  Tp(co) et t ' ,= Tp(co,) entraine que Arp(co,) 
-~ A t (co); comme Arp (co,) =< At. (co,) on a 

lim inf At. (co,) => A,(co). 
n 

D o n e  At, (co,) ~ At (co). 

En second lieu, soit 

[M1]  

[] 

On a supAt(co)< oc pour  tout  t e N + .  
f O E ~  

[-M23 I1 existe une fonct ion croissante continue F telle que A(co)-<F 

(i.e. At(co)-  As(co) <_Ft- F ~ pour  s< t). 

Les implications suivantes sont alors 6videntes: 

(2.2) [M23 ~ [M 1] ~ [H23,  

(2.3) [M23 + [C 13 ~ [H 1] + [H23.  

Terminons  ce paragraphe  par  deux r6sultats techniquement  utiles. 

(2.4) Lemme.  a) Pour tout p e N ,  la suite (A~;),>=I est UL 

b) La suite (At),>=1 est UI si et seulement si la suite (Nt"),> l est UI. 
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Preuve. M"= N ' - A "  est une martingale locale v6rifiant 

[M', Mn'lt = Z (AN~"-- AA~) 2 < 2 ~ (A Nsn) 2 -}- 2 Z (AA~) z 
s ~ t  $~t  s ~ t  

~ 2 N ~ + 2 A t  

( c a r / I N " ~  1, A A ~  1). Donc pour  tout temps d'arr~t S + sur ~'": 

(2.5) E" ((M~.) 2) = E ~ ([M", M']s . )  ~ 4 E" (N~.) = 4 E" (A~). 

En particulier si S+=Tv on a E"((M"r~)2)<4p, donc la suite (M~),__> 1 est 
UI. Comme N ~  < p, on en d6duit (a). De marne, (2.5) appliqu6/t  S ' =  t montre 
que (M7),>~ est UI d6s que, soit (A?),>=~, soit (N~"),>=I, est UI:  on en d6duit 
imm6diatement (b). ff] 

(2.6) Lemme. La suite (At),>=x est ]R-tendue si et seulement si la suite (Nt"),>l 
est lR-tendue. 

Preuve. I1 suffit d'utiliser les in6galit6s de Lenglart-Rebolledo ([12, 13]), off 
a, b > 0 sont arbitraires: 

b 
P" (Nt > a) < -  + P" (At >= b), 

a 

b + l  
n ' ( A t > a ) < - - + P ' ( N ~ " > b ) .  [] 

gl 

3. Tension de la suite (N") 

Dans ce paragraphe, on va donner un crit6re de tension pour la suite (N'), 
en terme des compensateurs A'. 

Outre l'espace canonique (2 pr6c6demment d6fini, on introduit l'ensemble 
s des fonctions co: I R + ~ N = N w { o e }  qui sont croissantes, cM, nulles en 0, 
et qui n 'ont que des sauts unit6. On note encore N le processus canonique 
sur s et ~t=a(N, ,  s~t) ,  ~ = V ~ ,  et Tp=inf(t: Nt=p), et T~o=limT T,. On 

t P 

a s  et un point co de O appart ient / t  (2 si et seulement si T~(oe)= oe. 
s est un ferm6 de l'espace de Skorokhod D(NT) des fonctions cfidlfig sur 

IR+ /~ valeurs dans N, et on le munit de la topologie induite. Noter  que la 
loi ~ (N")  est a-priori une probabilit6 sur s mais peut aussi ~tre consid6r6e 
comme une probabilit6 sur ~. 

On dit que la suite (N") est s si les ~ ( N ' )  sont uniform6ment tendues 
sur s muni de la topologie de Skorokhod. On dit qu'elle est ~-tendue si les 
s176 sont uniform6ment tendues sur ~. Evidemment << s >> implique 
<< ~-tendue >>. 

Plut6t que d'utiliser l'un des crit6res usuels en termes de <<module de conti- 
nuit6>>, et 6tant donn6 qu'on a affaire /L des processus ponctuels, il est plus 
facile d'op6rer directement" soit A la partie ferm6e de NN+ (muni de la topologie 
produit) constitu6e des suites eroissantes, et Sp les applications coordonn~es 
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(Sp({t,})= tp). La formule S , =  Tp(e)) permet d'identifier ~ avec la pattie Ao de 
A constitu6e des suites (t,) v6rifiant t , <  t,+ 1 si t , <  oo; de marne, f2 s'identifie 
fi la partie A o de zt o constitu6e des suites (t,) v6rifiant en outre lira T t, = oo. 

n 

A 6tant compact, la suite {(T~,),> 1} est automatiquement d-tendue. Comme 
e),~o0 dans O (resp. ~) si et seulement si Tp(cO,)~ Tp(o)) pour tout p e n  (noter 
qu'on n'a pas n6cessairement Too(Co,)~Too(co) dans le cas de O), on d6duit des 
identifications pr6c6dentes que: 

(3.1) La suite (N") est O-tendue (resp. O-tendue) si et seulement si Q(Ao)= 1 
(resp. Q(zlo)= 1) pour toute probabilit6 Q sur A qui est un point-limite de la 
suite {2'((Tp")p_>_ 1)},,~ ~. 

On d6duit alors facilement le lemme suivant (qui peut &re vu aussi comme 
une application aux processus ponctuels du crit6re de tension d'Aldous [1]): 

(3.2) Lemme. a) La suite (N") est '~-tendue si et seulement si on a 

(3.3) V t~lR+, Vp~N,  l i m l i m s u p P " ( T ~ + l < t A ( T p + e ) ) = O .  
e $ 0  n 

b) La suite (N") est g2-tendue si et seulement si on a (3.3) et 

(3.4) VtelR+,  lim lira sup P"(N~">p)=O. 
pToo n 

Preuve. (3.3) exprime la propri&6, pour toute loi limite Q de la suite 
{ ~ ((Tp")p >= 1)}, > 1, que lira Q (S,  + 1 < t A (S, + e)) -- 0 pour tous t, p; ceci bquivaut 

e~0  

fi dire que Q(Sp+ 1 = S p <  ~ ) = 0  pour tout p, qui fi son tour ~quivaut fi Q(Ao) :  1: 
donc (a) d6coule de (3.1). 

Comme {N~>:p}={Tp"<=t}, (3.4) exprime que Q ( l i m S p = ~ ) = O  pour Q 
P 

comme ci-dessus. Donc (3.3) plus (3.4) 6quivalent fi Q(do)= 1, et (b) d6coule 
encore de (3.1). []  

Voici maintenant le crit~re de tension cherch6: 

(3.5) Proposition. a) La suite (N ~) est ~-tendue si et seuIement si 

(3.6) V t~lR+, Vp~N,  l imlimsupE~(A2~T~§ 
~$0 n 

b) La suite (N") est 04endue  si et seulement si on a (3.6) et 

(3.7) V te lR+,  la suite (AT),>_ 1 est lR-tendue. 

Preuve. Comme A" est le compensateur de N", on a 

n n n ~ - -  g n t ~,rn . 
E ( A t A T g + I A ( T g + O - - A t A T , ~ j - -  t ~ , t A T g + ~ A ( r g + e ) - - N t t ,  T,~) 

= P"(T2+ ~ < t t, (Tp" + e)), 



578 J. Jacod 

donc (3.6) et (3.3) sont 6quivalents. Par ailleurs (3.4) revient fi dire que pour 
chaque t e N +  la suite (N~"), _> 1 est N-tendue, ce qui d'apr6s le lemme (2.6) 6quivaut 

(3.7). I1 suffit alors d'appliquer le lemme (3.2). [] 

4. Le r~sultat principal 

La condition qui va remplacer (1.1) est la suivante (off D o N + ) :  

[a-D] Vt,  u e D ,  VpeN,  VfeC(IRP+),ona 

E" { f (T~,  . . . ,  T;) [At, ,  T~+ , A <T~ +,)-- A']^ T~ --(At  ^ Tv+, ,, (Tp + , ) -  At A T )  ~ N"]} --* 0. 

(C(NP+) est l'ensemble des fonctions continues born6es sur P,P+ ; par convention, 
C(N~ est l'ensemble des constantes). Si on note Cs(O) l'ensemble des fonctions 
continues born6es sur ~2 qui sont o~s-mesurables, off S est un temps d 'arr& 
on remarque que dans [a-D] on peut remplacer f (T~ ,  . . . ,  T2) par g(N"), off 
geCr,(f2) (il y a identit6 entre les deux familles de fonctions de N"). 

Pour avoir une id6e de ce que [a-D] signifie, on pourra remarquer que 
(A~+IA<T~+,)--A~.~),_> o est le compensateur du processus ponctuel ayant un 
seul point , / t  l 'instant Tp"+ 1 -  T~. La troncation suppl6mentaire en t e s t  lfi pour 
n'avoir que des temps born6s. 

Comme annonc6 dans l'introduction, [e-D] est une sorte de convergence 
dans L 1 pour a(L  1, L~), sauf qu'au lieu de consid6rer une fonction g(N") mesura- 
ble born6e arbitraire, on consid&e seulement les g e CT, (0). 

Avant de poursuivre, rappelons aussi ce que <<A est le/5-compensateur de 
N>> signifie, lorsque /5 est une probabilit6 sur (O, if).  D'abord on 6tend At fi 
O ainsi: remarquant que si co, co'el2 coincident sur [0, t] on a At(co)=At(co'), 
pour tous coe~ et t <  Too(co) on d6finit At(co) sans ambiguit6 en posant At(co ) 
=A~(co ~) off s est quelconque dans It, Too(co)I, et off cos d6signe la fonction arrat6e 
en s (co~ (r) = co (r A s)), de sorte que co~ef2; ensuite, pour t >  Too(co) on pose At(co ) 
=l im 1" Ar~ (co) (lfi encore, la d6finition est sans ambiguit6). 

p 
On dit alors que A est le /5-compensateur de N (sur O) si pour tout peN,  

N T ~ - A  Tp est une P-martingale locale (en fait, c'est alors une vraie martingale) 
relativement fi la filtration (fit). 

D'apr6s les r6sultats de [6], il existe toujours une probabil i t~/5 et une seule 
sur (~, i f )  telle que A soit le P-compensateur de N (car A est pr6visible et 
AAt<= 1); de plus, il existe une probabilit6 P sur (f2, i f )  faisant de Ale  P-compen- 
sateur de N si et seulement si P(O)= 1, auquel cas P est la restriction de 15 
flY2. 

(4.1) Th~or~me. Soit [HI ]  et [H2]. 
a) On a ~ ( N " ) ~ P  ~troitement sur ( f 2 , ~ )  si et seulement si on a [e-lR+], 

et il suffit mOme qu'on ait [a-D] pour une partie D c l R +  de compl~mentaire 
ddnombrable. 

b) S'il existe une probabilit~ P sur (g2, ~ )  faisant  de A le compensateur de 
N,  on a 5 f (N") - - ,P  dtroitement sur ( f 2 , ~ )  si et seulement si on a [a-N+] (1/t 
encore, il suffit d'avoir [a-D] pour une partie D o N +  de compl6mentaire d6nom- 
brable). 
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[H 1] (qui 6quivaut/t  [C2]) contient une restriction importante:  le processus 
N e s t  quasi-continu fi gauche sous P (ou P). On ne g6n&alise donc pas l'int6gra- 
lit6 des r6sultats de [5] ou [9]. 

(4.2) Remarque. On aurait le marne r6sultat qu'en (a) si les processus N" pou- 
vaient exploser (i.e., si P" (lira T T2 = oo) > 0). []  

p 

Enfin si A est d6terministe continu on a [H1]  et [H2],  et A est le compensa- 
teur de N pour une unique loi P sur (O, ~-). Donc:  

(4.3) Corollaire. Supposons A dOterministe et continu en temps. Pour que 5r 
~ P dtroitement sur ((2, ~ ) ,  il faut  et il suffit qu'on air [a-N+].  

Preuve de (4.1). 1) Supposons d 'abord que 5Y(N") -~P 6troitement sur (~ ,Y) .  
Soit pEN,  feC(NV+), t, u e N + .  Comme A est continu en temps, le processus 
N e s t  P-quasi-continu /t gauche, et les fonctions NtA % et Nt~ r~+, A<r~+,) sont 
P-p.s. continues, born6es par p + 1. Donc 

(4.4) a , :=E"{ f (T~ ,  ..., Tv" ) [Nt",, r~+, A (r~ +,)-- Nt~ r~]} 

--+ e : = E i , { f T 1  . . . .  , T v) [Nt ^ r . . . .  (r, +,)--Nt ~ rp ] } .  

Les fonctions AtA r~ e t  At^  r . . . .  (Tp+u), consid6r6es indiff6remment sur f2 ou 
~, sont de la forme g(T1, ..., Tp+0; de plus d'apr6s [ H I ]  et le lemme (2.1) 
ce sont des fonctions continues sur f2, ce qui entraine (/t cause de l'6quivalence 

II~P + 1] co,---,co~=~[Tp(co,)~Tp(co) VpeN] )  que g est une fonction continue sur ~.+ ~, 
et donc At^  T~ et A t ̂  r . . . .  (T~+,) sont aussi continues sur ~. En utilisant [H2],  
on obtient donc 

(4.5) f i , ,=E"{ f (T~ ,  . . . ,  T2) [At^  T,+, ^(Tv+,)--AtA rp+l] oN"} 

f l : = E ~ { f ( T 1  . . . . .  Tp) [ A t ~  rp+ ,~  (% + , ) - - A t  ~ r , ] } .  

Enfin, on a aussi: 

(4.6) e,  = E" { f (T~  . . . . .  T~") [A~' A r~+, A (rg +,) -- A~',, rr,]}. 

Comme A est le P-compensateur de N, on a e=f l ,  donc [e-lR+] d6coule de 
(4.4), (4.5) et (4.6). 

2) Inversement, supposons qu'on ait [a-D] pour  une partie D c N +  de com- 
pl6mentaire d6nombrable. On va montrer  que (N") est (2-tendue. 

Pour  cela, il suffit de montrer  que de route sous-suite on peut extraire une 
sous-sous-suite ~-tendue. Donc, quitte fi prendre une sous-suite, on peut suppo- 
ser la convergence 6troite: 

(4.7) L~((T~)p> 1) ~ Q sur A 

(notations du w 3). On va alors prouver (3.6) par r6currence sur p. 
Supposons qu'on ait (3.6) pour  tout p < q - 1  (si q=0 ,  c'est une supposition 

vide!). D'apr6s la preuve de (3.5), on a aussi (3.3) pour tout p < q - 1 ,  ce qui 
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revient/t  dire que 

(4.8) Q ( 3 p < q -  1 avec S q = S p + l  < oe)=0.  

Fixons t e D ,  et soit H u = A t A  T . . . .  (T~+~)--At,, T~" D'apr~s la structure des 
processus pr~visibles sur I2 (cf. [6]), H u est de la forme H~ 
= g , ^ ( T ~ + ~ _ T ~ ) ( T 1 A t , . . . , T q A e ) ,  Off g~ est une fonction mesurable sur A(q)  
: = { ( t  1 . . . . .  tq): 0 < t  1 =< . . .  <=tq<=t, ti<ti+ t si  h < t }  (g, est une constante si q=0) ,  
et off u ~ g , ( . )  est croissante, c/td, nulle en 0. En utilisant [H1]  et le lemme 
(2.1), le marne raisonnement qu'en (1) prouve que (u, t l , . . . ,  tq )~g, ( t l ,  ..., tq) est 
continue sur N+ x A (q). 

Posons g,(tl ,  ..., tq)= 0 si ( t  1 . . . . .  tq)6A (q), et d6finissons les fonctions suivan- 
tes sur A' 

K~({tp})=g~^(t~+~_t~)(t l /x t, . . . ,  tq/x t) si { t v } e A .  

D'apr6s ce qui pr6c6de, u - * K . ( . )  est eroissante, cfid, nulle en 0, et K~(.) est 
continue en tout point {tp} de A tel que pour  tout p < q  on ait tp<tp+ 1 si 
tp<o0. Doric d'apr6s (4.7) et (4.8), les lois de K . ( { T ; } p > = ~ ) = H . o N  ~ convergent 
btroitement vers la loi de K~ sous Q. Comme de plus [H2]  et la majoration 
H .  o N"  < A t i, T~ + ~ ~ N"  entrainent l 'uniforme int6grabilit6 de la suite (H .  o N ' ) .  >= 1, 
on en d6duit que K.  est Q-int6grable et que 

(4.9) E" (H,  o N ~) ~ E a (K,) .  

Par ailleurs, en appliquant [e-D] avec f -  1, et (4.9), on obtient pour  u~D"  

(4.10) lim sup En(A2A r'~§ , i, (T'~ +u)-- A~A r" d) =l im sup E " ( H ,  o N ~) = Ee(K,) .  
n n 

Comme K , $ 0  quand u~0 et comme K,  est Q-int6grable, l imEe(K, , )=0,  et on 
u S 0  

d6duit donc de (4.10) qu'on a (3.6) pour p = q  et t e D .  I1 en d6coule ais6ment 
qu'on a (3.6) pour  p = q  et tout t e N + ,  et la r6currence est termin6e. On a 
donc (3.6), et la G-tension de (N") d6coule de (3.5). 

3) Montrons  maintenant la condition suffisante de (a). On suppose [e-D], 
et on a vu que (N n) est ~-tendue. Quitte fi prendre une sous-suite, on peut 
donc supposer que ~r n) converge 6troitement sur (f2, ~ )  vers une probabilit6 
(~, et il uous faut montrer  que Q = P. 

Qui t t e / t  diminuer D (qui reste de compl6mentaire d6nombrable), on peut 
supposer que (~(ANt>0)= Q(ZINTp+t>O ) = 0  pour  pEN,  t a D ;  les fonctions Nt^ Tp 

et N~^Tp+I~_(Tp+,) sont donc Q-p.s. continues pour pEN, t, u e D :  on a donc 
(4.4) avec Q au lieu de /~ De mame qu'en (1) on montre qu'on a (4.5) avec 
(~ au lieu de/5, et on a bien-sfir (4.6). D'apr~s [a-D] il vient alors c~ = fl, soit 

(4.11) E(2 {f(T1, ..., Tp) [AtAr . . . .  (T ,+ , ) - -A t , ,  Tp]} 

= EO {f(T~, ..., Tp) [Nt i, Tp+I i. (Tp +~) -- At  ^ T,]} 

pour u, t e D, f s  C (N~_). Par des arguments classiques (classe monotone et passage 
/t la limite) on en d~duit (4.It) pour  tous u, t>0 ,  f bor61ienne born6e sur ~,P+. 
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D o n c  si M(p,  t) = N ~ A rp +~ _ N t ~ r . . . .  (A t A r . . . .  A T ~ r~) (X" = processus  arrSt4 

en u), (4.11) s'6crit aussi E~[M(p,t)rp+,la(T1,...,Tp)]=O. I1 est facile d 'en 
d6duire que p o u r  toute  fonct ion R posi t ive et a(T~, . . . ,  Tp)-mesurable sur Q, 

(4.12) E(~[M(p, t)r~+R [ cr(T~, . . . ,  Tp)] = 0 .  

Soit alors S un (g t ) - temps  d'arrSt.  On sait [6] qu'il  existe une fonct ion R c o m m e  
ci-dessus, telle que SA Tp+a=(T;+R)A Tp+~ sur l ' ensemble  {S>Tp}.  D ' ap r4s  
la d6finition de M(p,t), on a M(p,t)s=M(p,t)r~+R, donc  (4.12) ent ra ine  
EO~(M(p, t )s )=0.  Pa r  suite M(p, t) est une (~-martingale.  

I1 en d6coule que Nr,--A r~ est une (~-mart ingale p o u r  chaque  p, ce qui 
signifie que A est le (~-compensa teur  de N. L 'unic i t4  d6montr6e  dans  [6] ent ra ine  
alors Q = P, et la condi t ion  suffisante de (a) est d4montr6e.  

4) I1 reste fi p rouve r  (b). On  suppose  donc  que/5(f2) = 1, et P e s t  la restr ict ion 
d e / 5 / t  f2. Mais  alors 2#(N')~P sur (g2 ,~)  ~quivaut  fi ~ ( N ' ) ~ P  sur (s  
et le r6sultat  d6coule de (a). [ ]  

D6ve loppons  ma in t enan t  quelques cont re -exemples  m o n t r a n t  l ' impor tance  
des hypothbses  [ H 1 ]  et [ H 2 ]  (nous n ' avons  pas  t rouv6 de con t re -exemple  
la condi t ion  suffisante quand  [-H 1] est v6rifi6e, mais  pas  [H2]) .  

1 
(4.13) Exemple. Soit 7"1" = 1 - - ,  T ; = 2 ,  T ~ =  oo, de compensa t eu r  A"=N ~ (rela- 

n 

t ivement  fi la f i l t rat ion engendr6e pa r  N ' ) ;  donc  ~(N")~P, off P e s t  la p robab i -  
lit6 sur f2 telle que P(T~ = 1, T 2 = 2, T 3 = oo) = 1, co r r e spondan t  au c o m p e n s a t e u r  

At = 1{1 __<t} q- 1{2__<t}. 1 
n n _ Si t > 2  et u > l + - ,  on a A T ^ r T ^ ( r T §  tandis  que 

n 
(AT ̂  r~., (r~ +,)--AtA r~) ~ N ~=  2, de sorte que [~-D]  n 'est  v~rifib p o u r  aucune  pa r -  
tie D c I R +  telle que D ~ [ 2 ,  oo[=t=0. N o t e r  que dans  ce cas, on a I-H2-] et [-C1], 
m a i s p a s  [H1] .  [ ]  

(4.14) Exemple. U n e  condi t ion  du type [C1]  est indispensable,  fi la fois p o u r  
la condi t ion  n6cessaire et la condi t ion  suffisante. Supposons  pa r  exemple  que 
T3" = oo, que T2 ~ -  T~ soit ind~pendant  de T~ et de loi exponent iel le  de pa ram6t re  
1, et que T;' soit port6e pa r  II~ et converge  en loi vers une v.a. exponentiel le  
de pa rambt r e  1. On a alors ~ ( N ~ )  ---, P, off T3=oo  p.s. et T~ et TE-T~ sont  
ind6pendantes  exponentiel les  de pa ram6t re  1 sous P. Bien-sfir, AT= t A T 2 est 
une vers ion du P - c o m p e n s a t e u r  de N, v6rifiant [-H 1], [H2] ,  [c~-lR+]. Cependant"  

1) Une  aut re  version est donn6e par  

, = j( t i  T1 si T l e ~  
At 

) t / x  T a si T 1 r 

qui v6rifie [ H 2 ] ,  mais  pas  [C 1]. (A t A r~ A (ri + u ) -  ATA rl) ~ N" = 0 d6coule de 
T~ e Q, alors que AtA r7 ^ (r', ~+ u ) -  At,, r7 = u/x t/x ( T ~ -  Tin), do nc [ e -D]  est faux 
si D 4 = {0}. 
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2) Soit N'" = leo ' T71, dont on note A'" le compensateur. I1 est facile de v6rifier 
que A;"- t /x  T ~ O ,  donc A't"-A;oN"~O (car T~II))  et on a I-e-N+], alors 
que 5~ '") ne converge pas vers P (cette partie de l'exemple est adapt6e de 
Brown [4]). []  

(4.15) Exemple. Soit A t = - L o g 0 - t / x  T1) , qui correspond 5 la probabilit6 P 
sur s telle que T2= oo p.s. et que T 1 soit uniforme sur ]0, 1[. Soit P " = P  et 

1 
TI"= T~ + - ,  T~= ~ .  I1 est clair que 5~(N')--*P, mais on ne peut pas avoir [e-D] 

n 

si D c~ ] 1, oo [ 4= 0, car Ata +,) A r, ~ N" = oo avec une probabilit6 strictement posi- 
tive. Dans cet exemple, on a [-H 1], mais pas [H2].  [] 

Terminons ce paragraphe en d6duisant du th6or6me (4.1) le r6sultat (connu) 
cit6 dans l 'introduction. 

(4.16) Corollaire. Sous [M2] et [C1], si on a (1.1) pour tout t>=O, alors 5#(N ~) 
--~p. 

Preuve. Etant donn6 [M2],  on sait (cf. [7] par exemple) que (1.1) implique 
P 

sup ]A~"-- As ~ N"[ ---* 0, et donc 
S<t  

P 
(4.17) At,,  T~+,/x (T~ +,)--AtA T~ --(AtA T . . . .  (Tv+u)--AtA rp )og  n --"-+0. 

En outre, [M2] et (2.4a) entrainent que dans (4.17) on a aussi convergence 
dans U,  d'ou [e-N+].  []  

5. R6sultats compl6mentaires 

La condition [e-D] ne ressemble pas vraiment fi (1.1). I1 semble plus naturel 
d'introduire l'une des conditions suivantes: 

[~I-D] E"[f(Nn)(At--A2--(At--As)oNn)] ~ 0 ,  Vs, teD, s<t, Vf~Cs(~2 ). 

[e2-D ] E'[ f (g" ) (A t -A toN~)]~O,  VteD, Vf~Ct(s 

Ices-D] E~[f(N")(At--A, oN")]~O, VteD, VfeCoo((2). 

[ e s -D]=~[ez -D]=~[e l -D]  est 8vident. Noter  que (I.1), plus une condition 
adequate d'uniforme int6grabilit6, entrainent [es-N+].  

Supposons par exemple [M2] et [C1]. (1.1) est alors 6quivalent fi At,,rg 
--(At A %)~ ~ 0  en probabilit6, donc dans L ~ (cf. la preuve de (4.16)). Ce genre 
de localisation ne marche pas quand on consid@e la convergence faible: m~me 
sous les hypotheses ad6quates d'int6grabilit6, on n'a pas l'6quivalence de [e-D] 
avec l'une des [e/-D]. 

On a cependant quelques r~sultats partiels dans cette direction, le plus gSnSral 
(et aussi le plus simple) 8tant le suivant. Comme dans toute la suite de ce paragra- 
phe, on suppose qu'il existe une probabilit6 P sur (~2, ~ )  faisant de Ale  compen- 
sateur de N. 
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(5.1) Proposition. Supposons [C1].  Supposons aussi que pour tout t les suites 
(At), >_1 et (A t o N ' ) ,  >: 1 soient U1. Il  y a alors dquivalence entre: 

(i) ~ ( N ' ) ~ P ;  
(ii) la suite (N')  est s et on [~I-DJ pour une partie D c ] R  + de compl~- 

mentaire d~nombrable. 

(Notons  qu'ici on n 'a  plus n~cessairement la quasi-continuit6 fi gauche de 
N sous P.) 

Preuve. Sous (i) on pose Q = P  et D = { t :  Q ( A N t > O ) = Q ( A A t > O ) = O } .  Sous (ii), 
quit te fi prendre  une sous-suite on peut  supposer  que 5~(N') converge vers 
une limite Q; pour  D on prend alors un ensemble de compl6menta i re  d6nombra-  
ble, tel qu 'on  ait Q ( A N t > O ) = Q ( A A t > O ) = O  pour  tED et [-el-D]. Nt(.) et At(. ) 
sont donc  Q-p.s. cont inus pour  t eD.  

Soit alors s, t eD,  s < t, f~C~((2). D'apr6s les condi t ions d 'uniforme int6grabi- 
lit6 et (2.4b), il vient: 

a , . '=E" [ f (N" )  ( a t -  A~)o N"] --+ a.'=EQ [-f(N) (A t - -  As)], 

b, .'=E" [ f (N" )  (At - A~)] = E" I f (N" )  (Nt" -- N~')] ~ b .'=EQ [if(N) (Nt -- N~)]. 

Sous (i) on a a = b ,  donc  a , - b , ~ O ,  d'ofl [ a l -D] .  Inversement  sous [~I -D]  
on a a , - b , ~ O ,  donc  a = b  et il en d6coule (voir la preuve de (4.1)) que N - A  
est une Q-martingale,  donc  Q = P. [ ]  

(5.2) Corollaire. Supposons que (N") soit gt-tendue et que (A~),>I soit UI  pour 
tout t. Supposons aussi [C1] ,  et soit D u n e  partie de ~ +  de compldmentaire 
dOnombrable. Sous [M 1] + [~a-D], ou sous [a2-D],  on a ~ ( N " ) ~  P. 

Preuve. I1 suffit de mon t r e r  que dans les deux cas, (AtoN") ,>I  est UI,  ce qui 
est 6vident sous [ M I ] .  Supposons  alors [0r ]. I1 suffit de consid6rer t~D.  
Soit  f b ~ C ( ~ )  telle que O< fb < 1, fb(X)= 1 si x >  b. D'apr6s [~2-D], 

(5.3) ~, :=E" [fb (N')  (A toN"- -  At)] ---~ 0. 
n ~  

Comm e (At),> ~ est UI, pour  tout  e > 0  il existe a(e) tel que 

(5.4) E " [ A t  l(a~,>a(e)}] =~8, V n >  1. 

Si b = a(e), (5.3) et (5.4) ent ra inent :  

E" [(&o N" - a (e)) I(A~oU, >, ( j  < E" [(A~ o N"  - b) fb (At ~ N")] 

< E" [(At o N" -- At I(A 7 <,(~)}) fb (At~ N")] 

< E" [(At~ N " - -  At) fb(At o N") + AT 1(A7> o(~)) fb(A,~ N")] ____ e~'(~) + e, 

qui est major6 par  2e pour  n > n(e) d'apr6s (5.3). Par  ailleurs, l e t - D ]  et l 'uniforme 
int6grabilit6 de (At). ~= ~ entra inent  l 'intbgrabilit6 de At o N", donc  il existe b > a(e) 
tel que pour  tou t  n<=n(e) on ait E " [ ( A t o N ' - - b  ) l(A~oS.>b~ j __--<2~. D o n c  

sup E" [(A t o N" -- b) I{AtoU. > b}] 5 2 e 
n 

et comme e > 0 est arbi t raire  on en d6duit  que (Ato N' ) ,> 1 est UI.  [ ]  
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(5.5) C o r o i l a i r e .  Supposons [ C I ] ,  [M2J ,  [c%-D'] pour une partie D de ~,+ de 
compldmentaire dOnombrable, et aussi que (A~),>=~ est UI pour chaque t. Alors 
~'(N n) -~ p. 

Preuve. I1 suffit de m o n t r e r  que (N ") est g2-tendue. (3.7) est vraie pa r  hypothOse, 
et d 'apr~s  (3.5b) il suffit de m o n t r e r  que de toute  sous-suite on peut  extraire  
une sous-sous-sui te  vOrifiant (3.6), ou de maniSre 6quivalente (3.3). On peut  donc  
supposer  que 5~Cf(T~)-~l~p 6tro i tement  p o u r  tout  p e N ,  off/zp est une probabi l i t6  
sur [0, ~ ] ,  et on  peu t  supposer  aussi  que #p({ t} )=0  Vt~D, Vp~]N*. 

Soit alors t > 0 ,  t />0 ,  p e N *  fixOs. I1 existe ~ > 0  tel que 

(5.6) sup (F~+~- F~) < r/. 
s<=t+e 

Soit aussi  O=ao<al <. . .<aq,  avec t<aq_l <=t-I-e/2 , ai~D, ai+l--ai<=e/2. On 
a 

(5.7) T ~ + l < t A ( T p " + e ) ~ 3 i < q - 2  avec ai<Tp<ai+l,  Tp"+l<ai+2. 

I1 vient alors 

(5.8) Pn(ai<T2<ai+a, Tpn+~<ai+a)=Pn(ai<7~,<ai+l,N n _ ~ r ,  > 1 )  ai+2 X ' T ~ =  

< E n n N "  " = r l (  . . . .  i + , ] ( Y ; )  ( a i + 2 - N ~ ' p ) ]  

= E n [ l ( ,  , +~l(Tpn)tA n - -A"  ~1 
i, i ~ ai + 2 Tp/..I 

( A  n - -  A ~ )1 --<--En[l'at i, ai+ 1] (~/-;) ~ ai+2 alz.a 

C o m m e  #p({al})= 0, il existe fiE C(P-) avec f i > 0 ,  telle que (fi cause de l 'uni- 
forme int6grabilit6 de (A",),> 1) on ait 

T. n A n r/ (5.9) limsupE"[rf~(T~)--l(a,,,,+~l( p)l(A~,+ a,+2+1)] < -  . = q - - l '  

tandis  que [0~3-D ] ent ra ine  

(5.10) E n . n , , l i m s u p l  [f~(Tp)(Aa,+~-A~ --(Aa + ~ - A J o N " ) ] I = 0 .  
n 

(5.6) en t ra ine  A,, + ~-Aa, < 11, done  (5.9) et (5.10) impl iquent  

(A n _ A n)] l im sup E " [ I (  . . . .  ,, , 1(7p") . . . . . .  ,,J 

< r/ + l imsupEn[f~(Tpn)  q] 
= q - - 1  , 

< q + q 2  
= q -- 1 + q limnsup Pn(a i < T2 < ai+ 1). 

D'apr6s  (5.7) et (5.8), on obt ient  en s o m m a n t  sur i de 0 fi q - 2 :  

lim sup P" (Tp"+ t < t a (Tp"+ e))< 2q +r/2. 
n 

C o m m e  q > 0 est arbi traire ,  on en d6duit  (3.3). [ ]  
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La question de savoir si ce corollaire reste vrai quand on remplace [ ~ 3 - D ]  

par [ ~ 2 - D ]  reste ouverte. L 'exemple  suivant montre  qu'en tous eas on ne peut 
pas remplacer [c%-D] par  [-el-D]. 

(5.11) Exemple. Soit TI" suivant une loi exponentielle de param6tre 1, et T2"--T 
ind6pendant de T et suivant une loi exponentielle de param6tre n, et T3" = oe. 
Par  r appor t / t  la filtration engendr6 par  N" on a alors 

I 
t si t <  T 

A'~= r+n(t--r) si T<=t<7~ 
[T+n(T~-T) si t->TzL 

On a done [et- lR+] avec At= 2(t A T). On a done aussi [C2] et [M2],  et (At),_> 1 
est U I  pour  tout t. Mais (N") n'est pas f2-tendue, donc on n 'a  pas [c~-lR+] 
(ni [c~2-~+]). []  

Voici enfin un exemple off on a ~(N")--*P, ainsi que [C2],  [M2],  et l 'uni- 
forme int6grabilit6 de (AT), > 1 et (At o N"),>= 1, mais [ ~ 2 - D ]  n'est vraie pour  aucune 
partie D=~{0} de IR+: 

(5.12) Exemple. Soit At= T1 A t, donc sous P, T1 suit une loi exponentielle de 
1 

param6tre 1 et IF2 = oe p.s.; soit P" = P, T~ = T1 + n '  ~ = 0% et ~ "  = ~ ,  de sorte 
q u e A " = N " .  []  
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