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Uber die Zuverl issigkeit von Systemen aus n-Elementen 

Apostol Obretenov 

Es sei ein System gegeben, das aus n parallelgeschalteten unabh~ingigen 
zuf~illigen Elementen besteht. Die Lebensdauer ~ des /-ten Elements habe die 
Verteilung F~, die Reparaturzeit q eine Verteilung Gi. Im Zeitpunkt t=  0 funk- 
tionieren alle Elemente. Wenn ein Element nach einer zufiilligen Lebensdauer 
versagt, so wird es sofort zur Reparatur geschickt, die/7 lang dauert. Die Zufalls- 
grBBen ~ und q sind unabh~ingig. Zuerst wird der Fall n = 1 und der entsprechende 
regenerative ProzeB w(t) betrachtet. Es wird gezeigt, daB der ProzeB w(t) durch 
einen ibm iiquivalenten ProzeB w* (t) ersetzt werden kann. Im Fall n > 1 werden 
mit der Hilfe yon w*(t) die Zuverl/issigkeitscharakteristiken gefunden. Fiir 
verschiedene Charakteristiken solcher Systeme im Fall wo ~ eine exponentielle 
Verteilung hat, s. [1]. 

w 1. Der Fall n = 1 

1.i. Der Prozel3 w(t). Wir betrachten zun/ichst den ArbeitsprozeB eines 
Elements und bezeichnen die Verteilung seiner Lebensdauer mit Fund  die seiner 
Reparaturzeit mit G. 

Es seien weiter {(~}, i > l  und {qi}, i>  i zwei Folgen von positiven nach F bzw. 
G verteilten zuf~illigen GriSBen, wobei die ~i und ql untereinander und voneinander 
unabh~ingig sind. 

Unter diesen Voraussetzungen wird das Verhalten des Elements durch fol- 
genden regenerativen Prozef3 w (t), t > 0 beschrieben: 

w(t)= ~ (~k+rlk-- t) Ik(t ), (1) 
k = l  

k k + l  

wo I k ( t) die Indikatorfunktion des Intervalls ~ ( ~i + rh) < t < ~ ( ~i + qi) bezeichnet. 
i=1 i = l  

w(t) hat folgende Bedeutung: im Zeitpunkt t muB man w(t) lang warten, bis das 
Element arbeitsf'ghig wird, d.h. repariert worden ist. 

Unser ngchstes Ziel ist, die Wahrscheinlichkeit F(t, x)= P(w (t)< x) zu finden. 

1.1.1. Satz. Ist die Faltung F. G absolut stetig mit der Dichte h (t), so befriedigt 
die Laplace-Stieltjessche Transforrnierte f(t ,  s) yon F(t, x) die folgende Differential- 
gleichung : 

Of{t, S) 
- -  s f ( t ,  s)--  S {F (t, + 0) + [1 - g (s)] h (t)}, (2) 

~t 

wobei g (s) die Transformierte yon G (x) ist. 
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Beweis. Es sei 5 > 0 und A (t) die Zufallsgr613e 

A (O = 5- I (e- ~w(t +~)_ e-~w(t)). 

Wir haben f'dr den Mittelwert 

E A (t) = E(A (t) lw (t) # 0) P (w (t) # 0) 
(3) 

+ E(A (t) lw(t)= 0) P(w(t) = 0). 

Falls w (t)# 0, so ist w (t + 5)= w ( t ) -5  ffir jedes hinreichend kleine 5 > 0. Dann hat 
man fik den ersten Summanden in (3) 

E(A (t)l w(t),O) e(w(t),O)=s E(e-~'~(')lw(t)#O) 

x P(w(t)#O)+O(1)=s E e-S'~t~ P(w(t)=O)+o(1), 

d.h. f'dr 5-~ 0 
lim E(A (t) lw(t),O) =s f(t, s)-s  P(w(t)=O). (4) 

Fiir den zweiten Summanden in (3) erh~lt man 

E(A (t)lw(t)=0) P(w(t)=O)=5 -1 [E(e-S'~(t+~)lw(t) = 0 ) -  1]. 

Welter gilt 

P(w(t+5)>x-t-SIw(t)=O)=Sh(t)[1-G(x-t-5)]+o(5),  (5) 

denn damit w ( t + 5 ) > x - t - 5  wird, muB der ErneuerungsprozeB r162 
Ca +t/2, ..- mit der Dichte h(~) im Intervall (t, t+5)  eine Sprungstelle haben und 
das betreffende t/gr613er als x -  t - 5  sein. Aus (5) erhalten wir 

oo 

lim 5 -1E(A (t)J w(t)=0) = -h(t) ~ e -*(x-t) dx(1 - G(x-  t)). (6) 
5 ~ 0  t 

Aus (6) und am der Tatsache, dab E A (t) fiir 5 ~ 0 gegen ~f/~t strebt, folgt dann (2), 
womit der Satz bewiesen ist. 

1.2. Die station~ire LSsung yon (2). Unter der Annahme, dab F(t, + 0 ) =  
P(w(t)=O), bekommen wir aus (2) 

f(t,s)=C t 1-s~e-~"F(u, +O)du-(1-g(s))~e-~"h(u)du . (7) 
0 0 

Wegen If(t,s)L<__l ftihrt dies fur t-~oo auf s ~ ( F ( ' ,  +O))+(1-g(s)}~(h)=l, 
wo ~q' der Operator der Laplace-Stieltjes-Transformation ist. Da auBerdem 
~(h)=~(F)/[1 -~ (G)  ~ ( F ) ]  gilt, kann dasselbe mit f*(s)=~(F)/{1 -~e(F) )  
geschrieben werden als 

s ~f(F(', +O))+sf*(s)[1 -g ( s )  ~Cf(F(., +0))=  1 (8) 
t 

und weiter, wenn man (p (t) = ~ h (u) [1 - G ( t -  u)] du setzt: 
0 

t 

F(t, + 0 ) +  ~ F(t-u,  +0) &p(u)= 1. (9) 
0 
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Aus einem bekannten Satz von Smith [-2] folgt lim ~o (t) = bl/al ffir t ~ ~ ,  und 
nach einem Satz von Paley und Wiener haben wir dann 

oD - -1  

du) _ a, ,10, 
t-~ co a 1 q- b 1 

Hier sind a~ und bl die Mittelwerte der Verteilungen F u n d  G. 

Eine Aussage fiber die Konvergenzgeschwindigkeit in (10) enth~ilt folgender 

1.2.1. Satz. Sind Fund  G keine Gitterverteilungen und besitzen sie endliche 
Momente zweiter Ordnung a 2 und b2, so gilt 

( i  al x ~ =(b2 a~_bx a2 + 2al bO/2(at + b02. lira F(t, +O)dt -  al+bl] 

Beweis. Wir setzen 
X 

N(x)= ~F(t, + O ) d t - c x ,  c=ax/(al+b O. 
0 

Aus (9) folgt X 

U (x) + ~ U ( x -  u) dip (u) = D (x), 

o 01) 
X 

D(x)=x(1 - c ) - c  ~ (x-u) dq~(u). 
0 

Wir bemerken zuerst, dab lim D (x) ftir x --* oo existiert. Ist n~imlieh 

U 

S(u)= ~ (1 - Gtu-y)) d(~Cy)-y/a), 
0 

Y 

wo H(y)= ~h(t)dt, so folgt wegen a2< + ~ :  H(y) -a ;Xy~d=(a2-2a2) /2a  2 
o 

und deshalb auch lira S(u)=0, u--, o0. Man sieht auch leieht ein, dab 

x (1 - c ) - c  ai -1 ]" ( x -u)(1 - o (u)) d u  -~ c a; I be~2. 
0 

SchlieBlich haben wir 

lim D (x) = c a{ ~ b2/2- c bl d (12) 

und aus dem schon erw~ihnten Paley-Wienerschen Satz lim N(x)= l imc D(x) wo- 
mit Satz 1.2.1 bewiesen ist. Unter der Voraussetzung der Existenz der dritten 
Momente von F u n d  G war dieser Satz in [3] bewiesen worden. 

Um jetzt den Grenzwert von F(t, x) t~tir t ~ ~ zu erhalten bemerken wir, dab 
aus (7) folgt 

lira f(t, s) = lim IF(t, + O) + h (t) (1 - g (s))] 
l t ~ o O  

und wegen h(t) ~ (al + bl) -1 

t l imf(t ,  s)= ax +b[ 1 -~ =J'(s). 
t - ,  o0 a l  / 

1" 
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Aber f i s t  die Transformierte yon 

F(x)= al ( ~ ) a i + b  i l + a ; l  ~(1-G(u)) du , 
0 

und damit ist bewiesen der 

1.2.2. Satz. Fiir t ~ oo gilt 

( ) l i m F ( t , x ) = l i m P ( w ( t ) < x ) =  al l + a ~ ( 1 - G ( u ) ) d u .  
t--, c~ t ~  co a 1 -F b 1 o 

1.3. Der ProzeB w* (t). Wir wollen jetzt einen Markovschen Prozeg einfiihren, 
der dem semimarkovschen ProzeB w(t) in dem Sinne ~iquivalent ist, dab fiir alle 
nichtnegativen t > 0 und x > 0 gilt 

F(t, x) = P(w (t) < x) = P(w* (t) < x). (13) 

Hierzu nehmen wir zunachst einen PoissonprozeB mit der Lokalintensit~it 

2 (t) = h (t)/F(t, + 0), 

d.h. einen ProzeB auf der positiven Halbachse t > 0, so dab die Wahrscheinlichkeit 
f'fir genau k Ereignisse (Versagen yon Elementen) im Intervall tl < t < t2 gleich 

(k !)-i A k (tl, t2 ) exp [ -  A(ti ,  t2) ] 

t2 

ist mit A(tl,  t2)= ~ 2(u) du. Es sei weiter die Folge tl, t2, ..., tn, ... eine Realisation 
t l  

der Sprungstellen dieses Poissonprozesses und ~1, th,  ..., t/n, ... wieder die davon 
unabh~ingige Folge der Reparaturdauer. Weiter sei {t~'} folgende Unterfolge 
yon {tk}: 

t~=t  l, t*=min{t, , t~>=t,_ 1 .  +t/n_l} , n > l .  
v 

Dann wird w* (t) folgendermaBen definiert: 

, , . ,  ~ f 0 ,  o<=t<tt 
W 

(t)= [max [t/n_ l -- (t - t* 1),0], t*_l<t<=t*, n > l .  

Der ProzeB w* (t) wird als der ,,virtuelle" Zustand des Elements im Zeitpunkt t 
angesehen. Im Zeitpunkt t,, wo w* ( t~ -0 )>0  haben wir ein ,,fiktives" Versagen 
des Elements, in t*, wo w* ( t * -  0)= 0 ist, versagt es tatsiichlich. 

1.3.1. Lemma. Fiir jedes t >=O und x >=O gilt 

n(w ( t) < x)-- P(w* ( t) < x). 

Beweis. Wie iiblich beweist man, dab P(w* ( t) < x) = F* ( t, x) folgende Differen- 
tialgleichung befriedigt: 

8F* (t, x) ~F* (t, x) 
Ot - ~x 2(t)F*(t, + 0 ) [ 1 -  G(x)]. (14) 
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Daraus ergibt sich mit f *  (t, s )= 5r (t, x)) die Gleichung 

Of* 
Ot -sf*(t ,s)-F*(t ,  +O){s+2(t)[1-g(s)]}, 

die formal mit (2) 5bereinstimmt. Bezeichnen wir n/imlich q(t)=F*(t, + 0)-F( t ,  + 0), 
so gilt (s. (8)) 

09 GO 

e -~" q(u)du+s-l(1 - g(s)) ~ e-~"2(u)q(u)du =0 
0 0 

oder u 

q(u)= - ff [1 - G(u- x)] 2(x) q(x) dx. (15) 
0 

Aus [q (u)[ < 1 und 2 (x) ~ ai- 1 fiir x -~ ~ folgt aus (15) die Absch~itzung ]q (u)[ < c u, 

c = const und nach mehrfacher Anwendung derselben fAberlegung [q (u)[< (c u)_~" 
f'tir n = 1, 2, ..., d.h. q (u)= 0, womit alles bewiesen ist. n! 

Zuletzt sei noch bemerkt, daB, wenn die lokale Intensit/~t des Poissonprozesses 
konstant ist, die Lebensdauerverteilung exponentiell sein muB. Es sei ntimlich 
2(t)=h(t)/F(t, + 0 ) = 2 > 0 ,  d.h. h(t)=2V(t, +0) oder s +0)). Da 
Z(h)  = ~CP(F)/(1 - ~q~(G) ~ ( r ) )  und ~.~(F(t, + 0)) = [1 - ~(F)]/s (1 - 5r ~ ( r ) )  er- 
h/~lt man Z ( F )  = 2/(2 + s) w.z.b.w. 

w 2. Der  Fall  n > 1 

Betrachten wir jetzt ein System aus n identischen parallelgeschalteten Elemen- 
ten. Es sei F~ bzw. Gi die Verteilungsfunktion der Lebensdauer bzw. Reparaturzeit 
des/- ten Elements 1 < i<_n und wi(t) bzw. w* (t) die ihm zugeordneten Prozesse. 
Offenbar entspricht bei Parallelschaltung dem ganzen System der ProzeB 

~g/~, (t) = rain w* (t). 
l <i<=n 

FiJr die Verteilung yon ~E(t) haben wir 
?l 

1 - ~ (t,  x )  = 1 - P(~g#( t )  < x)  = l -I  (1 - F~ (t, x)), 
i = 1  

WO Fi(t, x)=e(wi(t)<x). 
Der ProzeB r (t) beschreibt den Zustand des Systems, denn ~ (t)= 0 bedeutet, 

dab das System als ganzes funktioniert und ~g~.(t)> O, dab es sp~itestens im Zeit- 
punkt t versagt hat. Weiter bedeutet ~ *  (t) die zuf~illige Zeit, die man abwarten 
muB, bis das System wieder funktioniert. 

Es sei weiter 
B,(t, 6)= {r 0 fiir ein t': t<t'<_t+6}, 

G,, 6 (t, x) die bedingte Wahrscheinlichkeit 

und 
G~,~(t, x)=P(Yl~,(t)<x[B,(t, 5)) 
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G.(t, x) ist die Verteilung der zuNlligen Reparaturzeit des ganzen Systems, 
falls es im Zeitpunkt t versagt hat. Explizite Ausdriicke hierfiir sind in der Regel 
unbequem, und wir werden die station~ire Verteilung ~ . (x)= lim G.(t, x) unter- 
suchen, t-.~o 

2.1. Satz. Es gilt 

fg.(x)=l-t  b{ t+b~+. . .+bE 1 dx i=1~ o 
oo 

wo bi= I t dGi(t). 
0 

Beweis. Wir haben 

1-G..a(t,x)= 
P({~r (t + 6)> x} c~ B.(t, 6)) 

a)) 

Das Ereignis {fC~(t+6)>x} c~B.(t, 6) kann folgendermaBen disjunktiv zerlegt 
werden: 

a) Im Zeitpunkt t ist r162 1 (t) > x + &, im Zeitintervall (t, t + &) versagt das n-te 
Element und dessen Reparaturzeit ist griSger als x + &. Die Wahrscheinlichkeit 
dafiir ist 

[1-~_l( t ,x+&)] F.(t, +O) 2.(t)6[1-G.(x +6)l+o(6). 

b) Im Zeitpunkt t gilt w*(t)>x+6, im Intervall (t, t+6)  versagt das System 
aus den ersten n - 1  Elementen und wird l~inger als x + 6  repariert. Die Wahr- 
seheinlichkeit dafiir ist 

[1 -F.(t, x+6) ]  P(B._I(t, 6)) [1 - f~ , ( t  + & x+&)] +0(6). 

c) Im Intervall (t, t + 6) versagt sowohl das n-te Element als auch das System 
der ersten n -  1 Elemente. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist o (6). 

Bezeichnen wit noch 

Sk(t)=limb-~ P(Bk(t,6)), l <k<n, 
6..*0 

dann erh~ilt man aus a), b), c): 

1 - re. (t, x) = [S. (t)]- ~ [1 - ~ (t, x)] 2. (t) (2) 

�9 F,( t ,  +13)+ [1 - F , ( t ,  x)] S,_, (t) [1 -fr (t, x)]. 

Zerlegt man n~imlich Bk(t, 6), so bekommt man 

k F,(t, +0) 
&(t )=[1-~( t ,  +0)] ~2~(t) 1 - F d t ,  +0)" (3) 

i = l  

Beriicksichtigen wit noch dazu, dab 2~(t)-~a7 ~, so f'tihrt die Rekursions- 
formel (2) mit (3) zu der gewiinschten Relation (1). 

Aus (1) bekommen wir fiir die mittlere station~ire Reparaturdauer fl des Systems 

fl= I t df~.(t)= b~ . (4) 
0 
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Hieraus kann auch die mittlere station~ire Funktionsdauer ~ des Systems er- 
mitteln. In der Tat ist fl/(~ + fl) die Wahrscheinlichkeit, dab das System lahmgelegt 
ist. Andererseits ist diese Wahrscheinlichkeit gleich dem Produkt der Versagens- 
wahrscheinlichkeiten der einzelnen Elemente, d.h. 

fl/(or + fl) = [-I bff(ak + bk) 
k=l 

oder 
n 

~=fl(1 - x )  rc -1, n =  [-I bff(ak+bk)" 
k=l 

Unsere weiteren Betrachtungen sind dem Fall gewidmet, wo c~ groB ist, oder 
genauer, wo sich jedes der n-Elemente so ver/indert, dab fiJr das ganze System 

~ oo. Daf'tir reicht hin, dab a = max (al, a2, ..., a,) ~ c~. 
,~hnlich kann auch die station~ire Verteilung ~(x) der zuf~illigen Funktions- 

dauer des ganzen Systems angegeben werden. Da auch diese Ausdriicke unprak- 
tisch sind, geben wir hier nur folgendes Resultat an. 

2.2. Satz. Es gilt 
~ ( ~ x ) ~ l - e  -x, ~ o o .  

Beweis. Der ProzeB ~/~,(t) hat wie die Prozesse w*(t), 1 < i<n  eine Folge von 
Zeitpunkten (Versagen), die einem Poissonschen Erneuerungsprozel3 entspringen 
mit der Lokalintensit~it 

,~(u) = ~ ,k(u), ,k(u) = h~(u)/Fv(u, + 0). 

Betrachten wir jetzt die Wahrscheinlichkeit 

oo 

Po (t) = ~ exp [--  A (t, t + y)] dr G. (t, y) 
o 

t2 

A(tl, t2)= S 2(u) du 
t[ 

daftir, dab nach dem Versagen des Systems im Zeitpunkt keine fiktive Versagen 
mehr vorkommen. Wir haben Po ( t )~  1, t ~ ~ ,  a ~ o0. In der Tat gilt 

e x p [ - A ( t , t + y ) ] ~ e  -at, fz= ~ a~ ~ 
und k = 

O0 O0 

]Po ( t ) -  1] < I ] e-a(t' ' + r ) - e -n ' l  dG,(t, y)+ ~ le - ~ ' -  11 dG,(t, y), 
o o 

so dab 
lim ]Po ( t ) -  iI < e + f l ~  +0(4). 

Aus ~ ~ 00 r  ~ 0o folgt die Behauptung. Sie erlaubt uns, die Funktions- und die 
Reparaturdauer f'tir ~ ~ 0o als unabh/ingig zu betrachten. 

Nehmen wir jetzt ein System, in dem dieselben Elemente nicht parallel, sondern 
der Reihe nach geschaltet sin& Bei einem solchen System werden die Rollen des 
Funktionierens und der Reparatur vertauscht. 
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Bezeichnet/~(t) die Erneuerungsdichte des Versagens dieses zweiten Systems 
und ft,(t, + 0) die Wahrscheinlichkeit, dab es im Zeitpunkt t funktioniert, so haben 
wir t 

~ ( t ,  +O)=~ . ( t )+  ~ cS.(x-- t )  h(x) d x ,  
o (5) 

8 .  (t) = 1 - ~r (t) 

und fiir die entsprechenden Laplace-Transformierten 

f ( s ) -  1 - g,  (s) [ 1 - h* (s)]. (6) 
s 

c~ 

Da ~= ~ x drb(x) und h(x) ~ (e+f i ) - l ,  erh~ilt man fiir groge :r 
o 

sh(s)=~-~ +o(~-l) ,  s--,O. 

Aus (6) folgt unmittelbar 

f ( s / e ) - - . f i - l ( l + s - 1 ) ,  e ~ o e ,  

und aus (8, w 1) und der Bemerkung am Ende yon w 1.3 die Relation 

f ( s )  = I /{s  + f lu  - ~* (s))}. (7) 

LSsen wir nach ~* (s) auf, so ergibt sich 

~ ,  (~- t s) = {fi f (s/~) + s f (s/~)/~- 1 } / fi f (s/cO. 

Aus alledem folgt 
~* (s/a) ~ (1 + s) -a, 

w.z.b.w. 
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