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Le dSveloppement du calcul stochastique au cours des dix derniSres anndes a 
rendu indispensable la raise fi jour de l'article ~3] de C. Dol6ans-Dade sur les int6- 
grales stochastiques ddpendant d'un paramStre, qui se limitait aux martingales 
de carr6 intdgrable. Les deux auteurs se sont mis au travail indSpendamment 
Fun de l'autre sur cette question, pour dScouvrir qu'ils avaient dSmontr6 
beaucoup de rSsultats communs. Ayant confronts leurs r4dactions, et constat6 
que leurs points de vue 6taient lSgSrement diffSrents, ils n'ont pu se rdsoudre/t 
refondre le tout en un article incolore. On trouvera donc ci-dessous deux 
parties I e t  II, dont la premihre suit / t  peu prSs le canevas de l'article initial de 
M. Yor, fi l'exception de la section 5, qui est une vSritable synthSse des r6sultats 
obtenus par les deux auteurs sur les intSgrales stochastiques dSpendant d'un 
paramhtre. La seconde partie correspond ~t peu prSs /t l'article initial de 
C. Stricker, allSg6 des r6sultats communs, et prdsent6 dans un ordre diffSrent de 
l'ordre primitif. 

Les rhsultats que nous prhsentons peuvent rendre service/t des utilisateurs du 
calcul stochastique pourvus d'un bagage technique relativement limitS. C'est 
pourquoi nous avons donnS des 6noncds simples, rejetant dans les <<remarques>> 
divers raffinements. En particulier, la sSrie des remarques entre astdrisques *. . . ,  
dSveloppe une extension des r6sultats 6noncds, qui a son int6r4t, mais qui aurait 
trop alourdi le texte principal. 

Enfin, nous remercions vivement P.A. Meyer dont les nombreuses remarques 
nous ont conduit/ t  la version dSfinitive de ce travail. 

I. Questions de mesurabilit6 intervenant dans le eaicul stochastique 

Introduction 

Dans chacun des domaines suivants: th6ories du filtrage et du contr61e, int6- 
grales stochastiques par rapport fi des martingales/t plusieurs paramStres, temps 
locaux associSs fi une semimartingale (cette liste n'est pas exhaustive), on est 
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amen6 it appliquer it chaque processus (X~')t~o d'une famille index6e par un 
param6tre u parcourant un espace mesurable, les op6rations usuelles de la ~th6o- 
fie g6n6rale des processus)), c'est it dire, les op6rations de projection ou de 
projection duale optionnelle ou pr6visible, d'int6gration stochastique par rapport 
it une semimartingale (d6pendant ou non de u), etc. 

Le but de ce travail est de montrer que si (X~)~>=0 d6pend mesurablement - 
en un sens qui sera pr6cis6 - du param6tre u, chacune des op6rations pr6c6- 
dentes conduit it des processus qui, eux aussi, d6pendent mesurablement de u. 
Plus exactement, le r6sultat de chacune de ces op6rations 6rant une classe de 
processus indistinguables plut6t qu'un processus, il s'agit de montrer que l'on 
peut choisir des processus appartenant it ces classes, et d6pendant mesurablement 
de u. 

Indiquons enfin que nous ne cherchons pas ici la g6n6ralit6 la plus grande, 
mais que l'on s'attache plut6t it d6gager un aussi grand nombre que possible de 
r6sultats simples et utiles - certains d'entre eux, d'une nature tr~s 616mentaire, ne 
figurent pourtant nulle part, it notre connaissance. L'article est divis6 en courts 
paragraphes, consacr6s chacun it une ~op6ration~. 

1. Notations et pr61iminaires 

1.1. ((2,~,( 'o~t) t~o,P) e s t  un espace probabilis6 filtr6, v6rifiant les conditions 
habituelles. Nous conviendrons que ~ o - = ~ 0 ,  et que ~,~=~-~-= V ~ .  On 

t 

d6signe par (9 (resp. ~)  la tribu optionnelle (resp. pr6visible) sur IR+ x f2 associ6e 
it cette famille. 

Darts tout l'article, on suppose donn6 un espace mesurable (U, q/), et l'on 
consid6re des applications X:  (u, t, co)v--~X2(o)) it valeurs r6elles sur U x IR+ x s 
Nous dirons que X est mesurable sans autre pr6cision pour exprimer la 
mesurabilit6 de X par rapport it q/ |174 Nous interpr6tons toujours X 
comme une famille, index6e par u, de processus stochastiques Xu=(xt)t>=o, et 
nous consid6rerons la phrase ~de processus X u d6pend mesurablement de u~ 
comme 6quivalente it ~X est mesurable~. 

Soient X et )( deux fonctions comme ci-dessus; nous dirons parfois que X et 
)~ sont indistinguables si, pour tout u s U ,  les processus X" et )7" sont 
indistinguables. 

1.2. On s'int6resse souvent (mais pas toujours) it des applications X telles que, 
pour tout u, X ~ soit indistinguable d'un processus citdlitg. Le lemme suivant, dfi 
it C. Dol6ans-Dade, donne des conditions tr6s commodes permettant d'affirmer 
l'existence d'une application Y indistinguable de X et mesurable. 

Lemme 1. Soit X une fonction sur U x lR + x Y2 telle que : 

a) Pour tout u6 U, le processus X ~ soit indistinguable d'un processus cddl~g. 

b) Pour tout t6IR+, il existe une application H t sur U X O, alia • ~-mesurable ,  
telle que: V u e U ,  X ~ ( . ) = H t ( u ,  .) P-p.s. 

Alors il existe une application mesurable Y sur U x JR+ • Y2, indistinguable de X ,  
et telle que pour tout u les trajectoires de Y" soient toutes c~dl~g. 
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D6monstration. Rappelons rapidement la ddmonstration de [3], lemme 5. Pour 
tout couple (a, b) de rationnels tels que a<b, pour tout N > 0 ,  soit M~(N, u, co) le 
hombre de montdes de la fonction H.(u, co), consid6r6e sur IDa[0, N[, ~ par 
dessus l'intervalle [a, b]. On v&ifie que M est une fonction mesurable de (u, co). 
Soit alors 

C = {(u, co): 3(a, b)3NeNIM~(N, u, co)= +oo}; 

C est ~#| et pour tout u la coupe C,={co:(u, co)~C} est 
n~gligeable d'apr6s a). Nous posons alors pour tout (u, t, co) 

Yt"(co)=0 si (u, co)eC, Yt"(co)= lim H~(u, co) si (u, co)r 
s$~t,s~lD 

I1 est facile de v6rifier que Y est mesurable, et que Yet X sont indistinguables. 
Toutefois, il reste un ddtail: l'application Y ci-dessus prend ses valeurs dans IR, 
non darts 1R. On 16ve cette difficult6 en adjoignant/i C les (u, co) tels que pour un 
N e N  on ait H*(u, co)= sup IH~(u, co)] = + oo. 

t < N, t~lO 

Supposons que Ht soit ~-mesurable pour tout t. La famille (~)  satisfaisant 
aux conditions habituelles, l'ensemble P-n6gligeable C, appartient /t -~0, et le 
processus (Yt ") est adapt6/t (~)  pour tout t et c/tdl/tg., donc optionnel, pour tout 
ueU. 

Remarques. 1) Sous les hypoth6ses de cette derni6re phrase, il est assez facile de 
v6rifier que l'application (u, (t, co))~--~Yt" (co) est ql |  mais l'applica- 
tion (u, (t, co))~--, Yt"(co) n'est pas a priori ~ ' |  C-mesurable. On reviendra lfl dessus 
apr6s la proposition 3, au n ~ 3.2. 

2) La d6monstration ci-dessus est susceptible de variantes. Supposons que 
pour tout u, le processus X" soit indistinguable d'un processus/t variation finie 2 
par exemple. Nous remplaqons C dans la ddmonstration prdcddente par l'ensem- 
ble des (u, co) tels que, pour un N entier 

lira ~ IH(k+ 1)2--(co) -- Hk2 .(co)l : + oo. 
n~oo 0 < k < 2 N n  

On v6rifie aussit6t que le processus Y construit plus haut est mesurable, et que 
toutes ses trajectoires sont fl variation finie. On peut marne obtenir mieux. 
Posons avec les m6mes notations, pour tMD et (u, co)r C 

[~[(CO)=H~(CO)+ lira ~ (H(k+n2-~t(o)-Hk2_,.(o)) + 
n ~  0 < k < 2  n 

et construisons de marne K~'(co) pour reiD. Puis, posons 

~"=  lim i~; ' ,  ~ "=  lira K~-U', 
s t  St, serf) s,~$t, s ~  

D a n s  tout  Farticle, I19 des igne l ' ensemble  des ra t ionne ls  dyad iques  k/2n(keN, n e N )  

2 Un  processus  (X~) est dit  fl va r i a t ion  finie si chacune  de ses t ra jectoires  es t / t  va r i a t ion  born6e sur 
tou t  in terval le  [0, N] ,  et con t inue  5 dro i te  
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nous obtenons les processus croissants qui r6alisent la d6composition de Jordan 
du processus ~t variation finie (Y,"); ceux-ci d6pendent donc mesurablement du 
param6tre u. 

De marne, supposons que pour tout u, X u soit indistinguable d'un processus 
croissant; on appliquera le m~me raisonnement en prenant pour C l'ensemble 
des (u, co) tels que H."(co) ne soit pas croissante sur ID. 

*3) Une situation plus d61icate, que nous examinons bri6vement dans les 
<<remarques>> est la suivante: au lieu de supposer donn6e une seule loi P, 
donnons nous une famille de lois (P,),~u, d6pendant mesurablement du para- 
m6tre u (i.e., P.(A) est fonction mesurable de u pour tout A ~ ;  autrement dit 
encore, u~--,P, est un noyau de U dans f2). Dans ces conditions, on supposera que 
la filtration (~ )  est continue/~ droite, mais les conditions habituelles ne seront 
pas satisfaites, les ensembles n6gligeables varieront d'une loi ~t l'autre 3, et les C, 
n'appartiendront pas ~t ~o. On modifie alors la d6monstration comme suit. Soit 
T(u, co) la borne inf6rieure des Ns lD tels que 

H}(u, co)= + oo ou que M](N,  u, co)= + oo pour un couple (a, b). 

Pour tout u, T(u, .) est un temps d'arr6t, et on a P,{T(u, . )= + ~}  =0. On pose 
alors 

Yt"(co)=0 pour t>T(u ,  co), Yt"(co)= lim H~(u, co) si t < T(u, co). 
s;$*,seIO 

Ce processus est (o~t)-adapt6 et continu ~t droite, mais il peut ~tre d6pourvu de 
limite ~ gauche ~ l'instant T(u, co). C'est la seule diff6rence par rapport au 
lemme 1.. 

1.3. Voici maintenant un lemme de mesurabilit6, relatif ~t l'int6gration de 
Stieltjes. 

Lemme 2. Soit A: (u, t, co)--+ A~(co) une application mesurable, telle que, pour tout 
u, A" soit un processus d variation finie. Soit H: (u, t, co)~--~H~(co) une application 

t 

mesurable telle que, pour tout u et tout t fini, on ait ~[H~(co)] IdA,(co)[ < oo P-p.s. 
0 

l l  existe alors une application mesurable Z telle que, pour tout u, les processus 

(i ) (Zt) et H~ dA~ soient indistinguables. 

En effet, lorsque H est born6, le th6or6me de Fubini (ou un raisonnement 

( i )  direct par classes monotones) entraine que le processus H~dA"~ d6pend 

mesurablement de u (sans aucune modification). On passe au cas g6n6ral par 
troncation et passage ~ la limite. 

3 Cette difficult~ dispara~t dans un cas important pour les applications, celui off toutes les lois P, 
sont dquivalentes ~ une m~me loi P. Bien entendu, les r6sultats de cette section-ci deviennent 6vidents 
dans ce cas, mais il n'en est pas de m~me pour les r6sultats h venir sur les esp6rances conditionnelles, 
les projections et projections duales ... Nous ne donnerons pas de d6tails sur cette situation parti- 
culi~re, assez facile/t 6tudier 
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2. Convergence de suites de v.a. et applications 

2.1. Dans  cette section, la fil tration ( 4 )  n ' intervient  pas. 

Le r6sultat  suivant 6tend le l emme 1 de [3], relatif  ~t la convergence en 
moyenne  quadrat ique.  

Proposition 1. Soit une suite d'applications ql |  X ,  sur U x f2. On 
suppose que pour tout u~U, la suite X,(u , . )  converge en probabilitd sur ~2. I1 
existe alors une application ~ |  X telle que pour tout u~U,  X(u ,  .) 
= lira X,(u ,  .) en probabilitY. 

n ~  oo 

D~monstration. On construit ,  pa r  r6currence, une suite d 'appl icat ions  ~ - m e s u r a -  
bles u~--,nk(u): 

no(U) = 1 

n k(u) = inf {m > n k _ 1 (u) [ sup P {]Xp (u, .) - Xq (u, .)[ > 2 -  k} __< 2 - k}. 
p , q > m  

Posons  Yk(u, co)=X,~(,)(u, co). Pour  tout  k >  1 et tout  u, nous avons 

P{[ Yk+l (U, , ) -  Yk(U, ,)] > 2  -k} < 2 - k ;  

la s6rie ~ 2 -k 6tant convergente,  cela entraine que Yk(u, .) converge p.s. Posons  
k 

alors 

X (u, co)= lira Yk(u, co) 
k ~ o  

= 0 sinon. 

si cette limite existe et est finie 

I1 est clair que cette v.a. satisfait aux condit ions de l '6nonc6. 
La  convergence dans L p ent ra inant  la convergence en probabili t6,  on en 

d~duit le: 

Corollaire.  Avec les notations ci-dessus, supposons que Xn(u , .) converge dans L p 
pour tout u~ U. Alors iI existe une application mesurable X sur U x (2 telIe que, 
pour tout u, Xn(u, .) converge dans L p vers X(u,  .). 

Remarques. 1) Nous  verrons plus loin au n ~ 3.1, r emarque  2) que, si la tribu Y 
est s@arable, on a un 6nonc6 analogue ~ la p ropos i t ion  1, mais  re la t i f / t  la 
convergence faible dans L 1 ou L p. 

*2) C o m m e  dans la r emarque  3) d u n  ~ 1.2, supposons  donn6e une famille 
mesurable  (P,)~t: de lois de probabil i t6,  au lieu d 'une seule loi P, et supposons  
que pour  tout  u, Xn(u, . )  converge en probabi l i t6  pour  la loi P,. La  marne 
d~mons t ra t ion  pe rmet  de construire une fonction mesurable  X telle que, pour  
tout  u, X(u ,  ~o) soit l imite en probabi l i t6  de Xn(u, co) pour  la loi P~.. 

*3) (Suite de la r emarque  2)). Supposons  que les X,(u ,  co)=X,,(co) ne 
d@endent pas du pa ram6t re  u. Est il possible d 'am~liorer  la remarque,  en 
choisissant une limite X(u,  co)=X(co) ne d6pendant  pas de u? Si l 'on admet  
l ' ax iome du continu, la th6orie des limites m~diales de M o k o b o d z k i  [9] permet  
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de r6pondre par l'affirmative, /L condition d 'admettre une fonction limite X 
mesurable, non par rapport  & Y ,  mais par r appor t / t  sa compl6tion universelle 
Y*.  Cependant, l'existence d'une limite X(u, co), d~pendant de u mais mesurable 
par rapport  au couple (u, co), suffit dans presque toutes les applications.,  

2.2. Applications. La filtration ( ~ )  va intervenir ici & nouveau. 

Proposition 2. Soit M une application mesurable sur U • IR + x f2 telle que, pour 
tout ueU, le processus (M~)t>=o soit une (P,(~t))-semimartingale (cela sous- 
entendra toujours que les trajectoires M".(co) sont c~dl~g.). 

I l existe alors une application mesurable [M, M]:  U x IR+ x (2--*IR+ telle que, 
pour tout u~ U, [M, M]" soit indistinguable de [M", M~]. 

D~monstration. D6finissons X: U xlR+ x f2~IR+ par X~'(co)=[M", M"]t , en 
choisissant une version (croissante) arbitraire de ce crochet, et v6rifions les 
conditions du lemme 1: a) est 6vidente, quant ~t b) on pose (t restant fix6) 

" --~-Mi2 o~) 
0 <  i < 2 n - -  t 

et l 'on prend pour Ht(u , co) une fonction mesurable, telle que pour tout u H~(u, .) 
tende vers H~(u, co) en probabilit6 (proposition 1). Quitte/~ augmenter un peu 
l 'ensemble C du lemme 1, on peut supposer que les trajectoires[M,M].(u, co) 
sont toutes croissantes (n ~ 1.2, remarque 2). 

Coro|laire. Sous les mdmes hypotheses, il existe une application mesurable 
( M  ~, M~): U x IR+ x f2~IR+ telle que, pour tout uEU, ( ( M  ~, M~))" soit indistin- 
guable de ((M") ~, (M")~). 

D~monstration. Les fonctions [M, M] et [M, M]_  : (u, t, co)~--~[M, M]~_ (nulle 
par convention pour t=0)  sont toutes deux mesurables. I1 en est de mSme de 
l'indicatrice 7 de l 'ensemble off elles sont 6gales. On d6finit alors ( M  ~, M ~) par 

t 

( M  ~, M~)~ --- ~7~ d iM,  MT~ 
0 

et on applique le lemme 2. 

*Remarque. Des r6sultats analogues valent, comme dans la remarque 2 du n ~ 
2.1, lorsqu'on suppose que (M~) est une P~-semimartingale pour tout u, la famille 
(P,) d6pendant mesurablement du param~tre u. I1 y a cependant un r6sultat int6- 
ressant qui ~chappe & cette m~thode, et pour lequel les limites m~diales de 
Mokobodzki  sont n6cessaires: lorsque un mSme processus (Mt) est  une P,- 
semimartingale pour tout u, il existe un mdme processus croissant qui est pour 
tout u une version du crochet [M, M] pour P,. Nous n'utiliserons p a s c e  r~sultat 
dans la suite., 

3. Densit6s, esp6rances conditionnelles, projections 

3.1. Dans ce n ~ la filtration (~-~) n'intervient pas. Nous nous donnons une sous- 
tribu fr de ~.  On a alors le lemme suivant, dont la d6monstration est une simple 
application du th6or6me des classes monotones. 
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Lemme 3. Soit X: U x ~--+ IR une application ~ |  /7-mesurable v~rifiant l'une des 
conditions suivantes : 

(~) X est positive. 
(fl) Pour tout u~U, E[IX(u, .)1] < ~ .  

II existe alors une application Y: U x ~2 ~ ]R, ~ | telle clue 

V u~U, Y(u, . )=E[X(u, . )J  .~] P-p.s. 

Remarques. *l) Comme darts la remarque 2) d u n  ~ 2.1, examinons le cas d'une 
famille mesurable (Pu)u~v de lois de probabilit6. Pour simplifier, supposons X 
born6e, et d6finissons les mesures born6es Q,(A)=E,[1A.X(u, . )]  sur ~, qui 
d6pendent mesurablement de u et sont absolument continues par rapport  h P~ 
restreinte h ~. Un th6or6me bien connu de Doob  affirme que, si ~ est s@arable, 
il existe une fonction ~ |  Y(u, co) telle que, pour tout u~ U, Y(u, .) 
soit une densit6 de Qu par rapport  ~ P, sur (r et on a alors Y(u, .)=E,,[X(u, . ) l~ ]  
P~-p.s. pour tout u~U..  

2) Ce m6me th6or6me de Doob  permet de r6soudre le probl6me pos6 dans la 
remarque 1 du n ~ 2.1. Oublions ~, et supposons que ~- soit s6parable. Consi- 
d6rons des applications mesurables Y,(u, co), et supposons que pour tout u Y,,(u, .) 
appartienne & La(O, P,) et converge faiblement dans cet espace lorsque n ~ ~ .  
Posons alors Q,(A)=limE,[Y,,(u, .)1A] pour tout A E Y ;  Q, d6pend mesurable- 

ment de u, et si l 'on d6signe comme ci-dessus par Y(u, co) une densit6 de Q, 
par rapport  /t P,, ddpendant mesurablement de u, nous avons aussi Y(u,.) 
=li ra  Y,(u, .) au sens faible dans LI(P,). 

n 

3.2. Nous faisons intervenir/ t  nouveau la filtration (~).  Soit H: 1R+ x ~2+IR un 
processus mesurable (que nous supposerons, pour simplifier, born6 ou positit), et 
soient ~ PH ses projections optionnelle et pr6visible. Rappelons que ~ par 
exemple, est 6troitement li6e/t certains op6rateurs d'esp6rance conditionnelle: 

- Si Tes t  un (~)-t.a., ~  P-p.s. sur {T< oo}. 

- Si A est un processus croissant (~)-adapt6  et int6grable (par exemple, 
A = [M, M], off M est une martingale de carr6 int6grable), ~ est une version de 
l'esp6rance conditionnelle de H par rapport  /i la tribu (9, pour la mesure 
dAs(co ) P(dco) sur (1R+ x (2, ~(1R+)| 
- Si H est un processus qui ne ddpend pas de t, ( ~ )  une filtration qui ne 
ddpend pas de t (o~ = N pour tout t), ~ est le processus constant en t et 6gal fi 
E [H  I ~3. 

Ainsi, le r6sultat suivant est une extension du lemme 3: 

Proposition 3. Soit H: U xlR+ x f2~ iR  une application mesurable, bornde ou 
positive. 11 existe deux applications K et L: U x (IR+ • f2) ~ N ,  mesurables respec- 
tivement par rapport d ~#| et U|  relies que 

pour tout u~U, K ~ (resp. L") soit une version de ~ (resp. VH"). 
On Ocrira dans la suite K = ~ L = PH. 
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DOmonstration. Si H (u, t, co)=f(u) g(t) h(co), avec feb(q/), geb(~(lR+)), heb(g) ,  
on pose 

K(u, t, to)=f(u) g(t) h,(co) 

L(u, t, ~o) =f(u)  g(t) h t - (co) 

off ht(co ) est une version c/tdl/tg de E[hl  ~t]. K et L satisfont aux propri6t6s de 
l'6nonc6, et on atteint ais6ment le cas off H est mesurable born6e par le th6or~me 
des classes monotones. Pour atteindre le cas positif, on applique le r6sultat 
prdc6dent aux fonctions H , = H / x n  (heN) et l'on pose ~176  
' H  = lim inf "H,.  

n 

Remarques. 1) Supposons qu'une fonction mesurable H sur U x IR+ x f2 soit telle 
que, pour tout u, le processus (H~') soit optionnel. Alors il existe une fonction K 
indistinguable de H telle que (u,(t, oo))--*K(u, t,e)) soit q/|  En 
effet, on se ram6ne aussit6t au moyen d!une bijection de IR sur ]0, 1[ au cas off 
/-/est born6e, et il suffit alors de prendre K-=~ On a des r6sultats analogues 
pour la projection pr6visible. 

*2) Dans la situation o/l l'on a une famille de lois de probabilit6 P,, on a un 
r6sultat analogue ~t la proposition 3, mais on perd la mesurabilit6 par rappor t / t  
q/| dans le raisonnement par classes monotones, en effet, E [ h ] ~ ]  doit 8tre 
remplac6 par E, [h I ~t-1 dont on construit, au moyen du lemme 1 (remarque 3)) 
une version mesurable continue ~t droite h(u, t, c~), optionnelle en (t, ~o) pour tout 
u fix6. Pour ce qui est du cas pr6visible, la l imite/t  gauche peut faire d6faut en 
un point, et il faut prendre quelques pr6cautions, mais nous ne donnerons pas les 
d6tails.. 

4. Projections duales optionnelle et pr~visible 

4.1. Nous allons traiter uniquement ici le cas de processus croissants intlgrables. 
L'article II perfectionnera ce r6sultat, en traitant le cas des processus croissants 
localement int6grables. 

Nous aurons besoin de l'hypoth6se suppl6mentaire introduite par 
Dellacherie et Stricker en [2]: 

(S) Eespace L 1 (~2, ~,  P) est sdparable. 

Cette hypoth6se 6quivaut/~ l'existence d'une tribu s6parable ff dont la (~ ,  P)- 
compl6tion soit 6gale ~ 0% 

Proposition 4. Soit A: U x IR + x (2 ~ IR+ une application mesurable telle que, pour 
tout u~U, A u soit un processus croissant intdgrable, non nicessairement adaptO. 

Si l'hypoth~se (S) est satisfaite, il existe deux applications mesurables B, C: 
U x IR+ x Y2~IR+ telles que, pour tout u6U, B" (resp. C u) soit projection duale 
optionnelle ,(resp. prOvisible) de A u. 
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D~monstration. Nous ne traiterons que le cas de la projection optionnelle. Nous 
associons ~t A la famille de mesures sur (IR+ x f2, ~ ( I R § 1 7 4  

s'( )1 e . (F)=E co) dA co 
LO 

off F est un processus mesurable born& Ces mesures d6pendent mesurablement 
de u, et il en est de mame des mesures ft, sur le m~me espace d~finies par 

Fixons ~, et consid~rons les mesures Q, sur (f2, ~ )  d6finies par 

Q,(F)=fiu([O , ~]xF) pour F ~ .  

La tribu ~ 6tant engendr6e par une sous-tribu s6parable fr  par les ensembles 
de mesure nulle, et la mesure Q, 6tant absolument continue par rappor t / t  P, et 
d~pendant mesurablement de u, il existe une fonction ~ |  Ht(u, co) 
telle que, pour tout u, Ht(u, .) soit une densit~ de Q, par rappor t / t  P. On v~rifie 
alors, comme dans la d6monstration de l'existence des projections optionnelles 
duales, que Hr(u,. ) est ~-mesurable,  et que H~(u,.)<Ht(u,.) P-p.s. pour s<t .  
Enfin, on construit B e n  appliquant le lemme 1, remarque 2), avec X~=(A~) ~ et 
les fonctions H~(u, co) que l'on vient de construire. 

Remarques. 1) Supposons que A" ne charge aucun graphe de temps d'arr~t de 
(4) ,  quel que soit u~U. Alors on a pour tout t et tout u 

2 ~ _ 1  

(A")~ lim ~ E[A(Ui+a)2-.t-AU2-.t]~2_.t] 
n ~  i = O  

au sens fort dans L a. Le lemme 3 nous permet de choisir des versions mesurables 
des esp6rances conditionnelles, la proposition 1 de bien choisir les limites, le 
lemme 1 de rdgulariser, et nous avons 6tabli la proposition 4 dans ce cas, sans 
l'hypothdse (S). 

On a un r6sultat analogue pour la projection duale pr6visible, si A" ne charge 
aucun graphe de temps pr6visible. Mais de toute faqon l'hypoth~se (S) est 
toujours v6rifi6e en pratique, et il est inutile de raffiner. 

*2) Si la loi P e s t  remplac6e par une famille de lois (P,)u~v, le marne 
raisonnement condui t / t  la m~me conclusion,/t  condition qu'il existe une mdme 
tribu s6parable ~ telle que la (~ ,  P~) compl6tion de ~f soit 6gale/t 5~ pour tout 
u~U. .  

5. Int6grales stochastiques 

5.1. On suppose, pour commencer, que les i.s. sont relatives ~t une martingale 
locale M qui ne d@end pas de u. On n'utilise pas l'hypoth6se (S) dans c e n  ~ 
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Proposition 5. Soient M une martingale locale, J: U x IR + x (2 -~ IR une application 
~ll | (9-mesurable telle que 

( j .  2 v. v, E ,) d M,M?s) ]<oo. 

II existe alors une application Y: U x IR + x Y2--+ IR, q l |  (9-mesurable, telle que 
pour tout u~U, le processus (Yt") soit indistinguable de l'int~grale stochastique 

t 

DOmonstration. Nous  allons construire une application Y satisfaisant /~ une 
condit ion un peu moins forte: Y sera mesurable, et le processus (Yt") sera 

t 

" - f 3 ~ d M ~ .  Pour  obtenir  la mesurabilit6 par indistinguable du processus X t -  
o 

rappor t  ~t ~ |  (9, il suffit d 'appliquer  la remarque  1) suivant la proposi t ion 3. 
Pour  construire le processus Y,, nous appliquerons le lemme 1 aux processus 

(X~'). En d6finitive, il nous suffit, pour  tout  t fix6, de prouver  l 'existence d 'une 
fonction mesurable Ht(u, o3) sur (U x Q, ~#| ~t) telle que 

t 

r u n g ,  H t ( u , . ) = ~ J 2 d M  ~ p.s. 
0 

Pour  6tablir cela, nous allons d ' abord  traiter le cas o4 J est bornd. Soit A 
l 'espace vectoriel des applications J, ~174 born6es, pour  lesquelles 
une telle application H t existe; A contient ~t l '6vidence les applications J(u, s, co) 
=h(u)  g(s, co) avec h~b(~) ,  g~b((9). D'apr~s le th6or6me des classes monotones ,  
il nous suffit 4 de montrer  que si des JnEA positifs convergent  en croissant vers J 
born6, alors on a J~A.  Or soient H i les fonctions associbes aux J". I1 est tr6s 
facile de v6rifier que, pour  tout  uEU, Hi(u, . )  converge en probabilit6 [ on se 
ram6ne par arr8t au cas o/l M r  1, et alors 

�9 dMs ~e, II Hi  (u, .) - H~ (u, .)I[ rl < c ! (jn (u, s, .) - J"(u, s, .)) 

oo \ 1 / 2  

qui tend vers 0 lorsque n, m ~  oe par convergence domin6e ]. On  conclut  alors 
en appliquant  la proposi t ion 1. 

Le cas born6 6tant ainsi trait6, on parvient  au cas g6n6ral par  un passage ~t la 
n _  limite exactement semblable, ~ partir  des fonctions born6es J --Jl{ijl<n}, et 

grfice ~t la proposi t ion 1 toujours. 

Remarque. Un point  dans cette d6monstra t ion dolt  6tre soulign6: le raisonne- 
ment  par classes monotones  fait ci-dessus ne repose que sur la convergence en 

4 I1 faut aussi 6tablir que A est ferm6 pour la convergence uniforme. La d6monstration est toute 
analogue, et nous la laissons de c6t6 
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probabilit6 6nonc6e juste avant la phrase entre crochets. Nous n'avons pas 
besoin de la justification de cette convergence contenue dans les crochets. 
Autrement dit, lorsque M ddpendra de u, nous n'aurons pas besoin de rendre 
mesurable en u le proc6d~ d'arr& contenu entre les [.. .]. 

5.2. Nous traitons maintenant le cas g6n6ral, celui d'une semimartingale 
d6pendant mesurablement de u. Comme nous travaillons sur une semimartingale, 
et non plus une martingale locale, l'int6grale d'un processus optionnel n'est plus 
uniquement d~finie (cf. [13]), d'ofl le remplacement de ~ |  (9 par ~ |  

Le th6or6me suivant est sans doute le plus utile, en pratique, de tous les 
rdsultats que nous pr6sentons. 11 donne toute la g6n6ralit6 possible au thdor6me 
principal de [3]. 

Th~or&ne 1. Soit M:  U x IR + x f2 ~ IR + une application mesurable, telle que pour 
tout u6 U le processus (M~) soit une semimartingale. Soit J: U x IR+ x f 2 ~ I R  une 
application qui appartient ~ b ( ~  |  

I1 existe alors une application Y: U x IR+ x f 2 ~ I R ,  ql |  telle que 
pour tout uEU, le processus (Yt") soit indistinguable de l'intOgrale stochastique 

J2 dM~ = (X~). 

DOmonstration. Nous reprenons mot pour mot la d6monstration de la proposi- 
tion 5. Pour le raisonnement par classes monotones, on part des processus 
J(u, s, co)=h(u) g(s, co), avec h~b(~) ,  et en prenant pour g u n  processus prdvisible 
616mentaire. Ensuite on poursuit la d6monstration jusqu'fi la phrase entre 
crochets, et l/t, la justification est diff6rente: on f i x e  u et on d6compose M" en 
N + B, off N est une martingale locale, B u n  processus ~t variation finie; pour B la 
convergence en probabilit6 est 6vidente, et pour N on proc6de comme dans la 
proposition 5. On conelut enfin par la proposition 1. 

Remarques. 1) Un argument de troncation permettra d'atteindre des fonctions J 
non born6es - par exemple, le cas off J" est un processus prdvisible localement 
born6 pour tout u~U.  

*2) Le m6me 6nonc6, avec la m~me ddmonstration, s'applique au cas off la loi 
P e s t  remplac6e par une famille mesurable (P~),~v de lois de probabilit6, M u 
&ant une ((~), P~)-semimartingale pour tout u. I1 y a seulement une ldg6re perte 
de mesurabilit6: le proeessus Y construit est mesurable, Y" est optionnel pour 
tout u, mais on ne peut plus rendre Y 0//x (9-mesurable par projection (remar- 
que 2) suivant la prop. 3).. 

Darts le cas des martingales locales, nous avons le th6or~me suivant, dont la 
ddmonstration empi&e un peu sur le n ~ 7. 

Th~or~me 2. On se place sous I'hypothOse (S). Soit M:  U x IR + x f2 une application 
mesurable, telle que pour tout u6 U le processus (M~) soit une martingale locale. 
Soit J: U • IR+ x f2--+IR une application ql | (9-mesurable, telle que pour tout u~ U 
le processus croissant 

t u \ 1 / 2  

l# 
\ 0  
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soit localement intOgrable. II existe alors une application Y: U xIR+ x f2~lR, 
x (9-mesurable, telle que pour tout ue U, le processus (Yt") soit indistinguable de 

t l'intOgrale stochastique " dM~ =(X~). 

D~monstration. Nous reprenons la d6monstration de la proposition 5. Le sch6ma 
restant le m6me: amor9age du raisonnement par classes monotones;  raisonne- 
ment par classes monotones et convergence en probabilit6 pour le cas born6; 
passage a u  cas non born6 par troncation et convergence en probabilit6, nous 
d&aillerons seulement la premi6re 6tape, qui est ici la plus d61icate. 

Nous allons raisonner par classes monotones d'une autre mani6re, en prou- 
vant que pour tout processus mesurable bornd K (non n6cessairement adapt6) le 
th6or6me est vrai pour le processus J = ~ Nous obtiendrons alors le th6or6me 
lui m6me en prenant K ~ ' |  (9-mesurable, de sorte que J = K, mais cela nous 
permet d 'amorcer le raisonnement par classes monotones en prenant K(u, t, co) 
=a(u) b(t)c(c~), avec aeb(~l), b(t)=l[o, Nl(t), et ceb(~). Introduisons alors la 
martingale born6e c~tdlhg ct = E [c [ ~ t ] ;  no us avons J(u, t, co)= a(u) b(t) q(o)), et 
nous sommes ramen6s, comme dans la d6monstration de la proposition 5, ~t 
v&ifier que pour tout t fixe: 

I1 existe une fonction mesurable Ht(u , oa) telle que pour tout u on ait p.s. 
t 

He(u, .) = ~ c~ dM~. 
0 

Comme nous avons d6j/~ 6tabli le r6sultat pour l'int6grale stochastique pr6- 

visible c~_ dM~, il nous suffit de l'6tablir pour ~Ac~dM~. Or nous avons 
0 0 

d'apr6s la formule de Pratelli-Yoeurp <<polaris6e>> ([8], p. 276) 

t t 

�89 Ac~dM"~=[c, M"]~-<c,  M">t-�89 AM"~dc ~. 
0 0 

Du c6t6 droit, le premier terme vaut �89 + M ", c + M " ] t -  [M ~, M"]~-  [c, c]t); il 
en existe une version d6pendant mesurablement de u d'apr~s la proposition 2. 
Toujours du c6t6 droit, posons /2";"=AM~ l{]~M]l<n); nous savons d'apr6s la 

t 

proposition 5 que f/2";'" d c~ admet une version d6pendant mesurablement de u, 
0 t 

et d'autre part, pour tout u fix6, [L~'"dc~ converge en probabilit6 vers 3 s 
t 0 

A M~dc~; on conclut alors par la proposition 1. I1 reste donc seulement 
o 
6tudier le terme du milieu. Si M" appartient/~ 3 f  ~ pour tout u, nous pouvons 
appliquer la remarque 2 suivant le lemme 1, et la proposition 4, car le processus 
[c, M "] est/ t  variation int6grable: 

E [ i  ,d[c, Mu]~,]<C,IM~I,~ IIC'IBMO < 00. 

Mais le cas g~n6ral exige que l 'on fasse appel ~t la proposition 6 (d'ailleurs tr~s 
simple). 
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Remarques. 1) Si pour tout u, M" est une martingale uniJbrm~ment intOgrable, on 
peut se ramener de mani&e 616mentaire au cas de ~ .  Posons en effet 

T,,(u, co)=inf {tMD: IM~(co)/>n } 

puis (en omettant l'indice n pour la clart6 typographique) 

I1 est clair que _aTP d6pend mesurablement de u. D'autre part, pour tout u/f /"  est 
une martingale domin4e p.s. par la v.a. int6grable n vlMTn(,,.)l, donc elle 
appart ient / t  d4 '~. On raisonne alors sur 2fP, puis on fait tendre n vers + oo en 
utilisant la convergence en probabilit6 et la proposition 1. 

*2) Cette d6monstration ne permet pas d'aborder le cas d'une famille de lois 
(P,),~v: en effet, dans ce cas la martingale E,[c}.~t]=c' / d6pend de u, et la 
formule de Pratelli-Yoeurp ne permet pas de simplifier le probl6me. Les 
m6thodes de la seconde partie permettent d'6tablir le r6sultat cherch& Nous y 
reviendrons rapidement au n ~ 10.1, remarque 2)., 

6. Application aux temps locaux associ6s fi une semimartingale 

Si X est une semimartingale r4elle, P.A. Meyer a montr4 en [8] que, pour tout 
adR,  il existe un processus croissant continu L ~ tel que 

t 

( X t -  a) + = (X o - a )  + + y l(x~_ >~} dX~ 
0 

+ ~ (l{x . . . .  }(X_a)-+l{x~<=~}(X_a)+) _H~i2t . l a  
O<s<t 

(6.1) 

D'aprSs le th6or8me 1 {dont la force n'est d'ailleurs pas enti6rement utilis6e, 
car X ne d6pend pas de a) il existe une version d ( IR)x  (9-mesurable de l'int6- 

t 

grale stochastique y l{x . . . .  } dX~. Comme la somme ne pose aucun probl6me, il 
0 

existe une version de l'application (a, t, o))~-~L~(co) qui est NOR)x (9-mesurable 
(en fair, N'(IR)x N-mesurable si on le d6sire, en vertu de la continuit6 de L~.). 
Cette mesurabilit4 rend licite l'identit6 suivante, qui figure dans [8]: 

+ c o  

g/~b(Cd(lR)), yf(Xs)d(X~,X~)~ = [ f(a)Utda p.s. (6.2) 
0 - - c~  

Rappelons que cette identit6 et la relation 

-coo 

VaEIR S l{xs*a}dL~=O (6.3) 
- o o  

justifient l'appellation de (<temps local de X en a>> donn4e/t  L a. 
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II. Mesurabilit6 dans les probl6mes de d~eomposition 

Dans  cette partie, nous &udions  la mesurabil i t6 par  r appor t  au param6t re  u de 
diverses d6composi t ions  famili6res en th6orie des mart ingales:  d6composi t ion  
des semimart ingales  en une mar t ingale  locale et un processus ~t var ia t ion finie, 
d6composi t ion  des mart ingales  en part ie cont inue et s o m m e  compens6e de sauts. 
Nous  6tudions aussi la r6duct ion des mart ingales  locales fi la classe ~ ~ par  des 
temps d 'arr6t  d6pendant  mesurab lement  du param6tre ,  la d6composi t ion  d 'un 
temps d 'arra t  e n s e s  part ies pr6visible et to ta lement  inaccessible, et le recouvre-  
men t  d 'un graphe accessible par  des graphes  pr6visibles 5. Nous  n 'avons  pas  
cherch6 g faire un expos6 syst6matique, et les r6sultats pr6sent6s ici sont les plus 
c o u r a m m e n t  utilis6s en th6orie des mart ingales.  

7. Processus $ variation localement int6grable 

7.1. Darts ce n ~ nous allons am61iorer la p ropos i t ion  4, en suppr imant  l 'hypo- 
those d'int6grabilit6. Rappe lons  que l 'hypoth6se (S) joue un r61e essentiel dans la 
d6monst ra t ion  de la p ropos i t ion  4, et par  cons6quent,  dans l 'extension que l 'on 
va  en donner.  

Proposition6. Soit (AU),~v une famille de processus croissants localement 
intdgrables ,(non ndcessairement adaptOs) d@endant mesurablement de u. II existe 
alors une famille ~" (A )u~v de processus croissants prOvisibles, d@endant mesurable- 
ment de u, telle que, pour tout u~ U, ft  u soit projection duale prdvisible de A". 

Dimonstration. Nous  posons  (avec la convent ion usuelle A~_ = 0) 

T,(u, co) = inf { t e D :  A~(co) > n} 

B'~ (co, n) = A'~ (co) 1 it < T,(u, o))} -~ A~,,(,,, o)- 1 {t >= Tn(u, ,o)}' 

Pour  tout  n, (B~'(., n)) est un processus croissant (non adapt6) born6 par  n, donc  
int6grable, d6pendant  mesurab lemen t  de u. D 'apr6s  la propos i t ion  4, il existe 
pour  tout  n un processus croissant int6grable ( t ( - ,  n)), d~pendant  mesurable-  
merit de u, qui est pour  tout  u project ion duale  pr6visible du prOcOdent. Lorsque  

~ u  
n croit, (B~'(., n)) et (B t ( . ,  n)) croissent, et l ' int6grabilit6 locale de A" garant i t  que 
la limite de (/~'( . ,  n)) est p.s. finie pour  tout  u et tout  t fini. Nous  pesons  doric 

~U " ~tl  
B t (co) = h m  B t (co, n), 

n 

processus auquel  nous raisons subir une derni6re rOgularisation ~ la maniOre du 
n ~ 1.1, destin6e ~t rendre toutes ses trajectoires croissantes et continues ~t droite. 
11 ne reste plus qu'~ appeler  A l e  processus ainsi obtenu. 

5 Un autre prob16me naturel, de th6orie des capacit6s cette lois, concerne les ensembles optionnels 
ou pr6visibles d6pendant mesurablement d'un param~tre: admettent-ils des sections d6pendant 
mesurablement du param6tre? On peut d'ailleurs se demander dans quelle mesure un tel r6sultat 
serait ~<utile>~ 
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Remarques. 1) Soulignons le sens de l 'hypothSse:  pour  tout  u, il existe des temps 
d 'a r ra f  T, tendant  vers l'infini tels que E [A]~] < oo 6, mais aucune coh6rence n'est  
impos6e aux T, cor respondan t  aux diff&entes valeurs de u. Nous  verrons plus 
tard  que l 'on peut  en fait choisir des T, d6pendant  mesurab lement  de u 
(proposi t ion 9). 

2) On a des rdsultats analogues,  mais  moins  utiles, concernant  les projec- 
tions duales optionnelles.  

3) Grfice fi la r emarque  2) d u n  ~ 1.1, on 6tend aussit6t la propos i t ion  6 aux 
processus non croissants, ~i var ia t ion localement  int6grable. 

*4) Ident ique ~t la r emarque  *2) suivant  la propos i t ion  4. 

8. D6compositions de semimartingales 

D6sormais  t 'hypothbse (S) est en vigueur, jusqu '  fi la fin de l'article. 

8.1. Le r6sultat suivant  nous semble part icul i~rement  utile. 

Th6or~me 3. Soit (XU)u~v une famille de semimartingales, d@endant mesurable- 
ment de u. 

I1 existe alors une famille de martingales locales (M~)~v nulles en O, une 
familIe de processus d variation finie (A"),~u , d@endant routes deux mesurabIe- 
ment de u, relies que pour tout u on ait X " = M U +  A" (aux  ensembles dvanescents 
pros). 

Si pour tout u la semimartingale X u est spdciale, on peut imposer d A u d'etre 
pr~visibIe - autrement dit, X ~ = M  u + A" est une d~composition canonique de X ~, 
d@endant mesurablement de u. 

Ddmonstration. On ne restreint pas la g6n6ralit6 en supposan t  que X(u,  O, co)=0; 
nous le ferons dans toute  la suite. 

La d6monst ra t ion  va compor t e r  plusieurs r6ductions successives, que nous 
t rai tons s6pardment.  

8.2. D a n s  cette 6tape, on v a s e  r amene r  au cas des semimart ingales  ~i sauts bor- 
n6s pa r  1. Grfice au l emme 1, on ne perd  pas de gOn6ralit6 en supposan t  que 
routes les trajectoires de X sont c/tdl/tg. 

L e m m e  4. Le  processus d variation finie 

O<s~t 

d@end mesurablement de u. 

D~monstration. Nous  d6finissons par  r6currence:  To(u , co)=0, et 

T,+ ~ (u, co) = inf {tMD {X~'(co) - X~-(co)l > 1/2}. 

6 Ceci n'est correct, en toute rigueur, que si A;=0. Mais peu importe dans an commentaire 
explicatif 
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I1 est clair que les T,(u, o9) sont des fonctions mesurables. Puis on a 

n 

d'ofi aussit6t le r&ultat d&ir& 
Montrons maintenant comment  ce lemme permet de ramener enti&-ement le 

thSorSme 3 au cas des semimartingales/t  sauts born& par 1. Supposons le th6o- 
rSme 6tabli dans ce cas, et posons Z t = X~' - Yt"; comme (Z~') a des sauts born6s 
par 1, elle est sphciale, et l 'on peut donc 6crire 

off (M~) est une martingale locale d6pendant mesurablement de u, et (A~) un 
processus h variation finie pr6visible d6pendant mesurablement de u. Alors nous 
avons pour X la d6composition suivante, qui d6pend mesurablement de u: 

X ~ - M ~  +(A'[ + Yt ~) 

et si X" est sp6ciale pour tout u, la d6composition canonique mesurable: 

X~ = (M~ + ~ - ~") + (A~ + ~"). 

En effet, si X u est sphciale, Y~ est h variation localement inthgrable, et la 
proposition 6 entrMne l'existence d'un compensateur prdvisible Y" d6pendant 
mesurablement de u. 

Nous supposons donc maintenant que les sauts de X" sont born6s par 1. 
Nous appliquons la proposi t ion 2 pour construire une version de IX", X "] 
d6pendant mesurablement de u, et nous posons 

R~(u, o))=inf{t~ID: I X  ~, X'~t>n ou IX~l>n}. 

Ces temps d'arr& d6pendent mesurablement de u et tendent vers + oc. D'autre  
part, nous avons pour tout u 

]X~^R, I <n+ 1, IX  ~, X~]~R <n+ 1 pour tout t. 

Si nous savons &ablir que les semimartingales sp6ciales (X~^~,,(,, .)) admettent 
des d6compositions canoniques d6pendant mesurablement de u, nous en 
d6duirons par recollement le m~me r6sultat pour X ", et le th6or6me 1 sera &abli. 
Nous faisons cela dans le n ~ suivant, en omettant  l'indice n pour la simplicit6 des 
notations. 

8.3. Ainsi, le point essentiel de la d6monstration est le lemme suivant 

Lemme 5. Supposons qu'il existe une constance c telle que l'on air pour ~out u 

IX  ~, X"]~<=c p,s.; [X~]<c p.s., pour tout t~lR+. 

Alors la semimartingale (X ~) admet des d~compositions canoniques d@endant 
mesurablement de u. 



Calcul stochastique d6pendant d'un param6tre 125 

D~monstration. Choisissons de mani6re arbitraire une d6composition canonique 
de X": X"=M"+A ~. D'apr6s le lemme 1, il nous suffit de construire, pour 
chaque t, une fonction mesurable H~(u, co) telle que 

pour tout ueU, Ht(u, . )=A~'( . )  p.s. 

En effet, nous saurons alors construire une version (indistinguable) de A 
d6pendant mesurablement de u (n ~ 1.1, remarque 2), d'o/l la mSme chose pour  M 
par diff6rence. 

D'apr6s Stricker [10], lemme 3.3 p. 59, on a pour tout t 

E [[A'~ A ' ] , ]  < E [ [ X ;  X ' ] , ]  < c. 

Done aussi E[[M", MU]t] < 2 c ,  et M" est une martingale de cart6 int6grable. 
Mais alors on a aussi E[(A~)2]<2(c2+4c2)< o% et en particulier At est intd- 
grable. La tribu Y 6tant s6parable aux ensembles de mesure nulle prSs, nous 
sommes ramen6s, grfice au th6orSme de Doob  utilis6 au n ~ 3.1, remarques 1) et 
2) (qui vaut pour les mesures sign~es borndes d6pendant mesurablement d'un 
param6tre) / t  ddmontrer que: 

pour tout t< o% tout Je f f ,  la fonction u~-*E[A] Ij] est ~-mesurable. 

A cette fin, nous introduisons la martingale c/tdl/~g bornde Js=E[J[~,~], et une 

7'  t ~ 
version Y" ddpendant mesurablement de u de 1 lntegral~ stoehastNue j Js-dX"s 

0 

(th6or6me 1). Si nous montrons que Yfl est int6grable pour  tout u et que 
E[A~ls] =E[Y~U], la propridt6 cherch6e r6sultera du thdor6me de Fubini, et le 
th6or6me 3 sera compl6tement d6montr& 

Pour 6tablir cette relation, nous 6crivons 

E[1j At] = E[JtAt] = E [i AsdJs + Js_ dAs ] 

du fait que A est un processus/ t  variation finie pr6visible. D'autre  part  on a, en 
introduisant la martingale locale N = A. J 

El[N, N]~/2] = E  AZsd[J, J]~) ] ~E[A*[J, j ] ) /2]  

<= (Ef(A;~)2]) ~/z (E[[J ,  J]t]) 1/2. 

Or on a E[[J, JJt]=E[Jrz]=P(J), et A * < X * + M * e L  2. Done N appartient fi 
~ a  sur [0, t], elle est en partieulier uniform6ment intdgrable, et l 'on a E[N,] = O. 
Par consbquent 

car J - M est une martingale de carr6 int6grable. 
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*Remarque. Ce thdor6me s'6tend g des familles mesurables (P,)~v de lois de 
probabilit6, avec la marne dOmonstration, et avec la marne interprOtation de 
l'hypoth6se (S) que dans la remarque 2) suivant la proposition 4. .  

* 8.4. La dOmonstration prOc6dente conduit ~t un r6sultat qui a un certain int6r6t 
technique. 

Proposition 7. Soit (X"),~u une famille de semimartingales, d@endant mesurable- 
ment de u, et soit N~IR+ fix& II existe alors une famille mesurable (P,),~v de lois 
de probabilit# dquivalentes d P, telle que pour tout u le processus (XT) soit une 
((~), P,)-quasimartingale sur [0, N]. 

DOmonstration. Nous suivons Stricker [10]. Nous choisissons une version mesu- 
table de [X", X"] (proposition 2), et introduisons les lois Oquivalentes ~t P 

Ct I 

Q ~ = I + [ X , , X , ] N + X ,  P 

oh c. est une constante de normalisation. Comme (X") est one Q.-semimarringale 
et X~ est Q.-int6grable, (X ~) est une Q.-semimartingale sp6ciale, et admet une 
dOcomposition canonique X " =  M~+A" relativement/t Q~, dOpendant mesurable- 
ment de u (il nous faut pour cela le th6orhme 3 pour une famille mesurable de 
lois, mais dans la situation un peu plus simple oh toutes les lois appartiennent A 
la m4me classe d'4quivalence). Ceci 4tant fait, nous remarquons que 

N 

0 n ~ o o  O = < k < 2  n 

d~pend mesurablement de u, et il nous reste ~t poser 

c; "Q.. 

0 

La d6monstration que P~ poss~de les propri~t~s d6sir~es est alors celle de 
Stricker [10], lemme 3.4, p. 61,, 

9. Temps d'arr6t pr6visibles et applications 

9.1. Pr6sentons tout d'abord une variante, dfie ~t Dellacherie, de la carac- 
t6risation des temps d'arr6t pr6visibles obtenue par Chung et Walsh ([14], 
proposition 4: les auteurs supposent T int~grable, et consid6rent A, = t A T). 

Lemme 6. Soit f(t)  une fonction sur [0, oo], nulle en O, continue, strictement 
croissante et born~e. Soit Tun  temps d'arr6t; posons 

A t = f  ( tAT)  Xt=E[Aoo-At]~tt  ] (version cddIdg). 
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Alors Tes t  pr~visible si et seulement si Xr_  =0  p.s. sur {T>0},  et la suite de t.a. 

T,=inf{t: X t< 1/n} 

annonce alors T. 

DOmonstration. Soit S=inf{ t :  X t_ =0}; on sait que X est nul sur [IS, ov[[, et en 
particulier que Xs=O , d o n c  E[As]=E[Ao~]; comme f est croissante, cela 
entraine A s = A ~ ,  et comme f est strictement croissante, S >  T. Comme X est 
nul sar lET, oo1[ on a aussi S <  T, doric S :  T (p.s.). La suite T, est croissante et sa 
limite est 6gale ~ S. I1 est clair que T ,<S  pour tout n sur l'ensemble {S>0, 
X s _ = O } = { T > O ,  X r_=O}. En particulier, si X r  =0  p.s. sur {T>0},  T e s t  
pr6visible, annonc4 par la suite (T,). 

Inversement, si Tes t  pr6visible, annonc6 par une suite (R,), on a lira E [XR. ] 
n 

= l i m E [ f ( T ) - - f ( R , ) ] = O ,  donc lira X R = 0  p.s.; or cette limite est 6gale/~ X r _  
n ?t 

sur {T>0}. 

Proposition 8. Soit (T"),~v une famille de temps d'arr6t prdvisibles d@endant 
mesurablement de u. II existe alors des families (7",") de temps d'arr~t d@endant 
mesurablement de u, telles que T~ croisse avec n, et que pour tout ueU la suite (T,~) 
annonce le temps pr~visible T ~. 

DOmonstration. Nous posons comme dans le lemme 6 

u u _ _  U U A t = f ( t A  T(u, .)), X t - - E [ A ~ I W t ] - A  t 

off la martingale c~tdlAg E [ A ~ ] ~ ]  d@end mesurablement de u (lemme 1). La 
suite cherch6e est alors 

T~(u, co) = inf {tMD: X2(co) < 1/n}. 

9.2. Nous appliquons cela aux processus fi variation finie et aux martingales 
locales. 

Proposition 9. Soit (A"),~v une familIe de processus croissants (non ndcessairement 
adapt~s) localement intdgrables, d@endant mesurablement de u. I1 existe alors une 
suite crossante (Tn(u , co)),~ de temps d'arrYt d@endant mesurablement de u, telle 
que l'on ait pour tout u 

Vn E[A"rn(~, .)1~%(,, .)>o~] < ~ ,  lim 7~(u, co)= oo p.s. 
n 

Ddmonstration. On se ram6ne ais6ment au cas off Ao=0.  Grfice fi la proposi- 
tion 6, en remplagant A par A, on se ram6ne au cas off A" est prOvisible pour 
tout u~ U. Posons alors 

R~(co) = inf {t~lD: A~'(co) > n}. 

R~ d6pend mesurablement de u. Comme il est p.s. 6gal /t inf{t: A~'>n}, d6but 
d'un ensemble pr6visible ferm6 fi droite, il est pr6visible. D'apr6s la proposi- 
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tion 8, il existe une suite (S.,.) de t.a. d6pendant mesurablement de u et 
annongant R.; pour tout m on a A}.~(., .)< n p.s.. Enfin, on pose 

Tk(U, co)= sup S,,,(u, co). 
n<-_k,m<_k 

Proposition 10. Soft (MU)~v une famille de martingales locales d@endant mesura- 
blement de u. Il existe alors une suite croissante (T~(u, co))~ de temps d'arr~t 
d@endant mesurablement de u, telle que 

- pour tout u, lim T,(u, . ) = + oc p.s. 
n 

- pour tout u et tout n, la martingale locale M ~  r,(,,.)l{r,(,, .)>o} appartienne 
~t ~ 

DOmonstration. On applique la proposition 9 au processus croissant l-M, M] ~/2 
(proposition 2). 

*Remarque. Tout ceci s'applique aussi ~ une famille de lois P, dhpendant 
mesurablement de u, /i condition que l'hypoth6se (S) ait lieu avec une m~me 
tribu shparable ind6pendante de u (remarque 2) suivant la proposition 4).. 

10. D~compositions de martingales et int6grales optionnelles 

10.1, Le probl6me de la d6composition des martingales locales en leur partie 
continue et leur partie purement discontinue se ram6ne, en principe, ~t celui des 
int6grales optionnelles, En effet, la partie purement discontinue de la martin- 
gale locale M est aussi l'int6grale optionnelle J .  M, off J est l'indicatrice de 
{(s, co): A M~(co)~ 0}. Ainsi, le probl6me de la mesurabilit6 des d6compositions se 
ram6ne au th6or6me 2. Mais nous nous proposons dans cette section de donner 
une d6monstration plus directe de la mesurabilit6 des d6compositions, ce qui 
nous conduira aussi ~t une autre d6monstration du th6or6me 2 lui mSme 
*valable pour des familles mesurables de lois de probabilit6.. 

Proposition 11. Soit (M")u~v une famille de martingales locales d@endant mesura- 
blement de u. Il existe une famille (N") de martingales locales d@endant mesura- 
blement de u telle que, pour tour u~U, N" soit une version de la partie purement 
discontinue de M u. 

Ddmonstration. Nous construisons par r6currence, ~ 6tant un hombre >0, les 
temps d'arr6t suivants 

To=O, 

Tn + 1 (U~ (D) = inf {t slD: t > T.(u, co), [M~'(o)) - M}.(., ~)(co)] > e/2} 

puis nous posons 

A~(u, co)= ~ aM~.(u, co) I~I~M~ I >~(U, CO) l~r.<t/(U, CO). 
t l  
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Du fait que [M,M] 1/2 est localement intdgrable, A~.(u, .) est un processus /t 
variation localement intdgrable, et nous pouvons poser (prop. 6) 

U?(u, co)= A;(u, co)-;t~(u, co)= i JS(u, �9 ) clM~(co) 
0 

ot~ J~ est le processus optionnel, indicatrice de {(u, s, co): IAM"s(co)l > e}. Fixons u; 
lorsque ~ ~ 0, j r  converge en croissant vers l'indicatrice de 
{(u,s, co):AM'~(co)+O}, donc N[(u, .) converge en probabilit6 vers la partie 
discontinue de M". On applique alors la prop. 2 et le lemme 1, comme on l'a 
ddjfi fait plusieurs lois. 

*Remarques. 1) Cette d6monstration s'applique - sous la forme addquate de 
l'hypoth6se (S), comme dans les remarques pr6cddentes - /~ une famille de lois 
P, d6pendant mesurablement de u. 

2) Ayant obtenu ce r6sultat, il n'est pas difficile de reprendre la fin de la 
d6monstration du th6or6me 2 de telle sorte qu'elle s'applique fi une famille 
mesurable de lois. En effet, on a / t  choisir des versions, d6pendant mesurable- 

ment de u, d'int6grales optionnelles du type i A c~dM~, of a c" est une martingale 
f 

0 

born6e par 1 d6pendant mesurablement de u. La partie continue de M" donne 
une contribution nulle, de sorte que cette int6grale est limite en probabilit6 de 

i A c~dN~(u,. ) lorsque e-+0. Ce processus est/t  variation finie, c'est le compens6 
0 

t 

de 5 Ac~dA~(u,. ); on applique donc le lemme 2 et la prop. 6, et le thdor6me 2 est 
0 

6tabli en toute g6n6ralit6.. 

10.2. On peut aussi <<rendre mesurable>> (* g condition de travailler avec une loi 
fixe P, ou du moins avec une famille P. de lois 6quivalentes/~ P.) la construction 
tr6s explicite de la partie purement discontinue d'une martingale locale qui 
figure dans les expos6s classiques. A cet effet, on se ram6ne au cas de ~(r par la 
proposition 10. Puis l'on consid6re une famille (R,) de temps d'arret d6pendant 
seulement de co, non de u, et poss6dant les propri6t6s suivantes (Stricker [11], 
lemme 1) 

- Pour tout n, R, est soit pr6visible, soit totalement inaccessible. 
- Les graphes des R,, sont disjoints. 
- La r6union des graphes [[R,~ contient les sauts de toutes les martingales. 

On associe alors fi M" le processus/t variation finie 

AT(u, co)= zlM~o(co) I~,~=R~)~ 

et la martingale 

~(u, co)= ~lT(u, co)-dr(u, co). 

On sait qu'alors la partie discontinue de M" est somme de la sdrie des N~,(u,.), 
convergente en probabilit6. L'int4rat de cette construction est le fait que N"(u, .) 
saute uniquement sur le graphe de R,. 



130 C. Stricker et M. Yor 

10.3. Toujours dans le marne ordre d'id6es, d6montrons rapidement le th6or~me 
6tabli ind6pendamment par Chou [1] et L6pingle [7], dans le cas de processus 
de sauts d6pendant mesurablement du param~tre u. Rappelons que ce th6o- 
r~me a permis ~t Jacod [6] de pr~ciser le domaine de d~finition des int~grales 
stochastiques optionnelles. 

Proposition 12. Soit (a")u~v une famille de processus d@endant mesurablement de 
u. On suppose que pour tout ue U le processus a ~ est optionnel, l'ensemble {au +0} 
est fi coupes ddnombrables, et le processus croissant 

O_<s_<t 

est localement int~grable. On suppose aussi que pour tout temps pr~visible T tel 
ii que E[A~r] < oc on a E[a  r l~r<o J - 0 .  

ll existe alors une famille (MU),~v de martingales locales purement disconti- 
nues, d@endant mesurablement de u, et telle que pour tout u e U  les processus 
(4M u) et (a ~) soient indistinguables (en convenant comme d'habitude que AM~o 
= M ; ) ,  

Ddmonstration. Nous commenqons par construire, en nous appuyant sur l'hy- 
poth~se (S), une suite (S,) de temps d'arrat - ne d6pendant que de co, non de 
u - ~puisant les sauts de toutes les martingales uniform6ment int~grables, donc 
aussi de toutes les martingales locales. D'apr~s le th6orbme de Chou-L6pingle, 
appliqu~ en fixant u~U, l'ensemble J =  U [is,i] contient l'ensemble {a":t:0} /t 

n 
un ensemble 6vanescent pr6s. Remplaqant alors a" par a" 1j si n6cessaire, nous 
pouvons supposer que cette inclusion a lieu identiquement, et il est alors tr~s 
facile de v6rifier que A ~ d6pend mesurablement de u. Nous appliquons alors la 
proposition 9 pour nous ramener au cas off les A" sont des processus croissants 
int~grables (il restera A faire un recollement, que nous laissons au lecteur). 
Alors 7 pour tout u, M" est limite darts ~1 des martingales B . . . .  /~' ~, oti B n' ~ 
est le processus/t variation int6grable 

n , u _  u 

O<~s<_t  

et la possibilit6 d'en choisir une version d6pendant mesurablement de u d6coule 
alors de la proposition 1. 

*Remarque. Supposons que l'on ait affaire ~ une famille de lois P~ d6pendant 
mesurablement de u, et que l'hypoth6se (S) ait lieu sous la forme ad6quate 
(remarque 2) suivant la prop. 4). Soit X un ensemble dense dans tousles  L ~ (P~). 
Pour tout Y~C, soit (Mr(Y)) une version c~dl~g de la martingale E,[YI~-~t], 
d6pendant mesurablement de u. Comme dans la d6monstration de la proposi- 
tion 11, on construit aisbment une suite de temps d'arr6t Tf(Y, co), d6pendant 
mesurablement de u, et 6puisant les sauts de M"(Y). Prenant la r6union en Yet  
rangeant tous ces temps d'arr6t en une seule suite (S~), on peut reprendre le 
raisonnement prbc6dent - la seule diff6rence 6tant le fait que S~ d6pend du 
couple (u, co)., 

7 Le raisonnement  permet tam de montrer  cela, au moyen des int6grales optionnelles, figure ~t la 
fin de la d6monstrat ion de la proposition 11 
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11. D6composition d'un temps d'arr~t 

On &udie, dans la proposition suivante, les propri6t6s de mesurabilit6 de la 
d6composition d'un temps d'arr6t en ses parties accessible et totalement 
inaccessible. 

Proposition 13. Soit ( T")u~v une famille de temps d'arr6t d@endant mesurabIement 
de u. I1 existe alors des families (R")u~v et (S:)u~v,n~ ~ de temps d'arr6t, d@endant 
mesurablement de u, telles que 

- Pour tout u, R" soit la partie totalement inaccessible de T ~ 
- Pour tout u et tout n, SUn soit prdvisibIe, et pour tout u les graphes des ( S : ) ,~  
recouvrent le graphe de la partie accessible de T ~. 

Ddmonstration. Soit T un temps d'arr~t, et soit A l e  processus croissant A t 
= l~_>r~; soit C la projection duale pr6visible de A. Alors il est tr6s facile de voir 
que la partie accessible (resp. totalement inaccessible) de T est T~ (resp. TK) off 

H = { T < o % A r C > O } ,  K = { T < o % A r C = O  }. 

De plus rangeons en une suite (r,) les rationnels positifs, et posons 

S,=inf{t~lR:  Ct>r~} =inf(tE1D: Ct>r~}. 

S,  est un temps pr6visible (en tant que d6but d'un ensemble pr6visible ferm6 ~t 
droite), et tousles  sauts de C figurent parmi les S, - on peut marne, si on le 
d6sire, remplacer les S, par les temps d'arr6t (S,)(~ c,0~, de sorte que la r6union 
des graphes des S,, soit exactement l'ensemble des"sauts de C. Alors la r6union 
des graphes des temps pr6visibles S, contient le graphe de T~, la partie accessible 
de T. 

Pour rendre cette construction mesurable par rapport au param6tre u, il 
suffit alors d'appliquer la proposition 4. 

12. Equations diff6rentielles stochastiques d6pendant d'un param6tre 

Dans l'article [4], C. Dol6ans-Dade 6tablit l'existence et l'unicit6 de la solution 
d'une 6quation int6grale stochastique de la forme 

xt(co) = H~(@ + i f(s, co, X~_(co)) dZs(co) 
o 

off Z est une semimartingale r6elle (le cas vectoriel sera laiss6 de c6t6 ici, pour 
des raisons de simplicit6, mais il se traite exactement de la mSme mani6re), H est 
un processus cfidlfig adapt6, et f est une fonction r6elle sur IR+ x ~2 x IR poss6- 
dant les propri6t6s suivantes 

- f ( . ,  co, x) est continue g gauche quels que soient co, x 
- f ( s , . ,  x) est o~-mesurable quels que soient s, x 
- f ( s ,  co, .) est lipschitzienne de rapport K quels que soient s, co. 
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Nous allons demontrer tr~s rapidement que si l 'on introduit un parametre ue U, 
l 'equation 

t 

X~'(o9) = Hj'(o9)+ S fu (  s, 09, X~_ (og)) dZ~(o9) 
0 

off pour tout u fix5, H", Z", fu satisfont aux conditions ci-dessus, et off ces 
fonctions de plus dependent mesurablement de u, admet des solutions X u qui 
dependent mesurablement de u. Remarquons tout de suite que le gain en 
generalite obtenu en permettant  ~ la constante de Lipschitz K de varier 
(mesurablement) avec u serait illusoire. 

La presentation des resultats de C. Doleans-Dade donnee dans [5] est mieux 
appropriee/~ nos besoins que celle de [4]. 

Tout  d'abord, d'apres le lemme 1, il nous suffit de construire, pour tout t 
fini fixe, une fonction Kt(u, co) mesurable, telle que pour tout ue U on ait Kt(u , . ) 
=X~ p.s. 

Nous posons b =  1/x 1/3K 2, b=a/4 ,  et nous suivons [5]. 

1) Nous avons vu fi plusieurs reprises (par exemple, au debut de la 
demonstration de la proposition 11) que les instants suecessifs %(u, co) off Z."(og) 
a un saut d 'amplitude > a  dependent mesurablement de u. Posons S,(u, o9) 
=t /x  %(u, co); nous pouvons ecrire (en convenant que S o = 0  , X~_ =0) 

u u u u u u 

X,  - Xo + Y~ ( x s n  +, (~,, .) - Xs,~(,,, .)) = Z ( X s .  § ( , , . . )_  - Xso(~,. ,)) 
n n 

n 

ces series ne comportant  qu'un hombre fini de termes pour chaque co, et 
convergeant donc en probabilite, une application de la proposition 1 nous 
permet de nous ramener ~t construire des versions mesurables de chacun des 
termes. Par translation, il suffit de le faire pour n = 1. 

2) Nous posons S~ =S,  temps d'arrSt borne par t. I1 suffit de construire une 
version mesurable pour X~(u,.)_, car le saut AXe(,,.) nous est fourni par 1' 
equation integrale, explicitement en fonction de X~(~, .)_ et de A H~, A Z~s . 

Or le calcul de X}(,, .)_ revient au calcul de X~ pour une autre equation intO- 
grale stochastique, dans laquelle H" et Z u sont arr~tes ~ l 'instant S(u, .) - (i.e., 
ont pour valeur sur l'intervalle [S(u, co), oe[ leur limite ~ gauche ~ l 'instant 
S(u, o9), et non leur valeur/~ cet instant comme dans 1' arrSt ordinaire). 

3) On s'est ainsi ramene au cas off Z ~ n'a jamais de sauts >a .  Nous utilisons 
maintenant le thdor~me 3 pour dScomposer Z" en N ~ (martingale locale 
dependant mesurablement de u) et A" (processus ~t variation finie previsible 
dependant mesurablement de u), et nous remarquons (n ~ 1.1, remarque 2) que le 

processus croissant ildA~l dSpend mesurablement de u. De plus, les sauts de N ~ 
o 

et de A ~ sont au plus 5gaux/t  b/2. 

4) Nous avons maintenant passe toutes les etapes delicates, et nous sommes 
parvenus, dans le texte de [-5], au bas de la page 379. I1 reste un decoupage 
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faire,  /L la m a n i 6 r e  de  1), pu i s  des  t r a n s f o r m a t i o n s  616mentaires  d 'dcr i tu res  

( c o r r e s p o n d a n t  au  l e m m e  4 de  [5])  p o u r  se r a m e n e r / t  la  m 6 t h o d e  des a p p r o x i -  

m a t i o n s  successives.  

5) Cel le -c i  est c o n v e r g e n t e ,  d ' apr6s  la d e u x i 6 m e  pa r t i e  de  [5],  p. 381, darts 
l ' e space  • des p rocessus  cfidl/tg adap t6s  X nuls  en 0 et tels que  X * ~ L  2, a v e c  la  

n o r m e  ([XIL--[[X*IIL~. I1 est i m m 6 d i a t  de  v~rifier  q u e  c h a c u n e  des a p p r o x i m a -  

t ions  est un  p rocessus  d 6 p e n d a n t  m e s u r a b l e m e n t  de  u, et il suffit  f i n a l e m e n t  

d ' a p p l i q u e r  la p r o p o s i t i o n  1 p o u r  o b t e n i r  une  ve r s i on  m e s u r a b l e  de  la l imite .  

D e s  c o n s i d a r a t i o n s  a n a l o g u e s  s ' a p p l i q u e n t  aux  ~qua t ions  de type  p lus  gdn6- 

ral, 6 tudiaes  r d c e m m e n t  p a r  E m e r y  dans  un a r t i c l e / t  pa ra i t re .  
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Note Added in Proof 
Le th6or6me 2 reste vrai si l'on ne fait pas l'hypoth6se (S). I1 suffit de reprendre la d6monstration de 

ce th~or6me, en remarquant que i A c~dM~= i AM~dcs, comme le montre le: 
0 0 

Lemme 7. Soient M et N deux martingales locales, N dtant supposge de plus localement bornde. Alors, 

i AMsdN~=i ANsdMs=[M,N ] - { M , N )  
o 0 

Ddmonstration. Si K d6signe Fun des trois membres des 6galit6s cherch6es, alors, pour toute 
martingale born6e L, [K,L] ne diffbre de }~ (AM~)(ANs)(ALs) que par une martingale locale, ce qui 
entraine le r6sultat, s=<. 


