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Vergleich von Experimenten im schwach dominierten Fall 

Dieter Mussmann 

1. Einleitung 

In Anlehnung an Blackwell ([4, 5]) nennen wir einen MeBraum (X, 9.1) zu- 
sammen mit einer Menge ~ yon Wahrscheinlichkeitsmagen auf 9.1 ein Experi- 
ment. Wenn ~ eine Vergr6berung yon 9.1 ist, bezeichnen wir (X, ~) mit der 
Menge der auf ~ eingeschr~inkten MaBe aus N als Unterexperiment. Ftir den 
Fall, dab ~ suffizient ist, besteht bekanntlich zwischen dem Experiment und dem 
yon ~ gelieferten Unterexperiment eine Verkntipfung verm6ge eines bedingten 
Erwartungswertes. Allgemeiner kann man zwei Experimente betrachten, die in 
analoger Weise miteinander verkniipft sind [12]. Wir nennen dann das eine 
Experiment ffir das andere schwach suffizient (in [12] werden andere Bezeich- 
nungen verwendet). Dem Begriff der paarweisen Suffizienz entspricht der Begriff 
der paarweisen schwachen Suffizienz. 

Wir beschr~inken uns auf Experimente, die schwach dominiert sind, d.h. bei 
denen es auf 96 ein lokalisierbares Mal3 [17] gibt bzgl. dessen jedes W-MaI3 aus 
eine Dichte hat. Ein o--endliches Mal3 ist lokalisierbar. Man kann leicht zeigen, 
dab die schwache Dominiertheit zu der Verallgemeinerung der Dominiertheit 
in [8], Bedingung (D), ~iquivalent ist. In [8] wird gekl~irt, inwieweit die Bedin- 
gung (D) mit dem allgemeineren Dominiertheitsbegriff in [15] tibereinstimmt. 
Daraus ergibt sich, dab bei schwach dominierten Experimenten minimalsuffi- 
ziente Vergr/Sberungen existieren und dab sich ein Satz fiber die Aquivalenz yon 
paarweiser Suffizienz und Suffizienz formulieren 1/iBt. Dies ist ftir den dominierten 
Fall bekannt ([1, 9]) und gilt nicht fiir beliebige Experimente ([9, 14]). Allge- 
meiner k6nnen wir eine Aussage fiber die Aquivalenz yon paarweiser schwacher 
Suffizienz und schwactler Suffizienz machen (ftir den dominierten Fall vgl. [16]). 
Weiter zeigen wir, dab die schwache Suffizienz zweier Experimente, die schwach 
dominiert sind, impliziert, dab deren minimalsuffiziente Unterexperimente maB- 
isomorph sin& Wir geben ein Beispiel an, bei dem zwischen 9A und einer suffi- 
zienten Vergr6berung eine nichtsuffiziente Vergr6berung liegt (vgl. auch [6]). 
SchlieBlich kommen wir durch eine Umformung eines Satzes aus [10] zu dem 
Ergebnis, da/3 sich die schwache Suffizienz mit Hilfe von ,,Risikofunktionen" 
charakterisieren l~il3t. 

Zu erwg_hnen ist noch die folgende Beziehung zu [11]. Dort wird als Experi- 
ment ein Tripel (X, E, (P~)o~o) betrachtet, das aus einer nichtleeren Menge X, 
einem Banachverband E beschr~inkter reeller Funktionen auf X mit 1 und einer 
nichtleeren Familie (P~)o~o von positiven, normierten Linearformen auf E besteht. 
Diesem Experiment werden zwei BanachverNinde L u n d  M zugeordnet mit 
L' = M  und der Eigenschaft, dab (Po)s~o eine Teilmenge yon L bildet und jedes 
Element von E ein Element aus M liefert. Experimente werden auf Grund dieser 
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R~iume untersucht. Beziiglich der Einbettung eines Experimentes in ein Raum- 
paar L, M zeigen wir, dab es (auf rein magtheoretischem Wege) miSglich ist, ein 
in unserem Sinne definiertes Experiment in ein schwach dominiertes Experiment 
einzubetten. Der L ~- bzw. L~-Raum bzgl. eines MaBes, das die Menge yon 
W-MaBen dieses Experimentes schwach dominiert und dazu ~iquivalent ist, ent- 
sprieht dann dem Raum L bzw. M in [1 1]. 

2. Schwache Dominiertheit 

Wir definieren hier zun~ichst die ftir diese Arbeit wichtigen Begriffe und stellen 
dann den Anschlug zu [8] und [15] her. Wir verabreden die folgenden abkiir- 
zenden Schreibweisen: (X, 91) sei stets ein Megraum. FOr ein Mal3 # auf 91 sei 
91e. ~: = {A e 9.1: g (A) < oo } das System der megbaren Mengen mit endlichem 

/~-Mal3 und 91,,u:= Ae91: A= U En, EnE91e, u fiir alle n~N das System der 
n = I  

megbaren Mengen mit a-endlichem #-Mal3. Sei weiter N eine nichtleere Menge 
yon Magen auf 9.I. Wenn ftir zwei 91-me13bare Funktionen f,g gilt, dab f = g  
P-fast tiberall for alle PE~  ist, schreiben wir f = g  I-N]. Fiir zwei Teilmengen ~, 
von ~ll bedeute l ~ c ~ [ ~ ,  dab es zu jedem E e ~  ein F ~  gibt mit 1~= 1F[~ ] 
(1~ sei die Indikatorfunktion yon E). Bei festem A s 91 sei #IA das durch #IA (B)." = 
# (An B) fiir alle B e 9.1 definierte MaB. Im folgenden handelt es sich bei N meistens 
um eine Menge yon WahrscheinlichkeitsmaBen (W-Mafien). Ftir diesen Fall 
definieren wir: 

(2.1) Definition. (a) Wenn auf (X, 91) eine nichtleere Menge N yon W-Magen 
gegeben ist, nennen wir das Tripel (X, 91, N) ein Experiment. 

(b) Ist ~ eine Vergrtiberung (Unter-a-Algebra) yon 9A, so heiBt das Tripel 
(X, ~, ~[~),  wobei N[~ die Menge der auf ~ eingeschriinkten MaBe aus N sei, 
Unterexperiment yon (X, 91, N). 

Fiir das Folgende ist es im Grunde nur wichtig, dab ~ aus positiven endlichen 
Mal3en besteht. 

(2.2) Definition. Das Unterexperiment heiBt suffizient, wenn ~ suffizient far 
ist, d.h. ftir jede Menge AE91 gibt es eine ~-megbare Funktion E(1A[~), die wir 
einen bedingten ~-Erwartungswert yon t a bzgl. ~ nennen, derart, dab fiir alle 
Se ~ und P e ~  gilt ~ 1 a dP = ~ E(lal ~) dP. 

S S 

Wir erinnern daran, dab eine VergrSberung ~ yon 91 paarweise suffizient 
ftir ~ heiBt, wenn ~ ffir jede zweielementige Teilnienge yon r suffizient ist, 
und minimalsuffizient, wenn ftir jede suffiziente Vergrtiberung % gilt ~ c 3; IN]. 

Die n~ichsten Definitionen brauchen wir fiir die Einfiihrung des Begriffes 
,,schwach dominiert". 

(2.3) Definition. (a) Ein Mag # auf (X, 9I) heiBt lokalisierbar, wenn jede Menge 
~ 91~, u ein essentielles Supremum, ess-sup ~e91, hat, d.h. fiir jedes A~91 gilt 
#(E--A)=0 ftir alle E e ~  genau dann, wenn /~(ess-sup ~ - A ) = 0  ist (vgl. [17], 
S. 262). 
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(b) # heiBt wesentlich (finite subset property in [17], S. 257), wenn ffir jedes 
A e 9,1 mit # (A) > 0 ein ~l-mel3bares B c A existiert mit oe > # (B) > 0. 

(2.4) Definition. (a) # sei ein Mal3 auf (X, 9/). Eine Familie yon megbaren Funk- 
tionen {fE: Eeg"le. u} heiBt Querschnitt (cross-section, vgl. [17], S. 250), wenn f'tir 
alle E, FegJ[e, u gilt l~n r fE = l e a f  fF [#]" 

(b) Ein Querschnitt heigt durch eine meflbare Funktion f bestimmt, wenn 
f 1~ =fE [#] ftir alle E ~ 9.Ie, u gilt. 

(2.5) Satz. # auf (X, 9.I) sei wesentlieh. Dann sind folgende Aussagen fiquivalent: 

(1) # ist lokalisierbar. 

(2) Jeder Quersehnitt ist durch eine merlbare Funktion bestimmt. 

Beweis. Vgl. [17], S. 264, Theorem 2. 

(2.6) Satz. # sei ein wesentliehes positives Marl auf (X, 9.1). Dann gibt es eine 
Teilmenge 3 c 9.I mit folgenden Eigenschaften: 

(1) Ffirjedes Z E 3  ist o�9 

(2) Fiir Z ,Z 'E 3 mit Z ~ Z '  gilt # ( Z ~ Z ' ) = 0 .  

(3) Gilt ffir ein A e N  die Beziehung # ( A n Z ) = 0  ffir alle ZE3,  so ist #(A)=0.  

Beweis. Man zeigt (2.6) unter Benutzung des Zornschen Lemmas (vgl. [17], 
S. 259, vor Lemma c~). 

(2.7) Definition. Die Menge 3 aus (2.6) nennen wir #-Zerlegung yon X. 

Wir kommen nun zum Begriff der schwachen Dominiertheit. 

(2.8) Definition. Eine nichtleere Menge N von W-Mal3en auf (X, 9.I) heigt sehwaeh 
dominiert, wenn es auf (X, 9.I) ein lokalisierbares MaB # gibt, bzgl. dessen jedes 
PEN eine Dichte hat. In diesem Fall heigt auch das Experiment (X, ~,  N) schwach 
dominiert. 

Ein Experiment heiBt bekanntlich dominiert, wenn das # aus (2.8) a-endlich 
ist. Wir beweisen ein 

(2.9) Lemma. (1) Jedes P e N  habe eine Dichte bzgl. eines Marles # auf 9.1, das 
zu N glquivalent ist. Dann ist # wesentlich. 

(2) N sei sehwach dominiert. Dann gibt es ein schwach dominierendes Mar, 
das zu N iiquivalent ist. 

( dP 
Beweis. (1) Es sei T~,: ~ >0~  = [-d-~-~ J fiir alle P e~. Sei # (A) > 0 fiir ein A e 2[. 

Dann gibt es ein PEN mit P(A)>0.  Daher ist auch #(AcuTe)>0. Da TeE~I~. u 
ist, folgt die Behauptung. 

(2) # sei jetzt das schwach dominierende Mal3 ffir ~, und Te sei wie vorhin 
ftir jedes P E N  definiert. Wir setzten ~ : =  {EEg.Ie, u: E =  T e f'tir ein PEN}. Es exi- 
stiert T. '=ess-sup~egx.  #IT ist ebenfalls lokalisierbar, und es ist TecT[#]  ffir 
alle PEN Daher ist pIT schwach dominierend fiir ~. pIT ist auch bzgl. N absolut 
stetig. Denn sei ein AE~I gegeben mit P (A)=0  ftir alle P e N  so ist #(TectA)=0 
ffir alle P E N  Daraus folgt # ( T - ( X - A ) ) = O ,  was A c X - T [ # ]  und schliel31ich 
#IT(A)=O zur Folge hat. 
21" 
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In [151 ist fiir Experimente der Begriff der Dominiertheit verallgemeinert 
worden. Eine Formulierung der dabei angegebenen Bedingung lautet (vgl. [151, 
S. 599, Lemma 1.2 und Theorem 1.1): 

(2.10) Pitcher-Bedingung. (X, 9.I, ~)  hat die beiden Eigenschaften: 

(1) Sei N c X ,  und existiere zu jedem P e ~  eine P-Nullmenge Npe91 mit 
N ~ N p ,  dann ist N~91. 

(2) Zu jeder Familie yon 91-megbaren Funktionen (fp)p~e mit der Eigen- 
schaft, dab zu je endlich vielen P~,..., P, eN eine 91-meBbare Funktion fP1 ..... e. 
existiert mit f~'l ..... p,=fp, [Pi] ftir i= 1, ..., n, gibt es eine 91-meBbare Funktion f 
m i t f = f e [ P  ] fiir alle P ~ .  

In [8] werden zwei zu (2.10)(2) ~iquivalente Bedingungen angegeben. Die 
Bedingung (D) in [81, S. 56, lautet etwas umformuliert (vgl. [81, S. 54, Bemer- 
kung 8.1, und S. 19, Definition 2.1): 

(2.11) Diepenbrock-Bedingung (D). Es gibt ein zu ~ ~iquivalentes Mag # auf 
(X, 91), bzgl. dessert jedes P e ~  eine Dichte hat, und jeder Querschnitt (hinsicht- 
lich #) von 91-meBbaren Funktionen ist durch eine megbare Funktion bestimmt. 

Die zweite Bedingung in [8], S. 59, heiBt: 

(2.12) Diepenbrock-Bedingung (S). Zu jeder Teilmenge ~c91  gibt es ein S~e91 
mit der Eigenschaft, dab ffir jedes P e ~  gilt: Fiir ein A~91 ist P ( E - A ) = O  fiir 
alle E ~  genau dann, wenn P ( S e - A ) = O  ist. 

Die Aquivalenz von (2.10)(2), (2.11) und (2.12) wird in [8], w S. 60-70, 
bewiesen. 

(2.13) Satz. Ein Experiment ist genau dann sehwaeh dominiert, wenn es einer der 
Bedingungen (2.10)(2), (2.1 1) oder (2.t2) geniigt. 

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus (2.5) und (2.9). 

Wir kSnnen jetzt zwei S~itze ftir schwach dominierte Experimente angeben, 
die sp~iter gebraucht werden. 

(2.14) Satz. (X, 91.1, ~)  sei ein Experiment und ~ eine Vergrfberung yon 9I. 

(1) Ist ~ suffizient ffir ~, so ist ~ paarweise suffizient ffir ~. 
(2) Ist ~ paarweise suffizient ffir ~ und ist ~ [ ~  sehwach dominiert, so ist 

suffizient Jfir ~. 

Beweis. (1) ist klar. 
(2) Ftir jede Indikatorfunktion 1A yon A~91 und jedes P ~  sei Ep(1a[~ ) 

ein bedingter Erwartungswert hinsichtlich P. Jede endliche Familie von W-Magen 
ist dominiert. Aus der paarweisen Suffizienz folgt daher die Suffizienz fiir jede 
endliche Familie aus ~, und Ep (la[~) erfiillt die Voraussetzungen von (2.10)(2), 
wenn das Experiment (X, ~ ,~1~)  betrachtet wird. Daher gibt es einen be- 
dingten ~-Erwartungswert bzgl. ~. 

(2.15) Satz. (X, 91, ~)  sei schwaeh dominiert. Dann gibt es eine Jfir ~ minimal- 
suffiziente Vergr6berung yon 91. 
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Beweis. Das schwach dominierende MaB # sei gem~iB (2.9) zu ~ ~iquivalent 
gew~ihlt. Zu N c X  gebe es fiir jedes P e N  eine P-Nullmenge N, mit N c N , .  
Nach [17], S. 265, Exercise 35.1, existiert N': = X - e s s - s u p ( X - N , ) e 9 . I  (bzgl. #), 

P e ~  

und es ist N ~ N' ~ N v [#1 fiir alle P ~ und folglich N' c Np [Pl  ffir alle P ~ .  
Daher ist # (N ' )=0  und somit NegA", der Vervollstiindigung yon 9.I bzgl. #. 
~ '  sei die Menge der Fortsetzungen der Mage aus N auf 9A u. (X, 9.1", N') erftillt 
dann (2.10). Nach [15], S. 603, Theorem 2.5, gibt es eine fiir N' minimalsuffiziente 
VergriSberung 9)l von 91 ~. Eine minimalsuffiziente Vergr6berung von 91 fiir N 
ist dann 

3 ; : :  {A e 9.1: es gibt ein M~9~ mit 1A = 1M [#]}. 

3. Einbettung eines Experimentes in ein schwach dominiertes Experiment 

(X, 9.I, ~)  sei ein Experiment. Im folgenden beni3tigen wit einige Eigen- 
schaften der Menge N*-'={Q: Q=PIA, Pe~, A~gcl}. Zwei Elemente M, Q~N* 
heigen orthogonal (mutually singular [13], S. 107), wenn es eine Menge B~gA 
gibt mit M(B) = 0 und Q (X - B) = 0. 

(3.1) Bemerkung. Die Glieder einer Folge (Q,,),~ von MaBen aus ~*  sind 
genau dann paarweise orthogonal, wenn es eine Zerlegung (An)~ ,  A,~gA, yon X 
gibt so, daB Qn (Am)= 0 ist fiir n + m. Wir nennen (A~),~ N eine zu (Q,)n~N geh&ige 
Zerlegung yon X. 

t (3.2) Lemma. Fiir zwei Marie M, QeN* sei TM;e:= d(M +Q) 

(1) QIT~; 0 ist bzgl. M absolut stetig und unabhiingig yon der Wahl der Dichte. 

(2) M und Q sind genau dann orthogonaI, wenn Q(TM;e)=0 ist. 

dM 
Beweis. (1) Sei M(A)=0  fiir ein A~9.1, dann gilt 0 =  S 1A d(M+Q) d(M+Q) 

und daher Q(A~TM;o)=O. Nach dem Satz yon Lebesgue [13], S. 108, Proposi- 
tion IV.1.3, ist Q ITs; Q eindeutig bestimmt. 

(2) Wegen M(X - TM; Q) = 0 folgt aus Q (T~; e) = 0 die OrthogonalitM der Mage. 
Gibt es andererseits ein BeA mit M ( X - B ) = O  und Q(B)=0, so kann TM;ocB 
gew~ihlt werden. 

(3.3) Satz. Es gibt eine Teilmenge ~g c N *  mi~ den Eigenschaften: 

(1) Die Elemente yon ../d sind vom Nullmari verschieden und paarweise orthogonal. 

(2) Jedes P e ~  ist bzgI. einer hSchstens abziihlbaren Teilmenge ~//dp yon 
absolut stetig. 

Beweis. Wir betrachten die Menge 3 aller Teilmengen von N* mit der Eigen- 
schaft (3.3)(1). Ftir jedes P E ~  ist {P}e3.  Die Inklusion liefert eine teilweise 
Ordnung auf ,3. Da jede linear geordnete Teilmenge yon 3 eine obere Schranke 
(Vereinigung) hat, gibt es nach dem Zornschen Lemma ein maximales Element 
J g i n  3. 

Wir zeigen: Fiir jedes P e N  gibt es eine h6chstens abziihlbare Teilmenge 
M e c Jg  derart, daB P(TM; e )=0  genau dann gilt, wenn M e J g -  dgp ist. Anderen- 
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falls giibe es eine abziihlbare unendliche Teilmenge X c Jg  und ein 5>0  mit 
P (TM; p) > e fiir alle M e.A~. D a Jg  paarweise orthogonal ist, ist auch {PI TM; p: M e./ff} 
paarweise orthogonal; (AM)Ms X sei die zugeh6rige Zerlegung yon X. Dann ist 
P ( X ) =  ~ P(AM)> ~ P(TM;pC~AM)= ~ P(TM;e) und wir haben einen Wider- 

M s  J/" M e X  M ~ d  

spruch. 
Jedes P e ~  ist bzgl. JC/e absolut stetig. Denn sei P(A)>0,  As92, so gibt es 

wegen der Maximalit~it yon Js  ein M ~d//, das nieht orthogonal zu P IA ist. Nach 
dem Vorangehenden ist M EJdp. 

Der n~ichste Satz besehreibt die Einbettung eines Experiments in ein schwach 
dominiertes Experiment. 

(3.4) Satz. Zu jedem Experiment (X, 92, ~) gibt es ein schwach dominiertes Experi- 
ment (X', 92', ~'), wobei ~ '  yon der Gestalt ~ ' =  {P': P ~ }  ist, mit einem zu ~'  
iiquivalenten schwach dominierenden Marl # und eine 92'-92-mefibare Abbildung 
pr: X' ~ X mit den Eigenschaften: 

(1) P = P '  opr -1 ffir aIle P ~ .  

(2) ~ bezeichne die Menge aller endlichen Teilmengen yon ~ l  (92,, #), geordnet 
bzgl. der lnklusion. Zu jedem f ' e ~ f  ~ (92', #) gibt es ein gerichtetes System (fE)Ese 
yon beschri~nkten 92-mefibaren Funktionen so, daft J~r jedes g 'e~ l (92 ' ,# )  gilt 
S ] f ' - f ~  ~ pr[g' d# = 0  JSr aIle E ~  {g'}. 

(3) Zu jedem A' e92' gibt es ein gerichtetes System (A~)Es e (~ wie in (2)) yon 
l l n r  5 

Mengen A~92  so, daft J~r jedesPE~ giltP'(pr-1(A~)AA')=O J~r a l l e E ~ I ~  I. 

Beweis. Jg sei die Menge aus (3.3). Es sei X': = X x Jg  und 9I' die o--Algebra, 
deren Elemente A' die Gestalt haben A'= ~ A M x {M}, AMe92 fiir alle MsJ/d. 

Ms./g 

Fiir alle M e ~  werde das Mag M' auf (X', 92') dadurch bestimmt, dab ffir alle 
A'e92' gesetzt wird M'(A'):=M(A), wobei A x {M} =A'c~ (X x {M}) ist. 

Das Mag # auf (X', 92') sei das Supremum aller endlichen Summen yon 
Mal3en M', Medg ,  d.h. # =  ~ M' (vgl. [3], S, 32, Theorem 1). # ist auf 92' loka- 

Ms./a 

lisierbar und wesentlich (vgl. [17], S. 263, Theorem 1). 
Die Abbildung pr sei gegeben durch pr: (x, M)F-+ x, x e X  und M e J g .  pr ist 

92 ' -  92-meBbar, und es ist M = M ' o p r  -~ ftir alle M ~ .  
Zu P e N  w~ihlen wir gem~iB (3.3)(2) die abziihlbare Teilmenge Jgp. Nach (3.1) 

ist ~ M a-endlich. Nach (3.3)(2) ist P bzgl. dieses MaBes absolut stetig und 
M sgt,/p 

hat daher eine Dichte p = 0. 

Es sei T~,.. = Q) X x {M}. Auf 92' definieren wir P', P ~ ,  verm6ge 
MsJ , /p  

P'(A'):= Spopr lT  d#= ~. ~poprdM' fiiralle A'e92'. 
A" M e ~ l p  A '  

P' und pr erfiillen dann (1). 
Sei E ~  und F..={x'~X': g'(x')4:0 fiir ein g'~E}. Die Menge ~ : =  {M~dg: 

M' (F)>0}  ist h6chstens abz~ihlbar. Die zu W E gemiiB (3.1) geh/Srige Zerlegung 
yon X sei (AM)MsX . Sei f '  aus ~oo (92,, #), dann gibt es ein beschr~inktes 92'- 
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meBbares fl' mit f t ' = f '  [#]. Zu f '  definieren wir eine beschr~inkte 96-me13bare 
Funktion f~ durch fE(x):= y, f , ' (x ,M) lA,~(x ) fiir alle x ~ X .  Es ist f~op r=  

Ms,dE 

f ' [  ~ M'] und fiir jedes g'EE gilt weiter 
M eag'E 

~ l f ' - - f E ~  = Z ~ I f ' - - f~~  'dM'=O- 
M~W~ 

Damit ist (2) bewiesen. (3) ist ein Spezialfall yon (2). 

(3.4)(2) beschreibt, in welchem Sinne die Menge der Funktionen der Gestalt 
fo  pr mit beschr~inktem 96-me13baren f in Ae ~ (96', #) dicht liegt. Das Ergebnis 
entspricht dem yon Le Cam, der einem Experiment den R~iumen L ~ (96', #) und 
L'(96', #) analoge abstrakte R~iume mit funktionalanalytischen Methoden zuordnet. 

4. Schwache Suffizienz beim Vergleich zweier Experimente 

Im folgenden seien ~ := (X ,  96,r ~) und go:=(Y,~,N*) zwei Experimente, 
wobei N* die Gestalt N * =  {P*: PEN} habe. 

(4.1) Definition. Eine Abbildung ~o: E x X--+IR heiBt schwacher Markovkern 
yon X naeh (Y, ~), wenn 

(a) 0<~p(C,-)IN] fiir alle CEG ist, 

(b) ~o( U C, , . )  = • (p (C , , ' )  [N] fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen 
n~N hEN 

(C,)ns ~ aus ~ ist, 
(c) qo (Y,.) = 1 [ ~ ]  gilt, 

(d) q~ (C,.) fiir alle C s E eine 9.1-mel3bare Funktion ist. 

Gelten die Beziehungen (a) bis (d) nicht nur modulo [~] ,  sondern ftir alle 
xEX ,  so heiBt q~ ein Markovkern. 

Die Festsetzung P ' (C) := S (p(C, ")dP fiir alle CEE liefert fiir jedes P e N  ein 
W-MaB auf E. 

(4.2) Definition. q) heiBt ein schwacher Markovkern yon Y. nach gO, wenn P ' =  P* 
ist fiir alle P e N  

Es sei ~1(~,  N,). .= ('-] 5r q~ l~if3t sich nun gewissermagen auf Ele- 
PeO 

mente yon L~ ~ (E, N*) ,,fortsetzen": 

(4.3) Lemma. q~ sei ein schwacher Markovkern yon Y. nach g). Ffir jedes 
f s ~ l  (~, ~ , )  gibt es dann ein 96-meflbares q~ ( f)  derart, daft 

(1) (p (a f  +b g)=aq0 (f)  +b  cp(g) IN] Jfir aIle a, b E N  und f g aus ~ ( ~ ,  N*) gilt, 

(2) 0_-<q)(f)[~] ist, wenn O< f [~*]  gilt, 
(3) S f dP* =~ ~o(f) dP ffir alIe f E ~ ( E ,  ~*) und P e N  ist, 
(4) inf{cElR: l f t < c [ ~ * ] }  =inf{cElR: }q~(f)t<c[-N]} ist, wenn die linke Seite 

endlich ist. 

Beweis. [121, S. 206, Proposition 4.1. 

Wenn q~ ein Markovkern ist, kann man setzen ~o(f)=~f~o(dy, .). 
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(4.4) Definition. Unter den Voraussetzungen yon (4.3) schreiben wir ftir q~(f) 
auch ~ f (y)  ~o (dy,.), wenn f~2.q ~t (~, N*) ist. 

Der Begriff der Suffizienz l~il3t sich nun verallgemeinern. Die folgende Be- 
trachtung dient der Motivation des weiteren Vorgehens. Sie folgt im wesentlichen 
einer Idee von Csisz/~r [73. Gegeben sei ein schwacher Markovkem cp von 3; 
nach go (in [7] ist q~ ein Markovkern). 3; und go lassen sich als Unterexperimente 
eines weiteren Experimentes auffassen, das nun konstruiert werden soll. 

(4.5) Lemma. Q sei ein bezi~glich ~ absotut stetiges Marl auf 21. Die Festsetzung 
qo x Q(A x C): = ~ (p( C, ")dQ ffir alle A~21 und C ~  liefert ein Marl auf (X x Y, 21| 

A 

Beweis. Der Beweis verl~iuft unter Beachtung von (4.3) und (4.4) analog [13], 
S. 74, Proposition III.2.1. 

Somit ist (X x Y, 21| q~ x ~), wobei ~o x N: = {q) x P: P e ~ }  ist, ein Experi- 
ment. X | ~." = {X x C: C ~ ~} und 9.1 | Y: = {A x Y: A e 2t} sind VergrSberungen 
yon 21| 

(4.6) Lemma. 21@ Y ist suffizient fiir ~p • ~. 
Beweis. Vgl. [7], Lemma 2.5. 

(4.7) Lemma. X |  ist genau dann suffizient Jfir q) • ~, wenn es zu jedem Az21 
eine E-meJ3bare Funktion )cA gibt mit ~ fA (Y) P* (d y) = ~ q~ ( C, x) P(dx) ffir alle C zE  
und Pr c A 

Beweis. Wenn es fiir jedes Ae21 ein fA mit den angegebenen Eigenschaften 
gibt, vgl. [7], Lemma 2.5. Im umgekehrten Fall liefert E(1A • fiX | E), A 621, die 
gewiinschte Funktion. 

Durch (4.6) und (4.7) ist es begrfindet, die folgende Begriffsbildung als Ver- 
allgemeinerung von ,,Suffizienz" zu betrachten. 

(4.8) Definition. ~p sei ein schwacher Markovkern yon 3; nach (Y, ~). 

(a) go heil3t schwach suffizient Jfir 3;, wenn es einen schwachen Markovkern 
yon go nach (X, 21) gibt mit ~ ( A , y ) P * ( d y ) =  ~p(C,x)P(dx)  ftir alle Pz~,  
A~21 und CE~. c A 

(b) go heil3t paarweise schwach suffizient J~r 3;, wenn fiir jede zweielemen- 
tige Teilmenge {P~,P2}cN gilt, dal3 (Y,g, {PI*,Pz*}) schwach suffizient ftir 
(X, 21, {P~, P2 }) ist. 

Wenn go schwach suffizient ftir 3; ist, so ist auch 3; schwach suffizient ffir gO. 
Ist go ein suffizientes Unterexperiment yon 3;, so zeigt die Festsetzung ~p ( C , ' ) =  1 c, 
CeE,  und O(A, ")=E(1AIE ), A~21, dab go schwach suffizient ftir 3; ist. 

(4.9) Satz. cO sei paarweise schwach suffizient ffir 3; und ~*  schwach dominiert. 
Dann ist go schwach suffizient ffir 3;. 

Beweis. Da N* schwach dominiert ist, ist auch qo x # ] (X  | ~) schwach domi- 
niert. Nach (4.7) und (4.8) ist X | ~ paarweise suffizient ftir q0 x #. Nach (2.14)(2) 
ist X|  daher suffizient ftir qo x #. Wiederum nach (4.7) und (4.8) ist go dann 
schwach suffizient ftir 3;. 

Im Falle der Dominiertheit yon ~ (und damit yon #*)  ist dieser Satz in [16J 
bewiesen. 
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5. Ein Isomorphiesatz 

Gegeben seien zwei Experimente ~ und ~) wie in 4., beide seien schwach 
dominiert. # bzw. v sei ['fir ~ bzw. ~*  ein schwach dominierendes Mal3 und o.E.d.A. 
~iquivalent zu ~ bzw. N*. Es sei 9.1(#)..={A-cg.l: B e A  ~ genau dann, wenn 
1A = 1B [-#]}. Analog definiert man ~(v). Es sei X ~ - A ~ : =  ( X - A )  ~, P(A~):= P(A) 

fiir jedes Aeg.1 und V A2:= A, , wenn An~9.I ist fiir alle neN.  
n = l  

(5.1) Definition. ~ und r heigen maJ3isomorph, wenn es eine bijektive Ab- 
bildung T: 9.1(At) ~ ~ (v) gibt mit den Eigenschaften: 

(a) T(X ~ -  A m) = Y~ - T(A~) ftir alle A c 9A, 

(b) T V A = V T(A~) fiir jede Folge (A,),~ N aus 9.I, 
n = l  n = l  

(c) P*(T(A~))=P(A ~) fiir alle A69.I und PeN.  

X und ~ haben nach (2.15) minimalsuffiziente Unterexperimente. 

Wenn �9 dominiert ist und ~ schwach suffizient fiir X, so folgt bereits, dab 
g) dominiert ist. DaB man bei dieser Aussage nicht ,,dominiert" durch ,,schwach 
dominiert" ersetzen kann zeigt das 

Beispiel. Sei X.' =(IR x {1})w (IR x {2}), 9.I, = ~(X) und 

~ , =  {P~: relR, P~(A)=�89 la(r, 1)+�89 1A(r, 2) fur alle A c 9.I}. 

~ : =  { U {(r, 1), (r, 2)}: T c  IR} und E: = {S u V: SeS, V= (U {(r, 1)}) u (U {(r, 2)}), 
v~T  r~E r~F 

wobei E und F h6chstens abz~ihlbare Teilmengen von IR sind} sind Vergr6be- 
rungen von 9.I. 

Daraus folgert man: ~ ist schwach dominiert durch das z~ihlende Mal3, ~ ist 
suffizient far N, es gilt ~ c E c g . l  aber E ist nicht suffizient fiir ~ .  Selbstverst~ind- 
lich ist aber ~ auch suffizient far NIE, und somit (X, E, ~ l~)  schwach suffizient 
ffir (X, ~,  NI~)- Nlfs ist nicht schwach dominiert, ~ 1 ~  aber. 

Sei nun gA schwach suffizient fiir ~ mit ~0 gem~ig (4.8). Es gilt der 

(5.2) Satz. Die minimalsuffizienten Unterexperimente yon ~ und ~ sind marl- 
isomorph, sofern (X x Y, 9.I| ~o x ~)  schwach dominiert ist. (Wenn ~ oder 
dominiert ist, ist auch @ x ~ dominiert.) 

Beweis. 9.I' bzw. E' seien minimalsuffiziente Vergr6berungen von 9.I bzw. ~. 
Augerdem gibt es auch eine minimalsuffiziente Vergr6berung ~ yon 9.I| 
2 sei schwach dominierend ftir ~0 x ~ und zu ~o x N iiquivalent. Wegen der Suf- 
fizienz yon ~I| Y und X |  ftir ~p x ~ ,  sind auch 9.I'| und X |  suffizient 
ftir ~ox~, und man hat ~cg . I ' |  und ~ c X |  

~'." = {A ~ gl': Es gibt ein S e ~ mit 1 s = 1 a • ~ [2]} ist eine Vergr6berung von 9.1'. 
Es gilt ~ ' |  Denn ~ ' |  folgt nach der Definition yon ~', 
und wenn S e ~  ist gibt es ein AsegX' mit ls=lA~• also ist A s in ~'.  All- 
gemeiner existiert auch zu jedem ~-mel3baren f e i n  ~'-megbares f '  mit f (x ,  y) = 
f '  (x) 1-2] fiir alle x e X und y e I7. 
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Wir zeigen nun, dab ~ '  suffizient ffir N ist, Man hat n~tmlich ffir jedes S 'e~ ' ,  
A e g / u n d  P e ~  die Beziehung 

~IAdP= ~ 1A• ~ E(1A• 
S' S'xY S'xg 

= ~ (E(1A• ~(E(1A• 
S ' x g  S' 

Damit gilt ~ '  = 9/' [#] und schlieBlich ~ ' |  Y-=- ~ = 9/ ' |  Y[21. In analoger Weise 
ergibt sich ~ = X|  [21. 

Zu jedem Aeg/'  gibt es daher ein CeE '  mit 1A•215 ]. Die dadurch 
gegebene Abbildung yon 9/' (#) nach (F (v) ist der gewiinschte Isomorphismus. 
Speziell (5.1) (c) gilt, da 1 a • y = 1 x • c [21 impliziert 1A • y = 1 x • c = 1A • C [2], und 
deshalb P(A)= ~0 x P(A x C)=P*(C) ist. 

Proposition 12 in [11] entspricht dem eben bewiesenen Satz. Dort  handelt 
es sich allerdings um Isomorphie yon linearen R~iumen. 

6. Hilfss~itze iiber spezielle lineare und bilineare Abbildungen 

Im Abschnitt 7 sollen Beziehungen zu den Arbeiten [111 und [101 hergestellt 
werden. Zu diesem Zweck benStigen wir einige Hilfsmittel, die jetzt bereitgestellt 
werden sollen. 

und Yf seien Vektorverbiinde reeller Funktionen mit 1 auf den (nicht- 
leeren) Mengen X bzw. Y. 9/(o~) bzw. 9/(2/f) seien die kleinsten a-Algebren fiber 
X bzw. Y bzgl. derer alle Funktionen aus o~ bzw. ~'~ mel3bar sind. Ein G c  X 
heigt ~-offen ([21, S. 159, Definition 39.2), wenn eine isotone Folge (f,),~N aus 
o~+ existiert mit 1G= sup f, .  Das System der ~--offenen Mengen ist gem~ig [21, 

ne~'q 

S. 159, Lemma 39.3, ein durchschnittsstabiler Erzeuger yon 9/(~).  

(6.1) Lemma. T sei eine positive, normierte lineare Abbildung T: ~--+2/~ mit 
T s u p f , ) = s u p  T(.f,) ffir jede isotone Folge ( f , ) ,~  aus ~+ mit supf ,  eJ~  Dann 

hen neN 

gibtes genau einen Markovkern # yon (Y, 9/(2/f)) nach (X, 9/(~)) mit T(f)(y)= 
~ f(x) #(dx, y) fiir alle f e ~  und ye Y. 

Beweis. Ffir jedes y~ Y erffillt die Abbildung, die jedem f ~ o  ~ den Wert T(f)  (y) 
zuordnet, die Voraussetzungen des Satzes yon Daniell-Stone, [21, S. 160, Satz 39.4 

,und S. 164, Korollar 39.6, und daher gibt es ffir jedes y e Y  genau ein W-MaB 
p(.,  y) auf 9/(~-) mit T(f)(y)= ~f(x) #(dx, y) fiir alle f e ~ .  

Ffir jedes ~-offene A ist #(A, ") dann 9.I(Yf)-megbar. Welter ist die Menge 
aller Aeg/( f f ) ,  fiir die #(A,.) eine 9/(Yf)-meBbare Funktion ist, ein Dynkin- 
System. Nach [2], Satz 2.3, ist dann # (A,') ffir alle A e 9 / (~)  eine 2[ (Jf)-meBbare 
Funktion. 

Im folgenden sei (Y, cg, v) ein MaBraum, v sei lokalisierbar und wesentlich. 
F sei ein Vektorverband beschriinkter reeller Funktionen mit 1. Eine positive 
Bilinearform M auf ~-xLX(~,v) heiBt normiert, wenn fiir alle geLl+(E,v) gilt 
M(1 ,g)=  [[gH~. 

(6.2) Lemma. M sei eine positive, normierte Bilinearform auf f f  x L ~ (~, v). Dann 
gibt es eine positive, normierte lineare Abbildung m yon f f  in L ~176 (E, v) mit M(f,  g) = 

re(f) g dv ffir alle geL1 (~, v) und f e ~  
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Beweis. Far  jedes feste fE~- i s t  M(f , ' )  eine stetige Linearform auf L:(E,v) 
wegen der Normiertheit  von M und der Beschfiinktheit der Elemente von 
Da La'(g, v)= L~ (E, v) ist, [17], S. 364, Theorem 4, gibt es genau ein m(f)~U~ v) 
mit M ( f , g ) =  ~m( f )gdv  flit alle g~Ll(E, v). 

Die Beschdinktheit der Elemente von ~ w e r d e j e t z t  wieder fallengelassen und 
ebenso die Lokalisierbarkeit von v. 

(6.3) Lemma. T: ~ L~ (E, v) sei eine positive, normierte lineare Abbildung mit 
T ( s u p f , ) = s u p  T(f~)fiir jede isotone Folge ( f , ) ,~  aus o~+ mit s u p s  ~. Dann 

n e N  n e N  n~N 

gibt es einen schwachen Markovkern p yon (Y, if, v) nach (X, 9X(~)) mit S f ~o(dx, . )e 
r ( f )  f~r alle f ~  

Beweis. Ffir jedes Ee~e, ~ liefert ~ T(f )dv  (dabei soll fiber ein Element yon 
E 

T(f)  integriert werden) eine positive Linearform auf ~,  die den Voraussetzungen 
des Satzes von Daniell-Stone ([2], S. 160, Satz 39.4 und S. 164, Korollar 39.6) 
genfigt. Es gibt dann ffir jedes EG~e, ~ genau ein Mag # ~ a u f ~ ( J )  mit ~ T(f )  dr= 
~fd#E ffir alle f e ~  E 

Wir behaupten: Fiir jedes Ae~I(~-) gibt es eine modulo [v] eindeutig be- 
stimmte ~-mel3bare Funkt ion cp(A,-) mit ~q~(A,.)dv=#e(A) ffir alle E e ~  ..... 

E 

Die Eindeutigkeit modulo Iv] folgt dabei, weil v wesentlich ist. Die Existenz 
ergibt sich folgendermal3en: Ffir ein ~,~-offenes A, d.h. 1 A = s u p f  ., wobei (f,),~N 

n~N" 

eine isotone Folge aus ~+ ist, gilt #E(A)=~supT(f ,)dv.  Man w~ihle also 
E neN 

(p (A,') e sup T(f f l  Welter ist die Menge aller A e 9.1 (~),  ftir die ein (p (A,') existiert, 
nE~NI 

ein Dynkin-System. Gemiil3 [2], S. 18, Satz 2.3, gibt es dann ein q)(A, .) ftir alle 
Aeg, I(~-). DaB q~ ein schwacher Markovkern von (Y, g, v) nach (X, gX(~-)) ist, 
ist wegen der Eindeutigkeit modulo [v] klar. Ersetzt man nun in (4.3) N durch 
{viE: EG~e,,,} und N* durch {#~: EGff.e,~} , SO folgt 

T( f )dv=  ~ f  d#~= ~ ( I f  ~o(dx, "))dv 
E E 

fiir alle f ~  und EeEe, ~. D a v  wesentlich ist, ergibt sich die Behauptung. 

(6.4) Korollar. cg(X) sei die Menge der stetigen Funktionen auf einem kompakten 
Raum X und T eine positive, normierte lineare Abbildung T: cg(X)--*L~~ 
Dann erfiilh T die Stetigkeitsbedingung aus (6.3). 

Beweis. Ftir jedes E~Ee, ,, ist ~ T(f)  dv eine positive Linearform auf cg(X). 
E 

Gem~iB [2], S. 177, Korollar 43.2, gilt dann fiir jede isotone Folge ( f , ) ,~  aus 
cg+ (X) mit sup f ,  scg(X) die Gleichung 

nGIN 

S T(sup f,) dv = sup ~ T(f~) dv-- ~ sup T(f,) dv 
E nelN n e I N E  E n e w  

ftir EG~e, v "  D a v  wesentlich ist, folgt die Behauptung. 



306 D. Mussmann: 

7. Entscheidungstheoretische Charakterisierung der schwachen Suffizienz 

Hier soll zuni~chst gezeigt werden, wie die Entscheidungsfunktionen im Sinne 
yon [10] und [11] sich in unseren Rahmen einffigen. Diese Autoren definieren 
als Experiment ein Tripel (X, E, (Pa)a~o), wobei X eine nichtleere Menge, E ein 
Banachverband reeller, beschr~inkter Funktionen mit 1 unter der Supremums- 
norm und P~ ffir alle ~eO eine positive, normierte Linearform auf E ist. 

Im Falle dab ffir jede isotone Folge ( f , ) ,~  aus E+ mit sup,~N f ,~E gilt Po (sup f , )= 

sup P~(f,) ftir alle Oe O, kann man bekanntlich nach dem Satz yon Daniell-Stone 
hEN 

(P~)a~o als Familie yon W-Magen auf 91(E) auffassen. Wir fordern hier diese 
Bedingung jetzt zusiitzlich und betrachten das Experiment ~ .- = (X, ~ (E), N), 
wobei ~." = {P~: Oe O} ist. Wir ben6tigen nun die 

(7.1) Definition. Gegeben sei ein Experiment (X, 92, ~). Dann heil3t jede konvexe, 
kompakte Teilmenge D ~ [ -  1, + 1 ]ec  IR ~ ein Entseheidungsraum fiir (X, 91, ~). 

In [11] wird noch yon D endliche lineare Dimension gefordert. Die anschau- 
liche Deutung yon D besteht darin, dab als ,,Schaden" bei vorliegender Ver- 
teilung P e N  und der Entscheidung teD der Wert pre(t) (Projektion yon t auf 
die P-te Koordinate) angesehen wird. 

Entscheidungsfunktionen analog Le Cam. Y: (wie vor (7.1)) wird ein schwach 
dominiertes Experiment (X',92(E)',N') gem~il3 (3.4) zugeordnet. Das schwach 
dominierende MaB sei v. D sei ein Entscheidungsraum ftir ~. ,,Risikofunktionen" ( dp'  
analog [11] sind dann Abbildungen, die verm6ge PI--.M Pre, dv ! definiert 

sind, wobei M eine positive, normierte Bilinearform auf ~(D)• L~(92(E) ', v) ist. 
M stellt also in einem allgemeineren Sinne eine Entscheidungsfunktion dar. 
Nach (6.2), (6.3) und (6.4) gibt es einen schwachen Markovkern ~p yon (X', 92(E)', v) 
nach (D, 92(~(D))) derart, dab ffir alle P ~  gilt 

[ dP' ~ dP' . 
M ~pre,Tv ] = 5 (5 pre(t) q)(dt, "))Tv dr= 5 (5 Pre(t) q)(dt, ")) dP'. 

Entscheidungsfunktionen nach Heyer. D sei ein Entscheidungsraum ftir 3s 
(wie vor (7.1)). Jede Abbildung f :  X ~ D  mit f=(fp)ps~ und fpeE ffir alle P e N  
wird in [10] als Entscheidungsfunktion bezeichnet. Nach [10], Proposition 3.1.2, 
haben die Entscheidungsfunktionen die Gestalt (T(prp))e~e, wobei T: Cg(D)-~ E 
eine positive, normierte lineare Abbildung ist. Da D kompakt ist, erftillt T die 
Voraussetzungen yon (6.1) (vgl. [2], S. 177, Korollar43.2). Es gibt also einen 
Markovkern ~0 yon (X, 91(E)) nach (D, 92 (cg (D))) mit T(pre) -- 5 Pre (t) ~0 (d t,-) fiir 
alle P e ~.  

F fir den Fall, dab E die Menge der megbaren beschr~inkten Funktionen bzgl. 
einer tT-Algebra 92 fiber X bezeichnet und ~ eine dominierte Menge yon W-Magen 
auf 92 ist, werden in [10] positive, normierte lineare Abbildungen T: Cg(D)-~ 
L ~ (92, v), wobei ve in  zu ~ gquivalentes dominierendes Mag sei, als verallge- 
meinerte Entscheidungsfunktionen betrachtet. Die durch Pc-+ ~ T(pre)dP deft- 
nierte Abbildung wird als Risikofunktion yon T bezeichnet. Nach (6.3) und (6.4) 
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gibt es einen schwachen Markovkern (p yon (X, N,v) nach (D, 9.1(Cg (D))) mit 
r(prp) clP= I (t pro(t)~o(ch, .))clP ftir alle P e N .  

Die Experimente t ; :--(X, 9.1, N) und g): =(Y, ~, N*) seien jetzt wie in 4. gegeben 
und schwach dominiert. Aus dem Vorangehenden ergibt sich, dab die nun 
folgenden beiden Definitionen mit denen in [10] und [11] in Einklang sind. 

(7.2) Definition. Jeder (schwache) Markovkern ~o von 3s nach (O, ~I(~(D))), wobei 
D ein beliebiger Entscheidungsraum fiir 3s ist, heil3t (schwache) Entscheidungs- 
funktion ffir 3s 

(7.3) Definition. Sei D ein Entscheidungsraum ffir 3s Ftir jede (schwache) Ent- 
scheidungsfunktion q) ftir 3s heigt die durch Ro(P)." = ~ ( ~ prp(t) (p(dt, "))dP ftir 

X D 
alle P e N  definierte Funktion Risikofunktion der (schwachen) Entscheidungs- 
funktion ~o. 

(7.4) Satz. Die foIgenden Aussagen sind ~quivalent: 
(t) Fiir jedes ~>0 gibt es fiir jeden Entscheidungsraum O und fi'tr jede Ent- 

scheidungsfunktion 0 fiir go eine schwache Entscheidungsfunktion ~p ffir 3i mit 
Ro(P)<=Ro(P)+e fiir alle P e N .  

(2) Es gibt einen schwachen Markovkern )~ yon 3s nach (Y,E) mit P*(C)= 
~ z(C,  ")dP fiir aIle P e N  und Ce~.  

Beweis. v sei ein ftir N schwach dominierendes Mal3 und ~iquivalent zu N. 
Nach [10], Korollar 4.2.3, ist die Existenz einer positiven, normierten linearen 
Abbildung T von den beschr/inkten E-mel3baren Funktionen in L ~ (N, v) mit 
T ' P = P *  ftir alle P e N ,  wobei T' die zu T adjungierte Abbildung sei, gquivalent 
mit (1). (In [10] ist v zwar cr-endlich, aber es wird nur die Beziehung L1'(9/, v)= 
L ~176 (~I, v) gebraucht.) DaB (2) die Existenz eines solchen T liefert, ist klar. 

Existiere nun das T, und sei (f,),~N eine isotone Folge tiberall nicht negativer 
Funktionen, die E-mel3bar und beschr~inkt sind, mit sup f,  < oe. Dann hat man 
ftir alle P e N  die Gleichung " ~  

T(sup f,) dP = ~ sup f ,  dP* = sup j" f ,  dP* = ~ sup T(f~) dP. 
h e n  n~N nEN 

Es folgt sup T(f , )= r(sup L). 
n~N neN 

Nach (6.3) gibt es nun einen schwachen Markovkern Z yon (X, ~I, v) nach 
(Y, ~) mit P*(C)=  T'(P) (lc)= ~ r( lc)  d P =  ~ z(C, ") dP fiir alle P e N  und Ceg ,  
was die Giiltigkeit yon (2) zeigt. 

(7.5) Satz. Die folgenden Aussagen sind ?tquivalent: 
(1) ~ ist schwach suffizient fi2r 3s 
(2) Ffir jedes e > 0 und jeden Entscheidungsraum D gibt es zu jeder Entscheidungs- 

funktion 01 fiir 3s bzw. 02 ffir go eine schwache Entscheidungsfunktion 01 fiir 
gO bzw. q)2 Jfir 3s mit Ro~(P)_~Ro,(P)+e fiir alle P e N  und i= 1, 2. 

Beweis. Nach (7.4) folgt (2) aus (1). Gelte nun (2). Dann gibt es nach (7.4) schwa- 
che Markovkerne )C yon 3s nach gO und r/von go nach 3s Nach [16], Theorem 2.1, 
ist g3 dann paarweise schwach suffizient fiir 3s Gem~it3 (4.9) ist go nun schwach 
suffizient ftir 3s 
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