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Vergleich von Experimenten im schwach dominierten Fall

Dieter Mussmann

1. Einleitung

In Anlehnung an Blackwell ([4, 5]) nennen wir einen MeBraum (X, ) zu-
sammen mit einer Menge & von WahrscheinlichkeitsmaBen auf % ein Experi-
ment. Wenn & eine Vergroberung von U ist, bezeichnen wir (X, ©) mit der
Menge der auf & eingeschrankten Mafle aus £ als Unterexperiment. Fiir den
Fall, dafl € suffizient ist, besteht bekanntlich zwischen dem Experiment und dem
von & gelieferten Unterexperiment eine Verkniipfung vermoge eines bedingten
Erwartungswertes. Allgemeiner kann man zwei Experimente betrachten, die in
analoger Weise miteinander verkniipft sind [12]. Wir nennen dann das eine
Experiment fiir das andere schwach suffizient (in [12] werden andere Bezeich-
nungen verwendet). Dem Begriff der paarweisen Suffizienz entspricht der Begriff
der paarweisen schwachen Suffizienz.

Wir beschrinken uns auf Experimente, die schwach dominiert sind, d.h. bei
denen es auf A ein lokalisierbares MalB [17] gibt bzgl. dessen jedes W-Mal aus &
eine Dichte hat. Ein o-endliches MaB ist lokalisierbar. Man kann leicht zeigen,
daB die schwache Dominiertheit zu der Verallgemeinerung der Dominiertheit
in [8], Bedingung (D), dquivalent ist. In [8] wird gekliirt, inwieweit die Bedin-
gung (D) mit dem allgemeineren Dominiertheitsbegriff in [15] iibereinstimmt.
Daraus ergibt sich, daB bei schwach dominierten Experimenten minimalsuffi-
ziente Vergroberungen existieren und daB sich ein Satz iiber die Aquivalenz von
paarweiser Suffizienz und Suffizienz formulieren 148t. Dies ist fiir den dominierten
Fall bekannt ([1, 97) und gilt nicht fiir beliebige Experimente ([9, 14]). Allge-
meiner kénnen wir eine Aussage iiber die Aquivalenz von paarweiser schwacher
Suffizienz und schwacher Suffizienz machen (fiir den dominierten Fall vgl. [16]).
Weiter zeigen wir, daB3 die schwache Suffizienz zweier Experimente, die schwach
dominiert sind, impliziert, daf} deren minimalsuffiziente Unterexperimente maB-
isomorph sind. Wir geben ein Beispiel an, bei dem zwischen 2 und einer suffi-
zienten Vergroberung eine nichtsuffiziente Vergréberung liegt (vgl. auch [6]).
SchlieBlich kommen wir durch eine Umformung eines Satzes aus [10] zu dem
Ergebnis, daBl sich die schwache Suffizienz mit Hilfe von ,Risikofunktionen®
charakterisieren l48t.

Zu erwihnen ist noch die folgende Beziehung zu [11]. Dort wird als Experi-
ment ein Tripel (X, E, (B)y.¢) betrachtet, das aus einer nichtleeren Menge X,
einem Banachverband E beschrinkter reeller Funktionen auf X mit 1 und einer
nichtleeren Familie (F), o von positiven, normierten Linearformen auf E besteht.
Diesem Experiment werden zwei Banachverbinde L und M zugeordnet mit
L'=M und der Eigenschaft, dall (B),., eine Teilmenge von L bildet und jedes
Element von E ein Element aus M liefert. Experimente werden auf Grund dieser
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Raume untersucht. Beziiglich der Einbettung eines Experimentes in ein Raum-
paar L, M zeigen wir, daB} es (auf rein mafitheoretischem Wege) moglich ist, ein
in unserem Sinne definiertes Experiment in ein schwach dominiertes Experiment
cinzubetten. Der L[}~ bzw. L*-Raum bzgl. eines MaBes, das die Menge von
W-MaBen dieses Experimentes schwach dominiert und dazu #quivalent ist, ent-
spricht dann dem Raum L bzw. M in [11].

2. Schwache Dominiertheit

Wir definieren hier zun4chst die fiir diese Arbeit wichtigen Begriffe und stellen
dann den AnschluB zu [8] und [15] her. Wir verabreden die folgenden abkiir-
zenden Schreibweisen: (X, ) sei stets ein MeBraum. Fiir ein Maf p auf A sei
A, ,={AeW: u(A)<co} das System der meBbaren Mengen mit endlichem

u-MaB und QId’u:z{AGQI: A=JE, E.c¥,  fir alle nelN} das System der

n=1

meBbaren Mengen mit g-endlichem pu-MaB. Sei weiter 2 eine nichtleere Menge
von MaBen auf 2. Wenn fiir zwei U-meBbare Funktionen f g gilt, daB f=g
P-fast iiberall fiir alle P2 ist, schreiben wir f=g[£]. Fiir zwei Teilmengen §, €
von U bedeute E<=F[2], daB es zu jedem Ec€ cin Fe§F gibt mit 1,=1,[2]
(1 sei die Indikatorfunktion von E). Bei festem A sei |4 das durch ulA(B):=
u{An B) fiir alle Be A definierte MaB. Im folgenden handelt es sich bei £ meistens
um eine Menge von WahrscheinlichkeitsmaBen (W-MaBen). Fiir diesen Fall
definieren wir:

(2.1) Definition. (a) Wenn auf (X, ) eine nichtleere Menge # von W-Maflen
gegeben ist, nennen wir das Tripel (X, U, &) ein Experiment.

(b) Ist G eine Vergroberung (Unter-c-Algebra) von U, so heifit das Tripel
(X, S, 2|Q), wobei 2|S die Menge der auf & eingeschriankten MaBe aus 2 sei,
Unterexperiment von (X, U, 2).

Fiir das Folgende ist es im Grunde nur wichtig, daBl # aus positiven endlichen
Malen besteht.

(2.2) Definition. Das Unterexperiment heiBt suffizient, wenn & suffizient fiir 2
ist, d.h. fiir jede Menge Ae gibt es eine S-meBbare Funktion E(1,|&), die wir
einen bedingten #-Erwartungswert von 1, bzgl. € nennen, derart, daf fiir alle
Se@und Pe2 gilt {1,dP= {E(1,|€)dP.

S S
Wir erinnern daran, daB eine Vergroberung & von W paarweise suffizient
fir # heiBt, wenn & fiir jede zweiclementige Teilmenge von £ suffizient ist,
und minimalsuffizient, wenn fiir jede suffiziente Vergroberung T gilt ST [2].

Die niichsten Definitionen brauchen wir fiir die Einfithrung des Begriffes
,.schwach dominiert®.

(2.3) Definition. (a) Ein MaB p auf (X, ) heiBt lokalisierbar, wenn jede Menge
€A, , ein essentielles Supremum, ess-sup €€, hat, d.h. fiir jedes AeW gilt
u(E—A)=0 fiir alle Ec€ genau dann, wenn p(ess-sup €—A4)=0 ist (vgl. [17],
S.262).
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(b) u heiBit wesentlich (finite subset property in [17], S.257), wenn fiir jedes
AeW mit u(A4)>0 ein U-mefbares B A4 existiert mit oo > u(B)>0.

(2.4) Definition. (a) u sei ein Maf auf (X, ). Eine Familie von meBbaren Funk-
tionen {f;: EeU, } heillt Querschnitt (cross-section, vgl. [17], S.250), wenn fiir
alle E,Fe, , gilt 1;_r fe=1p ¢ frlul.

(b) Ein Querschnitt heiBt durch eine mefibare Funktion f bestimmt, wenn
flg=/f[u] fur alle Ee¥, , gilt.
(2.5) Satz. y auf (X, N) sei wesentlich. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) uw ist lokalisierbar.

(2) Jeder Querschnitt ist durch eine mefibare Funktion bestimmt.

Beweis. Vgl. [17], S. 264, Theorem 2.
(2.6) Satz. u sei ein wesentliches positives Map auf (X,W). Dann gibt es eine
Teilmenge 3 < W mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes Ze 3 ist co>u(Z)>0.

(2) Fir Z,Z’ €3 mit Z+Z' gilt W{Z~2Z')=0.

(3) Gilt fiir ein AW die Beziehung u(AnZ)=0 fir alle Ze3, so ist u(4)=0.

Beweis. Man zeigt (2.6) unter Benutzung des Zornschen Lemmas (vgl. [17],
S. 259, vor Lemma o).
(2.7) Definition. Die Menge J aus (2.6) nennen wir u-Zerlegung von X.

Wir kommen nun zum Begriff der schwachen Dominiertheit.

(2.8) Definition. Eine nichtleere Menge 2 von W-MaBen auf (X, ) heiBt schwach
dominiert, wenn es auf (X, ) ein lokalisierbares MalB u gibt, bzgl. dessen jedes
Pe# eine Dichte hat. In diesem Fall heif3t auch das Experiment (X, 2, 2) schwach
dominiert.

Ein Experiment heifit bekanntlich dominiert, wenn das u aus (2.8) g-endlich
ist. Wir beweisen ein

(2.9) Lemma. (1) Jedes PeZ habe eine Dichte bzgl. eines Mafes u auf U, das
zu P dquivalent ist. Dann ist y wesentlich.

(2) 2 sei schwach dominiert. Dann gibt es ein schwach dominierendes Maf,
das zu P dquivalent ist.

P
Beweis. (1) Es sei TP=={S—>O} fiir alle Pe# Sei u(A)>0 fiir ein Ac.
U

Dann gibt es ein Pe# mit P(4)>0. Daher ist auch u(4nTp)>0. Da T, ,
ist, folgt die Behauptung.

(2) p sei jetzt das schwach dominierende MaB fiir # und T, sei wie vorhin
fir jedes PeZ definiert. Wir setzten €:={Ee, ,: Ec T, fiir ein PeZ}. Es exi-
stiert T:=ess-sup EeW. u|T ist cbenfalls lokalisierbar, und es ist T, < T [u] fur
alle Pe£ Daher ist u|T schwach dominierend fiir 2 u|T ist auch bzgl. 2 absolut
stetig. Denn sei ein 4eW gegeben mit P(A4)=0 fiir alle PeZ so ist u(T,nA)=0
fiir alle Pe# Daraus folgt u(T—(X —A4))=0, was A< X — T [¢] und schlieBlich
#lT(4)=0 zur Folge hat.

21%
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In [15] ist fiir Experimente der Begriff der Dominiertheit verallgemeinert
worden. Eine Formulierung der dabei angegebenen Bedingung lautet (vgl. [15],
S.599, Lemma 1.2 und Theorem 1.1):

(2.10) Pitcher-Bedingung. (X, U, #) hat die beiden Eigenschaften:

(1) Sei N=X, und existiere zu jedem Ped eine P-Nullmenge N,e2 mit
NcN;,dann ist Ne .

(2) Zu jeder Familie von A-meBbaren Funktionen (fp)p., mit der Eigen-
schaft, daB zu je endlich vielen B, ..., B,e? eine U-meBbare Funktion fp 5
existiert mit f,  p =fp,[B] flir i=1,...,n, gibt es einec A-mebbare Funktion f
mit f= f,[P] fiir alle Pe#

In 8] werden zwel zu (2.10)(2) &quivalente Bedingungen angegeben. Die
Bedingung (D) in [8], S.56, lautet etwas umformuliert (vgl. [8], S.54, Bemer-
kung 8.1, und S.19, Definition 2.1):

(2.11) Diepenbrock-Bedingung (D). Es gibt ein zu £ #dquivalentes Maf y auf

(X, ), bzgl. dessen jedes Pe# eine Dichte hat, und jeder Querschnitt (hinsicht-
lich p) von A-meBbaren Funktionen ist durch eine meBbare Funktion bestimmt.

Die zweite Bedingung in [8], S. 59, heil3t:

(2.12) Diepenbrock-Bedingung (S). Zu jeder Teilmenge €< gibt es ein Sge
mit der Eigenschaft, daB fiir jedes PeZ gilt: Fiir ein AeW ist P(E— A)=0 fiir
alle Ec€ genau dann, wenn P(S;— A4)=0 ist.

Die Aquivalenz von (2.10)(2), (2.11) und (2.12) wird in [8], §9, S.60—70,
bewiesen.

(2.13) Satz. Ein Experiment ist genau dann schwach dominiert, wenn es einer der
Bedingungen (2.10)(2), (2.11) oder (2.12) geniigt.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus (2.5) und (2.9).

Wir konnen jetzt zwei Sitze fir schwach dominierte Experimente angeben,
die spater gebraucht werden.

(2.14) Satz. (X, U, P) sei ein Experiment und & eine Vergroberung von U.
(1) Ist S suffizient fiir &, so ist © paarweise suffizient fiir 2.

(2) Ist © paarweise suffizient fir ? und ist P|S schwach dominiert, so ist
suffizient fiir 2

Beweis. (1) ist klar.

(2) Fiir jede Indikatorfunktion 1, von A€ und jedes Pe# sei E,(1,|©)
ein bedingter Erwartungswert hinsichtlich P. Jede endliche Familie von W-Mafen
ist dominiert. Aus der paarweisen Suffizienz folgt daher die Suffizienz fiir jede
endliche Familie aus £ und E,(1,|S) erfiillt die Voraussetzungen von (2.10)(2),
wenn das Experiment (X, S, 2|S) betrachtet wird. Daher gibt es einen be-
dingten #-Erwartungswert bzgl. €.

(2.15) Satz. (X, U, P) sei schwach dominiert. Dann gibt es eine fiir & minimal-
suffiziente Vergroberung von .
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Beweis. Das schwach dominierende Mal3 u sei gemidf (2.9) zu 2 dquivalent
gewdhlt. Zu Nc X gebe es fiir jedes Pe? eine P-Nullmenge N, mit NcN,.
Nach [17], S.265, Exercise 35.1, existiert N’==X—es§’-s;1p(X—NP)eQI (bzgl. p),

und es ist Na N < Np{yu] fiir alle Pe# und folglich N'c N, [P] fiir alle P2
Daher ist g(N)=0 und somit NeU* der Vervollstindigung von U bzgl u.
#' sei die Menge der Fortsetzungen der MaBe aus & auf U (X, W, 2) erfiillt
dann (2.10). Nach [15], S. 603, Theorem 2.5, gibt es eine fiir £’ minimalsuffiziente
Vergroberung IR von A*. Eine minimalsuffiziente Vergréberung von U fiir 2

ist dann
T:={AcWU:es gibtein MeMmit 1, =1,,[ul}.

3. Einbettung eines Experimentes in ein schwach dominiertes Experiment

(X, U, #) sei ein Experiment. Im folgenden bendtigen wir einige Eigen-
schaften der Menge 2*:={Q: Q=P|A,Pe? AcU}. Zwei Elemente M, QeP*
heiBen orthogonal (mutually singular [13], S.107), wenn es eine Menge BeU
gibt mit M(B)=0 und Q(X — B)=0.
(3.1) Bemerkung. Die Glieder einer Folge (Q,),.n von MaBen aus #* sind
genau dann paarweise orthogonal, wenn es eine Zerlegung (4,),., 4,6, von X
gibt so, daB Q,(d4,,)=0 ist fiir n=m. Wir nennen (4,),. eine zu (Q,),.x gehorige
Zerlegung von X.
(3.2) Lemma. Fiir zwei Mafie M, Q eP* sei T, :={—iM—> 0}.

’ wi T d(M +Q)
(1) QI T,y ist bzgl. M absolut stetig und unabhiingig von der Wahl der Dichte.
(2) M und Q sind genau dann orthogonal, wenn Q (T, ,)=0 ist.

Beweis. (1) Sei M(A)=0 fiir ein A, dann gilt 0= lAmd(M—l-Q)

und daher Q(ANT,,,)=0. Nach dem Satz von Lebesgue [13], S. 108, Proposi-
tion IV.1.3, ist Q|T,,, , eindeutig bestimmt.

(2) Wegen M(X — Ty, ,)=0 folgt aus Q(T,y, o) =0 die Orthogonalitidt der MaBe.
Gibt es andererseits ein Be A mit M(X — B)=0 und Q(B)=0, so kann T, ,<B
gewihlt werden.

(3.3) Satz. Es gibt eine Teilmenge M <= P* mit den Eigenschaften:
(1) Die Elemente von M sind vom Nullmap verschieden und paarweise orthogonal.

(2) Jedes PeP ist bzgl einer hichstens abzihlbaren Teilmenge Mp von M
absolut stetig.

Beweis. Wir betrachten die Menge 3 aller Teilmengen von 2* mit der Eigen-
schaft (3.3)(1). Fiir jedes Pe# ist {P}e3. Die Inklusion liefert eine teilweise
Ordnung auf J. Da jede linear geordnete Teilmenge von 3 eine obere Schranke
(Vereinigung) hat, gibt es nach dem Zornschen Lemma ein maximales Element
A in 3.

Wir Zeige.n: Fiir jedes Pc2 gibt es eine hochstens abzihlbare Teilmenge
Mp< M derart, daB P(T,,, »)=0 genau dann gilt, wenn M e.# — .4 ist. Anderen-
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falls gibe es eine abzihlbare unendliche Teilmenge A" <.# und ein ¢>0 mit

P(Ty.p)>efiiralle MeV. Da ./ paarweise orthogonal ist, ist auch { P| Ty, p: MeA"}

paarweise orthogonal; (4,,),,., sei die zugehorige Zerlegung von X. Dann ist

P(X)= ) P(4y)Z Y P(Ty,pnAy)= ), P(T},p) und wir haben einen Wider-
MeX MeX Mew

spruch.

Jedes Pe ist bzgl. .4, absolut stetig. Denn sei P(4)>0, Ae¥, so gibt es
wegen der Maximalitdt von # ein M e.#, das nicht orthogonal zu P|A4 ist. Nach
dem Vorangehenden ist M e.#,.

Der niichste Satz beschreibt die Einbettung eines Experiments in ein schwach
dominiertes Experiment.

(3.4) Satz. Zu jedem Experiment (X, N, #) gibt es ein schwach dominiertes Experi-
ment (X', W, ), wobei &' von der Gestalt #' ={P': PeP} ist, mit einem zu &'
dquivalenten schwach dominierenden Mafp p und eine W — WU-mefbare Abbildung
pr: X'— X mit den Eigenschaften:

(1) P=P opr~! fiir alle Pe?

(2) € bezeichne die Menge aller endlichen Teilmengen von ¥*(W, u), geordnet
bzgl. der Inklusion. Zu jedem f'e L * (W, y) gibt es ein gerichtetes System (fgp.e
von beschrinkten W-mefbaren Funktionen so, daf fiir jedes g'e L (W, ) gilt
§1f = feeprl g du=0 fiir alle E> {g'}.

(3) Zu jedem A'e gibt es ein gerichtetes System (Ag)g.e (€ wie in (2)) von

ar’
Mengen Az so, dap fiir jedes PP gilt P'(pr~"(4y) 4 A')=0 fiir alle ED{ i }»

Beweis. . sei die Menge aus (3.3). Es sei X':=X x 4 und U’ die o-Algebra,
deren Elemente A’ die Gestalt haben 4'= (] Ay x {M}, Ay ¥ fiir alle Me.#.

Me#

Fiir alle Me# werde das MaBl M’ auf (X', ') dadurch bestimmt, daB fiir alle
A'eW gesetzt wird M'(A4"):=M(A), wobei A x {M}=A"n(X x {M}) ist.

Das MaB p auf (X', ') sei das Supremum aller endlichen Summen von
MaBen M', Me#, d.h. u= Y M’ (vgl [3], S.32, Theorem 1). u ist auf A’ loka-

Medl

lisierbar und wesentlich (vgl. [17], S. 263, Theorem 1).

Die Abbildung pr sei gegeben durch pr: (x, M)~ x, xeX und Me. pr ist
A’ — N-meBbar, und es ist M =M’ opr~! fiir alle M e 4.

Zu Pe#? wihlen wir gemiB (3.3)(2) die abzihlbare Teilmenge .#,. Nach (3.1)
ist ) M g-endlich. Nach (3.3)(2) ist P bzgl. dieses MaBes absolut stetig und

Medlp
hat daher eine Dichte p=0.

Essei Tp:= () X x{M}. Auf U definieren wir P’, PeZ vermoge
Medlp
P(A):= [poprlydu= Y (poprdM’ fiiralle A'e’.
A’ Medip A’

P’ und pr erfiillen dann (1).

Sei Ec€ und F:={x'eX": ¢'(x')+0 fiir ein g’'e E}. Die Menge A}:={Me./:
M'(F)>0} ist héchstens abzdhlbar. Die zu 4% gemdB (3.1) gehorige Zerlegung
von X sei (Ay)ycy,- Sei f aus £« (W, p), dann gibt es ein beschrinktes A'-
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meBbares f; mit f/=jf"[u]. Zu f definieren wir eine beschrénkte -meBbare
Funktion f; durch fy(x):= ) f/(x,M)1, (x) fir alle xeX. Es ist fyopr=

Metg
f'[ Y M’] und fiir jedes g’ E gilt weiter

MeAE
§1f —fgeprigdu= Y [If'~fpoprig dM'=0.
MeAE
Damit ist (2) bewiesen. (3) ist ein Spezialfall von (2).

(3.4)(2) beschreibt, in welchem Sinne die Menge der Funktionen der Gestalt
fopr mit beschrinktem U-meBbaren f in £ (W, u) dicht liegt. Das Ergebnis
entspricht dem von Le Cam, der einem Experiment den Riumen L* (', y) und
L}, u) analoge abstrakte Rdume mit funktionalanalytischen Methoden zuordnet.

4. Schwache Suffizienz beim Vergleich zweier Experimente

Im folgenden seien X:=(X, U, 2) und Y:=(Y, ¢, #*) zwei Experimente,
wobei 2% die Gestalt #*={P*: PeZ} habe.
(4.1) Definition. Eine Abbildung ¢: € x X >R heilt schwacher Markovkern
von X nach (Y, €), wenn
(a) 0= @(C, ")[#] fiir alle CeC ist,
®) (U C,,*)= Y @(C,, *)[#] fir jede Folge paarweise disjunkter Mengen
nelN nelN

(Coluen aus € ist,

© o(Y,*)=1[Z] gilt,

(d) ¢(C, ) fiir alle CeC€ eine A-meLBbare Funktion ist.

Gelten die Beziehungen (a) bis (d) nicht nur modulo [#], sondern fiir alle
xe X, so heibt ¢ ein Markovkern.

Die Festsetzung P'(C):={ ¢(C, -) dP fiir alle CeC liefert fiir jedes Pe2 ein
W-MaB auf €.

(4.2) Definition. @ heilit ein schwacher Markovkern von X nach ), wenn P'= P*
ist flir alle P&

Es sei £1(€, 2*):= () L' (€, P*). ¢ l4Bt sich nun gewissermaBen auf Ele-
Pe#
mente von (€, #*) ,fortsetzen*:

(4.3) Lemma. ¢ sei ein schwacher Markovkern von X nach 9. Fiir jedes
fe L€, P*) gibt es dann ein W-mefSbares ¢ (f) derart, daf

(1) paf+bg)=a@(f)+bo(g)[Z] fir alle a,beR und f, g aus F* (€, P¥) gilt,

(2) 0= (f)[#] ist, wenn OZ f [2*] gil,

(3) [ fdP*=[@(f)dP fiir alle fe £*(€, #*) und Pe2 ist,

4) inf{celR: |fIZc[P* )=l {ceR: | (/N Zc[P]} ist, wenn die linke Seite
endlich ist.

Beweis. [12], S. 206, Proposition 4.1.

Wenn ¢ ein Markovkern ist, kann man setzen ¢ (f)={ fody, *).
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(4.4) Definition. Unter den Voraussetzungen von (4.3) schreiben wir fiir ¢(f)
auch | f(y) ¢(dy, *), wenn fe £ (€, %) ist.

Der Begriff der Suffizienz 148t sich nun verallgemeinern. Die folgende Be-
trachtung dient der Motivation des weiteren Vorgehens. Sie folgt im wesentlichen
einer Idee von Csiszar [7]. Gegeben sei ein schwacher Markovkern ¢ von X
nach 9 (in [7] ist ¢ ein Markovkern). ¥ und 9 lassen sich als Unterexperimente
eines weiteren Experimentes auffassen, das nun konstruiert werden soll.

(4.5) Lemma. Q sei ein beziiglich P absolut stetiges Maf auf . Die Festsetzung
PxQ(Ax C): j(p(C )dQ fiir alle AcW und CeC liefert ein Map auf (X x Y, AR E).

Beweis. Der Beweis verlduft unter Beachtung von (4.3) und (4.4) analog [13],
S. 74, Proposition I11.2.1.

Somit ist (X x ;AR E, ¢ x 2), wobei ¢ x P:={¢@ x P: P} ist, ein Experi-
ment. X@E:={XxC: Ce@} und AR Y:={4Ax Y: AeU} sind Vergréberungen
von AR C.

(4.6) Lemma. AR Y ist suffizient fiir o x
Beweis. Vgl. [7], Lemma 2.5.

4.7y Lemma. X @ € ist genau dann suffizient fiir ¢ X &, wenn es zu jedem AeU
eine €-mepbare Funktion f, gibt mit ij ) P*(dy)= [ @(C, x) P(dx) fiir alle Cc€
und Pe# 4

Beweis. Wenn es fiir jedes A ein f, mit den angegebenen Eigenschaften
gibt, vgl. [7], Lemma 2.5. Im umgekehrten Fall liefert E(1,, ,|X ®C), Ae, die
gewiinschte Funktion.

Durch (4.6) und (4.7) ist es begriindet, die folgende Begriffsbildung als Ver-
allgemeinerung von ,,Suffizienz“ zu betrachten.

(4.8) Definition. @ sei ein schwacher Markovkern von X nach (Y, €).

(a) Y heilt schwach suffizient fir X, wenn es einen schwachen Markovkern
von 9 nach (X, ) gibt mit jv,b Y P*dy)= [ ¢(C,x)Pdx) fiir alle Pe?
AeWund Cel. 4

(b} Y heilt paarweise schwach suffizient fiir X, wenn fiir jede zweielemen-
tige Teilmenge {F,P}c# gilt, daB (Y, €, {F* FF}) schwach suffizient fiir
(X, U, {P, B}) ist.

Wenn 9 schwach suffizient fiir X ist, so ist auch X schwach suffizient fiir 9).
Ist P ein suffizientes Unterexperiment von X, so zeigt die Festsetzung ¢ (C,*)=1,
CeC, und Y (4,-)=E(1,]€), A, daB Y schwach suffizient fiir X ist.

(4.9) Satz. Y sei paarweise schwach suffizient fir X und P* schwach dominiert.
Dann ist Y schwach suffizient fiir X.

Beweis. Da #* schwach dominiert ist, ist auch ¢ x 2{(X ® €) schwach domi-
niert. Nach (4.7) und (4.8) ist X ® € paarweise suffizient fiir ¢ x £ Nach (2.14)(2)
ist X® € daher suffizient fiir ¢ x 2 Wiederum nach (4.7) und (4.8) ist 9 dann
schwach suffizient fiir X.

Im Falle der Dominiertheit von 2 (und damit von £%*) ist dieser Satz in [16]
bewiesen.
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5. Ein Isomorphiesatz

Gegeben seien zwei Experimente X und 9 wie in 4., beide seien schwach
dominiert. p bzw. v sei fiir 2 bzw. 2* ein schwach dominierendes Mafl und 0.E.d.A.
dquivalent zu & bzw. #* Bs sei (u):={4 cU: BedA genau dann, wenn
1,=1;[u]}. Analog definiert man €(v). Essei X —A :=(X —A)", P(4"):=P(4)

fiir jedes 4e? und V A;::( U A") , wenn A,e ist fiir alle neN.
n=1 n=1

(5.1) Definition. ¥ und Y heillen mafisomorph, wenn es eine bijektive Ab-

bildung T: A (u)— €(v) gibt mit den Eigenschaften:

(a) T(X —A)=Y —T(4") fiir alle 4,
(b) T( % A;) = V T(4,) fiir jede Folge (4,),. aus 2,

n=1 n=1

(c) P*(T(4"))=P(4) fiir alle Ae A und Pe 2.
X und 9 haben nach (2.15) minimalsuffiziente Unterexperimente.

Wenn X dominiert ist und 9 schwach suffizient fiir X, so folgt bereits, daBl
9 dominiert ist. DaB man bei dieser Aussage nicht ,dominiert“ durch ,,schwach
dominiert“ ersetzen kann zeigt das

Beispiel. Set X :=(R x {1})U (R x {2}), A:=P(X) und

Pi={P:reR, P(A)=%11,(r, )+3 L,(r, 2) fiir alle AcA}.
S:={{J{(r1),(r.,2)}: TeR}und €:={SUV:SeS, V=(|J {(, DY) (| {(.2)}),

reT rek reF
wobeil E und F hochstens abzdhlbare Teilmengen von R sind} sind Vergrobe-
rungen von A.

Daraus folgert man: £ ist schwach dominiert durch das zihlende MaB, & ist
suffizient fiir 2, es gilt =€ <N aber € ist nicht suffizient fiir 2. Selbstverstind-
lich ist aber € auch suffizient fir 2|€, und somit (X, €, Z|€) schwach suffizient
fiir (X, €, 2|G). 2|C ist nicht schwach dominiert, | aber.

Sei nun 9 schwach suffizient fiir X mit ¢ gemaB (4.8). Es gilt der

(5.2) Satz. Die minimalsuffizienten Unterexperimente von X und 9 sind maf-
isomorph, sofern (X x Y, ARE, ¢ x P) schwach dominiert ist. (Wenn X oder 9
dominiert ist, ist auch ¢ x P dominiert.)

Beweis. W bzw. €' seien minimalsuffiziente Vergréberungen von A bzw. €.
AuBerdem gibt es auch eine minimalsuffiziente Vergroberung © von ARCE.
A sei schwach dominierend fiir ¢ x 2 und zu ¢ x Z dquivalent. Wegen der Suf-
fizienz von A®Y und X ®E fiir ¢ x 2, sind auch W®Y und X®E suffizient
fir ¢ x 2, und man hat ScA'Q Y[1] und S XQC [1].

&S':={AeW: Es gibtein SeS mit 1,=1, ,[A1} ist eine Vergroberung von U’
Es gilt @®Y=6[/]. Denn @ ®@Y<&[/] folgt nach der Definition von &,
und wenn Se& ist gibt es ein Age W mit 1g=1,_, ,[4], also ist 45 in & All-
gemeiner existiert auch zu jedem &-meBbaren f ein & -meBbares f’ mit f(x, y)=
f'(x) [A] fiir alle xe X und yeY.
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Wir zeigen nun, daB & suffizient fiir £ ist. Man hat némlich fiir jedes S'e €,
AeWund Pe? die Bezichung

fl dP= | 1, ydl@xP)= [ E(l;.|€)d(@xP)

S'xY §'xY
ZS,U (Li,y|©) (<pxP)=Sj(E(1AXY1@))'dp

Damit gilt & =A'[u] und schlieBlich @ Y=S=A'Q Y[1]. In analoger Weise
ergibt sich S=XQ®C' [1].

Zu jedem A€W gibt es daher ein Ce®’ mit 1, ,=1y, . [A]. Die dadurch
gegebene Abbildung von (1) nach € (v) ist der gewiinschte Isomorphismus.
Speziell (5.1)(c) gilt, da 1,,,=14,.[4] impliziert 1, =1, =1, .[4], und
deshalb P(4)=¢ x P(Ax C)=P*(C) ist.

Proposition 12 in [11] entspricht dem eben bewiesenen Satz. Dort handelt
es sich allerdings um Isomorphie von linearen Rdumen.

6. Hilfssitze iiber spezielle lineare und bilineare Abbildungen

Im Abschnitt 7 sollen Beziehungen zu den Arbeiten [11] und [10] hergestellt
werden. Zu diesem Zweck ben6tigen wir einige Hilfsmittel, die jetzt bereitgestellt
werden sollen.

Z und  seien Vektorverbinde reeller Funktionen mit 1 auf den (nicht-
leeren) Mengen X bzw. Y. W(F) bzw. U(H#) seien die kleinsten o-Algebren iiber
X bzw. Y bzgl. derer alle Funktionen aus & bzw. # mebBbar sind. Ein G X
heiBt #-offen ([2], S. 159, Definition 39.2), wenn eine isotone Folge (f,),.n aus

F, existiert mit lG=suR£) f,- Das System der #-offenen Mengen ist gemifB [2],

S. 159, Lemma 39.3, ein durchschnittsstabiler Erzeuger von U (F).

(6.1) Lemma. T sei eine positive, normierte lineare Abbildung T: F — H# mit
T(sup f,)=sup T(f,) fiir jede isotone Folge (f,),.n aus F, mit sup f,e#. Dann
nelN nelN

nslN
gibt es genau einen Markovkern p von (Y, 0 (#)) nach (X, A (#)) mit T(f)(y)=
{ f(x) u(dx, y) fir alle fe F und yeY.

Beweis. Fiir jedes ye Y erfiillt die Abbildung, die jedem fe % den Wert T(f) (y)
zuordnet, die Voraussetzungen des Satzes von Daniell-Stone, [2], S. 160, Satz 39.4
-und S. 164, Korollar 39.6, und daher gibt es fiir jedes yeY genau ein W-MaB
p(+, y) auf W(F) mit T(f) (y)= | /(x) u(dx, y) fiir alle fe Z

Fiir jedes & -offene A4 ist u(4,+) dann W (#)-meBbar. Weiter ist die Menge
aller AeW(F), fiir die u(4,-) eine A(H#)-meBbare Funktion ist, ein Dynkin-
System. Nach [2], Satz 2.3, ist dann u(4, +) fiir alle AW (F) eine W(#)-meBbare
Funktion.

Im folgenden sei (Y, %,v) ein Mallraum, v sei lokalisierbar und wesentlich.
F sei ein Vektorverband beschrinkter reeller Funktionen mit 1. Eine positive
Bilinearform M auf & x L'(€, v) heiBt normiert, wenn fir alle geL’ (€, v) gilt

M@, g)=lgll;.

(6.2) Lemma. M sei eine positive, normierte Bilinearform auf F x I} (€,v). Dann
gibt es eine positive, normierte lineare Abbildung m von F in I (€, v) mit M(f, g)=
{m(f)gdv fiir alle ge L' (€, v) und fe Z.
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Beweis. Fiir jedes feste feZ ist M(f,*) eine stetige Linearform auf I*(G,v)
wegen der Normiertheit von M und der Beschrinktheit der Elemente von &
Da IM(€, v)=I" (€, v) ist, [17], S. 364, Theorem 4, gibt es genau ein m(f)e L* (€, v)
mit M(f, g)= [ m(f)gdv fiir alle ge ! (€, v).

Die Beschriinktheit der Elemente von % werde jetzt wieder fallengelassen und
ebenso die Lokalisierbarkeit von v.

(6.3) Lemma. T: F— I (Q,v) sei eine positive, normierte lineare Abbildung mit
(sup f)-sup T(f,) fiir jede isotone Folge (f,),n aus &, mit supfeg7 Dann

gzbt es einen schwachen Markovkern ¢ von (Y, €, v) nach (X, QI(”')) mlt [fo(dx,-)e
T(f) fiir alle fe #.

Beweis. Fiir jedes Ee@Q, , liefert j"T( f)dv (dabei soll iiber ein Element von

T(f) integriert werden) eine positive Llnearform auf %, die den Voraussetzungen
des Satzes von Daniell-Stone ([2], S. 160, Satz 39.4 und S. 164, Korollar 39.6)
geniigt. Es gibt dann fiir jedes Ec€, , genau ein MaB i auf A(F) mit | T(f)dv=
| f dug fiir alle fe E
Wir behaupten: Fiir jedes Ae(F) gibt es eine modulo [v] eindeutig be-
stimmte €-meBbare Funktion ¢(4,-) mit [@(4,)dv=p,(A) fir alle EcC,,
E

Die Eindeutigkeit modulo [v] folgt dabei, weil v wesentlich ist. Die Existenz
ergibt sich folgendermaBen: Fiir ein & -offenes 4, d.h. 1, =sup f,, wobei (f,),cn
nelN

eine isotone Folge aus &, ist, gilt up(4)= [sup T(f,)dv. Man wihle also
E nreN
(A, -)esup T(f,). Weiter ist die Menge aller AU (%), fiir die ein ¢ (4, *) existiert,
neN

ein Dynkin-System. GemiB [2], S. 18, Satz 2.3, gibt es dann ein ¢ (4, -) fiir alle
AeU(F). Dab ¢ ein schwacher Markovkern von (Y, €, v) nach (X,QI(.?" )) ist,
ist wegen der Eindeutigkeit modulo [v] klar. Ersetzt man nun in (4.3) & durch
{v|E: E€C, } und #* durch {u;: EcC, }, so folgt

EfT(f)dV= ffd/lfg(fﬂp(dx,'))dv

fiir alle fe# und E€€, . Da v wesentlich ist, ergibt sich die Behauptung.

(6.4) Korollar. €(X) sei die Menge der stetigen Funktionen auf einem kompakten
Raum X und T eine positive, normierte lineare Abbildung T: % (X)— L*(Q,v).
Dann erfiillt T die Stetigkeitsbedingung aus (6.3).

Beweis. Fiir jedes E€@, , ist [ T(f)dv eine positive Linearform auf €(X).

e, v

E
GemiB [2], S.177, Korollar 43.2, gilt dann fiir jede isotone Folge (f,),.n aus
%, (X) mit sup f,€ % (X) die Gleichung
nelN

JTCapf)dv=sup [T(r) dv=Jeup TUp dv

fir Ee€, ,. Da v wesentlich ist, folgt die Behauptung.
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7. Entscheidungstheoretische Charakterisierung der schwachen Suffizienz

Hier soll zunichst gezeigt werden, wie die Entscheidungsfunktionen im Sinne
von [10] und [11] sich in unseren Rahmen einfiigen. Diese Autoren definieren
als Experiment ein Tripel (X, E, (B)s.), Wobei X eine nichtleere Menge, E ein
Banachverband reeller, beschrinkter Funktionen mit 1 unter der Supremums-
norm und F, fiir alle 3€@ eine positive, normierte Linearform auf E ist.

Im Falle daB fiir jede isotone Folge (f,),.xaus E, mit sup f,cE gilt Pg(sup FAES
nelN neN
sup B (f,) fiir alle 3¢ ©, kann man bekanntlich nach dem Satz von Daniell-Stone
nelN

(R)sece als Familie von W-MaBen auf U(E) auffassen. Wir fordern hier diese
Bedingung jetzt zusitzlich und betrachten das Experiment ¥:=(X, 2(E), 2),
wobei Z:={F,: 3¢ @} ist. Wir benotigen nun die

(7.1) Definition. Gegeben sei ein Experiment (X, 2, 2). Dann heil3t jede konvexe,
kompakte Teilmenge D[ —1, +1]? = R? ein Entscheidungsraum fiir (X, W, P).

In [117] wird noch von D endliche lineare Dimension gefordert. Die anschau-
liche Deutung von D besteht darin, daB als ,,Schaden“ bei vorliegender Ver-
teilung Pe# und der Entscheidung teD der Wert prp(f) (Projektion von t auf
die P-te Koordinate) angesehen wird.

Entscheidungsfunktionen analog Le Cam. X (wie vor (7.1)) wird ein schwach
dominiertes Experiment (X', W(E), #') gemiB (3.4) zugeordnet. Das schwach
dominierende MaB sei v. D sei ein Entscheidungsraum fiir X. ,Risikofunktionen®

ap’
analog [11] sind dann Abbildungen, die vermbge Pi—M (prp,w) definiert

sind, wobei M eine positive, normierte Bilinearform auf % (D)x I}(U(EY, v) ist.
M stellt also in einem allgemeineren Sinne eine Entscheidungsfunktion dar.
Nach (6.2), (6.3) und (6.4) gibt es einen schwachen Markovkern ¢ von (X', A (E), v)
nach (D, % (€ (D)) derart, daB fiir alle P& gilt

'

P
M (prp,%—) = [ ([ prp(®) @ (dt, '))71:“dV= f(fprp(t) @(dt,*))dP".

Entscheidungsfunktionen nach Heyer. D sei ein Entscheidungsraum fiir X
(wie vor (7.1)). Jede Abbildung f: X —»D mit f=(fp)p.» und fp€E fiir alle P2
wird in [10] als Entscheidungsfunktion bezeichnet. Nach [10], Proposition 3.1.2,
haben die Entscheidungsfunktionen die Gestalt (T(ptp))p.,, wobei T: €(D)—E
eine positive, normierte lineare Abbildung ist. Da D kompakt ist, erfiillt T die
Voraussetzungen von (6.1) (vgl. [2], S. 177, Korollar 43.2). Es gibt also einen
Markovkern ¢ von (X, A(E)) nach (D, A(% (D)) mit T(pry)= | ptp (1) ¢ (d1, ) fiir
alle Pe#.

Fiir den Fall, daB E dic Menge der meBbaren beschrinkten Funktionen bzgl.
einer o-Algebra A iiber X bezeichnet und £ eine dominierte Menge von W-Maf3en
aufl A ist, werden in [10] positive, normierte lineare Abbildungen T: €(D)—
L2 (AU, v), wobei v ein zu & Aquivalentes dominierendes Mal sei, als verallge-
meinerte Entscheidungsfunktionen betrachtet. Die durch P | T(prp) dP defi-
nierte Abbildung wird als Risikofunktion von T bezeichnet. Nach (6.3) und (6.4)
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gibt es einen schwachen Markovkern ¢ von (X, ,v) nach (D, (% (D))} mit
| T(prp) dP= [ ([ prp(2) @(dt, ) dP fiir alle Pe 2.

Die Experimente X:=(X, U, £)und Y:=(Y, €, 2*) seien jetzt wie in 4. gegeben
und schwach dominiert. Aus dem Vorangehenden ergibt sich, daB die nun
folgenden beiden Definitionen mit denen in [10] und [11] in Einklang sind.

(7.2) Definition. Jeder (schwache) Markovkern ¢ von X nach (D, U (% (D)), wobei
D ein beliebiger Entscheidungsraum fiir X ist, heiBt (schwache) Entscheidungs-
Sfunktion fir X.

(7.3) Definition. Sei D ein Entscheidungsraum fiir X. Fiir jede (schwache) Ent-

scheidungsfunktion ¢ fiir X heiBt die durch R, (P):= [ (| prp(t) ¢ (dt,*)) dP fiir
XD
alle Pe# definierte Funktion Risikofunktion der (schwachen) Entscheidungs-

Sunktion ¢.

(7.4) Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Fiir jedes £>0 gibt es fiir jeden Entscheidungsraum D und fiir jede Ent-
scheidungsfunktion \ fiir Y eine schwache Entscheidungsfunktion ¢ fiir X mit
R,(P)SR,(P)+e¢ fiir alle PeZ.

(2) Es gibt einen schwachen Markovkern y von X nach (Y,€) mit P*(C)=
{x(C,+)dP fiir alle Pe 2 und Ce€.

Beweis. v sei ein fiir # schwach dominierendes Mal und dquivalent zu 2.
Nach [10], Korollar 4.2.3, ist die Existenz einer positiven, normierten linearen
Abbildung T von den beschrinkten €-meBbaren Funktionen in L*(,v) mit
T'P=P* fiir alle Pe#, wobei T’ die zu T adjungierte Abbildung sei, dquivalent
mit (1). (In [10] ist v zwar c-endlich, aber es wird nur die Beziehung ' (¥, v)=
L*(, v) gebraucht.) DaB (2) die Existenz eines solchen T liefert, ist klar.

Existiere nun das T, und sei (f,),.x cine isotone Folge {iberall nicht negativer
Funktionen, die €-meBbar und beschrinkt sind, mit sup f,<oo. Dann hat man
fiir alle Pe# die Gleichung neN

{ T(sugl)];) dP= jsuﬁgﬂ,dP*zsugjfn dP* = jsung) T(f,) dP.

Es folgt sup T(f,)= T(sup £,).
nelN nelN

Nach (6.3) gibt es nun einen schwachen Markovkern y von (X, 2, v) nach
(Y, €) mit P*(C)=T'(P}(1g)= | T(1c)dP= [ x(C,*)dP fiir alle Pe# und Ceg,
was die Giiltigkeit von (2) zeigt.

(7.5) Satz. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) Y ist schwach suffizient fiir X.

(2) Fiir jedes & >0 und jeden Entscheidungsraum D gibt es zu jeder Entscheidungs-
funktion W, fiir X bzw. , fiir 9 eine schwache Entscheidungsfunktion ¢, fiir
Y bzw. @, fir X mit R, (P)SR, (P)+e fiir alle Pe? und i=1,2.

Beweis. Nach (7.4) folgt (2) aus (1). Gelte nun (2). Dann gibt es nach (7.4) schwa-
che Markovkerne y von X nach ¥ und 5 von 9 nach X. Nach [16], Theorem 2.1,
ist 9 dann paarweise schwach suffizient fir X. Gemif (4.9) ist ¥ nun schwach
suffizient fiir X.
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