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Sommaire. Nous donnons des conditions suffisantes pour que la martingale 
locale g~ d6finie par C. Dol6ans-Dade soit une martingale uniform6ment 
int6grable. Le lien est 6tabli avec la martingale locale exponentielle ~(N, z, #) 
de Kunita-Watanabe, ce qui permet de g6n6raliser un th6or6me de Novikov. 

Introduction 

La formule exponentielle de C. Dol6ans-Dade [2] 

go(M)t = exp {Mt-�89 MC)t} H (1 +AMs)exp(-AM~) 
s < t  

off M est une martingale locale nulle en z6ro g6n6ralise celle introduite par 
McKean [13] lorsque M est une int6grale stochastique brownienne, puis par 
Stroock-Varadhan [19] lorsque M est une martingale continue. 

Lorsque AM>-1,  go(M) est une martingale locale positive; si elle est 
uniform6ment int6grable, ce qui est 6quivalent /t E[go(M)oo]=I , go(M)~ 
repr6sente une densit6 de probabilit6, et c'est un point important en th6orie du 
filtrage et du contr61e stochastiques off l'on est souvent amen6 ~ faire des 
changements absolument continus de lois de probabilit6. 

Une seconde formule exponentielle utilis6e par Kunita-Watanabe [8] pour 
ddcrire la martingale locale figurant dans la d6composition d'une fonctionnelle 
multiplicative quasi-continue fi gauche a 6t6 reprise en particulier par 
Grigelionis [4]. Elle s'6crit 

~(N, z, #)t = exp {N t - � 8 9  N)~ + l{izl > 1}z.gt 

+ 1{1~1 __< 1i z �9 ( # -  v) t -  (e ~ -  1 - z l{izl _<_ 1})' v,} 

off N e s t  une martingale locale continue, nulle en z6ro, # une mesure al6atoire 
quasi-continue h gauche, v sa projection pr6visible duale. Notons que les deux 
formules exponentielles coincident si M = N e t  z = 0. Avec certaines hypoth6ses 
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sur z et # le processus c~(N, z, #) est une martingale locale positive et la question 
de son int6grabilit6 uniforme a le marne int~rat que celle de g(M). 

Lorsque M est une int6grale stochastique brownienne une condition pour 
g(M) a 6t6 donn6e par Gikhman-Skorokhod [3], am61ior6e par Liptzer- 
Shiryaev [11], puis par Novikov [16] (voir aussi des compl6ments dans [12]). 
Lorsque M n'est plus continue, A part la remarque de C. Dol6ans-Dade suivant 
laquelle g(M) est born6e, donc uniform6ment int6grable, si M est born6e, on ne 
trouve gu~re qu'un r6sultat donn6 par Jacod-M6min [7] dans le cas quasi- 
continu/t  gauche; nous le reprenons ici dans notre th6or~me II.5. Aucun r6sultat 
n'est connu, semble-t-il, lorsque les sauts de M ne sont plus minor6s par - 1 ,  
c'est-/t-dire lorsque C(M) n'est plus positive. 

Pour la seconde exponentielle, Grigelionis demande ?i (N,N), z et z2.v~o 
d'etre born6s et Novikov [,17] obtient un r6sultat presque optimal. 

Dans ce travail, apr~s les rappels et pr61iminaires de la partie I, nous 
donnons darts la partie II divers r6sultats d'int6grabilit6 assez forte sur g(M), 
entrainant en particulier l'int6grabilit6 uniforme, et cela sans que N(M) soit 
n6cessairement positive; les crit~res s 'expriment/l  partir de processus pr~visibles 
born6s ad6quats. La partie III est consacr6e ~t la d~monstration de deux r6sultats 
d'int6grabilit6 uniforme sur g(M) lorsque AM>-1,  ces r6sultats 6tant opti- 
maux en un certain sens. Utilisant comme Novikov [17] des martingales locales 
complexes, nous obtenons une condition portant sur ( M  c, M c) et les sauts de M 
(th~or~me III.7). D'autre part, une famille de temps d'arr~t analogue A celle 
qu'il introduit joue un r61e important aussi bien pour obtenir ce th~or~me que 
pour le th6or~me III.1, ol] la condition trouv6e porte sur un processus pr~visible 
associ6 /t M. Dans la partie IV, ce mame th~or~me III.1 nous donne une 
extension du r~sultat de Novikov relatif/t  la seconde exponentielle. Le cas des 
martingales A accroissements ind6pendants est bri~vement trait6 dans la partie 
V, tandis que figurent en VI des exemples permettant de pr6ciser la port6e des 
r6sultats d6montr~s. 

I. Pr~liminaires 

1.1. Les notations g6n6rales sont celles de [,14]. Soit (f2,~,(4)t__>o,P) un espace 
probabilis6 complet filtr6, la filtration ( 4 )  6tant suppos6e ~tre continue ~t droite 
et contenir les ensembles de mesure nulle de ~ Les martingales locales et 
surmartingales que nous rencontrerons seront continues ~t droite, pourvues de 
limites/i gauche et adapt6es/i la famille (4)- 

Si S et T sont deux temps d'arr~t, l'intervalle stochastique [-S, T] est d6fini 
par [,S, T] = {(co, t): S(co) < t < r(co), t < oo} ; les intervalles IS, T[,, [S, T[, et ]S, T] 
sont d6finis de mani~re analogue. En particulier I-T] = [,T, T] est le graphe de T 
dans f~ x [0, oo[,. Nous convenons toujours que in fg=  oo dans la d6finition des 
temps d'entr6e. 

Si X est un processus et T un temps d'arrat, on note X r le processus arrat~ 
l'instant T. On dit que la suite de temps d'arr~t (T,) r6duit la martingale locale M 
si T, croit p.s. vers l'infini et si M r ' - M o  est pour tout n une martingale 
uniform~ment int6grable. Si X est un processus continu fi droite pourvu de 
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limites fi gauche, on note A X l e  processus d6fini sur [0, oo] par 

A X t = X  o si t = 0  

= X t - X  t_ si 0 < t < o o  

=0  si t=oo.  

La notation X~ ddsigne la limite p.s. finie ou infinie de X t lorsque t tend vers 
l'infini, si cette limite existe. 

Par processus croissant, on entend un processus adapt6 dont presque toutes 
les trajectoires sont positives, croissantes, continues ~t droite. Un processus /~ 
variation finie est un processus diff6rence de deux processus croissants A et B, et 
il est fi variation int6grable si E[Aoo +Boo] < oo. 

Nous disons qu'une martingale M est de cart6 int6grable si 
E[sup (M,) 2] < oo. Un processus A est fi variation localement intdgrable (resp.: 

t 

une martingale locale M est localement de carr6 intdgrable) s'il existe une suite 
de temps d'arr~t (T,) tendant vers l'infini p.s. telle que pour tout n, A r" soit /t 
variation int6grable (resp.: M r" soit une martingale de cart6 int6grable). 

Si A est localement fi variation int6grable, on appelle compensateur pr&isible 
de A l'unique processus B pr6visible tel que A - B  soit une martingale locale 
nulle en z6ro. Si M e t  N sont localement de carr6 int6grable, on note ( M , N )  
l'unique processus croissant pr6visible tel que M N - B  soit une martingale locale 
nulle en z6ro. Toute martingale locale M admet une d6composition unique M 
=MC+M a, off M c est une martingale locale continue et M a une somme 
compens6e de sauts nulle en zdro. La variation quadratique de M est le 
processus 

[M, M3t=(M~,MC),+ ~ AM 2 
O<s<=t 

et si M est localement de carr6 int6grable, (M, M )  est exactement le compensa- 
tuer pr6visible de [M,M].  Nous disons que M appartient /t l'espace I [ - I  1 si 
E [([-M, M] ~)1/2] < oe ou si E [sup lMt[ ] < 0% ces deux normes 6tant 6quivalentes 

t 

d'apr6s les in6galit6s de B. Davis. Rappelons que les martingales de carr6 
int6grable et celles fi variation int6grable sont dans IH 1, que les martingales de 
IH 1 sont uniform6ment int6grables et qu'/t toute martingale locale on peut 
associer une suite de temps d'arr~t (T,) qui la r6duit fortement, c'est&-dire telle 
que T~ tende vers l'infini p.s. et que M T " - M o  soit dans IH ~ pour tout n. 

On appelle semi-martingale la somme d'une martingale locale et d'un proces- 
sus fi variation finie. Si X et Y sont deux semi-martingales, on peut associer 
chacune sa partie martingale locale continue X c ou yc et on pose alors 

[X,Y],=(Xr ~, AXsAY~. 
O<s--<t 

Toute surmartingale positive X est une semi-martingale, la limite X~ existe et 
est finie p.s. Voici deux r6sultats suppl6mentaires. 
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1.2. Lemme. Si X est une surmartingale positive, 

a) P([X,X]~>a2)<3-E[Xo] pour tout a > 0 ;  
a 

b) E [sup (X,) ~] < (E [Xo]) ~ 
t = 1 - 2  

pour tout 2~]0, 1[. 

DOmonstration. a) Ce r6sultat est bien connu pour les martingales discr6tes [151. 
Si nous discr6tisons l'intervalle [0, t] par des subdivisions de pas tendant vers 
z6ro, nous savons [14, p. 356] que IX, X], est la limite en probabilit6 des 
sommes X 2 + Y,(X,,+, X 2 - , ,) ,  qui repr6sentent les variations quadratiques de 

1 
surmartingales discr+tes de meme valeur initiale Xo; il en r6sulte que 

2 3 P([X, X]~ > a  2) = lim P([X, X], >a ) < - E  [Xo]. 
t~oo a 

b) I1 suffit d'int6grer par rapport ~t d(a ~) l'in6galit6 

P(sup X,>a)<min (E[~Xa ~ ). [] 

1.3. Si X est une semi-martingale et H u n  processus pr6visible localement born6 
(c'est&-dire tel qu'il existe une suite croissante de temps d'arret (T,) tendant p.s. 
vers l'infini avec H T" born6 pour tout n), on sait d6finir la semi-martingale 
int6grale stochastique H . X .  Elle v6rifie 

[U.X,H.X]~= S &d[X, XL. 
[o, t] 

Si M est une martingale locale localement de carr6 int6grable, H . M  l'est 
6galement et 

< H ' M , H ' M ) t =  ~ H2d(M,M)s  �9 
[o, t] 

Si X est une semi-martingale nulle en z6ro, il existe une semi-martingale Z 
unique solution de l'6quation 

t 

Z t = 1 + S Zs- dX~, 
0 

elle est donn6e par la formule 

@(X)t = exp {*X, -• , XC>,} ~I (1 + AXe) exp( " A  Xs) 
s < t  

sur laquelle on v6rifie ais6ment [22] 

~(x) g(Y) = ~ ( x  + Y+ IX, Y]). (1.1) 
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1.4. A partir de maintenant, M d6signe une martingale locale nulle en z6ro. 
L'exponentielle E(M) est donc une martingale locale; sie de plus AM> - 1 ,  elle 
est positive, c'est donc une surmartingale positive, et comme C(M)0 = 1, elle est 
uniform6ment int6grable si et seulement si E[g(M)~]=I. Pour voir si ~(M)o o 
est nul ou strictement positif, nous disposons du r6sultat suivant, qui reprend 
une argumentation de Lenglart [91. 

1.5. Proposition. a) Lorsque AM >__ -1,  

{6~(M)~o >0} c ([M, M]oo < oo} p.s. 

b) Si de plus AM> - 1 et P(lim Mr= - oo)=0, 
t ~ o O  

{o~(M)oo >0} = {[M, M]~  < oo} p.s. 

D~monstration. a) D'apr6s le lemme 1.2, [g(M), g(M)]~ < oo p.s. L'dgalit6 

t 

[g(M), 4*(M)]t = 1 + y 6~2(M)s_ d[M, M]s 
0 

entraine alors que sur {[M,M]o o = oo}, o~(M)oo =0  p.s. 

b) Sur l'ensemble {[M, M] ~ < oo} = {(M C, MC)oo < oo} c~ {2  AM? < oo}, il n'y 
t 

a qu'un nombre fini de sauts pour lesquels ]AMI> 1. Comme il' existe une 
constante k > 0  telle que 

L o g ( l + x ) - x > - k x  2 pour Ixl< 1, 

cela montre que [ I (1  +AMt)exp(-AMt)>O p.s. Comme p.s. expM tne  tend pas 
t 

vers z6ro & l'infini, il en r6sulte que o~(M), > 0 p.s. sur {[M, M]co < oo}. [] 

I1 r6sulte 6galement de la d6monstration de b), en s'arr4tant & t fini, que 
? ( M ) > 0  si et seulement si A M > - 1  (tandis que d'apr4s la formuie mSme de 
d4finition, g ( M ) >  0 si et seulement si AM> -1). 

1.6. Nous aurons souvent/t  utiliser des martingales locales 2M, off M est fix6e et 
off 2 est un param6tre rdel ou mSme complexe: pour tout 2 complexe, la 
solution de l'4quation 

Z=I  +2Z .M 

est donn6e par 

f 2 2 
g(2M),=exp l 2M,--~ ( MC, MC)~} sI]<=t( l + 2A M s) exp(-- )oAMs); 

c'est une martingale locale complexe, et le produit qui figure dans le membre de 
droite est p.s. absolument convergent pour tout t < oo ; sur tout compact de C, ce 
produit est mSme normalement convergent, il en r6sulte que p.s. g(2M)t est une 
fonction analytique de 2 pour tout t <  oo; c'est encore vrai pour t =  oo si Moo 
existe et est fini p.s. et si [M, M] ~o < oo p.s. 
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1.7. Lorsque 0 < 2 < 1, nous aurons besoin de la double in6galit6 

0< 1 + 2 x - ( 1  +x) ~ < ( 1 - 2 )  [(1 +x)Log(1 + x ) - x ]  (1.2) 

valable pour x > - 1  avec la convention 0Log 0 =0. Notons aussi que, toujours 
pour x > - 1, 

0=<(1 +x) Log(1 + x ) - x < x  2 (1.3) 

Voici un premier exemple d'utilisation du param~tre 2, qui nous donne une 
condition tout ~ fait simple d'int6grabilit6 uniforme, et marne un peu mieux. 

1.8. Th6or6me. Si A M >  - 1 ,  si M est uniformOment int~grable et si 

E [exp M ~] < o% 

alors g(M) est dans lt-I 1. 

D~monstration. Choisissons un it quelconque dans l'intervalle ]0, 1[. D'apr6s la 
premi6re indgalit6 de (1.2), 

g (M) < gl/~(itM) <= exp M. 

De l'in6galit6 de Jensen il r6sulte que pour tout t 

E [exp Mr] < E [exp Moo] < ~ ,  

et l'in6galit6 de Doob entraine que 

1 
E[supg(M),]t <E[supgl/2(itM)t]t --(1 < - i t )  1/~E[expM~176 [] 

II. D6composition de semi-martingales exponentielles et applications 

Dans cette partie, /t partir d'un r6sultat fondamental (proposition II.1) sur la 
d6composition multiplicative de l'exponentielle de certaines semi-martingales, 
nous obtenons d'abord des conditions (th6or6me II.2) pour que g(M) soit de 
carr6 int6grable ou fi variation int6grable, puis (proposition II.3) une 
d6composition multiplicative de g;~(M) permettant d'aboutir (th6or6me II.5) /t 
un r6sultat d'appartenance/t IH I. Nous verrons dans la partie III une seconde 
application de la d6composition multiplicative de C~(M). On remarquera que les 
hypotheses des th6or6mes II.2 et II.5 consistent fi supposer born6s des processus 
pr6visibles intervenant dans les d6compositions multiplicatives obtenues, et que 
le th6or6me II.2 n'exige pas AM > - 1 .  

ILl. Proposition. Soient N une martingale locale, A un processus pr~visible d 
variation finie tel que AA ~= - 1 ,  N e t  A tous deux nuls en zdro. Il existe alors une 
martingale locale N nulle en zdro telle que 

(N + A) = E (N) ~ (A). 
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D~monstration. Notre premi6re &ape consistc comme en [14, p. 314 ou 21, 
1 

thdoreme 1.53 & montrer que le processus prdvisible - - - - - -  est localement 
born& Posons pour n > 1 1 + AA 

Ces temps d'arr& tendent p.s. vers l'infini quand n tend vers l'infini, l'ensemble 

t [ I + A A [ < I  t e s t  pr6visible et eontient le graphe [Sn] de son d6but, ce qui 

prouve [1, T16] que S, est pr6visible. Si (S . . . .  m> 1) tend en croissant p.s. vers S n 
avec S,,,,<S, p.s. pout tout m, en posant 

T,= sup Sk, m, 
k<=n,m<=n 

nous obtenons ~-,1~ A <n  sur [0, T,], et U [0, T , ]= f2 x lR+ .  
n 

1 
Consid4rons alors la martingale locale N = - - .  N. Elle v6rifie 

I+AA 

AN 
NC=N c et AN 

I+AA" 

Comme A est pr6visible & variation finie, [/9,A] est une martingale locale 
somme compens6e de ses sauts A/gAA [20, p. 454]. I1 en r6sulte que les deux 
margingales locales N e t / 9  + IN, A] ont m6me partie continue et m6mes sauts, 
elles sont donc identiques. D'apr& l'6galit6 (1.1), 

d ( f ) # ( A ) = g ( A + / 9 §  +A). [] 

Comme exemples de semi-martingales X = N  +A v6rifiant les conditions de 
la proposition, nous avons les sous-martingales nulles en z6ro. Dans ce cas en 

1 
effet, A est croissant, donc AA>O et ] - + ~ -  est born6 par 1. 

II.2. Th6or~me. a) Si M est de carr~ intdgrable et si (M, M )  est borne, alors g(M) 
est de carr~ intOgrable. 

b) Si M est d variation intdgrable et si le compensateur pr&isible de ~ JAMs[ 
est borne, alors g(M) est d variation int~grable, s<=~ 

DOmonstration. a) Appliquons la formule (1.1) avec X =  Y=M,  puis la proposi- 
tion ILl 

0 ~2 (M) = ef(2M + [M, M ] ) =  # (N + (M, MS)=  g(/9) #((M,  MS) 

off N = 2 M + [ M , M ] - ( M , M )  et /9=  N. D'apr6s la formule 
I + A ( M , M )  
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donnant  l 'exponentielle, puisque (M,  M )  < k, 

0 < g( (M,  M))  <= exp (M,  M )  < exp k. 

Ainsi g (N)  est une surmart ingale positive valant 1 en z6ro, et nous en d6duisons 
que pour  tout  t 

E [g2 (M)t ] =< E [g(2V)t ] exp k __< exp k, 

donc g(M) est de carr6 int6grable. 

b) Commengons  par mont rer  que g(M) est dans IH 1. Notons  A l e  compensa- 
teur pr6visible de B t = ~, AMs, et V celui de W t = ~, ]AMs[. Par hypoth6se, il 

s<=t S<<_, 

existe k > 0  tel que IAI<_V<_k. Comme M = B - A ,  

g (M) t=exp( -At )  [I (1 + AMs), 
s<_t 

sup [g(M)sl < e x p  k I~ (1 + IAMsl ). 
s<=t s<_t 

Mais 

[ I  (1 + IAMsl )=C(W),=~(W-  V+ V)t = ~(~) ,  E(V),, 
s<=t 

off N est la martingale locale . . . .  1 ( W - V ) ;  on en d6duit que g(/~) est une 
I + A V  

surmart ingale positive valant  1 en zdro, puis que suplg(M)t[ a son esp6rance 
t 

major6e par  exp 2k. Pour  voir maintenant  que g(M) est / t  variat ion int6grable, il 
suffit de constater  que 

(g(M))C = 1 +g(M)_.  M c= 1, 

et de v6rifier que 

g [ ~  IA e(M),l ] = g [~, le(M)~_ I I~M,1~ 
t t 

<E[-suplg(M)~] V~]<kexp2k.  [] 
t 

II.3. Proposition. Soient 2 > 0  et M une martingale locale telle que A M > - 1 .  
Posons 

T =  inf { t: A M, = - 1 } = inf { t: g (M)t = 0}, 

et supposons que le processus ~ [ ( I + A M s ) Z - I - 2 A M s I  soit localement 
S < t A T  



Sur l'intdgrabilit6 uniforme des martingales exponentielles 183 

intOgrable. En appelant V x le compensateur pr~visible de W~= ~ ((I+AM~) x 
- 1-2AM~),  si s<=tAT 

A~ 2 , 2 - ( 1 )  ( M~, Mc}T + V~ ' 
2 

N ~ = 2M T + W z _ V ~, 

alors 

a) #~(M) = # (N  ;~ + A;') 
b) il existe une martingale locale Nz telIe que 

#~(M)  = # ( f ~ )  #(A~).  

DOmonstration. Posons 

(2.1) 

Tn=inf{ t :g(M)t<~} ,  

M r = M r  l{t<r~iq-Mr, l{t__> T.}. 

Les processus M ne t  #(M n) sont des semi-martingales, #(M')> -1 et de plus 
n 

#(Mn)t=#(M)t si t<  T~ comme on peut le voir sur la formule explicite dormant 
ces deux exponentielles. L'hypoth~se AM>>=- 1 montre que T~ tend vers T 
quand n tend vers l'infini. Appliquons alors pour chaque n= 1 la formule de 
changement de variables /tune fonction f" deux fois continfiment ddrivable et 

coincidant avec la fonction x~ dans l'intervalle [1, + oo [. 

#;(M')t =ff(#(M~)~) 

= 1 +2 i #~- 1 (M')s- d#(M')s 
o 

2(2-  1) 
-t . . . . .  2 ! #~- Z(M")~- d ((g(M"))c' (#(M"))~}~ 

+ ~ (g;~(M")~-g~(M")~ - 2 #  4-~(Mn)~ A#(M")~) 
s<t 
t 

= 1 +~#~(M")s_ dX• 
o 

off 

x 7  = ,~M'; + - -  
~(,~- 1) 

2 
((M')  ~, (M')C}, + ~, ((1 + A M ' y ' -  1-2AM~) ,  

s<=t 

et donc gX(M')=g(X') .  Posons encore 

2(2-  1) X=f(MT-~ - -  ( M  C, Mc)T q -- W J~. 
2 
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Sur [0, T,[, on a X ' = X  et gX(M)=g(X); en faisant tendre n vers l'infini, on voit 
que les processus o~(M) et d~(X) coincident sur [0, T[, et comme A X r =  - 1 sur 
{T< oo}, ils sont nuls tous deux sur IT, + oo[, d'o/t la conclusion de a). 

b) Nous aurons le r6sultat par application de la proposition II.1 d~s que 
nous aurons montr6 que AAX> -1.FPosons 

S=inf{t :  A A x < - I } .  

C'est un temps pr6visible comme d6but de l'ensemble pr6visible {AAX<-1},  
donc 

AA~s= E[AA~I~,~_ ] = E[ AXsI ~s_ l =El(1 + AMs) ~ -  1 I~s_], 

d'ofl, comme {S< oo} appartient fi ~ s - ,  

0 __> E [l{s < ~}(AA~ + 1)] = E[l{s < oo}(1 + AMs) ~] 

et ainsi AMs= - 1  sur {S< oo}, ce qui prouve que S>  T. Par ailleurs, si (R,) est 
une suite de temps d'arr6t finis, r6duisant M. 

0 =E[AMs R~] =E[AM~ ~ l{s = r}] +E[AM~ ~ l{r <s}]. 

La deuxi6me esp6rance est nulle car {T<S} appartient it ~s_,  donc 

0 =E[AM T l(s= T<=Rn} ] = - P ( S  = T<R,). 

Cela montre en faisant tendre n vers l'infini que S>T, et comme AAz=O en 
dehors de [0, T], en fait AA ~ > - 1. [] 

II.4. Remarques. a) Les conclusions d e  la proposition pr6c6dente sont encore 
valables pour 2 entier pair sans exiger AM> -1 .  On en d6duit ais6ment comme 
dans le th6or6me II.2.a que si le processus correspondant A ~, qui est croissant, 
est de plus born6, alors N(M) est de puissance Z-int6grable; m6me conclusion 
pour les entiers impairs, mais avec AM > -1 .  
b) Lorsque M est quasi-continue /t gauche, le processus V )~ s'il existe, est 
continu, ainsi que A z. La martingale locale Nx= N x est caract6ris6e alors par 

(l~)')c=)~(MC) T et A N Z = - I + ( I + A M T )  ~. 

Dans ce cas, la d6composition multiplicative (2.1) est celle qui figure dans [22] 
pour 2 > 1. 
c) Lorsque 0 < 2 < 1 ,  la condition d'int6grabilit6 locale de la proposition est 
automatiquement satisfaite. En effet, d'apr6s (1.2) et (1.3), 

I+2AM-(I+AM)Z<(1- . )~)AM 2 pour IAMI<I,  (2.2) 

<2AM pour AM> 1. (2.3) 

Le processus ~ AM~ I{I~M~I _<_ H est localement int6grable puisque c'est un proces- 
s<=t 

sus croissant/t sauts born6s. Si (R~) r6duit M et si 

S,=inf{t :  [M,l>n ou ~ AM~ l{z~> 1}__>n }. 
s < t  



Sur l'int6grabilit~ uniforme des martingales exponentieltes 185 

alors T,=R~/x S, tend en croissant  vers l'infini p.s., et 

E[ ~ AMt I(AMt> 1}] <n + E[IMT,_I] + E [ I M r ,  I] < 2n + E[IMTnl] < oo, 
t < T n  

donc 

AMs l~Ms> 1~ est localement  int~grable. 
s<t  

Le contenu des deux derni@es remarques  va  nous servir dans la 
d6mons t ra t ion  du r6sultat suivant  [7]. 

II.5. Th6orSme. Soit M une martingale quasi-continue ~ gauche vOrifiant A M >  
- 1  et soit encore T=inf{t: A M t = - i  }. Si Ie compensateur pr~visible C du 
processus 

s<=tAT s ~ t A T  

est bornd, aIors do(M) est dans 1I-t 1. 

D~monstration. C o m m e  en 1.8 choisissons un 2 quelconque tel que 0 < 2 < 1 .  
Avec  les nota t ions  de II.3, le processus A;' est d6croissant et continu, donc  do(A;') 
= e x p  A;. Les in6galit6s (2.2) et (2.3) s '&endent  sans difficult6 au compensa teu r  
pr6visible, donc  -A~_< C. D 'apr~s  (2.1), si k est une constante  ma jo ran t  C, 

do~(M) < do(~z) < exp Cdo~(M) < kdo~(M). 

I1 en r6sulte que pour  tout  t, 

E [do 1/~ (]V'~)t ] =< k 11;', 

donc, en utilisant l 'in6galit6 de Doob ,  

E[s p do(M) ] =< " [] 

III. Deux th6or6mes optimaux 

Cette part ie  est consacr6e/ t  la d~mons t ra t ion  de deux thdor~mes dont  nous verrons  
dans la par t ie  VI  en quoi  nous pouvons  les qualifier d 'op t imaux.  C o m m e  le r6s'lltat 
de N o v i k o v  [17], ils donnent  des condit ions d'int6grabilit6 uniforme et leur 
d~mons t ra t ion  est par t ie l lement  inspir~e de la sienne. Nous  supposons  icl d M >  
- 1  et poSons c o m m e  en I I  

T =  inf {t: A M e = - 1 } = inf {t: d o (M)~ = 0}. 

III.1. Th6or6me. Si le processus 

1 c ~(M,MCSt^r  + ~ ( ( I+AM~)Log( I+AMs) -AMs)  
S ~ t A T  
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admet un compensateur pr~visible B e t  si 

E[exp Boo] < oo, (3.1) 

alors g(M) est uniformdment int~grable et {do(M)oo >0} = {T= oo} p.s. 

Nous d6composons la d6monstration de ce th6or6me en plusieurs lemmes. 

III.2. Lemme. Sous la condition (3.1), M r appartient d IH 1 et g(M)r_  >0  p.s. 

D~monstration. L'hypoth6se faite montre que Boo est int6grable, il en est donc de 
marne de Y, ((1 + A Mt) Log (1 + A M,) - A Mr). On v6rifie facilement les in6galit6s 

t<=T 

( l+x) L o g ( l + x ) - x > x 2 / 6  pour Ix l< l  

> x/3 pour x > 1, 
et par cons6quent 

E[ 2 AM2 l{zIMt<= 1}] < oO, 
t < T  

t < T  

ce qui, conjugu6 avec E [ ( M  c, M c ) r ] < o o ,  montre que M r est dans IH 1. En 
reprenant alors la d6monstration de 1.5.b, il est facile de v6rifier que do(M)r_ > 0 
p.s. [] 

Posons 

= Log (do (M)) - B (3.2) 

en convenant que M =  - o o  si do(M)=0. 

III.3. Lemme. Sous la condition (3.1), le processus g(M) M est une martingale locale. 

Dkmonstration. Le processus croissant B 6tant pr6visible est localement born6 [14, 
p. 297 ou 5, lemme 4.4]. I1 existe donc une suite de temps d'arrat (Rn) croissante et 
tendant vers l'infini p.s. telle que Ban < n p.s. pour tout n. Soit (S,) une suite de temps 
d'arret r6duisant fortement les martingales locales M e t  d~ Posons encore 

U~=inf{t:do(M),>nouo~(M)~<!}, 

T,=R~AS~AU,. 

I1 est clair que U [0, T,,] = [0, T]. Soit N la martingale locale 
n 

N,= 2 ( ( I + A M ~ ) L o g ( I + A M , ) - A M ~ ) - B , + g ( M ,  ~ ~ MC)t^r. 
s<=t A T 

Fixons provisoirement net  appliquons la formule de changement d e variable fi une 

fonction g~ deux fois continfiment ddrivable coincidant dans l'intervalle [ ! ,  + c ~ [  
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avec la fonction x Log x, en posant pour simplifier X =g(M) r". I1 vient 

g , ( X ) - X ,  B,~ r, 
t t A  Tn t 

= ~ ( L o g X s _ + l )  dXs+ �89 ~ X~_d(M~,M~)s -~B~dX~ 
0 0 0 

t A  Tn 

- ~ X~_dB~+ ~ (gn(X~)-Xs L o g X  s - ( L o g X ~ _ + I )  Xs_AM~). 
0 s<=t A Tn 

Comme 

X s Log X~=(1 +AM~) Xs_ (LogX  s_ +Log(1  +AM~)), 

nous obtenons pour t < T. 

t t 

X, L o g S , - X t B t = y ( ( L o g X  ~_ + 1)-B~)dX~+yX~_ dN s. 
0 0 

I1 est ais6 de v6rifier que les deux membres ont m4me saut en T., par cons6quent 
X Log X - X B  T" est une martingale de IH 1, et en faisant tendre n vers l'infini on 
obtient sur [0, T] 

�9 g(M)t Log g ( M ) t -  g(M)t B t 
t t 

= ~(Log ~(M)s_ + 1 -Bs)  dg(M)s+ ~ ( M ) s _  dN~ 
0 0 

et c'est encore vrai sur [T, + op[ car les int6grales stochastiques du second membre 
sont constantes sur cet intervalle. [] 

III.4. Lemme. Soit 0<2__< 1. Sous la condition (3.1), 

a) il existe une martingale locale positive Z ~ arr~t~e en T et un processus dOcroissant 
positif arr~t~ en T, ~gal d 1 pour t = O, tels que 

EZ(M) = Z ~ D;~; (3.3) 

b) on a l'inkgalitd 

Z x < g~(M) exp ((1 - 2) B) (3.4) 

et pour tout temps d'arrYt R, Z~ converge p.s. vers g(M)R lorsque 2 tend vers 1. 

Ddmonstration. La partie a) est une cons6quence directe de la proposition 11.3 avec 
Z~=g( i~  ;~) et D~=g(AZ). 

b) Reprenons la suite de temps d'arr~t (T,) du lemme III.3 et montrons 
l'indgalit6 (3.4) sur [0, T,]; supposons, pour simplifier les notations, que M e t  Z ~ 

en T, et notons Q la probabilit6 d6finie par la densit6 ~ = g(M)~. soient arret6es 

D'apr6s le lemme pr6c6dent, M est une Q-martingale, (2-1)A~r aussi et 
exp ( (2 -1)  M) est une Q-sous-martingale born6e dans LI(Q); en effet, d'apr6s 
(3.2), 

N(M) exp ( (2-1)  M) = g'~(M) exp ((1 - 2) B) < g~(M) exp ((1 - 2) n) 
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d'ofi c o m m e  gX(M) est une surmar t ingale  positive 6gale/ t  1 en z6ro, 

E~ [exp ((2 - 1) 2~oo)] __< exp ((1 - 2) n). 

On en d6duit  que g ( M ) e x p  ( ( 2 - 1 ) M ) = S  est une sous-mart ingale  born6e dans 
L 1 (P). D 'apr6s  (3.3), S = Z ~ H, off H est le processus pr6visible D ~ exp ((1 - 2) B). I1 en 
r6sulte que 

dS= Z ~_ dH + H dZ a, 

ce qui donne  la d6composi t ion  de D o o b - M e y e r  de S. C o m m e  Z ~ - > 0  sur ]0, T], 
n6cessa i r emen t / - / e s t  un processus croissant  et par  cons6quent  sur [0, Tn], 

1 < D x exp ((1 - ).) B), 

Z ~ < gX(M) exp ((1 - 2) B). 

I1 reste/~ faire tendre n vers l'infini pour  avoir  (3.4) sur [0, T].  Nous  avons vu en II.3 
que AAX> - 1, donc  D~=g(AZ)>O et ainsi Z X = 0  sur [T, + oe[-, ce qui te rmine  la 
d6mons t ra t ion  de (3.4). De  la double  in6galit6 

ga(M)  <= Z ~ <= gZ(M) exp ((1 - 2) B) 

nous tirons faci lement la derni~re assert ion du lemme, y compris  sur l 'ensemble 
{R = oo} puisque Boo < oo p.s. [ ]  

III.5. Lemme.  Sous la condition (3.1), pour tout 2El0,  1[, Z ~ est uniform~ment 
intOgrable. 

D~monstration. Posons  pour  tout  n > 1 

S, = i n f  {t: Bt>n }. 

D'apr~s  le l emme 1.2, 

1 
E [sup e~(M),] < 

t = 1 - 2  

et en util isant (3.4) on en d6duit 

E [ sup  Z2] < exp ((1 - 2) n) 
,<s~ -- 1 - 2  

Soit alors (Up) une suite de temps d 'arr6t  finis r6duisant Z z. 

1 = E z ~ + E [Zs  ~ >sn}]- [Zs,^vp] = E [ Z v  v l m ~ < s j  , l(v~= 

Le premier  terme tend par  convergence dominoe  vers E [Z~, l(s,= oo~], le second vers 
E[Z~, l~s,< oo~], d'ofl E[Zs~]  = 1. Pour  terminer  la d6monstra t ion,  6crivons 

E [Z~  ] = 1 + E [ Z ~  l(s, < co)] - E [Zs~ l/s" < oo/]. 
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D'apr6s (3.4) et l'in6galit6 de HSlder,  

E [ Z ~  l{s ~ < ~}] <__ E [o~;~(M)s, exp {(1 - 2) Bs,,} l{s" < 0o}] 

< (E [g(M)s,]) ~ (E [l~s n < 00} exp Bs,]) 1- ~ 

< (E [ l{s,, < ~} exp Boo]) 1 - ;'. 

D'aprhs la condit ion (3.1), P(S, < ~)--+0 et E[l{s,<~} exp B~]  ~ 0  quand n tend 
vers Finfini. On en dhduit E [Z~]  > 1, donc E [Z~]  = 1. [ ]  

III.6. DOmonstration du thOor~me. Si 0 < 2__< i, nous ddduisons de (3.2) et (3.4) les 
deux in6galitbs 

Z ~ __< exp B exp (2M), (3.5) 

Z ~~ < g(M) exp ( ( 2 -  1) 1~3). (3.6) 

Posons 

Tk = i n f  {t: M r <  - k } .  

II est clair que 

Z ~  < l{r ~ < oo} exp BT~ exp (-- 2k) + l{r~= oo} g(M)T~ exp ((1 -- 2) k). (3.7) 

Le membre  de droite de (3.7) est major6 par la variable 

l{rk < 0o} exp B~o + I{T ~ = ~o} exp kE(M)T k 

qui est int6grable et indhpendante de 2. On en dhduit l 'inthgrabilit6 uniforme de la 
famille (Z~)o < ;~ ~ 1, d'ofl en utilisant le lemme III.4.b la convergence dans L 1 de Z ~  
vers g ( M ) r  ~ lorsque 2 tend vers 1, ce qui prouve (lemme III.5) que 

[ ~ ( M ) j  = 1. 

I1 reste ~t 6crire 

E[g(M)o~] = 1 + E  [g (M)~  l{r~< ~}3 - E [ g ( M ) T  ~ I{T~< ~}3' 

En utilisant (3.2), on obtient  

E [o ~ (M)T~ l{r~ < ~}] < E [exp B ~3 exp ( - k), 

ce qui tend vers z6ro lorsque k tend vers l'infini, d'ofl 

E [ ~ ( M ) ~ ] = I .  [ ]  

Nous  passons maintenant  au deuxi6me th6or6me. La  condit ion assurant 
l 'int6grabilit6 uniforme de g(M) porte  cette fois sur un processus croissant non 
pr6visible, d6fini/~ part ir  des sauts de M. Nous  devrons exclure les sauts 6gaux/t - 1 
et le temps d'arr~t T sera donc infini. 

La  d6monstra t ion sera 6galement d6compos6e en plusieurs lemmes. 
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III.7. Th~or~me. Supposons que 

A M >  - 1  

[ ~• MC)0o} 1 ] ( l+AMt)exp  ( AMt )]  E exPt2.. , , I + A M  t <oo. (3.8) 

Alors g(M) est uniform~ment int~grable et g(M)0o > 0 p.s. 

III.8. Lemme. Sous la condition (3.8), M est darts IH 1 et g(M)0o >0 p.s. 

D~monstration. I1 est clair que E [ ( M  c, MC)~] < oo. L'in6galit6 

( l ~ u u )  3 - e  ( l+u)  e x p -  u > l + - - u  
e 

valable pour u > 1 montre que E [ ~  A M, l (~t  t_>_ 1~] < oo. Pour l u l< 1, il existe une 
constante k > 0 telle que 

u >ku2 ' 
Log (1 + u) - 1 + u = 

ce qui entraine 

<1 
E [ E  AM 2 1,AM,< l,] = k E [exp (k 2 AM{ l<z~t~< 1})] < oo. 

t t 

I1 vient ainsi 

E [([M, M] 0o) 1/2] 

<=(El( M~, M~)o~ + Z AM{ I~AM,< ,/])1/2 + E [ ~  ' AM, I(AM~e 1}] < oo. 
t t 

Cela montre que M est dans IH ~ et d'apr6s la proposition 1.5 nous pouvons en 
conclure que g(M)~ >0  p.s. [] 

III.9. Lemme. II existe un a > 1 et un b > e tels que si zes t  complexe et si 

R e z < a ,  

b[Imz[<lRez[,  

alors 

I(1-z) e~[< 1. 

D~monstration. Soit x = Re z. Si z v6rifie l'hypoth6se pour un b > e, 

I- X 2 1  1/2 
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La fonction 

f(x)=[(1--x)2 +~2le 2x 

est croissante pour x < 0 ,  d6croissante 
nouveau. I1 suffit de choisir a > 1 tel que 

( a - l )  e a < l  

et b tel que 

[(1- a)2-}-~2 2] e 2a  <1 

pour que f(x) < 1 pour tout x < a. [] 

III.10. Lemme. Si AM> -1 ,  posons pour t< oo 

b 2 - 1  
pour 0 < x  < b ~ ,  

191 

puis croissante ~t 

1 c c A t - ~ ( M , M ) t + ~  [Log ( I+AMs) dMs 
s_<, I+AMs ] '  

A M~ = Log [#(M)t ] - A t. ~ l t = M t - ( M ~ ' i ~ ) ' -  ~ I+AM~ 
s < t  

Si a et b sont les r~els d~termin~s en III.9 et si )~ est un nombre complexe v~rifiant 

1 - a < R e 2 < l - b  [Im21 

alors 

]g(2m)tl < exp A t exp (Re 22~t) (3.9) 

<g(M), exp {(Re )~- 1) 33~}. (3.10) 

D~monstration. D'aprSs le lemme III.9, pour 

1 - a < R e 2 < l - b [ I m 2 l  

- l < u  
u 

nous avons, en posant z = ( 1 - 2 )  1 +u '  

[l + 2u' exp ( -  Re ). l@u) <(l +u) exp ( - l @ u ) .  

Remarquons 6galement que pour Re 2 < 1 - J i m  21, nous avons 
j~2 
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Nous en d6duisons les majorations suivantes 

[~(2M)t[ <exp  (Re 2 M r -  (Re 2 -• \/MC, Me)t} [I l1 +2AMsI exp ( -  Re .~AMs) 
s ~ t  

< exp A t exp (Re 2Mr), 

et la seconde in6galit6 cherch6e s'en d6duit en remplagant A t par Log [g(M)t ] 
_~r. [] 

III.11. Ddmonstration du thOordme. Remarquons tout d'abord que sous la 
condition (3.8) et grfice au lemme III.8 Ao~ et ~ro~ existent et sont finis p.s., les 
in6galit6s (3.9) et (3.10) sont encore valables pour t =  ~ et g(2M)o~ est p.s. une 
fonction analytique de 2. Posons 

Si 

Tk = inf  {t: Mr<  -k} ,  keN*. 

1 - a < R e 2 < l - b  lira2[ 

R e 2 < 0  

t<Tk 

de (3.9) nous tirons que 

]g (2m)t[ < exp A ~ exp ( - k Re 2). 

AM 
Comme A~I I+AM' nous remarquons que --I<AMTk<O , d'ofl 

Ig(2M)TkI = 11 + AAMT~I Ig(2M)T~_ I < (1 + 121)Ig(2M)r~_ I, 

et par cons6quent si 

1 - a < R e 2 < l - b l l m 2 1  
R e 2 < 0  

t_-<Tk, 

Ig(2M)tl<expAo~ e x p ( - k  Re2) (1 +r21). (3.11) 

Les parties r6elle et imaginaire de g(2M) r~ sont donc dans IH 1, ce qui entra~ne que 

E [-~ (2M)T J = 1 (3.12) 

lorsque 2 satisfait aux conditions de (3.11). De (3.9) nous tirons encore que si 
R e 2 > 0 ,  

[d~ [ I(T u < m) ~ exp A oo exp ( - k Re 2) I(T k < c~} (3.13) 

et de (3.10) nous tirons que 

I~(,~M)T~I l(rk= ~__--< g ( M ) T  k exp {k(1 - Re 2)} l(Tk= ~o}" (3.14) 
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De (3.11), (3.13) et (3.14), il r~sulte que g(2M)r  k est born6 par une variable al6atoire 
int6grable ind6pendante de 2 pour tout 2 dans le triangle 

1 - a < R e 2 <  1 - b jim 21. 

Comme, pour presque tout co~f2, C(2M)r~(co ) est analytique & l'int~rieur de ce 
triangle et continue au bord, nous en d6duisons que E [ g ( 2 M ) r J  jouit de la mSme 
propri6t~, ce qui joint fi (3.12) prouve que 

E [g  (M) r,,~] = 1, 

ou encore 

E[g(M)T ~ l~rk< ~}3 + E [ E ( M ) ~  l~r~= o~t3 = 1. 

D'apr6s (3.13), le premier terme de cette somme tend vers z6ro lorsque k tend vers 
l'infini, et par cons6quent E[g(M)oo] = 1. [] 

III.12. Remarque. Les deux th6orSmes que nous venons d'obtenir sont compara- 
bles/t  bien des aspects. Tout d'abord les processus croissants A et B intervenant 
dans leurs conditions de validit6 sont li6s par la relation suivante: si E [~ (M)oo] = 1 
et si Q est la probabilit6 d4finie par sa densit6 dQ/dP=g(M)o o, alors Bes t  le Q- 
compensateur pr4visib!e de A, s'il existe, c'est-~t-dire si A est Q-localement 
int6grable. Mais surtout l'analogie entre les deux d6monstrations est frappante et 
aurait pu 8tre pouss6e plus loin. En effet, au lieu d'utiliser un param6tre 2/t valeurs 
complexes, nous pouvons donner une d6monstration de III.7 avec 2 r6el dans 
l'intervalle ]0, 1] comme pour III.1. A la place de la double in6galit6 

E;~(M) < Z ~ __< d~(M) exp ((1 - 2) B), 

nous obtenons beaucoup plus facilement grfice g (1.2) 

gX(M) <= g(2M) < N;~(M) exp ((1 - 2) A), 

off A est comme Bun processus croissant et g(2M) comme Z ~" une martingale locale 
positive. Nous terminons la d6monstration comme en III.5 et III.6, les in6galit6s 
(3.5) et (3.6) 6tant remplac6es par (3.9) et (3.10). La d6monstration avec 2 complexe 
6rite les temps d'arrSt de III.5 mais n6cessite le lemme III.9 et est un peu plus 
myst6rieuse. 

IV. Le cas quasi-continu h gauche 
et la seconde martingale exponentielle 

Dans cette partie, nous montrons que le th6orSme III.1 admet comme corollaire 
une extension du r6sultat de Novikov [17] concernant la seconde martingale 
exponentielle. Pour introduire celle-ci nous devons faire quelques rappels, 
essentiellement tir~s de [5, 6], sur les mesures al~atoires. 

IV.1. Mesures aldatoires et syst~rnes de Ldvy. Une mesure al6atoire # est une 
mesure de transition positive de (f2, ~-) dans [0, + oo[ x E muni de la tribu 
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NEo. ~[ | ~ de ses bor61iens avec E = IR\{0}. Si # prend ses valeurs dans N U  { + oe} 
et si #(co, {t} x E) < 1, on dit que/~ est ~t valeurs enti6res. Si y est une fonct ion d6finie 
sur s x [0, ~ [  x E,~ |  ' , L |  fi valeurs positives, on note  y . /2  le 
processus c ro i ssan t / t  valeurs dans IR+ w { + oc} d6fini par  

Y" ~,= i y y(co, s, x) ~(oJ, ds, dx). 
0 E  

La formule 

m,(y)=E[y- ~ ]  

d6finit une mesure  posit ive sur (s x [0, Go[ x E, ~ |  oo[| 
La  t r ibu pr6visible (resp.: optionnelle) sur ~2 x ]R + @ant not6e ~ (resp.: (0), on 

dit que/~ est pr6visible (resp.: optionnelle) si le processus y.  # est pr6visible (resp.: 
optionnel)  pour  tout  y ~ @ g (resp.: (_9 | S) -measurable  et positif. Si la restric- 
t ion de la measure  m u ~t (s x [0, Go[ x E, ~ | g) est ~-finie, Jacod  [5] a mont r6  
qu'il  existe une mesure  al6atoire pr6visible et une seule v telle que pour  tout  
y ~  | g -measu rab le  et posit if  on ait la relat ion 

mu(y)=m~(y). 

La mesure  ves t  la projection prdvisible duale de # (elle d6pend de P). On en d6duit 
que si pour  tout  t < o~, y. v, < 0o p.s., alors y .  v e s t  le compensa teur  pr6visible de 
y .# .  

L 'hypothese  faite sur m, est en part icul ier  v6rifi6e [6] si # est la mesure  al6atoire 
/t valeurs entiSres associ6e aux sauts d 'un  processus X adapt6, con t inu / t  droite et 
pourvu  de limites ~ gauche 

#(co, d t, dx) = ~. 1 (~x,(,~), ote(,, AXs(o))(dt, dx), 
O < s  

off e a d6signe la mesure  de Di rac  en a. La  project ion pr6visible duale v est alors 
appel6e le systOme de Ldvy de X. 

IV.2. Mesures aldatoires quasi-continues g~ gauche et integration stochastique. Une  
mesure  al6atoire est quasi-continue dl gauche si elle est optionnelle et si pour  tout  
temps d 'arrSt  pr6visible T, # ( [ T ]  x E ) = 0 .  On a alors les propri6t6s suivantes [6]:  

- si # admet  une project ion pr6visible duale v, 

P(co: v(co, {t} x E ) > 0 ) = 0  pour  tout  t; 

- la mesure  associ6e aux sauts d 'un processus X est quas i -cont inue/ t  gauche si et 
seulement  si X est quas i -con t inu / t  gauche. 

Dans  route cette p a r t i e , #  est une mesure  al6atoire /t valeurs entiares quasi- 
cont inue 5. gauche telle que la restr ict ion de m,  ~t (~2 x [0, oo[ x E , ~  |  soit a- 
finie; v d6signe sa project ion pr6visible duale. Si H est N | g - m e s u r a b l e / t  valeurs 
r6elles, on note  C(H) le processus croissant /~ valeurs positives finies ou infinies 
d6fini par  

Ct(H) = (l~lul__< 1} H2 + I(IHI > I) IHI)" Yr. 
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I1 est clair que 

- si ]HI < [KI, alors C(H)  < C(K) ,  

- si C t (H)<oo  et C t (K)<oo ,  alors C t ( H + K ) < o o .  

L'ensemble  {H: Ct (H  ) < oo p.s. pour  tout  t fini} est un espacevector ie lnot6  ~floc(/~). 
Toujours  d 'apr6s [6], on peut  pour  Hef#loc(#) d6finir l ' int6grale s tochast ique 

H * (# - v); le processus ob tenu  est l 'unique mar t ingale  locale s o m m e  compens6e de 
sauts telle que pour  tout  t fini on ait 

A (U �9 ( ~ -  v)~)(co) = S U(co, t, x) ~(co, {t}, dx). 
E 

On en d6duit en part iculier  que si IHt .v~< oo p.s. pour  tout  t fini, alors 

H . ( # - v ) = H . # - H . v .  

Cette int6grale s tochast ique est n6cessairement  quasi-cont inue fl gauche. 
Si X est une mar t ingale  locale quasi-cont inue fl gauche, si/~x et v x d6signent la 

mesure  al6atoire et le syst6me de L6vy associ6s, alors 

(l{Ix/__< 1} X2 -4- l{Ixl > t}lxl)" vX< oo p.s. pour  tout  t < ~ ,  

et on a la repr6sentat ion 

X = X c + x * (IJ x - vx). 

Revenons  fl M e t  g(M).  Dans  cette partie, M d est donn6e/~ par t i r  de la mesure  
al6atoire fix6e/~ pa r  la relat ion 

M d = y * ( # -  v), 

ot~ y est un 616ment de ~1oc(#) tel que y(co, t, x) > - 1. On peut  facilement passer  de # 
et v/~ #Met  v M car  

m ~ = y * ( # -  v) = x * ( # M _  vM) 

et de plus, s i f e s t  bor~lienne de ]R dans IR et telle que 

F, I f (AMs) l  < oo p.s. pour  tout  t < oc, 
s__<~ 

alors 

f ( A M s )  =f(Y)"/~t =y(x )  � 9  
S <=t 

et par  cons6quent  on a 

f (y ) .  v t = / ( x )  - v~ 

d6s que Pun des membres  est d6fini. 
C o m p t e  tenu de cette remarque,  en no tan t  encore T = i n f { t :  A M t = - 1 } ,  le 

thdor6me III.1 s'6crit dans ce cas de la fagon suivante. 
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IV.3. Th6or~me.  Supposons que 

E [ e x p  {�89 MC)T+((1 +y)Log(1 + y ) - y ) .  VT} ] < Oe. (4.1) 

Alors g(M) est uniformOment intOgrable. 
P a s s o n s  m a i n t e n a n t  ~ la  s e c o n d e  m a r t i n g a l e  exponen t i e l l e .  

IV.4. La martingale exponentielIe c~(N, z, #). L a  m e s u r e  a l6a to i r e  # 6 tan t  t o u j o u r s  
q u a s i - c o n t i n u e  ~t g a u c h e  et  a d m e t t a n t  une  p r o j e c t i o n  p r6v i s ib le  d u a l e  v, so i t  z une  

f o n c t i o n  ~ | g - m e a s u r a b l e  ~ va l eu r s  r6el les;  n o t o n s  z 1 = z l{izl > 1}, Zz = z l{izF __< 1}. O n  
s u p p o s e  que  [zl[.#t, [ e Z l - l [ .  vt et  (z2)2. vt son t  finis p.s. p o u r  t o u t  t fini. D o n -  
n o n s  n o u s  auss i  une  m a r t i n g a l e  loca le  c o n t i n u e  N nu l l e  en z6ro et c o n s i d 6 r o n s  le 
p roces sus  

c~ (N, z, #) = exp {N - � 89  N )  + z a �9 # + Z 2 * ( #  - -  V) - -  (e z - z 2 - 1). v}. 

K u n i t a  et  W a t a n a b e  o n t  m o n t r 6  en [-8] que  a (N ,  z, #) est  une  m a r t i n g a l e  l oca l e ;  p lus  
p r6c i semen t ,  on  a l e  r6su l t a t  su iv an t  (voir  auss i  [4, 10, 22]). 

IV.5. P ropos i t ion .  Avec les hypothOses ci-dessus, le processus a(N,z,#) est une 
martingale locale positive et 

c~(N, z, #) = g ( N  + (e z - 1) * (# - v)). (4.2) 

D~monstration. M o n t r o n s  t o u t  d ' a b o r d  que  e z - 1 est  dans  ~1oc(#). E n  effet, si Ixl _-< 1, 
a lo r s  ]e x -  1 ) < 2 x ,  d o n c  

l{izl =< 1}(e z --  1) 2 .v t < oo p.s. 

p u i s q u e  (z2) 2. v t < oe p.s. Ensu i te ,  

l ~ N > l i l e ~ - l l . v t = l e ~ - l l . v t <  oo p.s . .  

I1 est  faci le  de  vo i r  que  ces deux  r6su l ta t s  e n t r a i n e n t  que  

Ct(Je~-ll)<o~ p.s. 

Soi t  a lo r s  X = ( e ~ - l ) , ( # - v ) .  N 6 c e s s a i r e m e n t  A X > - 1 ,  et N ( N + X )  est  une  
m a r t i n g a l e  loca le  pos i t ive .  I1 r e s t e / t  m o n t r e r  l '6gal i t6  (4.2). 

g ( X )  = exp {(e ~ - 1) �9 ( # -  v) - [(e z - 1) - L o g  (1 + (e ~ - 1))]. #} 

-- exp  {(e ~ -  1 ) ,  ( # -  v ) -  (e ~* - 1)- v -  (e ~=-  1)- # + z .  #} 

= exp  {z 1 �9 # + (e ~ -  1) �9 ( # -  v ) - ( e  =* - 1). v -  (e ~ -  z 2 - 1 ) -  #}. 

C o m m e  

0 < (e =~ - z 2 - 1) < 2(z2) 2, 

n o u s  p o u v o n s  6crire  

(e~2--z2 -- 1). # =(e~2- -z2  - 1) *(#--v)+(e~2--z2 -- 1)" v 

d'o/~ l '6gal i t6  

c ~ ( g , z , # ) = g ( N ) g ( X ) = g ( g  + x) .  [] 
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Voici alors le r6sultat de Novikov ,  16g6rement g6n6ralis6 [17]. 

IV.6. Th6or~me. Soient N une martingale locale continue nulle en zkro et z une 

fonct ion ~ | g-mesurable d vaIeurs rOelles telles que 

l{z<_~}z .# ,<oo  p.s. pour tout t < o o  
(4.3) 

E[exp {�89 N) .  +(ze ~- e ~ + 1). v~}] < o0 

Alors ~(N, z, #) est une martingale uniformdment int~grable. 

D~monstration. On verifie aishment que l 'hypothhse (4.3) permet  d 'obteni r  que 
Izll ' #t, I e~ - 1] �9 v, et (z2) 2- 1" t sont finis p.s. pour  tout t fini, d'o/~ l'6galit6 (4.2). 
En posan t  

M = N  + ( e ~ -  l ) . ( # - v ) ,  

on constate  que la condi t ion (4.1) est v6rifi4e avec y = e  ~ -  1, et l 'appl icat ion du 
th6orhme IV.3 fournit  la conclusion dhsir4e. [ ]  

IV.7. Remarques. a) En fait, si l 'on se restreint  en IV.3 aux mart ingales  M telles que 
A M  > - 1 ,  les thdorhmes IV.3 et IV.6 sont 6quivalents. On peut  d'ailleurs d6mon-  
trer  d ' abo rd  le th6orhme IV.6 ~ l'aide, pour  0 < 2 =< 1, de la double  in6galit4 

cd(N, z, #) < ~(2N,  2z, #) < :tX(g, z, #) exp { �89  N )  + (ze ~ - e ~ + 1). v} 

et de la m6thode  employ6e en III.5 et III .6; pour  obtenir  ensuite IV.3, il suffit 
d 'appl iquer  le th6or6me IV.6 en identifiant C ( M ) / t  ~(M ~, Log (1 +y) ,  #). No tons  
que si Z x est associ6 ~t M c o m m e  en (3.3), on a 

Z ~ = c~(2M ~, 2 Log(1 + y), #). 

b) Le r4sultat du th6orhme IV.6 contient  4galement celui du l emme 2 de [4]. 

V. Le cas des accroissements ind6pendants 

Nous  allons supposer  dans toute  cette part ie que pour  tout  couple (s, t) v6rifiant 
0 < s < t < oo, M t -  M s est ind6pendant  de 4 ,  mais  c o m m e  dans le th6or6me II.2 
dont  nous allons voir  l ' appl ica t ion / t  ce cas particulier,  nous n 'exigeons pas A M  > 
- 1. Nous  commengons  par  un l emme qui perrnet de re t rouver  des r6sultats connus 
sur les processus ~ accroissements  ind6pendants.  

V.1. Lemme.  Soit A un processus croissam nul en zdro local.ement indgrable tel que 

pour tout couple (s, t) vOrifiant 0 < s < t < oo, A t - A S soit ind@endant de J~. Alors, le 
compensateur prdvisible A de A est d~terministe et vaut fit  = E [A~]. Si de plus A oo < oo 
p.s., alors ftoo = E l A n ]  < oo. 

Ddmonstration. i) C o m m e n g o n s  par  mon t re r  la propri6t6 suivante, qui nous 
servira 6galement  en V.2.c: si A est un processus croissant, nul en z6ro, 
accroissements  ind6pendants , / t  sauts un i form6ment  bornds, et si P ( A ~  < oo)> O, 
alors E [ A ~ ]  < oo. Soit en effet 0 un r6e l>0 .  Si pour  tout  n__> 1 

S, = ~. (1 - exp { - O(A(k + 1)/2. - A k / 2 . ) } ) ,  
k 
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un moment de r6flexion montre que S. tend en croissant quand n ~o o  vers S 
= ~  ( 1 - e x p { - O A A ~ } ) + O A  c ,  oll A ~ est la partie continue de A, et comme AA est 

t 

born6, pour un k > 0  on a k A ~ < S .  L'in6galit6 1 - x < - L o g x  pour 0 < x < l  
montre ensuite que 

k E [ A ~ ]  <E[S]  = l i m E [ S , ]  __< - Log E[exp { -OAoo}] < oo. 

ii) Revenant aux hypoth6ses du lemme, notons A" le processus croissant 
ayant mSme partie continue que A et tel que AAn=AA/x  n; pour tout t fini, A~ 
est int6grable et le compensateur pr6visible de A" vaut A'~=E[A'~]. Quand 
n ~ 0% ~ '  tend en croissant p.s. vers At, qui est fini p.s. par hypoth6se, donc 6gal 
p.s./t une constants finie, ce q ui prouve que _~ et par voie de cons6quence A t 
sont int6grables. Enfin, si A ~ < o o  p.s., il est clair que Ao~=limAt est 
d6terministe, donc A~ = E l A n ]  < oo. [] t ~  

V.2. Th6or~me. a) Si M est de carrd intdgrable, g (M)  est de carrk int~grable. 
b) Si A M >  - 1  et si E(M) est de carr~ int~grable. M est de carrk intkgrable. 
c) S'il existe b > 0 tel que - 1 < A M  < b, et si M n'est pas de carr~ intdgrable, alors 

g(M)oo = 0 p.s. 

D~monstration. a) D'aprbs le lemme pr6c6dent, le processus ( M , M }  est 
d6terministe et (M, M} t = E  [M~], donc (M, M} est born6 et d'aprbs II.2, N(M) est 
de carr6 int6grable. 

1 
b) De M - - - .  d~(M), nous tirons que M est localement de carr6 int6grable, 

~(M)_ 
donc d'apr~s le lemme ( M , M } t = E [ M ~ ] < o o  pour tout t fini. Posons h(t) 
= E [M~]. Comme E [~(M)~o] = 1, de 

oo 

(g(M),  e(M)}~o = 1 + ~ e2(M)s_ dh(s) < 0% 
0 

nous d6duisons que n6cessairement h(oo)< oo. 
c) Si E[(MC, MC}oo] = o% alors (MC, MC}~= oo p.s., donc d'apr6s la proposi- 

tion 1.5, N(M)~ = 0  p.s. Si E [ E  AM2,] = 0% d'apr6s la propri6t6 d6j/~ utilis6e dans le 
t 

lemme V.1, cela entraine ~ A M ~ = o o  p.s., et toujours d'apr6s 1.5, g(M)~o=0 
p.s. [] t 

I1 est facile de voir, compte tenu du th6or6me II.2.b, que les 6nonc6s V.2.a et b 
sont encore valides si l'on remplace partout l'expression <<de cart6 int6grable>> par 
l'expression << ~t variation int6grable >>. Cependant, l'analogue de V.2.c n'est pas vrai. 

V.3. Remarque. On peut rapprocher le th6orSme V.2 de r6sultats connus sur les 
produits de Riesz [18]. Voici par exemple comment, sans utiliser la variation 
quadratique, on peut d6montrer c) pour les martingales M discr~tes ~t accroisse- 
ments ind6pendants D k v6rifiant - 1 < D k < b, ~, E [D~] = oo : posant a k = E [Dk] , 2  on 

k 
obtient par Banach-Steinhaus une suite de r6els (ck) positifs telle que 

2 ck ak < oo et ~ ckak = oO ; 
k k 
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nous remarquons que g(M) prend une forme tr6s simple g ( M ) , =  1[ ( l+Dk);  
~,,  k = l  

posant encore Y,= CkDk, on v6rifie ais6ment que Y est une martingale 
k = l  

convergente p.s. dans 1R, tandis que 

= 2 El(1 +Dk)(D k -ak)  2] E g(M),  cka k c k 
- -1  k = l  

2 <(1 +b) ~, ck ak, 
k 

et par cons6quent d'apr~s le lemme de Fatou C(M)~ = 0 p.s. 

V I .  E x e m p l e s  

Cette partie est consacr6e/t la discussion de quelques exemples. 

VIA. Montrons tout d'abord que la condition (3.8) du th6or~me III.7 n'est pas trop 
forte au sens off elle n'entraine pas d6j/t l 'appartenance fi IH ~ de g(M). 

On prend pour (s ~, P) l'ensemble N* muni de la tribu de ses parties avec pour 
chaque i > 1, Pl = 2-  i. Soient 

& = {~, o} 
Y, =tr ibu engendr6e par les parties {1}, {2}, ..., {n}. 

Dk(i) = 0 si l<=i<k 

1 - k  
si l < i = k  

- l + k  

k - 1  
si l_<k<i,  

- k + l  - 

k = l  k = l  

On v6rifie alors que 

2 i 

~(MLo (0- 
i(i + 1)' 

sup g (M)n(i ) = ~i' 

donc E [ g ( M ) , ]  = 1, 

donc E [sup g(M),] = + ~ ,  
n 

D k = ~  1 i - i  1 1 

1 / - 1  ( 1 + 1 ) 
< ~ T~-k_-[]l e x p / = a  = - 2 k  

< /~72 exp 1 -  
i = 1  
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off C est la constante d 'Euler  e t a  i tend vers 1 quand i tend vers l'infini. I1 en rdsulte 
que la condit ion (3.8) est bien vdrifide par  M, mais que g(M)  n'est pas dans l 'espace 
]I-I 1" 

VI.2. Dans [16], Novikov  mont re  que pour  les martingales continues on ne peut 
pas diminuer la constante 1/2 qui figure dans la condit ion 

E [exp  (�89 M ) ~ ) ]  < oe 

sous peine de perdre l'intdgrabilit6 uniforme de g(M). Pour  les martingales sommes 
compensdes de sauts nous allons mont rer  sur un exemple inspir6 par  la mdme 
technique que Fon ne peut  pas avec e > 0 remplacer  les conditions (3.8) et (3.1) par 

E[exp{(1-e)?(Log(l+AM,)- AM, ) } ]  
I + A M~ t- <o% 

g [exp {(1 - e) [(1 +x )  Log(1 + x ) - x ] .  v~}] < ~ .  

Soient 0 < b < 1, N la fonction de comptage du processus de Poisson standard, 

T b = i n f { t : N  t - ( l + b )  t = - l } ,  

U,=inf{t:N=n}. 

U, < n ~ p.s. et que U,/n tend vers 1 p.s. d'aprds la loi des C ~  {Tb= ~ = 0 ~ - l + b J  

grands nombres,  il en rdsulte que P(Tb= co)=0,  donc 

NTb--(l+b)Tb=--i p.s. 

Pour  tout  2 rdel, 

E [exp - 2(N t - (1 + b) t)] = exp (t f(2)), 

off f(Z) = e -  ~ + )~(1 + b) - 1. Le processus exp { - 2(N~ - (1 + b) t) - tf(2)} est donc 
une martingale pour  la filtration engendrde par  le processus N, et par applicat ion 
du thdordme d'arrdt des surmartingales positives, 

E [exp ( - Tbf(2)) ] _--__ e -  ~. 

Si l 'on pose Mt=Nt-t, alors g(M),=exp(NtLog2-t ), 

E [g  (M)Tb] = �89 E [exp { Tb((1 + b) Log 2 - 1)}1. 

Comme 

(1 + b) Log 2 - 1 < (1 + b) Log (1 + b) - b = - f ( -  Log (1 + b)), 

nous obtenons 

l + b  
E [d~(M)TJ __--< �89 [exp { -- Tbf ( -- Log (1 + b))}] = 2 -  < 1. 
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Cependant, pour tout e > 0, nous pouvons trouver b < 1 tel que 

E [exp {(1 - e )Nrb (Log2  - 1/2)}] < oo, 

E[exp {(1 - e )  Tb(2Log 2 -  1)}] < oo. 

I1 suffit pour cela que respectivement 

(1 +b) Log(1 + b ) - b  > ( 1 - 0 ( 1  + b)(Log 2 -  �89 

(1 + b) Log (1 + b ) - b  >(1 - e)(2Cog 2 -  1). 

VI.3. Prenons le m~me exemple du processus de Poisson N, avec cette lois 

M t = (e - 1)(N t - t) 

Si Tes t  le premier instant de saut de N, alors E(M)  Test born6e donc uniform6ment 
int~grable, et on constate que la condition (3.8) est satisfaite pour M r. Cependant la 
condition (3.1) ne l'est pas puisque le syst~me de L6vy v de M r est 

v(d t, dx) = l~t<_ rl dt  ee- 1 (dx) 

et que 

g [exp  {[(1 +x)Log(1  + x ) - x ] .  v~}] = E [ e x p  T] = + oo. 

Inversement, prenons 

= ] - I , + I L  

~ =(g,~) si t < l  

=NI_I ,+ I  [ si t > l ,  

P la loi uniforme sur ] - 1 ,  + 1 [. 

Le processus M tel que 

Mr(x) =0  si t < l  

= x  si t_>l 

d6finit une martingale born6e avec un seul saut en t -- 1, et par cons6quent g ( M )  est 
born6e et uniform6ment int~grable. La condition (3.8) n'est pas v6rifi6e puisque 

A M  t 1 +i (Log(1 x 

mais la condition (3.1) est satisfaite car 

v(dt, dx) = 1~_ t <x < + ll~l (dt) dx  
+ 1  

[(1 + x) Log (1 + x ) -  x]- v~ = ~ [(1 + x) Log(1 + x ) -  x] dx  <= 2. 
1 
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Les th6or6mes III.1 et III.7 ne sont donc pas 6quivalents, le premier convenant 
plut6t pour des martingales/t sauts proches de - 1, le second pour des martingales 
~t grands sauts positifs. 

VI.4. L'exemple suivant est destin6 ~t montrer que le th6or6me II.2.b peut nous 
permettre de conclure g l'int6grabilit6 uniforme de g(M) lorsque III.1 ne le permet 
pas. Soient ~2=D([0, ov[) l'espace des fonctions continues/t  droite et limit6es ~t 
gauche ~t valeurs r6elles, X le processus canonique d6fini par X~(oo)=co(t), ~ o  
= o-(X s, s < t), ~ = ~ N ~ et ~ - =  V ~ .  Soit encore 

S > t  

F ( x ) = 0  si x__<l 

1 
si x > l .  

x(1 +x)  Log 2 (1 +x)  

I1 existe une probabilit6 P unique sur (f2, o~) telle que X soit une martingale somme 
compens6e de sauts g accroissements ind6pendants, de syst6me de L6vy vX(dt, dx) 
= F(x)d t dx. Si Tes t  un temps fini non al6atoire, soient M = X r et v le syst6me de 
L6vy de M. Alors, 

dx T 
lxl" v~176 T ! ( l + x ) L ~ g 2 ( l + x ) - L o g 2 "  

D'apr6s II.2.b, g(M) est /t variation int6grable, donc uniform6ment int6grable, 
cependant 

((1 + x) Log (1 + x) - x)- v oo = + oo. 

Notons aussi que M n'est pas de carr6 intdgrable, et pourtant la conclusion de V.2.c 
n'est pas vraie car AM n'est pas major6. 

VI.5. Montrons enfin qu'on ne peut gu6re affaiblir les hypoth6ses de la proposition 
1.5.b. Soit en effet une suite (D 0 de variables al6atoires ind6pendantes de lois 
donn6es par 

1 1 
Dk-- k avec probabilit6 1-k~- 

1 1 
= k - ~  avec probabilit6 ~ .  

Si M, = ~ Dk, on v6rifie facilement que Mo~ = -- ~ p.s., g(M)o o = 0 p.s., et pourtant 
k=l 

[M, M] oo < oe p.s. 
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