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Die Existenz yon LSsungen gewisser Optimalprobleme 
fiir lineare Funktionale 

K.N~u~ANN 

Eingegangen am 13. Jun i  1967 

Summary. The existence of solutions of a programming problem for certain funetionals is 
proved. In  this  problem we have to optimize a linear functional restricted by  a system of 
linear differential equations. Problems of this kind are found by  controlling of economic, 
technical and  other  processes. 

Wir betraehten das folgende Optimierungsproblem 

F [x (t), y (t)] -+ Max., (1) 
dx 
-dr -- A ( t ) x  + B ( t ) y ( t )  + c ( t ) ,  (2) 

x(t ' )  = x ' .  (3) 

x, y u n d c  seien reelle Vektoren und A und B reelle Matrizen der Gestalt (Xl) 
x :  y ~  C ~  

X]m n C 

A = ( a i ~ ) ~ ,  ~ B = (b~j)m, , , ,  

wobei wir die a~k (t), bii(t) und c~ (t) als im Intervall [t', t"] besehr~nkt und Le- 
besgue-integrabel annehmen. F sei ein beschrs lineares Funktional yon 
(x, y) l .  Wir setzen ferner voraus, dab die yj(t) (] ~ 1 . . . . .  n) in [t', t"] Lebesgue- 
integrierbar und die Funktionswerte y (t) ffir alle t ~ [t', t"] aus einer beschr/~nk- 
ten, abgesehlossenen und konvexen Teilmenge S des R n sind (S kann aueh noch 
yon t abh~ngen)2. Dies wollen wir zusammengefaBt mit 

y (t) e L s It', t"] (4) 

bezeiehnen, y (t), die der Bedingung (4) genfigen, nennen wir zul~issig. SchlieBlieh 
ist manehmM flit die L6sung x (t) yon (2) und (3) zus~tzlich die Bedingung 

x(t") = x"  (5) 

vorgegeben. Wir setzen in diesem Fall voraus, da$ das System (2), (3), (5) fiir 
wenigstens ein zul/~ssiges y (t) eine L6sung besitzt. 

1 Das heist ,  2' ist bezfiglich der (m+n)-dimensionalen Variablen (xl . . . . .  Xm, Yl . . . . .  yn) 
linear. 

2 In  diesem Fall  setzen wir die gleichm~l]ige Beschr~nktheit  yon S(t) in [t', t"]  voraus, 

d.h.,  es existiere eine besehr~nkte Menge S c R ~ mi t  S(t) c S fiir Mle t E [t', t/ ']. Ferner  seien 
die den Bereich S(t) definierenden Restr ikt ionsfunktionen beziiglich t stiickweise stetig. 
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Problemstellungen der Art (1)--(4) bzw. (1)--(5) treten in der Praxis h~ufig 
auf, insbesondere, wenn es sich um in der Zeit ablaufende steuerbare wirtschaft- 
liche, technische o.a. Prozesse handelt. Das Funktional F kann dann als Gewinn 
oder allgemeiner Nutzen gedeutet werden, und y (t) charakterisiert die Steuerung 
des Prozesses. Ein Uberblick fiber solehe Probleme sowie Verfahren zu ibrer LS- 
sung wird in [4] gegeben. Weitere Beispiele finden sieh in [6] und ausffihrlichere 
Darstellungen der L5sungsmethoden in [5] and  [6]. 

Da die reehte SeRe der Differentialgleiehung (2) ~ bezfiglich t i.a. nur integrier- 
bar und nieht stetig ist, ffihren wir den verallgemeinerten L5sungsbegriff einer 
Differentialgleiehung yon CARAT~ODO~Y (S. Z.B. [1]) ein. Unter  der LSsung einer 
Differentialgleichung mit  zugehSriger Anfangsbedingung der Gestalt 

dx 
d~ : / (x, t) x (t') = x' 

verstehen ~ dabei die LSsung der Integralgleichung 

t 

x (t) =-- .~ ] (x (~), ~) d~ -t- x' . (6) 
t '  

I m  Fall eines Vektors x (t) mit  mehreren Komponenten t r i t t  an die Stelle yon (6) 
ein entsprechendes Integralgleichungssystem. 

Die LSsung x(t) yon (2) und (3) h~ngt yon der Funktion y(t)  ab, d.h., wir 
kSnnen x (t) in der Form 

x(t) ~- Ty(t )  ~- g(t) (7) 

schreiben, wobei T ein Operator und g(t) ein von y(t)  unabhs Term ist. 
Setzen wir (7) in (1) ein, so ergibt sieh ein Funktional 

G[y(t)] : =  F [ T y ( t )  ~- g(t), y(t)] .  (8) 

Wir sagen nun, dab y*  (t) eine LSsung unseres Problems ist (das zugehSrige x* (t) 
ergibt sieh dann aus (7)), wenn das Funktional G ffir y (t) = y*  (t) sein Maximum 
annimmt:  

r m a x  C[y( t ) ] .  
y (t)eL ~ It', t"] 

Ffir unsere oben formulierte Problemstellung kann man die Existenz einer L6sung 
beweisen, d.h. es gilt der 

Existenzsatz. Unter den obigen Voraussetzungen besitzen die Probleme (1)--(4) 
und (1)--(5) eine L6sung. 

Ffir einen Spezialfall unseres Problems, bei dem sieh das Funktional F auf die 
Differenz t " - -  t' yon End- und Anfangspunkt des t-Intervalls reduziert (t ist hier- 
bei variabel) 4 und S yon t unabh~ngig und ein Polyeder ist, ist sehon in [6] die 
Existenz einer L6sung bewiesen worden. Soweit ffir uns zutreffend, werden wir 
aueh einige Ideen daraus ffir den Beweis unseres Existenzsatzes verwenden. Viele 

3 Im folgenden werden wir rnanchmal yon einer Differentialgleichung (fiir x(t)) uud an 
anderer Stelle yon einem Differentialgteichungssystem (fiir Xl (t) . . . . .  Xm (t)) sprechen. 

4 Man spricht darm auch yon sogenannten ,,schne]ligkei~soptimalen Problemen". 
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praktiseh wichtige Problemstellungen werden aber durch diesen Spezialfall nicht 
erfal~t, beispielsweise, wenn F ein bestimmtes Integral mit einem bezfiglich (x, y) 
linearen Integranden oder etwa sehon im eindimensionalen Fall y (t) durch zwei 
besehr/~nkte Funktionen y-(t) und y+(t) begrenzt ist: 

y - ( t ) < y ( t ) ~ y + ( t )  ffir t e [ t ' , t " ] .  

Der Beweis des Existenzsatzes erfolgt in drei Schritten (dureh die Hflfssi~tze 1, 
2 und 3 geke~mzeiehnet). Zun/~chsb weisen wir nach, dab der Operator T in (7) 
linear und beschr/s is~, dann zeigen wit die Existenz einer Funktion y* (t) 

Lit ' ,  t"], ffir die das Supremum des ]~unktionals G fiber dem Funktionenraum 
LZ[t ', t"] angenommen wird, und beweisen schliel~lieh, dal~ die Funktionswerte 
dieses y*(t) fiir alle t e [t', t"] der Menge S(t) angehSren, d.h. y*(t) in LS[t ", t"] 
liegt und damit LSsung unseres Problems ist. 

Hiffssatz 1. Die L6sung x (t) der Di]]erentialgleichung (2)5, deren rechte Seite be. 
ziiglich (x, y) linear ist, mit der An]angsbedingung (3) hdingt linear yon y (t) ab~ d.h., 
es gilt 

x (t) = T y  (t) + g (t), 

wobei T ein linearer beschr~inkter Operator und g (t) von y (t) unabh~ngig ist. 

Beweis. Nach obiger Voraussetzung ist die LSsung yon (2), (3) dem (vektoriell 
geschriebenen) Integralgleiehungssystem 

t t 

x(t) = ]A(~)x(T)d~: § ] [B(T)y(~)  + c(v)] d~ + x' (9) 
t '  t '  

/~quivalent. (9) ist ein lineares Volterrasehes Integralgleichungssystem zweiter Art, 
dessen a]lgemeine Form 

t 

x(t) = ~g( t ,  v)x(v)d~ § z(t) (10) 
t" 

lautet. Sind K(t, ~) quadratisch integrabel und z(t) integrabel und beide be- 
schr/~nkt, so besitzt (10) genau eine LSsung, die sieh in der Form 

t 

x(t) = z(t) -f- f R(t,  T)z(v)d~ (11) 
t" 

darstellen 1/iBt, wobei R(t, ~) die sogenannte ,,Resolvente" ist (s. etwa [7]), die 
nich~ yon z (t) abh/~ngt. Unser Integralgleiehungssystem (9) mit 

t 

K (t, ~) = .4 (~), z (t) = ~ [B @) y (~) § c (v)] d~ § x' (12) 
t '  

erffillt die ffir die eindeutige LSsbarkeit yon (10) angegebenen Voraussetzungen. 
Aus (11) und (12) ersieht man die Additivit/~t, Homogenit~t und Stetigkeit und 
damit auch Beschr/~nktheit des Operators T in (7). Damit ist Hilfssatz I bewiesen. 

5 DaB fiir jedes y(t)e L~[t', t"] eine solche (eindeutige) LSsung x(t) existiert, ergibt sich 
aus dem folgenden Beweis. 

5 Z. Wahrscheinl ichkei ts~heorie  ve rw.  Geb., Bd. 10 
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I s t  die rechte  Seite der Differentialgleiehung 

dx 
~t = f ( ~ '  Y' t) 

nieht  mehr  linear beziiglieh (x, y), so k a n n  man  einen soleh einfashen Zusammen-  
hang  zwisehen y (t) und  x (t), wie ihn Hilfssatz 1 fiir den l inearen Fal l  angibt ,  nieht  
mehr  erwarten.  Das  zeigt sehon das eindimensionale einfaehe bilineare Beispiel 

dx 
dt --  xy  x(t ')  = x ' ,  

da~ die LSsung 

y(~)dv 
x (t)  = x '  e L" 

besitzt.  

tIilfssatz 2. Es existiert ein y*  (t) ~ L [t', t"] mit 

G[y*(t)]~--  sup G[y(t)]. 
y(t) eL s [t',t"] 

Ffir den Beweis dieses Hilfssatzes benStigen wir einige Hflfsmit te l  aus der 
Funkt ionalanalys is  (s. e twa [3]). Wegen  (4) gehSrt  jedes ffj (t) (j = 1 . . . . .  n) einer 
gewissen Kuge l  yon L[t',  t"] an. I n  den Funktionenr/~umen Lp [t', t"] is~ nun jede 
Kugel  sshwaeh kompak t .  Die sehwaehe K o m p a k t h e i t  einer Teflmenge M eines 
metr ischen Raumes  X besag$ definitionsgem/i$, dal~ sieh aus jeder  Folge yon 
Elementen  q~(~)(t)~ M sine Teflfolge ausw/~hlen 1/~Bt, die gegen eine Funk t ion  
~0 ~ (t) ~ M sshwaeh konvergier t .  Dabei  heil~t eine Folge {~(~)(t)} c X sshwach kon- 
vergent  gegen ~0 (t) ~ X (i. Z. ~(v) (t) =-  ~o (t)), wenn fiir alle besehr/~nkten l inearen 
Funkt iona le  ~b (~o) mi~ ~0 ~ X grit: 

h m  ~ (~0(v)) = q~ (~o). (13) 

Aus jeder Folge von Funk t ionen  {y~)(t)} (] : 1 . . . .  , n) mi~ {y(~)(t)} c LS[t ', t"] 
l~l~t sieh also eine gegen eine Funk t ion  y~(t) e L[t', t"] (] = 1, . . . ,  n) sehwach 
konvergente  Teflfolge auswi~hlen, d.h.  (in vektoriel ler  Sehreibweise) 

y(~) (t) ~ y *  (t) e L [t', t " ] .  

Es sei bier da rau f  hingewiesen, dal~ aus unserem Beweis n ish t  folgt, dab y *  (t) 
e Ls[t  ', t"] ist, d .h .  fiir alle t e [t', t"] die Funkt ionswer te  y*( t )  in S(t)  liegen. 
Dies werden wir erst  in I t i l fssatz 3 beweisen. 

I n  [5] wird nun ein Veffahren angegeben, mi t  dessen It i lfe m a n  ffir unser  
P rob lem eine Maximalfolge {y(v)(t)} c LZ[t ', t"] konstruieren kann  6, d.h. ,  es ist 

l im G [y(~) (t)] = sup G [y (t)] 7. (14) 
~--~c~ y ~ L  ~ 

{y(~) (t)} besi tzt  nach obigem einen sehwachen Grenzwert  y *  (t). Wegen  der in 

6 In [5] wird anstelle des ~unktionals E [x (t), y (t)] in ( 1 ) ein yon x (t) und y (t) abh~ngiges 
Integral betrachtet. Da das Funktional • linear ist land sich folglieh in der Form eines S~ieltjes- 
Integrals sehreiben l~Bt, karm man das in [5] geschilderte Verfahren ohne weiteres auf unseren 
Fall iibertragen. 

7 Da 2' und dami~ G sowie L z beschr~nkt sind, existier~ das Supremum. 
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Hilfssatz 1 bewiesenen Linearit/~t s des Operators T und der Linearit/~t yon F i s t  
auf Grund (7) und (8) aueh das Funktional G[y(t)] his auf einen yon y(t)  unab- 
h/~ngigen Summanden, der unsere Konvergenzbetraehtungen nicht beeinfluSt, 
linear. Naeh Definition der sehwachen Konvergenz (s. (13)) haben wir damit 

lira G[y(~) (t)] = G[y* (t)]. (15) 
v---)-oo 

(14) und (15) ergeben zusammen das gewiinschte Resultat 

G[y* (t)] = sup G[y(t)]. (16) 
y e L  s 

Da wir, wie schon erw/~hnt, noch nicht wissen, ob y*(t) ~ LS[t ', t"] gilt, sondern 
nur, dab y*  (t) e L[t', t"] ist, kSnnen wir in (16) nieht ,,sup" durch , m a x "  ersetzen. 

Bisher haben wir nieht den Fall betrachtet, dab zus/itzlich zu der Anfangs- 
bedingung (3) ffir die Differentialgleiehung (2) die Endbedingung (5) vorgegeben 
ist. Wir mfissen also noch zeigen, da$ ein y* (t) existiert, fiir das die Beziehung (16) 
gilt und dessen zugehSrige LSsung x* (t) yon (2) und (3), die sieh aus (7) ffir 
y(t)  = y*  (t) ergibt, der Bedingung x* (t") = x" genfigt. 

Fiir a l ley  (t) e L [t', t"] h/ingt x (t) linear yon y (t) ab. Insbesondere gilt dies fiir 
diejenigen y(t), deren zugehSriges x(t) die Endbedingung (5) erfiillt. Wir haben 
damit bis eventuell auf eine unwesentliehe additive Konstante 

x(t") = T[y(t)] ,  (17) 

wobei T ein lineares Funktional is~. 
Mi~ Hilfe des oben erw/~hnten, in [5] gesehilderten Verfahrens kSnnen wir auch 

eine Maximalfolge {y(V) (t)} erhalten, deren zugehSrige x(V) (t) der Endbedingung (5) 
genfigen, d.h., es is~ x(~)(t") = x" (v = 1, 2 . . . .  ) und sorer 

lira x(V) (t") = x" .  (18) 
t ~ - >  o o  

y* (t) sei nun der sehwache Grenzwert der Maximalfolge {y(V)(t)} und x* (t) die 
sich aus (7) fiir y(t)  = y* (t) ergebende LSsung yon (2) und (3). Naeh (17) ist 

x* (t") ---- T[y*  (t)] (19) 

und, da ~rJ ein lineares Funktional und {y(V)(t)} eine schwaeh gegen y* (t) kon- 
vergierende Folge ist, 

T [y*  (t)] = lim T[y(v) (t)]. (20) 
~-- ->oo 

Mit (17) und (18) haben ~ r  dana 

lim ~[y(~) (t)] = lim x(~) (t") ---- x" .  (21) 
~ - - r  Y - - + o o  

(19), (20) und (21) ergeben zusammen die gewiinsehte Beziehung 

x *  (t")  = x " .  

Hilfssatz 3. Die Funktionswerte der nach Hil/ssatz 2 existierenden Funktion 
y*(t) ~ L[t', t"] liegen /iir alle t E [t', t"] in der Menge S(t). 

S Wenn  wit im folgenden yon der Lineari t~t  eines Operators oder Funktionals  sprechen, 
so sei die Beschr~nkthei~ gleich mit eingeschlossen, wie es vielfach in der Funktionalanalysis 
iiblich ist (siehe etwa [3]). 

5* 
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Beweis. E sei die Menge derjanigen t e [t', t"], fiir die y * ( t ) ~ S ( t )  9 ist. Wir  
werden zeigen, dab ffir diese Mange das Lebesguesche Mal l / t  Null ist. Dann  kSn- 
nan wir y * ( t ) a u f E  so ab~ndern, d~l~ ffir alla t e [t', t"] y*( t )  e S(t) ist. Dies ha t  

~ H 

Fig. 1. Steuerbereich S (t) und Hyperebene 
H im zweidimensionalen Fall 

P (t) ffihrenda Vektor  und  p (t) (y(V) (t) 
und y(V) (t) - -  y*  (t) 10, dann ist 

keinen Einflu2 auf  die Konvergenzbe-  
t rachtungen beim Beweis des vorigen 
Hilfssatzes und  die zu y*  (t) gehSrige 
LSsung x* (t) yon  (2), (3) bzw. (2), (3), (5). 

Wir  nehmen an, dal~ tt (E) ~ 0 ist 
und  werden daraus einen Widerspruch 
ableiten. I m  folgenden sei stets t e E.  
Da S(t) abgeschlossen und  konvex ist, 
kSnnen wit das Theorem der trennenden 
Hyperebene (s. etwa [2]) anwenden. Es 
sichert die Existenz einer Hyperebene  
H mit  der Eigensehaft ,  da]~ S(t) ganz in 
einem der beiden durch H bes t immten 
offenen Halbrs  ]iegt. Eine solche 
I typerebene  ist z.B. diejenige, die den 
P u n k t  y*( t )  enth~lt  und  zu dem yon  
y*( t )  auf  S(t) gef~ll~en Lo t  orthogonal 
ist (s. Fig. 1). Sei P(t) der FuI~punkt 
dieses Lores, p(t) der yon  y*( t )  naeh 

- -  y*(t)) das Skalarprodukt  von p( t )  

] p  (t) (y(V) (t) - -  y*  (t)) dt (22) 
B 

ein lineares Funkt ional  yon y(V) (t) - -  y*  (t). Ist~ ~(v) (t) der Winkel zwischen p (t) 
und y(~) (t) - -  y*  (t), so haben wit  

p(t)(y(V)(t) - - y * ( t ) ) =  ]p(t)[ ] y(V) (t) - -  y *  (t) [ cos :dv)(t). (23) 

Da p (t) der Lo tvek to r  yon y*  (t) auf  S (t) ist und y(V)(t) in S (t) liegt, gilt 

]y(~) (t) - y*  (t) I >-_ [p (t)] 

und wegen der Abgeschlossenheit yon S (t) 

p : =  i n f l p ( t )  I > 0 .  
t e e  

Auf Grund der Konvexi t i i t  und  gleichm/i]igen Beschr~nkthei t  yon S(t) gibt es 
einen Winkel  0~ so, dab fiir alle t e E und a l l e v  = 1, 2 . . . .  

I~(*) (t) I _~ ~ < 

9 Unter y(t) sei hier und bei den folgenden geometrischen ~berlegungen immer der be- 
treffende Funktionswert, d.h. ein yore Parameter t abh~ngiger Punkt des R n, und nicht eine 
Funktion als Element des Funktionenraumes L zu verst~hen. 

lo (y(~) (t)} sei wieder dio im Beweis yon Hflfssa~z 2 betrachtete Maximalfolge, die schwach 
gegen y* (t) konvergiert. 
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ist. Dami t  folgt aus (23) 

p (t) (y(v) (t) - -  y*  (t)) > p2 cos ~ > 0 ,  

und fiir das lineare Funkt iona l  (22) haben wit 

f p  (t) (y(v) (t) --  y*  (t)) dt > # (E) p2 cos ~ > O. (24) 
E 

(24) gilt dabei ffir a l l ev  = 1, 2 . . . . .  Es ergibt sich also ein Widerspruch zu der 
schwachen Konvergenz yon  {y(v)(t)} gegen y*  (t), da wegen der Linearit~t des 
Funkt ionals  (22) 

lim f p (t) (y(V)(t) - y*  (t)) dt = 0 
y--->r E 

ist. Die Annahme  # (E) > 0 ist somit falsch. 
Auf  Grund Hilfssatz 3 ist also y*  (t) e LS[t ', t"], und wir k6nnen in (16) s tar t  

, ,sup" , ,max" schreiben: 

G[y* (t)] = max  G[y( t ) ] .  
y~L ~ 

Dami t  ist unser Existenzsatz  bewiesen. 
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