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Die Anzahl der 7-Niveau-Kreuzungspunkte 
von stochastischen Prozessen* 

W E R N E R  F IE GER 

In mehreren in den letzten Jahren ver6ffentlichten Arbeiten ist die Frage 
untersucht worden, welche Voraussetzungen fiber einen reellen stochastischen 
Prozei3 oder spezieller fiber einen Gaugschen Prozel3 x(t, co) die Existenz des 
Erwartungswertes der Anzahl der Nullniveau-Kreuzungspunkte und der Anzahl 
der 7-Niveau-Kreuzungspunkte yon x (t, co) zur Folge haben. 

Das Problem der Nullniveau-Kreuzungspunkte wurde fiir stationiire Gaug- 
sche Prozesse erstmals 1945 von Rice [17] untersucht. Die von Rice gegebene 
Herleitung seines Ergebnisses ist mathematisch nicht exakt, das Ergebnis aber 
ist richtig. Vollst/indige Beweise fiir das Ergebnis von Rice und auch Rir Ergeb- 
nisse fiber den Erwartungswert der Anzahl der y-Niveau-Kreuzungspunkte haben 
dann in der Folgezeit verschiedene Autoren angegeben, teils unter immer 
schw~icheren Voraussetzungen fiber die Pfade des Gaul3schen Prozesses x(t, co), 
tells auch nur fiir Gaul3sche Prozesse ganz spezieller Form [7]. Von Grenander 
und Rosenblatt [7], Ivanov [9], Bulinskaya [2] und Leadbetter und Cryer [13, 15] 
wurden dabei Modifikationen einer Methode benutzt, die erstmals von Kac [10] 
bei der Berechnung des Erwartungswertes der Anzahl der reellen Nullstellen eines 
Polynoms mit zuf~illigen Koeffizienten angewandt wurde. Der Nachteil dieser 
Methode von Kac ist, dab sie sich nur anwenden l~igt, wenn die erste Ableitung 
der Pfade des stochastischen Prozesses existiert und stetig ist. Von Ylvisaker [19] 
wurde eine andere Beweismethode verwendet, die in ersten Ans/itzen, allerdings 
gekoppelt mit der Methode von Kac, bereits bei Bulinskaya [2] zu finden ist. Von 
Ylvisaker und auch von Leadbetter [14], der die Methode von Ylvisaker fiber- 
nommen hat, wird nur die Stetigkeit der Pfade des Gaugschen Prozesses voraus- 
gesetzt. 

Ffir einen station~iren Gaugschen Prozeg wurde von Ylvisaker [19] das 
Problem, zumindestens soweit es die Anzahl der Nullniveau-Kreuzungspunkte 
betrifft, durch folgenden Satz vollst~indig gel6st: Ist x (t, co) ein fiber [0, 1] erkl~irter 
station~irer Gaugscher ProzeB mit stetigen Pfaden, ist E x (t, co)= 0 ffir jedes t, und 
bezeichnet r(t) die Kovarianzfunktion cov(x(t, co), x(0, co)) yon x(t, co), so existiert 
der Erwartungswert der Anzahl der Nullniveau-Kreuzungspunkte von x (t, co) in 
[0, 1] genau dann, wenn r"(0) existiert; existiert/'(0), und ist r(0)--1, so ist dieser 

Erwartungswert gleich 1 .  ~ .  
7C 

* Diese Arbeit entNilt den zweiten Teil (w 2 - w 4) der yon der Fakult~it f'tir Naturwissenschaften I 
der Universit~it Fridericiana (TH) Karlsruhe angenommenen  Habilitationsschrift des Verfassers. Ein 
Teil der vorliegenden Ergebnisse ist ohne Beweise in [5] zusammengestellt .  
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Die von den fibrigen zitierten Autoren fiir station~ire Gaul3sche Prozesse 
bewiesenen Aussagen sind schw~icher als dieser Satz yon Ylvisaker. FiJr nicht- 
station~ire Gaul3sche Prozesse sind bisher nur hinreichende Bedingungen ftir die 
Existenz des Erwartungswerts der Anzahl der 7-Niveau-Kreuzungspunkte 
[13 - 15] bekannt. In den meisten der zitierten Arbeiten werden auch hinreichende 
Bedingungen ftir die Existenz des Erwartungswertes der Anzahl der Nullniveau- 
Kreuzungspunkte yon stochastischen Prozessen angegeben; es werden dabei im 
allgemeinen einschneidende Voraussetzungen fiber die Differenzierbarkeit der 
Pfade gemacht; nur Leadbetter kommt in seiner Arbeit [14] mit der Voraus- 
setzung der Stetigkeit der Pfade und der Totalstetigkeit der gemeinsamen Ver- 
teilungsfunktion yon x (tl, co), x (t2,  co) fiirt 1 & t 2 aus. 

Im folgenden werden die bisher bekannten Ergebnisse in zweierlei Hinsicht 
verallgemeinert: 

1. Wir lassen die Voraussetzung der Stetigkeit der Pfade fallen und zeigen, 
dab eine entsprechende Interpretation des Begriffs ,,y-Niveau-Kreuzungspunkt" 
auch far unstetige Funktionen m6glich ist. Fiir separable stochastische Prozesse 
x(t, co) mit p(x(t, co)=7)=O Rir jedes t des Definitionsbereichs geben wir eine 
Bedingung an, die notwendig und hinreichend ist fiir die Existenz des Erwartungs- 
wertes der Anzahl der 7-Niveau-Kreuzungspunkte yon x (t, co). 

2. Fiir nicht notwendig station~ire Gaugsche Prozesse geben wir Bedingungen 
an, die notwendig und hinreichend ffir die Existenz des Erwartungswerts der An- 
zahl der y-Niveau-Kreuzungspunkte bzw. der Anzahl der Schnittpunkte eines 
Gaul3schen Prozesses mit einer vorgegebenen beschr~inkten reellen Funktion 
sind. Diese Bedingungen, die erheblich schw~icher sind als die fiir den nicht- 
station~iren Fall bisher bekannten hinreichenden Voraussetzungen, erhalten wir 
durch Auswertung der in w 6 dieser Arbeit ffir separable Prozesse bewiesenen 
Aussagen. Ein wesentliches Hilfsmittel, das sich bei der Behandlung der nicht- 
station~iren Prozesse als sehr ntitzlich erweist, bilden einige S~itze aus der Theorie 
der Burkill-Unterteilungsintegrale 1. 

Im Gegensatz zu den bisherigen Untersuchungen fiber die Anzahl der 7- 
Niveau-Kreuzungspunkte besch~iftigen wit uns zun~ichst allgemein mit den 
M6glichkeiten, den Erwartungswert eines Z~ihlprozesses zu berechnen. Wir be- 
schr~inken uns dabei auf Intervallz~ihlfunktionen und Z~ihlprozesse mit einer 
Eigenschaft (Eigenschaft I aus w 2), die anschaulich in etwa der Ordinarit~it ent- 
spricht, und geben in w167 2 und 3 eine allgemeine Theorie fiir die Berechnung der 
Erwartungswerte bei diesen Z~ihlprozessen. Uber den Begriff der aussch6pfenden 
Mengenfunktion gelangen wir zu Satz (3.5), der als Spezialfall den Satz enth~ilt, 
der von Ylvisaker und Leadbetter benutzt und yon ihnen direkt mit dem Satz yon 
Lebesgue bewiesen wurde. Als naheliegende Verallgemeinerung der Aussagen 
iiber aussch~Spfende Mengenfunktionen geben wir zwei S~itze ((3.6) und (3.7)) an, 
die z.B. die Behandlung folgender beider Probleme gestatten: 1. Berechnung des 
Erwartungswertes der Anzahl der 7-Niveau-Kreuzungspunkte, in denen die Ab- 
leitung der - als differenzierbar vorausgesetzten - Pfade eines stochastischen 

1 Leadbetter und Cryer haben in [15] vorausgesetzt, dab die Kovarianzfunktion des nicht- 
station~iren Gaul3schen Prozesses zweimal differenzierbar ist, und konnten deshalb nicht zu der ftir die 
Existenz des Erwartungswerts notwendigen und hinreichenden Bedingung gelangen. 
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Prozesses einen Wert in einem vorgegebenenen Bereich hat; 2. Berechnung des 
Erwartungswertes der Anzahl der lokalen Maximalstellen eines stochastischen 
Prozesses. In w 4 besch~iftigen wit uns kurz mit der Mei3barkeit von Z~ihlprozessen. 

w 5 enth~ilt die Uberlegungen zur Verallgemeinerung des Begriffs ,,7-Niveau- 
Kreuzungspunkt" und einige Aussagen fiber 7-Niveau-Kreuzungspunkte, die uns 
in w 6 sofort die angestrebten Aussagen fiber den Erwartungswert der Anzahl der 
Kreuzungspunkte eines stochastischen Prozesses mit einer reellen Funktion 
(S~itze (6.1) und (6.2)) liefern. In w 7 spezialisieren wir unsere Ergebnisse auf den 
Fall Gaul3scher Prozesse und diskutieren hierfiir das Burkill-Unterteilungs- 
integral, das in Satz (6.2) als Weft des Erwartungswertes angegeben ist. Die 
Ergebnisse, die wir fiber den Erwartungswert der Anzahl der 7-Niveau-Kreuzungs- 
punkte eines GauBschen Prozesses und der Anzahl seiner Kreuzungspunkte mit 
einer beschr~inkten reellen Funktion erhalten, sind in den S~itzen (7.1), (7.2) und 
(7.3) zusammengestellt. 

In w 1 sind die Definitionen und Aussagen zusammengestellt, die wir fiber 
Burkill-Unterteilungsintegrale ben6tigen. 

Wir setzen in dieser Arbeit voraus, dab die betrachteten Intervallfunktionen, 
Intervallz~ihlfunktionen etc. fiber dem endlichen Intervall [-a, b] erkl~irt sind und 
bezeichnen rnit A zur Abkfirzung die Gesamtheit aller Paare (q, t2) mit a<q < 

re<b: A : = { (~1 ,  t 2 ) :  a< q < tz <=b } . 

Weiter gehen wir in w167 2 -  4, 6 und 7 von einem Wahrscheinlichkeitsfeld (fL R, p) 
aus und setzen voraus, dab das Wahrscheinlichkeitsmag p vollst/indig ist..~ sei das 
zugeh6rige ~iuBere Mag. Mit N, N', .... N~.j bezeichnen wir stets p-Nullmengen 
(d. h. Teilmengen von Omit p-Mag Null); im Interesse einer knappen Darstellung 
benutzen wit dabei die Indizierung zur Angabe der Eigenschaften der p-Null- 
mengen: N~. j ist eine (bzw. die) p-Nullmenge mit den in Definition, Lemma oder 
Satz (i. j) pr~izisierten Eigenschaften. 

w 1. Das BurkilI-Unterteilungsintegral 
Jede Zerlegung Z eines Intervalls (tl, t2] in endlich viele Teilintervalle 

(t], t['] . . . . .  (t'r, t'/] ist eindeutig beschrieben dutch die r + 1 verschiedenen Punkte, 
die als Eckpunkte dieser Teilintervalle auftreten. Wit numerieren diese Punkte 
im folgenden (yon einigen Ausnahmen abgesehen) der Gr6Be nach durch: 
t l  = tO < t l  < " "  < fr = t2 und identifizieren die durch die Teilintervalle (to, q], ..., 
(tr-1, 6] beschriebene Zerlegung Z von (tl, t2] mit der Menge ihrer Yeilungs- 
punkte to . . . . .  6: Z = {to . . . . .  6}. Die Gesamtheit der Zerlegungen Z des Intervalls 
(~, t2] bezeichnen wir mit 3(t1, 72). Die Eckpunkte des von einer Zerlegung Z 
zerlegten Intervalls (t'x, t2] geben wir hinter Z in runden Klammern an: Z(t~, t2), 
soweit dies zum besseren Verst/indnis oder zu einer kiirzeren Darstellung beitr~igJ. 
Ist (t3, t4] ein Teilintervall von (ta, t"2], und treten t3 ,f4 beider Zerlegung Z(q,  t2) 
als Teilungspunkte auf, so bezeichnen wir mit Z(q,  t2lt3, t4) die dutch die in 
It3, t,] liegenden Teilungspunkte von Z(tl, t2) beschriebene Zerlegung von 

Sind Z und Z' Zerlegungen des gleichen Intervalls, so nennen wir Z' feiner als 
Z (oder auch: Z' Feinteilung yon Z; in Zeichen: Z' _>- Z), wenn jeder Teilungspunkt 
yon Z auch Teilungspunkt yon Z' ist, d.h. wenn Z ~ Z' gilt. 
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Ist F(t, t') eine ffir (t, t')eA definierte Funktion, so nennen wir F(t, t') eine fiber 
[a, b] erkl~irte Intervallfunktion; ffir jede Zerlegung Z = {to . . . . .  tr} eines Intervalls 
(t[, t~] c (a, b] setzen wir zur Abkfirzung 

F(., . )(Z):= ~ F(tp_l, to). 
p = l  

Sofern es zum besseren Verst~indnis angebracht ist, schreiben wir daffir auch 
F( . , . ) (Z (tl ,  tl)). 

(1.1) Definition. Eine fiber [a, b] erkl~irte Intervallfunktion F(t, t') heiBt fiber dem 
Intervall (t~, t~] ( c  [a, b]) Burkill-unterteilungsintegrabel (kurz: B-integrabel) mit 
dem Integralwert J, wenn es zu jedem e > 0  Punkte to, ..., t r gibt mit t~=to< 
t 1 <. . .  < tr = t~ und mit 

I f ( . ,  . ) ( z  (tl ,  tl)) - JI < ~ 

t~ 

ffir jede Zerlegung Z(tl,  t'2) mit Z(tl, t'2)~ {to,..., t,}. Wir setzen ~ F(. , .) :  = J, falls 
F(t, t') fiber (tl, t~] B-integrabel ist. ~i 

Bezeicbnen wir mit lira F(. ,  .) (Z(t], @) den bezfiglich der teilweisen Ordnung 

,, < "  fiber die Z aus 3 (t~, t~) gebildeten Grenzwert 2, so ist also 

t~ 

F(. ,  .)=li<m F(. ,  .)(Z (t~, t~)), 
tl = 

sofern dieser Grenzwert existiert. 
Wir definieren entsprechend 

6 

F(.,  .): =li<m sup F(., .)(Z(tl, t'2)) 
ti = 

und 
t l  

5 F(. ,  .)." = l im inf F (., .)(Z(tl,  tl)); 
< 

tl = 

wollen wir nur zum Ausdruck bringen, dab lim F(., .)(Z(t[, t'2)) im eigentlichen 
< th 

oder uneigentlichen Sinne existiert, so sprechen wir vonder  Existenz yon ,~ F(., .) 
tl 

und setzen dieses Integral gleich diesem (eigentlichen oder uneigentlichen) Grenz- 
t~ 

wert. Der Integralwert u~ F(., .) einer fiber (tl, th] im eigentlichen oder uneigent- 
ti 

lichen Sinne B-integrablen Intervallfunktion F(t, t') ist eindeutig bestimmt. 
t~ t~ 

Existiert ~F(., .), so existiert auch ~ F(., .) ffir jedes Intervall (t;, tk] c ( t l ,  t~] und 
ti t~ t '  

ffir die ffir t, t' mit ' < ' < ' q _ t < t _ t2 erkl~irte Funktion G (t, t'): = j F(., .) gilt G (q, t2) + 
G(t2, t3)=G(tl, t3) ffir ' < . t t 1 - t  1<t2<t3<t'2 

2 I r a  f o l g e n d e n  l a s sen  wir ,  w e n n  ke ine  MiBvers t~ indn isse  a u f t r e t e n  k S n n e n ,  d a s  Z e i c h e n  ,, < "  
u n t e r  l ira oft  weg .  
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In w 7 machen wir von folgendem Satz Gebrauch, der sich aus [6] Satz (2.2) 
und w 3, insbesondere Satz (3.1), sofort ergibt: 

(1.2) Satz. Es sei g(y) eine fiber [0, fl] erkliirte, stetige Funktion mit g(0)=0;  
F ( t, t') sei eine fiber [ a, b ] definierte I ntervallfunktion mit O < F ( t, t') <__ fl ffir jedes 

b 

(t, t')EA. Existiert das Integral ~ F(.,.), und existiert die rechtsseitige Ableitung 
a b 

g+(O) yon g(y) im Punkt y = 0 ,  so existiert auch das Integral ~ g(V(., .)). 
a 

Unter  den Voraussetzungen von Satz (1.2) ist die fiir t e [a, b] erkl~irte Funkt ion  

t 

s (t); = .[ V(., .) 
a 

monoton  nicht fallend. 

Ist s(t) in [a, b] stetig, so ist nach [6] Satz (2.1) 

b b 

g(F(., .))= g'+ (0). ~ F( . ,  .). 
a a 

Ist s(t) in [a, b] nicht stetig, so ist also mindestens eine der Mengen 

sL: = {zs(a, b]: s ( r -0 )<s (T)} ,  

SR: = {'cs [a, b): s(z) <s (z  +0)} 

nicht leer; mit der Funkt ion  

So(t):=s(t ) -- ~ [S(Z)--S('c--O)] -- ~ Is (z + 0) -- s ('c)], 
"r S L t~ (a ,  t] ~E S R r~ [a, t) 

dem Stetigkeitsanteil von s (t), gilt dann nach [6] Satz (2.2) 

b 

~ g(F(.,.))=g'+(O), so(b)+ • g(s(~)-s(z-O))+ Z g(s (z+0) - s (z ) ) .  
a ~:ES L "r~S R 

w 2. Erwartungswerte yon Ziihlprozessen 
(2.1) Definition. Ist re(t, t'; co) eine far (t, t', co)cA x f2 definierte Funkt ion  mit 
Werten in R 1 u  {oo}, und gilt: 

(I) ftir (q, t2)~A ist Na.l(h, t2)..= {~o: re(h, tz; co)C{0, 1, . . . ,  oo}} eine p-Null- 
menge; 

(II) fiir q ,  t2, t3 mit  a_-_ tt < t2 < t3 < b ist N 2.1 (tl, t2, t3)." = {co: m (tl, t 2 ; co) + 
re(t2, t3; ~0) 4= re(t1, t3; co)} 3 eine p-Nullmenge, 

so nennen wir re(t, t'; co) eine (fiber [a, b] definierte) Intervallfunktion (zu (O, !;1, p)). 

(2.2) Definition. Ist re(t, t'; co) eine Intervallz~ihlfunktion zu (E2, !~{, p), und ist ftir 
(tl, t2)eA stets re(q, t2; co) s  so nennen wir re(t, t'; co) einen Z~hlprozeB 
zu (O, St, p). 

3 Fiir c~e [0, oo) tj { oo } sei c~ + c~ = c~ + oo = ~ gesetzt, ferner fl- oo = oo ft~r fle (0, oo). 
17 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 18 
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(2.3) Definition. Ein Z~ihlprozeB re(t, t'; 09) heiBt endlich, wenn fiir (tl, ta)eA 
stets p (m (tl, t2; co) = c~) = 0 gilt. Einen Z~ihlprozeB m (t, t'; co) nennen wir station/ir, 
wenn 

' "  . ,  co)=in) p(m(ti,  tl,  r .. m(t, ,  t'n; 

=p(m(t  i +h, t'l + h ;  co) = ii . . . . .  m(t ,+h,  t'n+ h; co)= in) 

ftir il, ..., ine{0, 1, . . . ,  oo}, ti, t~, . . . ,  tn, t'ne[a,b], reelles h und nattirliches n mit  
tv < t'v, tv + h, t'~ + h e [a, b] ffir v -- 1, . . . ,  n gilt. 

Ist x(t, co) ein fiber [a, b] erkl~irter Call-ProzeB im Sinne yon [-4] oder ein 
PunktprozeB im Sinne yon [-16], so ist m(tl, t2; co) ' .=x( t2 ,co)-x(q,  co) ein 
endlicher Z~ihlprozeB. 

Bei der Untersuchung eines Z~ihlprozesses re(t, t'; co) spielt die ftir (t, t')eA 
erkl~irte Intervallfunktion 

! ! . ! i ! s( t , t ' ) :=sup ( m ( t p _ l , t , , c o ) > = l ) : t = t ' o < t l < . . . < t r = t , r n a t .  

= sup{p(m(., .; co)> 1)(Z): Z Zerlegung yon (t, t']} 

eine wichtige Rolle 4. Es ist 0___s(t, t')=< oo fiir (t, t ')eA; ein station~irer Z~ihlprozeB 
mit s(t, t ' )= oo fiir (t, t')EA wurde yon Khintchine ([11] S. 28) angegeben. Da ftir 
t I < t 2 < t  3 stets p(m(t l, ta; co)__> 1)<p(m(tl ,  t2; CO)~ 1)+p(m(t2, ta; co)> 1) gilt, ist 

t '  

s(t, t ')=,~ p(m(.,  .; co)=> 1); fiir a<=tl <t2 <ta <-_b gilt s(tl, t3)=s(tl ,  t2)+ s(t2, t3). 
t 

Ist der Z~ihlprozeg re(t, t'; co) station~ir, so ist s(t, t ' )=fl .  ( t ' - t )  mit geeignetem 
{ o o } .  

(2.4) Lemma.  Ist re(t, t' ; co) eine Intervallziihlfunktion, und ist A eine abziihlbare 
Teilmenge yon [a, b], so gibt es eine p-Nullmenge N2.4(A ) derart, daft fiir co~f2-  
N2.4(A ) gilt: 

(I) m(t 1, t2; co)e {0, 1 . . . . .  oo} fiJr tl, t2EA mit (tl, t2)EA ; 

(II) m (t j, t 2 ; co) + m (t2, t 3 ; co) = m (t~, t3 ; co) for tl, t2, t3 ~ A mit t~ < t 2 < t 3 . 

Dieses Lemma folgt unmittelbar aus der Tatsache, dab jede abzS.hlbare Ver- 
einigung von p-Nullmengen wieder eine p-Nullmenge ist. 

Die in w 6 untersuchten Intervalldihlfunktionen und Z~ihlprozesse erfiillen 
folgende 

Eigenschaft I. Es existiert eine abz~ihlbare, in [a, b] dichte Menge A~ und ein 
System {N~(t, t'): (t, t')~A} yon p-Nullmengen derart, dab es zu (tl, t2)~A, natfir- 
lichem r und coEO--Ni(tl , t2) mit m(tl, t2;co)>r stets eine Zerlegung Z =  
{to, t'l, . . . ,  t;} yon (tl, t2] in r Teilintervalle mit Z c A l w { t l ,  t2} und mit 

" '  t ' ;  = ... mtto_~, p c o ) > l f t i r p  1, , rg ib t .  

Eine Abschw~ichung von Eigenschaft I i s t  

Eigenschafi II. Es existiert eine abz~ihlbare, in [-a, b] dichte Menge A.  und ein 
System {Nii(t, t'): (t, t') e A } v o n  p-Nullmengen derart, dab es zu (tl, t2) e A, natfir- 
lichem r und coef2--NH(tl, t2) mit m(tl , t2; 6o)=oo stets eine Zerlegung Z =  

4 ,,m(ti ' t2; co)> n" bedeutet bier und im Folgenden ,,m(t l, t2; co)~ [n, oo)u {or }". 
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{t'o,t ' l , . . . , t;} von ( t l , tz]  in r Teilintervalle mit Z c A i i U { t l , t 2 }  und mit 
m (t'p_ 1, t'o; co) >-- 1 ffir p = 1, . . . ,  r gibt. 

Wir betrachten hierzu folgende Beispiele: 

Beispiel 1. ~(t; co), cq(t; co) und %(t ;  co) seien ftir t~[a,b],  cosf2 definierte 
Funkt ionen mit dem Wertebereich {0, 1}. 

Gilt p(c~(t; co)4=cq(t; co)+ ~2(t; co))= 0 fiir jedes t~[a, b], so ist 

re(t, t'; co):=~l(t; co)+ F, c~(~; co)+~2(t'; co) 
ze(t, t') 

((t, t ')sA) eine Intervallz~ihlfunktion. m(t,t '; co) erfiillt nattirlich EigenschaftI  
und Eigenschaft II. 

Beispiel 2. Es sei f2= [0, 1), f l  die Gesamtheit  der L-megbaren Teilmengen 
yon Q und p das L-MaB tiber [0, 1). Weiter sei z(t; c o ) : = [ c o + t ] + [ c o + t - 0 ]  s 
ftir a : = - 2 _ < t _ < b : = 2  und m'(t, t'; co).'=z(t'; co)-z( t ;  co) fiir (t, t')~A. Man sieht 
unmittelbar  ein, dab der Z~ihlprozeg m'(t, t'; co) die Eigenschafl I nicht erftillt; 
dies ergibt sich auch aus Satz(2.9), da wegen p ( m ' ( t l , t 2 ; c o ) > l ) = t 2 - q  ftir 
0 < t 2 - q < 1 stets s (t, t') = t' - t und Em'  (t, t'; co) = 2. (t' - t) ~ s (t, t') gilt. m' (t, t'; co) 
erfiillt natfirlich Eigenschaft II. 

Sind m 1 (t, t'; co), m 2 (t, t'; co) zwei Z~ihlprozesse mit 

0 G ml ( t l ,  t2 ; co) =< m 2 ( t l ,  t 2 ; co) 

fiir (q, tz)~A , coEf2, und erftillt m2(t, t'; co) die Eigenschaft I, so erfiillt deswegen 
ml (t, t'; co) nicht notwendig ebenfalls die Eigenschaft I. 

Ftir jede Zerlegung Z={t'o . . . . .  t'r} und jede nichtnegative ganze Zahl M 
definieren wir die Menge 

W(Z;  m)." = {co: m(t'p_l, t'p; co)> 1 ftir mindestens m Werte p}. 
Es gilt 

(2.5) Lemma.  Erfiilh die Intervallziihlfunktion re(t, t' ; co) die Eigenschaft I, so gibt 
es zu (tl, tz)~A eine p-Nullmenge N2. s (q, t2) und eine Folge Z l ( q ,  t2) , Z 2 (tl, t2) . . . .  
yon Zerlegungen mit Z 1 (tl, t2) c Z z (q, t2) c . . .  c A l u {tl, t a } derart, daft 

W(Z,( t l ,  t2); M)c~( f2-  Nz.5(q, t2))= W(Zn+l(tl, t2); M)c~(~2-- Nz.5(q, t2)) 

und 

!ina W(Z , (q ,  t2); M) c~ ( f2 -  N2.5 (tl, t2))= {re(q, t2; co)>M} c~ (~2- N2.5 (q, t2) ) 

fiir M = O, 1, 2, ... gilt. 

Beweis. Es sei Nz.s (q, tz): = N2.4 (AI u {q,  t 2 }) w NI (q, t2); fiir co e f2 - N2.s (q, t2) 
ist m(t,t';co) fiber A1U{tl ,  t2} additiv und nimmt dort nur einen Wert  aus 
{0, 1, . . . ,  oe} an. Fiir Z(t l ,  ta)~Z' ( t l ,  t 2 ) ~ A i u  {tl, t2} gilt folglich 

W(Z ( t l ,  t2) ; M )  ~ ((2 - N2. 5 ( t l ,  t2) ) = W(Z' ( t l ,  t2);  M )  (3 ((2 - N2. s (tl, t2)) (,) 
{m(t,, t 2 ; co) > M} c~ ((2 - n2. 5 (tl, t2) ) . 

s [u]: =max  {g: g ganze Zahl mit gnu}. 
17. 



234 W. Fieger: 

Sind rl, ~2 . . . .  die irgendwie abgez/ihlten Elemente von A~n(q ,  t2), und be- 
zeichnen wir mit Z,( t l ,  t2) die aus den Punkten tl, t2, rl,  ..., T, bestehende Zer- 
legung von (q, tz], so gilt daher 

~ina W(Z,  (q, t2); M) n (s N2.5 (fi, t2)) 

~ { m ( q ,  t2; co)>M} n (s (tt, t2) ). 

Ist co~s t2) mit re(q, q; co)>=M, so gibt es wegen Eigenschaft I eine 
. . . . .  co)_>l ftir Zerlegung Z ~ ( t l , t 2 ) = { t o , q , . . . , t ' M } c A ~ u { q , t 2 }  mit m(t~_l,tu, _ 

/2= 1 . . . . .  M. Wegen (.) gilt ftir jedes Z , (q ,  t2) mit Z , (q ,  t2)=Zo,(q, t2) ebenfalls 
cot W(Z,  (q, t2); M); wir erhalten also auch 

!irn W(Z, (q ,  tz); M)c~ (s n2. s (q, t2) ) 

~{m(t l ,  t2; co)_>_ M} n (s (t,, t2)). 
)khnlich beweist man 

(2.6) Lemma. Hat die Intervallziihlfunktion re(t, t'; co) die Eigenschaft II, so gibt 
es zu (q, t2)6A eine p-Nullmenge N2.6(q, t2) und eine Folge Zl(t l ,  t2), Zz(q ,  t2) . . . .  
yon Zerlegungen mit 

1) Zl(t l ,  t2)cZ2( t l ,  t2 )c . . ,  c A , , u  {tl, tl} , 

2) {m (q, t2; co) = 0o } c~ (s - n 2 .  6 ( t l ,  t 2)) c ~imoo W(Z,  (q, tz); M) n (s - N2.6 (tl, t z)) 

ffir jedes natfirliche M. 

Beim Beweis der folgenden beiden S~itze benStigen wir ferner 

(2.7) Lemma. Ist re(t, t'; co) ein Zfihlprozefl, so gilt fiir jede natfirliche Zahl M, 
jede Zerlegung Z (t 1, t2) und jedes K 6 R  

M .  p (K n W(Z (q, t2); M)) < p (K n {m (. , .  ; co) >- 1 })(Z (q, t2) ). 

Beweis. Z ( q ,  t2)= {t~ . . . . .  t'~} sei fest gewtihlt; fiir S c  {1, ..., r} setzen wir 

und 

wegen 

v(s): = {co: m(t~_l ,  t~; co) ~ 1 ftir p e S, m (t'#_ 1, t' o, ; co) = 0 ftir p'• S} 

U ' : =  W(Z(q ,  t21; M ) n  0 {m(t'p-1, t'o; co1r {0, 1, ..., ~}};  
p = l  

W(Z(t l , t2) ;M) = U v ( S ) u N '  
Sc{I  ..... r} 

ISI>_M erhalten wir 6 dann aus 

ISI " p(K n V(S)) = ~ p(K n {m(t'o_ a, t'p; o9)>__ 1} n V(S)) 
p = l  

durch Summation tiber alle S mit S c  {1, ..., r} und ISI > M  die Behauptung. 

(2.8) Satz. Hat der Z~hlprozefi m (t, t' ; co) die Eigenschaft II, so folgt aus s (t'~, t'2) < oo 
die Beziehung p (m (tl, t 2; co) = oo) = 0 ffir q ,  t 2 mit t'~ < t I < t 2 <= t'2, d.h. die Endlich- 
keit yon m(t, t' ; co) fiber dem Teilintervall It'1, t'2]. 

6 Mit ISI bezeichnen wir die M~ichtigkeit yon S. 
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Beweis. Nach (2.6) gilt fiir die dort auftretenden Zerlegungen Z,(q ,  t 2 )  

p(m(tl, t2; co)= H ) <  !ira p(W(Z,(t l ,  t2); M)) 

ffir jedes natfirliche M; nach (2.7) ist 

M .  p(W(Z,( t i ,  t2); M))<=p(m(.,.; co)> 1) (Z, (tl, t2) ) 

<s(tl, t9 
< s (ti, t~). 

Folglich gilt 

p(m(q, t2; co)= H ) < ~ - .  s(t[, t~); 

ftir M - *  ~ ergibt sich hieraus die Behauptung. 

Ftir die Anwendungen in den folgenden Paragraphen ist der n~chste Satz 
wichtig. 

(2.9) Satz. Existiert ffir einen Z~hlprozefi m(t,t';co) der Erwartungswert 
E m(t'~, (2; co) 7 SO gilt s(ta, t2) < ~ fiir (ta, ta)eA mit t'l <= ti < t2 <= t'2. 

Hat der Ziihlprozefi m(t, t'; co) die Eigenschaft I, so folgt aus s(t'l, t~)< H die 
Existenz yon E re(t1, t 2 ; co) ffir t'l < tl < t2 < t'2 ; fiir diese Werte tl, t 2 gilt dann 
Era(q, t2; co) =s (q ,  t2). 

Hat ein Z~ihlprozeg re(t, t'; co) die Eigenschaft I, so gilt also ffir (fi, tz)eA: 
t2 

E m (q, t 2 ; co) existiert genau dann, wenn ~ p (m (., .  ; co) > 1) existiert; existieren 
diese beiden Gr6Ben, so ist tl 

t2 

E m(ta, t 2 ; co) = ~ p(m(., .  ; co)=> 1). 
t l  

Beweis. 1) Aus Em(t,t';co)>=p(m(t,t';co)>=l) und aus Em(t]',t~;co)+ 
Em(t~, t~; co)=Em(t~ ; t~; co) ftir a<t'l'<t'~ <t'~ <=b ergibt sich sofort s(ta, t2)< 
E m(ti, t2; co) <= E m(t], t'2 ; co)< 00. 

2) Es sei (q, t2)~A mit t'i<tl<t2<=t'2 fest gew~ihlt. Zu jeder Zerlegung Z =  
{t'o, .--, t~} des Intervalles (q, t2] definieren wir die !;t-mel3bare GrSl3e 

h(Z; co)." = l{p: p c { l ,  . . . ,  r} &m(~ ,_ , ,  ~,; co)> I}I. 

Es ist e h(Z; co)=p(m(., .; co)_-> 1) (Z) und {h(Z; co)__>M} = W(Z; M). Z, ,  Z2, . . .  
seien die in Lemma(2.5) angegebenen Zerlegungen von (tl, t2] und N'. '= 
Na.5(q, tz)u{m(ti ,  t2;m)q~{0, 1 . . . . .  H}}. Ftir die R-megbaren Gr6Ben h,(co):= 
h (Z, ;co) gilt nach Lemma (2.5) hi (co)< h 2 ( co )~ . - -  fiir co e / 2 -  N'; es existiert also 
h(co), = li_.moo h,(co ) auf f2 -N ' .  Weiter gilt nach Lemma (2.5) 

{co: coef2-N'&h(co)>=_M} = {sup h,(co)___ M} c~ ( f2-  U') 

= lira W(Z,; M) c~ ([2- N') 
n-+oo 

= {m (ta, t2 ; co) > M} ~ (Y2-- n ' )  

v Wie iiblich sprechen wir von der Existenz von Em(q, t2; co), wenn ~ m(tl, tz; co). dp (mit end- 
lichem Weft) existiert. 
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fiir M = 0 ,  1 . . . . .  Es ist also re(t1, t2; co) = limoo h, (co ) fiir co6(2-N ' ;  aus Eh,(co)= 

p (m(., .; co)> 1) (Z,)< s (q, t2) < s (t], t~)< ~ folgt daher nach dem Satz yon Lebes- 
gue !im p (m (.,.;  co) > 1) (Z,) = E m (tl, t2 ; co) und damit wegen der Subadditivit~it 

der Intervallfunktion p(m(t, t'; co)> 1) und der in Beweisteil 1 gezeigten Aussage 
t2 

Em(q ,  t2; co)= ~p(m(. ,  .; co)> 1)=s(tl ,  t2). 
t l  

Zur Verallgemeinerung des fiir station~ire Z~ihlprozesse erkl~irten Begriffes 
,,ordinSr" tibernehmen wir aus [4] 8 die n~ichste Definition. Wir setzen dabei 
zur Abkiirzung s(t):=s(a, t) ftir re(a, b] und s(a)' .=0 und erkl~iren mit dieser 
monoton nicht fallenden Funktion s(t) die Menge S L, S R wie in w 1. Mit ao be- 
zeichnen wit das vom Stetigkeitsanteil So (t) von s(t) auf dem a-K6rper der Borel- 
schen Yeilmengen von [a, b] induzierte MaB (d. h. ~0 ((t, t']) = So ( t ' ) -  So (t) ftir 
jedes (t, t')eA). 
(2.10) Definition. Ein Z~ihlprozeB re(t, t'; co) mit s(a, b)< ~ heiBt ordin~ir, wenn 

lira p(m(z, t; o))>2) - 0  
~ t  s ( t ) - s (~ )  

fiir ao-fast alle Stetigkeitspunkte t yon s(.) und alle t ~ S  L und 

lira p(m(t, z; co)__>2) = 0  
~ ,  s (~ ) - s ( t )  

ftir ao-fast alle Stetigkeitspunkte t von s(.) und alle t e S  R gilt. 
Aus Satz (2.9) und der in [-4] bewiesenen Verallgemeinerung des Satzes yon 

Korolyuk folgt unmittelbar 
(2.11) Satz. Erffillt der Ziihlprozefl m(t, t' ; co) die Eigenschaft I, und gilt s(a, b)< ~ ,  
so ist re(t, t' ; co) ordiniir. 

Dieser Satz ist die Verallgemeinerung eines Satzes, den Dobrushin fiir sta- 
tion~ire Punktprozesse bewiesen hat [18]. 

w 3. AusschiJpfende Mengenfunktionen 
In den in den folgenden Paragraphen betrachteten F~illen ist die Berechnung 

yon p(m(tl, t2; co)__> 1) aus den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der dort unter- 
suchten stochastischen Prozesse praktisch nicht durchfiihrbar. Wir versuchen 
daher, die Intervallfunktion s(t, t') (und damit den Erwartungswert E re(t, t'; co)) 
als B-Integral einfach zu berechnender Ausdriicke darzustellen. 

(3.1) Definition. Jedem (t, t')~A sei eine Menge S(t, t') aus R zugeordnet. Wir 
nennen diese Mengenfunktion S(t, t') aussch/Spfend ftir den Z~ihlprozeB m (t, t'; co), 
wenn gilt: 

(1) S(tl, t2)c{m(t l ,  t2; co)>_-1} ffir (tl, t2)EA ; 
t2 

(2) s( t l ,  t 2 ) = u ~ p ( S ( . , . ) )  fiJr (tx, t2)EA. 
tl  

8 Eine mit dieser Definition nicht/iquivalente Einfiihrung des Begriffes ,ordinfir" ist in [3], .[12] 
und [-20] angegeben. 
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Gilt s(a, b)< Go, und erfiillt S(q, t2) (3.1)(1), so ist (3.1)(2) gleichwertig mit 
b 

(2') s(a, b)= S p(S(., .)). 
a 

Ist Z = {to, tl, ..., t'~} eine Zerlegung von (t~, t2], so setzen wit zur Abkiirzung 

0 '  B(Z):= {re(q, t2; co)> 1}-  S(tp_l, t;). 
p = l  

(3.2) Lemma. Ist re(t, t'; co) eine Intervallzfihlfunktion, und ist S(t, t') eine Men- 
genfunktion mit S(t', t")~R und 

(+) lim~(B(Z(t' ,  t")))=0 fiirjedes (t', t")~A, 

so gilt t2 t2 
~(m(tl, t2; co)> 1)<,~" iF(m(., .; co)> 1)< S p(S(., .)) f~r (tl, t2)~A. 

t l  t l  

Beweis. 1) Ftir a<t' i '<t~<t~<b gilt 

t !  I t  i i  . t t  I !  r l  t t  I t  {m(tl, t~; e))>= 1} c {re(q, t2, (9)> 1} w {re(t2, t3; (9)> 1} w N ( q ,  t2, t3). 

Wegen der Subadditivit~it des ~iuBeren MaBes iF ergibt sich aus dieser Teilmengen- 
relation die Existenz von 

~2 

~j" p(m(., .; co)& 1) fiir (t,,t2)6A 
tl  

und die Giiltigkeit des ersten ,, <"-Zeichens. 

2) Zu (q, t2)~A w~ihlen wir ein e > 0  und ein 7 mit 
t2 

< J iF(m(.,.; ~o)__> 1). 
tl  

Zu 7 gibt es ein Zo(ta, t2)= {t~), tl, ..., t;} mit 7<~(m(. ,  .; co)> 1)(Zo(q, t2) ). Zu 
pe{1 . . . . .  r} gibt es wegen (+)  ein Zp(t'o_i, t'p) mit p(B(Z'(t'p_i, t'o)))<e/r und 
folglich mit Fg(m(t'o_l, t'o; (9)> 1)-p(S( . ,  .))(Z'(t'p_i, t'o))<s/r fiir Z'(t'p_~, t'o)> 
z .  (t;_,, t;). 

Definieren wir nun die Zerlegung Z*(q,  t2) durch Z*(q,  t2):=Zi(t'o, tl)w 
Z2(tl, t'2)w ... w Z , ( t ' l ,  t;), so erhalten wir fiir Z(q,  t2)~Z*(q,  t2) 

/- 

p(S(., .))(z(t,, t,))= V. p(S(., .))(z(t,, t21t;_,, t;)) 
p = l  

r 

(*) > Z iF(m(t'o-~, t'p; co)> 1 ) - e  
p = l  

>V--s; 
diese Ungleichung hat aber 

t2 

zur Folge. 

t2 

j p(m(., .; o~)__> 0__< ~/,(s(., .I) 
tl  tl 
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Eine Charakterisierung der aussch6pfenden Mengenfunkt ion ist enthalten in 

(3.3) Satz. Ist m(t,t';co) ein ZfihlprozeJ3 mit s(a,b)<oo, und gilt S(q,  t2)c  
{m (q, t 2 ; co) > 1 } und S (t 1, t2) c R ffir jedes (q, t2) cA, so sind folgende beiden Aus- 
sagen iiquivalent : 

(1) die Mengenfunktion S(t, t') ist aussch6pfend fiir re(t, t' ; co); 

(2) es gilt li<=m p(B(Z(q ,  t2)))=O ffir jedes (tl, t2)cA. 

Ist s(a, b)= 0% so folgt (1) aus (2). 

Beweis. 1) Wir  setzen R (t, t'): = {m ( t, t' ; co) > 1 } - S(t, t'). Gilt (1) und s (a, b) < 0% 
so ist tz t~ 

y p(R(.,.)) =s(tl, t2)- y p(S(.,.))=O 
tl tl 

ffir jedes (tl, tz)cA. Ferner  ist fiir jede Zerlegung Z =  {t; . . . .  , t'r} von (h, t2] 

B(Z) {m(tp_l, t o , c o ) > l } -  [_)S(t'o_l,t' o) uNz.4(Z)  
=1 p=l 

= L) ({,.(t;_. t;; co)>__ 1}-s(t;_l. t',,)) N .4(z) 
p=l 

= G R(t'p-1, t'o)uN2.'~(Z); 
p=l  

daraus ergibt sich 
p (B (Z)) = p (R (., .)) (Z). 

1:2 

Wegen ~p(R( . ,  . ) )=0  erhalten wit also (2). 
t i  _t 2 

2) Ist (2) erfiillt, so ergibt sich aus ~p(S(. ,  . ) )<s(h,  t2) und aus Lemma(3.2)  
sofort (1). tl 

Im n~ichsten Satz geben wir einige Bedingungen an, die notwendig sind dafiir, 
dab S(t, t') aussch/Jpfend ist. 

Zur  Abktirzung definieren wir zu einer vorgegebenen Mengenfunkt ion S(t, t') 
und zu einer Menge A c [a, b] 

C (ta, t2 ; A): = {co: zu co existieren t~, t~ cA mit q _-< t~ < t~ _-< t2 und mit co c S (t~, t~)} 

= U S(tl, t'2) 
t'l, t ' z~A 

tl <--t'l <t'2 <t2  
und 

C'(q, t2; A)." = {co: zu co existieren t], t~ cA ~ {q, t2} m i t t  1 __< t] < t~ _-< t2 

und cocS(t], t~)} fiir (q, t2)~A. 

(3.4) Satz. Ist die Mengenfunktion S(t, t') ffir den Z~hlprozefl re(t, t' ; co) aussch6p- 
fend, und ist s(a, b)< c~, so gilt: 

(1) lira p (S (tl, t 2 ) -  ~) S (t~_l, t'o))= 0 (dieser Grenzwert ist fiber die Zerlegungen 
= 0 = 1  

Z = {t'o . . . . .  t'r} c 3  (q, t2) zu bilden)ffir jedes (q, t2)cA. 
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(2) Es gibt eine abziihlbare, in [a, b] dichte Menge A mit p ({m(tl, tz; co) > 1 } - 
C (t 1, t z ; A)) = 0 fiir jedes (ta, t2) cA. 

Beweis. 1) Aussage (1) ergibt sich wegen S(q, t2)c {m(q, t2; co)~ 1} unmittel- 
bar  aus (3.3). 

2) a) Aus  (3.3)(2) folgt, dab  es zu jedem (q, t z ) ~ A  eine Zerlegungsfolge 
Z~(q, t2), Zz (q, t2), ... mit p(B(Z,(q, t2)))~ 0 fiir n ~ ~ gibt. Setzen wir 

so gilt 
A(tl, t2): = (J Z,(q,  t2) , 

n>l  

p({m(tl, t 2 ; co) ~ 1} -- C(q, t2; A(tl, t2))) ~p  (B(Z, (q, t2))) 

Ftir n ~ ~ erhalten wir aus dieser Beziehung 

ffir n = l ,  2, .. . .  

p((m(t~, t2; co)__> l} -- C(t,, t2; A(tl, t2))) = 0. 

b) D sei eine abz/~hlbare, in [a, b] dichte Menge, die alle Unstet igkei tspunkte 
der Funkt ion  s(a, t) enth~lt, und 

A ' =  U A(zl, z2). 
T 1 < T 2 

~'1, ~ ' 2~D 

Ist (t'~, t'z)~A mit tl, t'z~D, so gilt nach Kons t ruk t ion  von A stets 

' ' .  > ' " A ) ) = 0 .  p({m( t l ,  t2, co)__= 1} - -  C(t , ,  t2, 

W~hlen wir zu beliebigem (q, t2)eA Punkte  t~, t'2~D mit tl<ti<t'z<=t2, so 
erhalten wir 

p ({m (h, t2; co) > 1 } - C (q, ta ; A)) < p ({m (h, t2; co) > 1 } - C (tl, t~ ; A)) 

= p ({m (t,, t 2 ; co) > 1 } - {m (t~, t l ;  co) > 1 }) 

<-p(m(q, tl;  co)> 1)+p(m(t'2, t 2 ;co)>__ I) 9 

<_S(tl, tl) + s(t' 2, t2) 

= [s (a, t~) -- s (a, ta) ] + Is (a, t2)-- s (a, t~)] ; 

da D in [-a, b] dicht ist und alle Unstet igkei tspunkte von s(a, t) enth~lt, ist flit 
beliebiges (tl, t2)eA 

�9 p({m(tl, t 2 ; CO) ~ 1}  - -  C ( t l ,  t 2 ; A ) )  = 0 .  

Eigenschaft (3.4)(2) ist zusammen mit einer Versch~rfung von Eigenschaft 
(3.4) (1) hinreichend daffir, dab  die Mengenfunkt ion S(t, t') fiir den Z~ihlprozeg 
m(t, t'; co) aussch6pfend ist; dies zeigt der ntichste Satz. Die Voraussetzung (2) in 
diesem Satz ist eine Abschw~chung der Eigenschaft (3.4)(2). Ist s(a, b )<  ~ ,  so 
sind, wie ma*n aus dem Beweisteil 2) zu Satz (3.4) ersieht, (3.4)(2) und (3.5)(2) 
~iquivalent. 

9 Ftir te[a, b], co~2 sei hier re(t, t; co)=0 gesetzt. 
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(3.5) Satz. Ist m(t, t' ; o)) eine lntervallziihlfunktion und S(t, t') eine Mengenfunk- 
tion mit S(tl, t2)~R fiir (q, t2)~A, und sind folgende beiden Eigenschaften erfiillt: 

(1) zu beliebigen tx, t2,t  3 mit a<=q<t2<t3<b gibt es eine p-Nullmenge 
N3.5(tl, t2, t3) mit S(tl, t3)~S(tl,  tz)u S(t2, t3)u N3.s(tl~ t2, t3); 

(2) es gibt eine abziihlbare, in [a, b] dichte Menge A derart, daft 

p({m(tl, t2; o9)> 1} - C'(tl, t2; A))=0 

fiJr jedes (t 1, t2)6A ist, 

so gilt lim p(S(Z (q, t2)))=O fiir (tl, t2)eA. Ist re(t, t' ; co) sogar ein Ziihlprozefl, und 
gilt ferner noch S(tl, t2)c  {re(t1, t2; e))=> 1} fiir (tl, t2)6A , so ist S(t, t') aussch6p- 
fend flit re(t, t' ; co). 

Beweis. 1) Zu beliebig gew~ihltem (q, tz)eA sei N die Vereinigung aller 
N3.s ('rl, ' . . . . .  ~2, z3) mit Zl', %', % cA u {tl, t2}, Zl < ~2 < ~ ; fiir Z -- {to, . .., t;} setzen wit 

p 

S(Z):= ~ S(t'p_~, t'o). % % ,  ... seien die irgendwie abgez~ihlten Elemente yon 
p=l  

A c~ (q, t2) und Z,  die durch die Punktmenge {tx, t2, z~, ..., ~,} beschriebene Zer- 
legung von (tx, t2]. Wegen (1) gilt ftir zwei Zerlegungen Z, Z' yon (q, t2] mit 
Z ~ Z '  ~ A u  {q, t2} stets 
also S (Z) ~ S (Z') u N, 

(,) 

und daher weiter 

Wegen (2) gilt 

p(S(Z)-S(Z'))=o 

C' (tx, t2; A ) c  U S(Z.)w N 
n>l  

= N) .  

~(B(Z,)) = p ({m(t 1, t 2; co)_> 1} - S(Zn) ) 

<=p( C' (t,, t2; A)-S(Zn))  

= p (s (Zm) N) - S (Z.)) 

und weiter wegen (,) 

n--coo ) 0  

lira p (B (Z (t 1, t2))) = 0. 

2) Die zweite Behauptung folgt sofort aus Satz (3.3). 

Die ausschtipfenden Mengenfunktionen sind Funktionen zweier Variablen. 
Far  manche Z~ihlprozesse existieren aber keine aussch6pfenden Mengenfunktio- 
nen S(t, t') mit einfach zu berechnendem p(S(t, t')). Im folgenden geben wit noch 
zwei S~itze an, die Mtiglichkeiten zur Verallgemeinerung des Begriffs ,,aussch6p- 
fende Mengenfunktion" aufzeigen. Zun~ichst besch~iftigen wir uns mit dem Fall, 
dab die Mengenfunktion S(t, t') die Bedingung ,,S(tl, t2)c{m(tl ,  t2; o2)>1} flit 
(t l ,  ta)eA" nicht erfiillt. 

(3.6) Satz. Es seien m(t,t';co), ml(t,t';e)) zwei Z~hlprozesse mit re(t, t';co)=< 
ml (t, t' ; o9) fur (t, t', o9) cA x ~2 und mit E ml (a, b; co) < oo. Erfiillt die auf A definierte 
Mengenfunktion S(t, t') folgende Forderungen: 
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(1) S(tl, t2)c  {ml(h,  t2; co)=> 1} und S(q ,  t2)eR ffir (q, tz)eA" 

(2) S(t, t')c~ {m(t, t' ; co)> 1} ist aussch6pfend ffir m(t, t' ; co); 
(3) zu jeder abziihlbaren Teilmenge A yon [a, b] gibt es eine p-Nullmenge 

N3.o(A ) und eine Funktion e(co)=~(co; A) mit e(co)>0ffir coef2 und mit der Eigen- 
" ! t z ! ! i . schaft, dafi f f ir tl, t2~A, coES( h,  t2) -N3.6(A) mit t  1 < t'2 < t'a + e(co) stets m(t'l, t 2, co) > 1 

gilt, 
so ist tz tz 

~ p(m(. ,  .; co)> 1)= ~ p(S( . ,  .)) 
t l  t i  

fiir jedes (q, tz)EA. 

Beweis. 1) Wegen (2) gilt fiir (h, t2)~A stets 

t2 t2 t2 

p(m(. ,  .; co)__> 1)< S p(S( . ,  .))=< _~ p({m(., .; co)> 1} w S(., .)). 
tl tl tl 

Daher gentigt es, 
t2 t2 

~p({m(., . ;  co)> 1} w s(.,.))__< ~p(m( . , . ;  co)> I) 
tl tl 

fi~r ( t l ,  tE)EA nachzuweisen. 

2) Fiir Z = {t~, t'l, ..., t'r} setzen wir/(Z)." = max {t', - t' o_ 1: P = 1 . . . . .  r}, 

a(Z; co): = ~ Z{m(t,o_,,t,o;r 10 
p = l  

und 

a I (Z; co); = ~ max {Zs(ts_,, t;)(co), Z{m(,5_,, t~; o)')=> 1} (co)}" 
p = l  

Mit diesen Bezeichnungen gilt 

p(m(. ,  .; co)> 1) (Z)=E a(Z  ; co) 
und 

p({m(., .; co)> 1} u S ( . ,  . ) ) (Z )=EaI (Z ;  co). 

Aus der Annahme, dab ftir ein (tl, tz)~A 
t2 t2 

p({m(., .; co)_-> 1} ~ S(., .))> ~ p(m(. ,  .; co)> 1) 
tl tl 

gilt, folgt die Existenz einer Folge Z1, Z2 . . . .  yon Zerlegungen yon (q, t2] mit 
Z,,< Z,+~, lirn l (Z , )=0  und 

(*) l im E al (Z.; co) > lira E a (Z.; co). 

Wir setzen A.'= ~ Z .  und w~ihlen N so, dab ftir c o ~ Q - N  m(t,t ';co) und 
.>_--1 

m~ (t, t'; co) tiber .4 additiv sind und nur die Werte 0, 1 . . . . .  o0 annehmen. Wegen 
S(z, z') ~ {ms(z, z'; co) => 1 } und re(z, z'; co) <= ml(z, r'; co) ftir (z, z') cA gilt ftir co ~f2 - N, 
n-- 1, 2, ... 

0=<a(Z.; co)-< al (Z.; co) =< ml(t 1, t2; co) 

lo Fiir Q ~  bezeichnen wir mit ZQ(co) die Indikatorfunktion der Menge @ 
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und 
a(Z,; co)< a(Z,+l ;  co). 

Wegen (3) und ! i m / ( Z , ) = 0  gibt es zu coef2-N3,6(A) ein n(co) mit a(Z.; co)= 

a l ( Z , ; @  fiir n>n(co). Es gilt folglich li_mooa(Z,;co)=!i_moal(Z,;co) fiir coef2-  

(N w Na.6 (A)). Da der Erwartungswert yon ml (q, t2; co) existiert, ergibt die An- 
wendung des Satzes yon der majorisierten Konvergenz 

lim E a (Z.; co) = lim E al (Z.; co) 
n--+ or) n ~ o o  

im Widerspruch zu (.). 

Als zweite M6glichkeit, den Begriff ,,aussch6pfende Mengenfunktion" zu ver- 
allgemeinern, betrachten wir folgende Situation: 

Voraussetzungen. (A) Jeder Zerlegung Z =  {t~, t~, ..., t'r} sind r =  IZI -  1 Men- 
gen St (Z) . . . . .  Sr (Z) mit S o (Z) e R und S o (Z) c {m (t~_ 1, t~; co) > 1 } fiir p = 1 . . . .  , r 
zugeordnet. 

(B) Zu q, tz , t  3 mit a<=tx<tz<t3<=b und e > 0  gibt es ein Z~(q, ta) mit fol- 
genden beiden Eigenschaften: 

(1) tz~Z~(tl, t3) ; 
(2) fiir Z(tl, ta)~Z~( t l ,  t3) gilt mit den Abkiirzungen 

r:=lZ(ta, t3) ] - 1 ,  n:=lZ(q, taltl, t2)l--I 

(daraus folgt r -  n = IZ(ta, t3 l t2 ,  t3)] - -  1) stets 

r - - n  

p (S v (Z (t,, t 3 I tt, t2) ) -  S, (Z (tl, t3))) + E P(S~(Z (t,, t 3 It2, t3) ) -  S,+~ (Z (t3))) < e. 
v = l  v = l  

Znr Abkiirzung setzen wir wieder p(S(.))(Z):= ~ p(Sp(Z)). 
p = l  

Aus Voraussetzung (B) (2) folgt, dab ftir jede Zerlegung Z(tt, t3), die durch 
Zusammensetzen zweier Zerlegungen Z(q, t2), Z(t2, t3) mit Z(tl, t:) > Z,(tt, t3[q, t2) 
und Z(t:, t3)>=Z~(t 1, t31t 2, t3) entsteht, stets 

p(S(.))  ( Z ( t l ,  t3))> p(S( . )  ) ( Z ( t l ,  t2))+ P(S(.))  (Z(t2,  t 3 ) ) - g  

gilt. 
Wir begniigen uns hier mit folgendem Satz u :  

(3.7) Satz. Ist s(a, b)< 0% und gelten fiir Sp(Z) (p= 1,. . . ,  IZ[-1)  die Vorausset- 
zungen (A) und (B), so sind folgende beiden Aussagen iiquivalent: 

11 Satz (3.7) kann man anwenden, wenn man den Erwartungswert der Anzahl re(t, t'; co) der in 
(t, t') liegenden lokalen Maximalstellen eines stochastischen Prozesses berechnen will. Einige zusiitz- 
liche Uberlegungen ergeben in diesem Fall, dab unter einfachen Regularitiitsvoraussetzungen fiir 
S'a(Z): = {x(tp_l, co)<x(ta, co), x(tp+l, co) <x( t , ,  co)} fiir p =  1 . . . . .  r -  1 und S'~(Z): =0 

t2 

lim p(S(.))(Z(q, t2) ) = J p(m(., .; co)=> 1) 
gilt. tl 
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(1) s(q, t2)= li__<rn p(S( .))(Z(t , ,  t2)) fur jedes (ta, t2)eA ; 
F 

(2) ffir B' (Z): = {m (q, t 2 ; co) > 1 } - U Sp (Z) gilt lira p (B'(Z (q, t2))) = O ffir jedes 
(t l ,  t2) ~A. o= 1 

Ist s(a, b)= 0% so folgt (1) aus (2). 

Den Beweis, den man zum grSBten Teil in den gleichen Schritten wie den 
Beweis zu Satz (3.3) fiihren kann, geben wir hier nicht an. 

w 4. Die ~-Meflbarkeit einer Intervallziihlfunktion 

Um die Berechnung yon s (t, t') zu erleichtern, haben wir im vorhergehenden 
Abschnitt den Begriff ,,ausschSpfende Mengenfunktion" eingeffihrt. In diesem 
Abschnitt zeigen wir, dab die Existenz einer Mengenfunktion mit einigen der 
Eigenschaften, die ausschSpfende Mengenfunktionen haben, die R-MeBbarkeit der 
,,zugehSrigen" Intervallz~ihlfunktion zur Folge hat. Ferner geben wir auch Be- 
dingungen an, die die R-MeBbarkeit einer Intervallz/ihlfunktion in der in Satz (3.6) 
vorliegenden Situation gew~ihrleisten. Auf die Formulierung eines Satzes ffir den 
in (3.7) betrachteten Fall verzichten wir; der Beweis zu Satz (4.2) zeigt unmittelbar, 
welche Bedingungen in diesem Fall ffir die R-Megbarkeit von m(t', t'; co) hin- 
reichend sind. Wir benutzen beim Beweis der folgenden zwei S/itze 

(4.1) Lemma. Erffilh die Intervallziihlfunktion m(t, t'; co) die Eigenschaft I, und 
gilt {m (tl, t 2 ; co) > 1} e S~ fiir beliebiges (t 1 , t 2) ~ A, so ist m (t, t'; co) ein Zfihlprozefl 
zu ((2, ~, p). 

Die Aussage dieses Lemmas ergibt sich aus Lemma (2.5), da wegen 

{m(vl, 22; co)> 1} eR 

natiirlich W(Z; M ) e R  fiir jede Zerlegung Z und jedes natiirliche M gilt. 

Ftir die in den Aussagen (3.2)-(3.5) betrachtete Situation geben wir folgenden 
Satz an: 

(4.2) Satz. Ist re(t, t' ; co) eine Intervallzfihlfunktion mit Eigenschaft I, und gibt es 
eine ffir (t, t ')eA definierte Mengenfunktion S(t, t') mit folgenden Eigenschaften: 

(1) S(tl, t2)eRf i i r  (tl, t2)~A ; 

(2) S(q,  t2)c {m(q,  t2; co)> 1} fiir (q, t2)eA ; 

(3) S(t, t') erfiilh Eigenschaft (3.5)(2), 
so ist re(t, t' ; co) ein ZahlprozeJ3 zu (0, R, p). 

Beweis. Aus (1) folgt C'(tl, t2; A)eR, aus (2) C'(fi, t2, A ) c { m ( q ,  t2; 60)> 1} to 
N2.4 (A to {tl, fi }). Berticksichtigen wir (3.5) (2), so erhalten wit also p (C' (h, t2; A) & 
{m(ta, t2; 60)_>--1})=012 und damit wegen der Vollst/indigkeit des Wahrschein- 
lichkeitsmaBes p auch {m(q,  t2; co)> 1} eR ffir beliebiges (q, t2)eA. 

Ftir den Fall, dab es ( t l , t2)ed mit {m(tl, t2; co)>l}qbS(q, t2) gibt, enth~ilt 
der n~ichste Satz hinreichende Bedingungen fiir die R-MeBbarkeit von m(t, t'; co). 

1~ Mit A, AA 2 bezeichnen wir die symmetrische Differenz (A 1 -A t )k ) (A  2 -A1). 



244 W. Fieger: 

(4.3) Satz. Wenn die Intervallzfihlfunktion m(t, t' ; 60) die Eigenschaft I erffillt, und 
wenn eine ffir (t, t')EA erklfirte Mengenfunktion S(t, t') mit folgenden drei Eigen- 
schaften existiert : 

(1) S(t 1, t2)6R fiir beliebiges (tl, t2)~A; 

(2) S(t, t') erffillt Eigenschaft (3.5)(2); 

(3) S(t, t') erfiillt Eigenschaft (3.6)(3) 

dann ist re(t, t' ; 60) ein ZiihlprozeJ3 zu (0, R, p). 
Beweis. 1) A sei die in (3.5)(2) eingeffihrte abz~ihlbare, in [a, b] dichte Menge. 

Ftir beliebiges 8 > 0 sei 
C'(tl, t2; 8; A).'= U s(tl, t'2) 

tl, t'2 ~A u{tl, t2} 
11, tSE[tl, t2] 

gesetzt. 0<t~- t i  <~ 

Wenn wir zu (q,  t2)6A, 8 > 0  Punkte  zl . . . .  , ~n_16A so w~ihlen, dab  tl =: to < 
Za < "'" <~ , . '= t2  und v ~ - % - 1  <8  fiir v =  1 . . . .  , n gilt, erhalten wir wegen (3.5)(2) 

{re(h, t 2 ;  60)~ 1} c 0 {m(~_l ,  z~; 60)>_- 1} u N2.4({'Co . . . . .  "On} ) 
v=l  

c 0 C'('Cv-l"Cv ;A)~3]~('c0' """On) 
v=l  

c C' (tl, t 2 ; 8; A) u -N(~o . . . . .  z,) 

mit geeignet gew~ihltem N(zo . . . . .  ~,). N ' (q ,  t2; 8).'= {re(h, t2 ; (9)  ~ 1} -- C '(q,  t2 ; e; A) 
ist folglich eine p-Nullmenge. 

Setzen wir N,,(tl,t2):= U N, ( t l ,  t2; ~ )  ' 
n>l  

so gilt 
{m(tl,t2; 60)> l } c  (- ] C' ( t l , t 2 ; 1 ; A )  w N"(tl,t2) 

n>l 
f t ir  ( t l ,  t2)~A. 

2) Wegen (3.6)(3) gilt ffir ~1, "czEA u {tl, t2} mit zl <z2 ,  zl, "c2~[-tl, t2] 

S('~I,-c2) c {m(1;1, z'2; 60) > 1 }/.d {8 (60)~ z 2 - z  1 } u N3. 6 (A u { t l ,  t2} ) 

c {m (tl, t 2 ; 60)=> 1} w {8 (60)< z 2 --z 1 } u N3. 6 (A u {tl, t2} ) u N2. 4 (A u {tl, tz} ) 

und mit N(tl, t2):= N3.6 (A w {t i, t2}) u N2. 4 (A u {tl, t 2 }) folglich 

C'(tl, t2; e; A)c{m( t  1, t2; 60)> 1} u {8(60)<8} u N ( t  1, t2); 

also erhalten wir, da 8(60)>0 ftir co~O, 

(~ C'( t l , t2;  1 ;A) c{m(t l ,  t2;60)>l}uN(t1,t2) 
n>__l I~ 

ffir (tl, t2)~A. Wegen 
nglC' (tl 't2; ~ ;  A) ~ 
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k6nnen wir aus der letzten Teilmengenrelation und der in 1) bewiesenen Be- 
ziehung auf {m(tl, t2; co) > 1} ~ l  ftir beliebiges (tl, tz)~A schlieBen. 

w 5. Kreuzungspunkte zweier reeller Funktionen 

Wir geben zun~ichst die Definition des Kreuzungspunktes zweier reeller 
Funktionen und einige weitere Definitionen an. Die daftir bewiesenen Aussagen 
(5.3), (5.5) und (5.7) liefern zusammen mit den S~itzen yon w167 2 - 4 relativ leicht die 
angestrebten S~itze tiber die Kreuzungspunkte eines stochastischen Prozesses mit 
einer reellen Funktion. 

Mit x (t), g (t) bezeichnen wir in diesem Paragraphen zwei tiber [a, b] definierte 
reelle Funktionen. 

Wie iiblich formulieren wir (vgl. etwa [14]) 

(5.1) Definition. (1) Wit  sagen, x(t) und g(t) kreuzen sich im Punkt to, wenn es 
in jeder Umgebung 13 von t o Punkte q, t 2 mit x (t 0 < g (tx), x (t2) > g (t2) gibt. 

(2) Ist g l ( t ) - ?  auf [a, b], und kreuzen sich x(t) und ga(t) in to, so nennen 
wir to einen ?-Niveau-Kreuzungspunkt (abgektirzt: ? NK-Punkt)  von x (t). 

Ist to ein 7 NK-Punkt  von x(t), und ist x(t) in to stetig, so ist nattirlich X(to)=7; 
ist aber x(t) in to unstetig, so braucht X(to) nicht gleich 7 zu sein. 

Die n~ichste Definition ist wesentlich verschieden v o n d e r  Definition, die in 
[14] ftir die Aussage ,,x (t) hat ein ,upcrossing' (,downcrossing') in to" gegeben wird. 

(5.2) Definition. (1) Wit  sagen, dab g(t) von x(t) in to von unten nach oben (yon 
oben nach unten) gekreuzt wird, wenn es in jeder Umgebung von to Punkte tl, t2 
mit tl < to < t2 und x (tl) < g (tl) , x (t2) > g (t2) (x (tl) > g (/1), x (t2) ,< g (tl)) gibt. 

(2) Ist gl (t)-V, und wird gl (t) von x (t) in to von unten nach oben (yon oben 
nach unten) gekreuzt, so nennen wit to einen 7-Niveau-Kreuzungspunkt von 
unten nach oben (von oben nach unten; abgektirzt u.o. vNK-Punk t  resp. o.u. 
7 NK-Punkt  von x(t)). 

Aus den Definitionen (5.1) und (5.2) ersehen wir unmittelbar, dab wir uns im 
Folgenden nur mit der Untersuchung der 7NK-Punkte  und der u.o. ? N K -  
Punkte zu besch~iftigen brauchen. 

In diesem Paragraphen benutzen wir die Abktirzungen 

s(t, e): = sup {x(-c): r e ( t - e ,  t+e)c~ [a, b]}, 

SL(t, e):= sup {X(T): ze(t--e ,  t) c~ [a, b]}, 

S'L(t, e):= sup {X(Z): ze( t--e ,  t] ~ [a, b]}, 

SR(t, e)." = sup {X(Z): TE(t, t+e) C~ [a, b]}, 

S'g(t, e):= sup {X(Z): ~ [ t ,  t + e ) ~  [a, b]}, 

i(t, ~),=inf {x(T): z ~ ( t -  e, t + e) ~ [a, b]}, 

und analog i L (t, e), i'L (t, e), iR (t, e), i'g (t, e). 

13 Unter einer Umgebung U von t o verstehen wir hier und im Folgenden eine Umgebung von t o 
beziiglich der Relativtopologie auf [a, b] ; fiir U gilt also insbesondere: U = [a, b]. 
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Leicht einzusehen ist 

(5.3) Lemma.  (1) t o ist genau dann ein 7 NK-Punk t  yon x (t), wenn i (to, e) < 7 < s (t o , e) 
fiir jedes ~ > 0 gilt. 

(2) t o ist genau dann ein u.o. 7NK-Punk t  yon x(t), wenn i'L(tO, e)<7<s~( t0 ,  e) 
fiir jedes ~ > 0 gilt. 

Es ist zweckmN3ig, die u.o. 7NK-Punk te  (und nattirlich ebenso die o.u. 
7 NK-Punkte)  noch weiter zu klassifizieren. 

(5.4) Definition. Wir setzen ftir z E [a, b] 

{10 falls z ein u.o. T N K - P u n k t  von x(t),  
~+(~; 7): = sonst,  

fiir z e (a, b] 

a+ (z; 7):= ~1  ̂ falls -c ein u.o. 7 N K - P u n k t  yon x(t) mit x(z)> 7 ist, 
(u sonst 

und fiir z ~ [a, b) 

~ ( r ;  7).-= ~ 1 falls z ein u.o. 7 NK-Punk t  von x ( t ) m i t  x(~)< 7ist ,  
(u sonst, 

und definieren damit  ffir (tl, t2)EA 

m+( t , , t 2 ;7 )"=a~( t l ;7 )+  ~ ~+( t ;7 )+a{ ( t2 ;7 )  
t~(tl, t2) 

als Anzahl  der u. o. 7 NK-Punk te  yon x(t) in dem Intervall ( t l ,  t2)14 

Analog seien die Anzahl  der o.u. 7 N K - P u n k t e  in ( t l , t 2 }  (Bezeichnung: 
m-(tx,  t2; 7)) und die Anzahl  der Punkte  in ( q ,  t2}, in denen g(t) yon unten 
nach oben bzw. yon oben nach unten yon x(t) gekreuzt wird (Bezeichnung: 
m+(tl, t2; g(.)) bzw. re- (q ,  t2, g(.))), erkl~irt. 

Die GrSBen m+(q, t2; 7), m - ( q ,  t2; 7) sind durch den Funktionsverlauf  yon 
x(t) in [h ,  t2] eindeutig bestimmt. Dagegen ist an dem Bild der Funkt ion  x(t) 
fiber [q ,  t2] nicht notwendig zu erkennen, ob t 1 bzw. t 2 ein u.o. 7 NK-Punk t  
oder ein o.u. 7 NK-Punk t  ist aS. 

Ist fiir ein t2E(a, b) x(t2)@7, so gilt ~+(t2; 7 )=~- ( t2 ;  7)+a~( t2;  7) und damit 
m+(tl, t3; 7)=m+(q ,  t2; 7)+m+(t2,  t3; 7)fiir a =< tl < t2<t3  <=b. Stets gilt ~+ (t2; 7)>-- 
~[  (t2; 7) + ~R + (tz ; 7) ffir t2 E(a, b) und somit m + (q, t3; 7) > m + (q, t2; 7) + m+ (t2, t3; 7) 
flit a ~ t  t < t  2 < t  3~b.  

Wir  sagen, dab ein to~ [q0 t2] einen positiven Beitrag zu m +(q, t2;7) liefert, 
wenn entweder t o=t  1 und a+ (to ; 7) --1 oder to~( t l ,  t2) und c t+( to;7)=l  oder 
to = t2 und a [  (to; 7) = 1 ist. 

~4 wit verwenden absichtlich die Klammern ( , ) ,  die nichts dariiber aussagen sollen, ob t~, t 2 
Elemente des ,,Intervalles" (q, t2) sind oder nicht. 

~5 Aus diesem Grund haben wir m+(t~, t2; ?) nicht gleich 

c~+(t;7) odergleich Y~ ~+(t;7) 
gesetzt. ' ~(t''t~l ~[t,,,~) 
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Fiir die n~ichsten zwei Lemmata  sei T eine abziihlbare, in [a, b] dichte Teil- 
menge von [a, b] mit 

sup {x (t): t e (t i, t2) ~ [a, b] } = sup {x (t): t e (tl, t2) ~ [a, b] c~ T}, 

inf {x(t): t e ( q ,  t2) ~ [a, b]} = i n f  {x(t): t e ( t , ,  t2) m [a, b ] n  T} 

fiir jedes offene Intervall (h, t2), das mit [a, b] mindestens einen Punkt  gemein- 
sam hat ~6. 

(5.5) Lemma.  Ist  x(t) in keinem (nicht zu einem Punkt  ausgearteten) Teilinterval117 
yon [a, b] konstant gleich y, so sind folgende zwei Aussagen iiquivalent: 

(I) m+(q,  t 2 ;7 )>k;  

(II) es gibt t'l, ti', ... , t'k, t'k' ~ T ~O {tl, t2} m i t t  1 < t', < t'; < t'a < ' "  < t'k' < t2 und mit 
x (t'~) < 7 < x (t'~) ffir ~c = 1, .. . ,  k. 

1st (I) erffillt, und liefern die Punkte ~,, . . . ,  tk einen positiven Beitrag zu 
m+(tl,  t2; 7), so k6nnen wir zu jedem e > 0  die t'~, t'~ in (II) speziell so wahlen, daft 
~ - e < t ' ~ < t ~  < f~+e  fiir •= 1, . . . ,  k gilt. 

Die Aussage von Lemma (5.5) bleibt richtig, wenn wir (II) durch 

( 1 1 9  " " ' . . . . . . . . .  es glbt tl, tl, . . . . .  ., tk mit tl < t~ < t 1 < t 2 < < t k <= t 2 und mlt" x (t~)' < 7 < x (t~") 
ftir ~ =  1, .. . ,  k 

ersetzen. Wesentlich ffir das Folgende ist jedoch, daB wir t~, . . . ,  t'k' in Tvo {q,  t2} 
w/ihlen k6nnen. 

Beweis. 1) (~) Ist ~+(t'; 2)= 1, so gilt (a) iL(t, e )<7 fiir jedes e > 0  und s(i', e ')> 7 
fiir jedes d >  0 oder (b) SR([, 0 > 7 fiir jedes e > 0 und i(t', d ) <  7 f'tir j edes e '>  0. Im 
Fall (a) gibt es nach Wahl  der Menge T zu jedem e > 0  ein t ' E T  mit ~ - - g < t ' < t  

und x ( t ' )<7  und zu t' weiter ein t " e T  mit t ' < t " < t + e  und x ( t " )>y ;  im Fall (b) 
gibt es zu jedem ~ > 0  ein t " e T  mit t ' < t " < t + e  und x ( t " )>7  und hierzu ein t ' e T  
mit t - e < t ' < t "  und x( t ' )<7.  

Ist ~+( t ' ;7 )=l ,  so gibt es also zu jedem e > 0  t ' , t " e T  mit t - e < t ' < t " < t + e  
und x (t') < 7 < (t"). 

(fl) Ist e{-(t'; 7)= 1, so gilt x ( t " )>  7 ffir t " : =  t', und zu jedem e > 0 gibt es ein 
t' e r mit t - e < t '  < t  und x( t ' )<y .  

(7) Is t_~(t ' ;7) .= 1, so gilt x( t ' )<  7 ffir t'. '=t" und zu jedem e > 0  gibt es ein 
t" ~ T mit t < t"  < t  + e und x ( t " )>  y. 

2) Ist m+(q,  t2 ;7)>k ,  so gibt es mindestens k verschiedene Punkte 
t', . . . . .  [k E [h ,  t2-], die einen positiven Beitrag zu m + (q,  t2; 7) liefern. W~ihlen wir 
e > 0  so, daB e<�89 min{l 'c -z ' [ :  z, ~ 'e{t , ,  7~, .. . ,  tk, t2} , 'C* 'C '}  gilt, und zu jedem 
~ die Punkte  t'~, t~' wie in 1)(e), (fl) oder (7), je nachdem ob f~e(t,,  t2), t~=t2 oder 
t~= h ,  so gilt t], t~' . . . .  ,6,'e Tw {q, t2}, h < t l  < t ] ' < t ~ < . . .  <t'k'<t2 und x(t~,)< 
7 < x ( t ~ ) .  

~6 Es l~iBt sich leicht zeigen, daB zu jeder fiber [a, b] erkl~irten reellen Funktion x(t) eine Menge T 
mit diesen Eigenschaften existiert. 

*~ Im Folgenden verstehen wir in diesem Zusammenhang unter einem Teilintervall von [a, b] 
immer ein nicht zu einem Punkt ausgeartetes Teilintervall. 
18 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 18 
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Damit haben wit also gezeigt, dab aus (I) sich (II) ergibt, und dab die letzte 
Aussage von (5.5) richtig ist. 

3) Es sei t'o, t'~e[a, b] mit t;  <t~ und mit x(t 'o)<7<x(t~) .  Ist 

to:=Sup {z: ze [ t ; ,  t;], x(z)<7} e(t~), t~), 

so gilt i'L(tO, e)<7 fiir jedes e>O; weiter gilt x ( t ) > 7  fiir t~(to, t'~) und somit, da 
x(t)  in keinem Intervall konstant gleich 7 ist, S'g(to,e)>7 ftir jedes e>O. Wir 
erhalten in diesem Fall daher nach (5.3) ~+ (to; 7)= 1. 

Ist to=t~,  so erhalten wir iL(to,S)< 7 ffir jedes e>O und wegen X(to)> 7 
daher ~-(to, 7)= 1. 

Ist to = t ; ,  so gilt, da x (t) in keinem Intervall konstant gleich 7 ist, SR (to, e) > 7 
fiir jedes e > 0 und x (to) < 7 und folglich ~ (t o; 7) = 1. 

Wir haben damit also gezeigt, dab aus x(t'o)< 7 <x(t~) stets m + (t;, t~;7) > 1 
folgt. 

4) Aus (II) folgt wegen 3) + . . . .  m (t~, t~, 7) > 1 fiir x = 1, ..., k und somit, da nach 
einer der Bemerkungen im AnsehluB an (5.4) 

m + ( t l ,  , .  + , , , .  + ,, , .  , , .  t I , 7)-[- m (t  1, t I , 7 )~ -  m (t 1 , t 2 , ~)Av ' ' '  + m + ( t ' k ,  tk, 7)+m+(t'k ', t2; 7) 

m +  ( t l ,  t 2 ;  7) 
gilt is, auch m+(tl ,  t2; 7)>k. 

Ist x(t) in keinem Intervall konstant gleich 7, so ist to ein 7 NK-Punkt  yon 
x(t)  genau dann, wenn t o entweder ein u.o. 7NK-Punkt  oder ein o.u. 7NK- 
Punkt oder beides ist. Der Fall, dab to gleichzeitig ein u.o. 7 NK-Punkt  und ein 
o.u. 7 NK-Punkt  yon x(t)  ist, ist m6glich, falls to ein innerer Punkt von [a, b] ist. 
Es ist n~imlich to genau dann gleichzeitig ein u. o. 7 NK-Punkt  und ein o. u. 7 NK- 
Punkt, wenn einer der folgenden drei F~ille vorliegt: 

Fall I: X(to)>7; iL(tO, e)<7 und iR(to, e)<7 fiir jedes e>0;  

Fall II: x(to)<7; SL(tO, e)>7 und sR(to, e)>7 fiir jedes e>0;  

Fall III: X(to)=7; SL(t o, e)>7, Sa(t o, e)>7, iL(tO, e)<7 und ia(t o, e)<7 fiir 
jedes e > 0. 

(5.6) Definition. to nennen wir einen doppelten (oder auch: beidseitigen) 7 NK- 
Punkt yon x(t), wenn to gleichzeitig u.o. 7 NK-Punkt  und o.u. 7 NK-Punkt  yon 
x (t) ist. 

Ist x(t)  in dem doppelten 7 NK-Punkt  t o stetig, so liegt Fall III der vor Defi- 
nition (5.6) angegebenen Fallunterscheidung vor. Ist x(t)  in keinem Teilintervall 
yon [a, b] konstant gleich 7, so ist t o deshalb ein beidseitiger H~iufungspunkt yon 
u.o. 7 NK-Punkten und ebenso ein beidseitiger H~iufungspunkt yon o.u. 7 NK- 
Punkten. (Der Beweis hierfiir ergibt sich sofort aus Beweisteil 2) zu Lemma (5.7).) 

(5.7) Lemma. Ist  x (t) in keinem Teilintervall yon [a, b] konstant gleich 7, ist to 
ein doppelter 7 N K - P u n k t  yon x(t), und ist t o kein Element yon T, so ist t o ein 
Hiiufungspunkt yon 7 NK-Punk ten  yon x (t). 

18 Es sei hier m+(t ', t'; y ) :=0  fii r t 'e[a ,  b] gesetzt. 
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Beweis. 1) Ist to ein beidseitiger y NK-Punkt  mit X(to)>7, iL(tO,e)<y und 
iR(t o, e)< 7 fiir jedes e > 0 (Fall I der Fallunterscheidung vor Definition (5.6)), so 
gilt flit jedes e > 0: 

Es ist also 
(*) 

oder 
(**0 

7 <S(to, ~)= sup {x('r): "c6(to--e , to +e) ~ T} 

= sup {x(z): ze (( to-e,  to)U(t o, to+Z) } c~ T} 

= max {sL(to, e), sR (to, e)}. 

iL(t o, e)<7<SL(t o, e) fiir jedes 5>0 

iR(tO,e)<7<sR(to,e ) fiir jedes e>0 .  

Mindestens eine der Aussagen (.), (**) gilt auch im Fall II (Beweis ~ihnlich wie 
oben) und im Fall III. 

2) Wit setzen fiir den weiteren Beweis voraus, dab (.) gilt. (Gilt (**), so ist der 
Beweis analog weiterzuffihren.) Aus (.) folgt zun~ichst, dab ein tl ~ [a, b] c~ T mit 
t o - l < t l < t o  und mit x (q)<7  existiert, welter daB ein tzET mit t t<t2,  
t o - � 8 9  tz <to und mit x(t2)> 7 existiert, allgemein dab es zu bereits gew~ihltem 

1 
t,_a ein t , ~ T  mit t ,_a<t , ,  t o - - - < t , < t o  und mit sign (x (t,) - y) = ( -1)"  gibt. 

n 
Da nach Lemma(5.5) in [t2m-1, tZm] mindestens ein u.o. 7NK-Punkt  und in 
[t2m, tZm+l ] mindestens ein o.u. 7 NK-Punkt  liegt, ist to ein H~iufungspunkt von 
7 NK-Punkten. 

Etwas anders als m+(q, t2; 7) in Definition (5.4) definieren wir nun die An- 
zahl der 7 NK-Punkte yon x(t) in (t l ,  t2). 

(5.8) Definition. Fiir re [a ,  b] sei 

far ~ ~ (a, b] 

f'fir z ~ [a, b) 

und fiir z e [a, b] 

18" 

falls r e in  nicht beidseitiger ~ NK-Punkt  von x(t) ist, 

sonst, 

falls 0~(z; y) = 1 und entweder x (z) > 7 und iL ('C, e) < y fiir jedes e > 0 
oder x (z) < 7 und SL (Z, 5) > 7 fiir jedes g > 0 gilt, 

sonst, 

falls ~ (z; y) = 1 und entweder x (z) > y und i R (z, e) < 7 fiir jedes ~ > 0 
oder x(z)< 7 und sR(z, 5)>7 fiir jedes 5>0 gilt, 

sonst 

falls z ein doppelter 7 NK-Punkt  von x(t) ist, 
sonst. 
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Mit diesen Bezeichnungen definieren wir fiir ( t l ,  t2)~ A 

m(q,t2;y):=c~R(ta;Y)+ ~ a(t;Y)+eL(t2;7) 
t~(tl,t2) 

+f i ( t l ;7 )+2"  ~ fl(t;7)+fi(t2;v) 
t~(tl, t2) 

als Anzahl der 7 NK-Punkte  yon x(t) in <h, t2>. 

Welter sei zur Abkfirzung m~(fi, t2;y):=m+(tl, t2;7)+m-(tx,t2;7) gesetzt. 
Entsprechend seien auch die Gr6Ben re(q, t2 ;g ( .  ) )und m~ (q, t2 ;g(.))eingeffihrt. 

Es sei x (t) in keinem Teilintervall konstant  gleich 7- FiJhren wir die Funktionen 
c~- (z; 7), C~L (Z; 7), C~ (Z ; ?) analog zu ~ + (r; 7), ~+ (r; 7), c~ (z; 7) in Definition (5.4) 
ffir die o.u. 7 NK-Punkte  von x(t) ein, so gilt 

und 

.(t; 7)+2-Nt; 7)=~+(t; 7)+ ~-(t; ~) 
~R(t; 7)+/~(t; 7)= ~; (t; 7)+ ~ (t; v) 

o~L(t; 3,)+/3(t; 7) = ~ ( t ;  7)+ ~7 (t; ~,) 

ffir jedes te  [a, b], 

fiir jedes te[a, b] mit x(t) +- 7 

ffir jedes re[a, b] mit x(t):l=7. 

Wenn wir die erste Gleichung tiber alle te(tx, t2) summieren und noch die zweite 
und dritte Gleichung beachten, erhalten wir 

rn (tl, t 2 ; 7) = ml  ( t l ,  t2 ; 7) 

fiir jedes (tx, tz)~A mit x(tx)+7, x(t2):~719 

w 6. Kreuzungspunkte eines stochastischen Prozesses 

In diesem Paragraphen sei x(t, co) ein f'tir t~ [a, b] definierter, reeller stocha- 
stischer ProzeB auf dem Wahrscheinlichkeitsfeld (f2, ~, p). Weiter sei g(t) eine 
ebenfalls tiber [a, b] erkl~irte reelle Funktion. 

Die Anzahl der in ( q ,  t2) liegenden Kreuzungspunkte zwischen g(t) und 
x (t, 03) bezeichnen wir mi tm (tl, t2; g (.); co). Entsprechend sind die Bezeichnungen 
m+(q, t2; g(,);  co), re-(q,  t2; g(.); co) und ml(tl, t2; g(.);  co) zu verstehen. 

(6.1) Satz. Gilt p (x (t, co) = g (t)) = 0 fiirjedes t ~ [a, b], und ist x (t, co) - g (t) separabel 
(beziiglich der Gesamtheit der abgeschlossenen Intervalle ), so sind m + (t, t'; g(.);  co), 
m-(t ,  t'; g (.); co) zwei fiber [a, b] erkli~rte Ziihlprozesse. Diese beiden Ziihlprozesse 
haben die Eigenschaft I (aus w 2). 

Mit den Abkiirzungen 

S + ( t l ,  t2): = {x ( t l ,  co) < g (tl), x (t2, co) > g (t2)}, 

S ;  ( t , ,  t2): : {X ( t l ,  co) > g (tl) , X (t2, co) < g (t2)) 

19 Dieses Ergebnis gentigt fiir die folgenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Untersuchungen. 
Beachtet man, dab jeder doppelte yNK-Punkt  t o yon x(t) mit x(to)= 7 ein beidseitiger H~iufungs- 
punkt yon u.o. yNK-Punkten und auch yon o.u. 7NK-Punkten ist, falls x(t) in keinem Teilinter- 
vall von [a,b] konstant gleich Y ist, so erh~lt man unter dieser Voraussetzung sogar re(t1, t2;7)= 
ml(q, t2; 7) fiir jedes (ti, t2)EA. 
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gilt weiter ffir jedes (q, t2)EA : 

(1) Em+(ti,t2;g(.);co) existiert genau dann, wenn p(S+(t,t')) fiber (tl,t2] 
B-integrabel ist ; falls beide Ausdrficke existieren, gilt 

t2 

Em+(tl,  t2; g(.); co)= S P(S+( ., .)). 
t l  

(2) Ebenso ist ~ 
Em-(ta,  t2; g(.); co)= ~ p(S;( . ,  .)), 

tl 

falls mindestens eine dieser beiden Gr6fien existiert. 

Beweis. Ohne Einschr~inkung der Allgemeinheit k6nnen wir g(t)-O in [a, b] 
annehmen. Weiter genfigt es, die Aussagen ffir m + (t, t'; 0; co) zu beweisen. 

1) Trivialerweise gilt m+(t, t'; 0; co)e{0, 1 . . . . .  oo} (Eigenschaft (2.1)0)). Wegen 
{m+(ta, t2; 0; co )+m+( t2 ,  t3; 0; co):~m+(t l ,  t3; 0; co)} c {x(t2, co)=0} ffir a <  ti < 
t2 < t3 < b gilt auch (2.1)(II). Nach Beispiel 1 zu w 2 erffillt die Intervallz~ihlfunktion 
m+(t, t'; 0; co) auch die Eigenschaft I. 

2) Wegen {co: x (t, co) ist in irgendeinem Teilintervall von [a, b] konstant gleich 
Null} c {co: x(t, co) = 0  ffir mindestens ein rationales t~[a, b]} = U {x(t, co)=0} 

re[a, b] 
t r a t i o n a l  

gibt es eine p-Nullmenge N i mit der Eigenschaft, dab ffir jedes coe(2-N~ x(t, co) 
fiber keinem Teilintervall yon [a, b] konstant gleich Null ist. 

3) T sei eine Separabilit~itsmenge zum stochastischen ProzeB x (t, co) und N2 
eine zugeh6rige p-Nullmenge (das soll heiBen, dab 

sup {x(t, co): t6(tl, t2) n [a, b]} = sup {x(t, co): tE(ti, t2)c3 [a, b] ~ T} 
und 

inf {x(t, co): te(tl ,  t2)~ [a, b]}=inf{x(t ,  co): te(t  i, t2) c~ [a, b] m T} 

ffir jedes co~f2-N2 und jedes offene Intervall (t l, t2) , d a s  mit [a, b] einen nicht 
leeren Durchschnitt hat, gilt). 

Ffir S+(ti, t2),={x(tl,  co)<0, x(t2, co)>0}-(NlwN2) gilt S+(tl, tz)E}l und 
nach (5.5) S+(q, t2)c{m+(tl,  t2;0;co)=>l }. Welter gibt es nach (5.5) zu jedem 
coef2-  (N1 uN2) mit m+(fi, t2; 0; co)>- 1 stets t~, t'2s(q, t2)c3 T u  {ta, t2} mit t[ <t~ 
und coeS+(t'~, t'2). Nach Satz (4.2) ist folglich m+(t, t'; 0; co) ein Z~ihlprozeB. 

4) Wegen S + (t i, t3) ~ S + (tl, t2) kA S + (t2, t3) t.3 {x (t2,09) = 0} far a < t I < t 2 < 
t3<b und wegen der in Beweisteil 3) angegebenen Eigenschaften ist S+(tl, t2) 
nach Satz(3.5) ffir m+(t, t ';0; co) aussch6pfend. Nach Satz(2.9) gilt daher ffir 
(ta, tz)eA 

t2 

Em+(ta, t2; 0; co)= S P(S+( "," ))" 
t l  

Wegen 
ma(t, t'; g(.); co)= m+ (t, t'; g(.); co)+m-(t, t'; g(.); co) 

und 

{m(ti, t2; g(.); co)=t= mi(ti, ta; g(.); co)} c {x(ti, co) =g(tl)} u {x(t2, co) = g(ta)} 
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erhalten wir aus Satz (6.1) sofort 

(6.2) Satz. Erffillen x(t, co) und g(t) die Voraussetzungen yon Satz (6.1), so sind 
re(t, t' ; g(.); co), ms(t, t' ; g(.); co) zwei fiber [a, b] erkliirte Ziihlprozesse. Mit der 
Abkfirzung Sg(h, t2):={(x(tl, co)-g(q))'(x(t2,co)-g(t2))<O} gilt ffir jedes 
(tl, tz)eA t2 

Em(q ,  t2; g(.);  co)=Ems(q, t2; g(.);  co)= ~ p(Sg(., .)), 
tl 

falls mindestens eine dieser GrFfien existiert. 

Die Ziihlprozesse m (t, t ';g(. ); co), ml (t, t ';g(. ); m) haben eine gewisse )~hnlich- 
keit mit dem in Beispiel 2 zu w 2 angegebenen Z~ihlprozeg; trotzdem gilt aber 

(6.3) Satz. Erffillen x(t, co) und g(t) die Voraussetzungen yon Satz(6.1), so haben 
re(t, t' ; g(.); co) und ms(t, t' ; g(.); co) die E i genschaft I. 

Beweis. Ohne Einschr~inkung der Allgemeinheit k6nnen wir wieder g(t)=_O 
auf I-a, b] annehmen. Ns, N 2 und T seien wie im Beweis zu Satz (6.1). Entsprechend 
den in Definition(5.8) zur Funkt ion x(t) eingefiihrten Gr6Ben ~(z;7), ez(Z;7), 
C~R (Z ; 7) und fi(z; ~) erkliiren wir zum Pfad x(t, co) die Gr6Ben ~(-c; ~; co), ~L ('C ; 7; CO), 
~R (Z; 7 ; CO) und fl (z; 7 ; m). 

1) Fiir ein co mit 

r<=m(tl,tz;O;co)=o:R(tx;O;co)+ ~ O'~(z;O;co)+O~L(t2;O;co) 
~e(tl,  t2) 

+f l (h ;0 ; co )+2"  ~ fl('c;O;co)+fl(t2;O;co) 
r s ( t l , t 2 )  

gilt die in Eigenschaft I geforderte Beziehung mit A~.'= T jedenfalls dann, wenn 

~R(q;0;co)+ ~ ~(z;O;co)+C~L(tz;O;co)+fi(q;O;co) 
te(tl,t2) 

+2-  ~, fi(z;O;co)+fl(t2;O;co)>r 
"c~(tl, t2) t~ T 

ist, also auf alle F~ille dann, wenn fi (z;0; co)--0 fi.ir jedes z 6 (q, t2 ) -  T gilt. 
Ist aber co6fJ - (NiuN2)  und fi(z;0; co)--1 fiir wenigstens ein zE(q, t2) -T,  

so ist z nach Lemma (5.7) H~iufungspunkt yon Nullniveau-Kreuzungspunkten 
yon x(t, co). Setzen wir AI= T, so gilt also fiir den Z~ihlprozel3 re(t, t'; 0; co) die in 
Eigenschaft I verlangte Beziehung fiir jedes co6 f2-(N1 u N2). 

2) Wegen p(m(q, t2;O; co)+ml(h,  t2;0; co))=0 ftir jedes (q, t2)6A erfiillt 
auch ms (t, t'; 0; co) die Eigenschaft I. 

w 7. Kreuzungspunkte eines Gaullschen Prozesses mit einer reellen Funktion 

In diesem Paragraphen untersuchen wir ftir GauI3sche Prozesse das in 
Satz (6.2) angegebene B-Integral. 

Im Folgenden sei x(t, co) ein ffir te[a, b] definierter Gaul3scher Prozel3 auf 
dem Wahrscheinlichkeitsfeld (O, !R, p) mit E x(t, co)= 0 und var x(t, co)= 1. Mit 
r(tl,t2) bezeichnen wir die ftir q, t2~[a,b  ] erkl/irte Kovarianzfunktion von 
x (t, co); unter den hier gemachten Voraussetzungen ist r (q, t2) = E x (q, co)- x (t2, co) 
ffir t s ,  t 2 E [a, b]. 
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Ftir den Erwartungswert der Anzahl re(a, b;7; co) der in (a, b> liegenden 
7 NK-Punkte von x (t, co) gilt folgende Aussage: 

(7.1) Satz. Ist x(t, 09) separabel, so sind folgende Aussagen iiquivalent: 

(1) E re(a, b; 7; co) existiert ffir jedes reelle 7; 
(2) E m (a, b; 7; co) existiert ]fir wenigstens ein reelles 7; 

b 

(3) es existiert S arc cos r ( . , . ) ;  

(4) es existiert ~ ]//1 - r ( . ,  .); 
tt 

b 

(5) esgilt ~ ] / 1 - r ( . , . ) < o o .  
a 

Den Beweis fiir diesen Satz und f'fir die n~ichsten beiden Siitze geben wir am 
Ende dieses Paragraphen an. 

Mit dem Erwartungswert der Anzahl der Punkte, in denen x(t, co) eine be- 
schr~inkte reelle Funktion g(t) kreuzt, besch~iftigen wit uns im n~ichsten Satz. 

(7.2) Satz. Ist g(t) eine fiber [a, b] definierte beschr~nkte reelle Funktion, und ist 
x (t, co)- g (t) separabel, so sind die folgenden beiden Aussagen iiquivalent: 

(1) es existiert Em(a, b; g(.); co); b 

(2) g(t) ist fiber [a, b] yon beschriinkter Variation, und es existiert ~ ]/1 - r ( . ,  .). 
a 

Die Auswertung des B-Integrals in Satz (6.2) ergibt flit Era(a, b; 7; co) einen 
einfachen Ausdruck. Um diesen Ausdruck besser darstellen zu k6nnen, bezeichnen 
wit mit hi, hE zwei unabh~ingige Gaul3sche Einheitsvariable und definieren ffir 

oo), [o, 1/2] 
qo (y, 6): = p (h I > 7, (1 - 62) �9 h, + 6. 2 ~ -  62- h 2 < 7). 

(7.3) Satz. Wir setzen voraus, daft x(t, co) separabel ist, und eine der Aussagen 
(1)-(5) yon Satz (7.1) gilt, und definieren auf [a, b] die monoton nicht fallende 

t 

Funktion s(t) durch s(a):=0 und s(t).'= ~ ] / 1 - r ( . ,  . ) f i i r  a<t<b .  Bezeichnen wir 
a 

wie in w 1 mit s o (t) den Stetigkeitsanteil yon s(t) und mit S L, S R die Menge der Punkte, 
in denen s(t) linksseitig resp. rechtsseitig unstetig ist, so gilt 

Em(a,b;7;co)= ~ 2  . exp ( - @ ) - s o ( b ) + 2 .  ~ p(7, s ( z ) - s ( z -O))  
~'~ r e S  L 

+ 2 - Z  (P(7, s(z+O)-s(~));  
. r  

ist s(t) stetig in [a, b], so ist also spezieIl 

Era(a, b; 7; co)=]/-~2 �9 exp - - l - r ( . ,  .). 

Zun~ichst geben wir einige Hilfss~itze an, die wir beim Beweis der S~itze (7.1)- 
(73) benutzen. 
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Mit ha, h2 bezeichnen wir im Folgenden stets zwei unabh~ingige Gaugsche 
Einheitsvariable. 

(7.4) Hilfssatz. Zu jedem 7 > 0 gibt es ein C4 (7) > 0 mit 

p(hl >~, rhl + l]/1Z~-r 2 " h2 <fl )>  C4(?)" 

fiir - 1 - < r < l ,  -~;<~<fi--<7. 

Beweis. 1) Wir beweisen diesen Hilfssatz zun/ichst nur ffir ~, fi mit ~ + fl > 0. Aus 

(*) p(h 1 >0:, rh I + l / 1 - r  a �9 h 2 <fi)>=p(o~q-l//~-r>h 1 >0~, ]/~--r 2. h 2 < f i - r h l )  

folgt far re[0,  1) 

p(h 1 >c~, rh 1 +1//~s r z. h 2 <fl) 

> p(c~ + 1//1 - r > h l  >~, 1/1 - r  2" he < f l - r . a - r .  1/1Zr) 

> p(c~ + 1 / 1 - r > h l  > e ) .  p ( 1 / 1 - r  2. h2 </3. ( 1 - r ) + r .  ( f l - c 0 - 1 / 1 - r )  

> _ p ( c ~ + l / l _ r > h a > e ) . p ( h 2 < f l . l ~ l - r  1 ) 
- l + r  1 ] / ~  

- - - - P ( 7 + ~ > h l  >?) 'p(h2 < --Y-- 1); 

ftir r s ( - -  1, 0) ergibt sich aus (,) 

p(h 1 >e, r h 1 + l]/~Z72-r 2. h 2 <fl) > p ( a + l / 1  - r > h l  >~, ]/1 - r  2. h 2 <fi-rc~) 

_->p(7 + ~  > hi >7)" p(]//1 - r  z.  h 2 <ft .  (1 + r ) - r .  (~ + fi)) 

_ <fi l + r  

>P(7+  1 ] / i77- r>h l>y) 'p (h2<-? ) .  

Wir erhalten daher ftir r e ( -  1, 1) 

1 
p(h l>~ ' rh t  + l / 1 - r 2 " h 2 < ~ ) > p ( h 2 < - ? - l ) ' ~  "exp 2 - 

Da fiir r = - 1 

p(hl>  c~ , r. h 1 + l / 1 - r  2- he<fi)=p(hl>max{c~, -fi}) 

>p (h l>? )  

gilt, und da die zu beweisende Absch~itzung fiir r =  1 trivial ist, ist unsere Be- 
hauptung fiir ~, fl m i t e  +/~ > 0 bewiesen. 

2) Ist e + fi < 0, so erhalten wir wegen 

p(h 1 >ct, r. h~ + l]/1Z~-r 2. h2<fi)=p(h 1 <fi, r. h 1 + ll/17~-r 2. h2>~ ) 

=p(hl > - f l ,  r. h I q - ~ .  h 2 < -00 

und - 2 < - f i < - ~ < 7 ,  - a - f l > 0  sofort aus Beweisteil 1) die zu beweisende 
Abschatzung. 
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(7.5) Hilfssatz. Zu jedem 7 > 0  existiert ein C5(7)>0 mit folgenden zwei Eigen- 
schaften : 

(1) p(hl>c~, r .  hl+/1- r  2. h 2 </3)==_ C5(7). ( f l -~)  ffir -y<=c~</3<7, r~[0 ,1] ;  

(2) p(ha < c~, r .hl  + ] / 1 - r  2. h2 >/3)> Cs(7).( f l -e)  fiir - 7<c~<_<_/3 < 7, r ~ [ -  1,0]. 

Beweis. 1) Fiir re[0 ,  1) gilt 

p (h a > c~, r .  h a + ]/1 - r 2. h2 </3) > p (/3 > ha > ct, ]/1 - r 2. h 2 </3 - r .  ha) 

>p(fl> ha >cq 1/1 - r  2. h 2 < / 3 - r .  fl) 

" [/ l + r  ] 

1 ( ~ )  
> 1 ~ - "  P (hz < - 7)" exp - - ( f i -  ~); 

fiir r = 1 erhalten wit 

p(hx > ~, r . ha + ll/i~- r, 2 . h2 < /3)= p(~ < hl <fl) 

> l / ~  .exp - �9 (/3-c0. 

2) Fiir r e ( -  1, 0] erhalten wir, wenn wir zuniichst zus~itzlich c~ +/3 < 0 voraus- 
setzen: 

p ( h l < c ~ , r . h l + l / 1 - r  2 .h2>/3  ) > p ( 2 a - / 3 < h  1<~, l]/i-Z~-r 2 . h 2 > / 3 - r ~  ) 

>p(2ct- /3<hl  <e ,  1 ] ~ - r  2- h 2 >/3. (1 + r ) - r .  (c~+/3)) 

>=P( 2a-/3<hl<~:'h2>/3 l~ l - - r /  

> p(2c~- /3 < h a <cQ. p(h 2 >7) 

1 

ist ~ +/3 > 0, so ffihrt die Identit~it 

p(ha <c~, r . h  1 + ] / 1 - r  2 . h 2 > / 3 ) = p ( h l < - / 3 ,  r .h l  + J ~ - r  2-hE> - ~ )  

sofort zur gleichen Absch~itzung. Fiir r = - 1 ist 

P(hl <c~, r. h 1 + l / 1  - r  ~ �9 h2 > /3)=p(h 1 < m i n  {~, -/3}) 

> P (hi < - 7) 

1 
> ~ - .  exp ( - ~ - ) -  (/3- c 0 . 

1 . p ( h 2 < _ 7 ) . e x p (  - 922 ) Fiir Cs (~).'- ] / ~  - -  gelten daher (1) und (2). 
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(7.6) H i l f s s a t z .  Fiir jedes M < oo gilt 

q,(7, 6) 
a 

gleichmiifiig fiir 7 ~ [ -  M, M]. 

Beweis. 1) Es ist 

5NO ' exp(-4) 
) V ~ .  ~ 

~o (7, 6) = p (h 1 > 7, (1 - 62). hi + 6. 2]/2Z~- 62. h 2 < 7) 

= 1 . S p ( 6 . l / 2 _ a 2 . h 2 < y _ ( l _ 6 2 ) . u ) . e x  p _ .du 

= 6 .Sp(6 .  2]/~Z-~_a2.hz<7_(l_a2).(7+6v)).exp (7+6v)2  .dr 
VS~ o 2 

( 9 )  = 6 . . . . . . . .  Sp( 2]/27~-62 h : < 7 6 - ( 1 - 6 2 ) ' v )  exp (7+ v) 2 dr. 

2) Ftir 7 E [ - M , M ] ,  5e(0,�89 v e [ M , m ]  gilt 7 . 6 - ( 1 - 6 2 ) . v < � 8 9 1 8 8  
v 

- und somit 
4 

p ( 2 1 / ~ Z ~ - a 2 . h 2 < 7 . 6 - ( 1 - 6 2 ) . v ) < = p ( ~ . h 2 < - 4 )  

und folglich fiir m > M 

( 0__< S P(]/~-- ~52 " h2 <7" 6 - ( 1 - 6 2 )  v) �9 exp 
m 

oO <=~p(h2<'y)'dv. 

(7q-6 V) 2 \ 
! �9 dv 

2 ] 

Da folgende 
gelten: 

Konvergenzaussagen gleichm~il3ig ftir 7 e [ - M, M], v e [ -  m, m] 

1 v 

�89 (v + a.  ~): ~ �89 v'~ 

und (wegen der gleichm~il3igen Stetigkeit yon p(h 2 < z) a u f ( - o o ,  + oo) und von 
exp ( - z )  auf [0, oo)) 

P( 21/22~-52"h2<7"6+(62-1)'v)'exp( (7+6v)22 ) 

(,2) 
~'~0 )P  h 2 < -  . e x p  - ~ -  , 
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strebt m ( 
P ( 1 / 2 -  b z" h2 < 7'  b + (32 _ 1). v). exp 

0 

ftir 6'~ 0 gleichm~iBig auf - M < 7 < M gegen 

m V 

exp (-~-).o.[ p (h2< ]/~).dv. 
Da 

oo  

und 

~ p h2 < v .dr ffir m---~oo 

gegen Null streben, und da 

(7 + b v) 2 
dv 2 ] " 

ist, gilt daher  

o~p h2<  .dv=]/~ 

a,~0 ' VZ.~z exp - 

gleichm~iBig fiir 7 E [ -  M, M].  

Wit  beweisen nun die S~itze (7.1)-(7.3). 

Beweis von Satz (7.1). 

a) Aus (4) folgt (1). 
Denn es gilt fiir jedes (/71, tz)EA 

p ((x (tl, 6o)-- 7)" (x (t2,60) -- 7) < 0) = 2. ~o (7, ]/1 - r (q, t2) ). 

q)(y, 6) ist bei festem 7 eine stetige Funkt ion  von 6 mit q~(7, 0 )=0 ;  nach Hilfs- 
satz (7.6) existiert die rechtsseitige partielle Ableitung nach c~ von (p (7, c~) in den 

b 

Punkten (7, 0). Aus der Existenz yon j l / 1 - r ( . ,  .) folgt daher  nach Satz (1.2) die 
a 

B-Integrabilit~it yon p ((x (q, 60)- 7)' (x (t2,60) - 7) < 0) fiber [a, b] fiir jedes reelle 
7 und somit nach Satz (6.2) die Existenz von Era(a, b; 7; 60) ffir jedes reelle 7. 

b) Aus (1) folgt (2). 

c) Aus (2) folgt (5). 
Denn nach Hilfssatz (7.4) und Lemma (5.5) gilt ffir jedes (q, tz)EA stets 

c~(171). 1/1-r(q, t2) <=p(h1>7, r(q,  t21. hl+]/1-r2(t1, t2). h / < 7 )  

=p(x(q, 60)>7, X(t2,60)<7)<=Em(q, t 2 ;  7 ;  60) 

und somit ffir jede Zerlegung Z(a, b) von (a, b] 

1 ~ -  r( . ,  . ) (Z(a,  b))< 1 ~ .  Era(a, b; 7; 60)< + oc. 
c~(171) 
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d) Aus (5) folgt (3). 
Denn  wegen 

1 
p (x (q, (~) < 0, x (t2, co) > 0) = ~ - -  arc cos r (q, t2) 

(vgl. [1], S.43) gilt 

(.) arc cos r(fi, t3)_-< arc cos r(fi, t2) + arc cos r(t2, t3) 

ffir a<=tl<t2<t3<=b. Ferner  folgt aus der fiir r e [ - 1 ,  1] gfiltigen Beziehung 
b 

0 < arc cos r < 4 .1 /~  - r u n d  aus (5) sofort S arc cos r ( . , .  ) < + oo und damit  wegen 
a 

(*) die B-Integrabilitiit yon arc cos r(tl, tz) fiber [a, b]. 

e) Aus  (3) folgt (4). 
Denn ffir die fiir y e [0, 2 n] definierte Funkt ion  

O(y) . '= ] /TZ-cosy  gilt ~ (0 )=0 ,  O + ( 0 ) = - -  

und 

1 

~9 (arc cos r(q, t2) )=l /1  - r ( t , ,  t~. 

stetig ist, folgt aus (3) nach Satz (1.2) die Existenz v0n Da r  in [0 ,2~]  
b 

a 
Die Aussage yon Satz (7.3) ergibt sich unmit telbar  aus Satz (1.2), da die 

rechtsseitige partielle Ablei tung nach 6 von ~o(7, 6) im Punkt  (7, 0) den Wert  

1 ( 4 )  1 / ~  �9 exp - hat. 

Beweis yon Satz (7.2). 
Es sei Ig(t)[__<7< + oo'ffir re[a, b]. 
a) Aus (1) folgt (2). 
Denn nach Lemma (5.5) gilt ftir jedes (q, t2)eA 

Em(tl, t2; g ( . ) ;  (D) ~p(X(tl, 09)> g( t l )  , x(t2, (D) < g(t2)  ) 

+ p(x ( t l ,  < g(tl) ,  x (t2, > 

und folglich mit c~: = min {g(q), g(t2)}, f i := max {g(tl), g(t2)} 

Era(t,, t2; g(.) ;  co) >=p(hl>e, r(tl, t2)" ha -}-/1 - r 2  (tl, t ~ .  h2<fl)  

(*) . +p(h l  < c~, r (q ,  t2)" h l + ~ "  h2>fi). 

Ist r(t:, t2)>0, so ist nach Hilfssatz (7.5) der erste rechts vom , ,_  -Zelchen ste- 
hende Ausdruck  nicht kleiner als Cs (7)" (B - e) = Cs (7)" Ig(tO- g(tz)[, ist r(tx, t2) < O, 
so ist der zweite rechts stehende Ausdruck  nicht kleiner als Cs (7)" Ig(ta)-g(t2)l.  

Daher  gilt far jede Zerlegung Z(a, b) = {t•, t l ,  . . . ,  t ;} 

ig(t,p_O_g(t,o)l < 1 p=l C5(7 ~ - Era(a, b; g(.) ;  co). 
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Wel te r  folgt  aus (.)  u n d  Hilfssatz (7.4) 

E m ( q ,  t2; g ( . ) ;  co)> C4(7)" 1/1 - r ( q ,  t2) 
b 

u n d  folglich ; l / l - r ( . ,  . ) <  oo u n d  hieraus  wie im Beweis zu  Satz (7.1) die Exi- 
a 

b 
stenz von  j 1/1 - r ( . ,  .). 

a 

b) Aus  (2) folgt  (1). 
D e n n  zun~ichst gibt  es, da  O<p(x( t t ,  co)>7' ,  x(t2,6o)<7')< 1 gilt, n a c h  Hilfs- 

satz (7.6) ein C~ > 0 mit  

p (x (tl, co) > 7', x (t2, co) < 7') = P (x (tl, co) < 7', x (t2, co) > 7') 

<-<_ C, . 1/1 - r ( q ,  t2) 

ftir 7 ' e [ - 7 ,  7]. A l so  erha l ten  wir flit (q, t2)~A mit  g(tO<g(t2) 

p (x (q,  co) > g (tl), x (t2, co) < g (t2)) + p (x (q, co) < g (q), x (t 2, co) > g (t2)) 

< p (x (q, co) > g (re), x (t 2 , co) < g (t2)) + p (g (q) < x (q, co) < g (t2)) 

§ p (X (tl, CO) < g (t2) , X (t2, CO) > g (t2)) 

<--2" Cv . 1/1 - r( tl, t2) + lg(ta)-g(t2){ ; 

die gleiche Bez iehung  erha l ten  wir auch  im Fal l  g(ta)> g(t2). Fo lg l ich  gilt fiir 

Sg ( t l ,  t21 :  ~-- { ( x  ( t l ,  co) - -  g (Ell)  �9 ( x  ( t 2 ,  CO) - -  g ( t 2 ) )  < 0 } "  

b b b 

~p(Sg(.,  . ) ) < 2 .  Cv. ~ 1 / 1 - r ( . ,  . ) + ~ ] g ( . ) - g ( . ) ] < ~ .  
a a a 

W e g e n  der  Subadditivit~it  v o n  p(Sg(q, t2) ) folgt h ieraus  die B-Integrabilit~it  v on  
p(Sg(tl, t2)) t iber [a,  b]  u n d  dami t  nach  Satz (6.2) die Exis tenz  v o n  E re(a, b; g(.  ); co). 
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