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Einige maBtheoretische S itze 
bei der Behandlung trennscharfer Tests 

WOLFGANG SENDLER 

w 1. Einleitung 
Es sei (f2, 50) ein MeBraum, / / s e i  die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe 

(W-mage) tiber (0, ~) .  Bei gegebenen W-magen Po, P, P,, n=> 1, seien x, x, bzw. 
F, F, die Radon-Nikodym-Dichten (R.N.-Dichten) bzw. die singul/iren Mengen 
von P, P, beztiglich Po. Ftir jede ~-meBbare Funktion q~, fiir die die entsprechenden 
Integrale existieren, gilt: 

~OdP,=~x~q~dPo+ ~(odP,,, mit N:=Fw~JF,. 
N n=l  

Da die R.N.-Dichten nur bis auf Po-,~quivalenz eindeutig sind, kann man z.B. 
fordern, dab auf N gilt: x = 0, x ,=0 ,  n>  1. Von dieser M6glichkeit machen wir 
in den Lemmata 2.4, 2.5 und 3.1 Gebrauch; in diesem Falle gilt n~imlich: 

j x,,dPo=P,,{x,,>k } bzw. j xdPo=P{x>k }, 
{Xn > k} {x > k} 

wodurch wir zu einer tibersichtlicheren Schreibweise der Beweise gelangen. 
Ist 4) irgendeine Funktion tiber O und L eine Teilmenge des Bildbereiches yon 

~b, dann schreiben wir {co: ~b(co)eL}:={0sL}; diese Abkiirzung bezieht sich 
stets auf die Variable co. 

Ftir jedes reelle k definieren wir die Menge K(x),={keR: Po{x=k}=O}; 
(R ist stets die Menge der reellen Zahlen); wegen der Po-Integrierbarkeit von x 
liegt K(x) dicht in R. 

Nach dem Lemma yon Neyman-Pearson (N. P.) ([1], S. 202, Satz 3.1) existiert 
zu jedem a e [0, 1 ] zum Testproblem (e, Po, P) ein trennscharfer Test q~= der Gestalt: 

1 far coe{x>k=}toF 

o~- Po { x > k~} 
fiir coe{x=k=}-F und 

Po {x = k} 

beliebig in [0, 1] ftir coe{x=k=}-F und 

0 far coeO-({x>k~} vof). 

k~$K(x) 

k~K(x) 
(1.1) 

Die durch e ~  ~ qS, dP definierte Abbildung i(eo, e): [0, 1]--+ [0, 1] heiBt Irrtums- 
funktion zum Testproblem (Po, P) und hat folgende Eigenschaften: 

io,o,e) ist monoton nicht abnehmend, konkav undes  gilt 
(1.2) o~<i(eo,e)(oO<= 1 ffir alle c~e[0, 1]. 

Die Menge aller Funktionen, welche (1.2) erfiillen, bezeichnen wir mit Y .  
14 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 18 
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Gilt ftir Po, P, P,, n>  1 ftir alle ~ ( 0 ,  1] die Beziehung: i(eo,e,)(c0~ i(po,e)(~ ), 
dann schreiben wit: 

p. Po-i p.  

Weiters verwenden wir: 

P, ~ P ftir die starke (uniforme) Konvergenz] 
P, , P fiir die schwache Konvergenz ; v o n  Mal3en 

f ,  ~-s , f ftir die #-stochastische Konvergenz einer Folge zuf~illiger Variabler 

In der vorliegenden Arbeit wird der Zusammenhang zwischen P, eo-~  p und 
anderen Konvergenzbegriffen untersucht (w167 2 und 3); auBerdem wird unter recht 
allgemeinen Voraussetzungen tiber (f2, 5 ~) gezeigt, dab zu jedem atomfreien Po ~ / /  
und beliebig vorgegebenem h ~ Y  stets ein P~11 existiert mit i(eo, p)= h. 

w 2. Hills- und Konvergenzsiitze 
Lemma 2.1. Es seien h, h,, n> 1, Funktionen aus X.  Es sei c%6(0, 1) und {c%}, 

n> 1, eine beliebige, jedoch feste Folge yon Zahlen aus [0, 1] mit 7n---~o. Aus 
h, (~) ~ h (%) folgt : h, (%) ~ h(%). 

Beweis. Ftir jede Funktion aus ~ existiert bekanntlich eine Integraldarstellung 
(vgl. [3]); daher lautet die Voraussetzung: 

~n ~o 

lim h,(e)+ S p , ( 7 ) d e ~  lim h(7)+ S p(cOdc~ , n ~ o Q  
a ~ O +  0 a ~ O +  0 

(p, p,, n>  1, sind tiber [-0, 1] definiert, nicht negativ, monoton nicht zunehmend 
und k6nnen im Nullpunkt auch den Wert + oo annehmen). Durch indirekten 

aO 

Beweis zeigt man ~ p,(c 0 dc~ ~ 0, woraus wegen 
~n 

ao an ao 

0 0 an 

die Behauptung folgt. 

Lemma2.2. Mit D+f(~) bzw. D- f (~)  seien die rechts- bzw. linksseitige Ab- 
leitung, mit f '  die Ableitung yon f an der Stelle ~ bezeichnet. Ist ka>=O zu einem 
mit 0 < ~ <  1 so gewiihlt, daft Po {x >ka} <=~<__Po {x> ka} gilt, dann folgt: 

D + i(po, e) (c0 = ka =< D - i(eo, p)(c~). 

Beweis. 1. Es sei Po {x > k~} < ~ < Po {x > ka}. Nach Definition yon i(vo, e) gilt 
dann fiir c( in einer offenen Umgebung von ~: 

i(po,m(cr ~ xdPo+ka(~x'-Po{x>ka})+P(F), 
{x > k~} 

woraus D-  i(po, p) (~) = D + i(eo, e)(c0 = ilpo, e)(~) = ka folgt. 
2. Es sei ~ = Po {x > ka}. Zu c( mit 0 < ~' < ~ existiert ein k~, > 0 mit Po {x > k,,} < 

c(<Po{x>ka, }, also Po{x>ka,}<Po{x>ka} und daher ka,>ka und Po{x>ka,}< 
Po{x>ka}. Ist nun Po{x>ka,}=Po{x>k},  so folgt Po{x>ka,}<c(<Po{x>ka,}; 
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also ist io,o, p) im Intervall J :  = [Po {x > k,,}, Po {x > ks,}] linear und es gilt: 

1 
[i(eo,P)(oO--i(po,n)(~')] ~ _ c ( = ( P o { x = k ~ , } ) - l .  5 xdPo=k=,>k  s. (2.1) 

{x= ks,} 

Ist Po {x > ks, } < Po {x > k=}, dann gilt: 

1 
[i(P~176 0 ~ - - 0 : ' - ( P ~  ~ xdPo>=k =. (2.2) 

{k~ < x < k~,} 

D a  die linken Seiten yon (2.1) und (2.2) in c( mono ton  nicht wachsen, ist wegen 

1 
D -  i(eo, p)(~1 = }!m s Ei{eo, ,)(a) - i<,o, e)(~')] c~- ~' 

die Behauptung gezeigt. 

Analog behandelt  man den Fall D + i(eo,e)(~) sowie den Fall ~ = Po {x_>_ ks}. 

Korollar 2.1. Fiir c(, ~" mit 0 < c ( < ~ < a " <  1 gilt: 

D -  i(eo,n)(a")<=ks<=D + i(eo,P)(a' ). 

Beweis. Ftir jedes gE~g gilt: 

O < D + g ( % ) < D  - g ( % ) < D + g ( c q ) < D  - g ( % ) < o %  mit 0 < % < % < 1  

(vgl. [3], S. 21 ff.). 

L e m m a  2.3. Es seien g, g,, n>= 1, Funktionen aus J f  mit g,(a)--+ g(a) .]fir alle 
as(0,  1]. Ist fi eine Zahl aus (0, 1), fiir weIche g'(fi) existiert, dann Gilt: 

D -  g,( f l)-~ g'(fi), D + g,(fi)--~ g'(fi). 

Beweis. Ist % eine Zahl  mit  0 < a o < f i <  1, dann konvergiert  {g,} in [~o, 1] 
sogar gleichm~il3ig gegen g. Zu  e > 0 gibt es Zahlen c(, ~", mit 0 < eo < c( < fi < ~" < 1 
und 

g ' ( f i )+e>  g(f l ) -g(c( )  >g'(f i )> g(c( ' ) -g(f i )  /~_r r >g'(/~)-e 

(c(, a" sind ab nun fest). 

Zu 6 > 0  gibt es ein N(6) mit Ig.(a)-g(oOI <6,  wenn nur n > N ( 6 )  und c~e[a0, 1] 
ist; daraus folgt'  

26 g ( f i ) -g (e ' )  g . ( f l ) -  g.(~') § > /~-~' /~-~' /~-~' , 

- 2 6  g(c#)--g(fl)  g . (o#) -g ( f i )  < ~-r  r ~"-B 

W/ihlt man  6 so, dab 26 [ ( f l -  e')/x (~" - fi)] - 1 < e ist, so folgt: 

g ' ( f i )+Ze>  g(f i ) -g(c( )  ~-~> g . ( f i ) -g . (c( )  >=D-g.(fi)  
~ - r  f i - r  

> D + g.(fi)>= g . (c( ' ) -g . ( f i )  > g (e" ) -g ( f i )  e > g ' ( f i ) - 2 e  ~"_fi ~"_fi  
fiir alle n > N(6). 
14" 
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Lemma 2.41. Aus P, Po-i , p folgt ffir alle k~K(x )  und n -* co" 

1. Po {x,>k} ~ Po {x>k}. 
2. P, {x, < k} --~ P {x < k}. 

Beweis. Es sei 0 < ft." = Po {x > k} < 1. Wit nehmen im Falle/3 > 0 an, es gibt ein 
y > 0 sowie eine Teilfolge {j} = {n} mit Po {x j>  k} < f l -  y far alle j ;  sodann wShlen 

wit ein e mit f l - 2  < e </3, ffir welches ileo, e)(e) existiert. Nach dem Lemma von 

N.P. existiert dazu ein k~ mit Po {x > k,} < e < Po {x > k,}, also ist k~ > k. W~ire 
k, = k, dann w~ire Po {x = k} > 0, was wegen k e K(x) unm6glich ist; also folgt k~ > k. 
Mit der Bezeichnung ~j(k): =Po {xj>k} folgt aus Lemma 2.2 und 2.3: 

D + i(eo, pj)(~) <= D + i(po, pj)(/3 - 7) <= D + i(eo, ej)(~j (k)) <= k 
also: 

k < k, = ilpo, e)(e) = !im D + i(po, pj~(~) < k, 
j ~  o~ 

was einen Widerspruch bedeutet. 

Analog widerlegt man die (nur im Falle/3 < 1 sinnvolle) Annahme" es gibt ein 
7 > 0 sowie eine Yeilfolge {j} c {n} mit Po {xj > k} >/3 + 7. 

2. Es sei ~ > 0 beliebig. Dann existiert dazu eine Menge {kl, k 2 ,  . . . ,  kin} c K(x) 

mit 0 = k o < k 1 < . . .  < k m = k und k j+ 1 - kj < e, 1 < j =< m -  1. Mit den Bezeichnungen: 

p/=Po{kj_l_-<x<k A, p~:=Po{kj_~<x,<kj}, 
a~pj:=P{k~_l < x < k ~ } ,  a~)p~"):=P,{k~_~ < x , < k j }  

gilt a} "), aj~[kj  1, kj-] fiir l < j < m  und alle n und aus 1. folgt: limo(.")=n, ftir 
-- n ~  o O r j  r J  

2 N j < m. Also wird 

= lim ~ (a(. "~ p(.~) l i m l P , { x , < k } - P { x < k } [  ,.o~ j=l J j aj P j) 

< l i m  [a}")-a~lp}")+lim ~ a~lp}" ) -p j l<~+al<2e .  
n ~ ~  j =  1 n ~ o o  j =  1 

Die Behauptung 1. yon Lemma 2.4 l~iBt sich umkehren: 

Lemma2.5. Aus ! i f n P o { x , > k } = P o { x > k  } ffir alle k e K ( x )  folgt" P, Po-i p 

(und daher auch die Aussage 2. yon Lemma 2.4). 

Bevor wit zum Beweis gehen, maehen wit folgende Bemerkung: Ist y eine 
beliebige zuf~illige Variable, dann ist die durch Ay(t):= Po {Y > t}, t eR ,  definierte 
Abbildung Ay: R ~ [0, 1] meBbar, monoton nicht wachsend und es gilt" Ay(t)= 
1 - Fy (t), wenn man mit Fy die Verteilungsfunktion der durch y auf R induzierten 
Verteilung Qr bezeichnet. FaBt man nun die R.N.-Dichten als zuf~llige Variable 
auf, dann kann Lemma 2.5 auch folgendermal3en formuliert werden: Aus 
F~,(t) ~ F~(t) fiJr alle t~R,  an denen F~ stetig ist (oder, was dasselbe bedeutet: aus 
Q~, ~ Q~) folgt: P, eo - i p. 

1 Wir setzen x(co)=0 fiir mEN; siehe w 1. 
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Beweis des Lemmas 2.1. Es sei ~ = Po { x > k }, k ~ K (x) ; ist k > 0 beliebig gewiihlt, 
dann  gibt es zu jedem natiirl ichen m reelle Zahlen k;, j = 0, 1 . . . . .  rm, mit 0 = k o < 
k I < ... < k ~  = k und kj + 1 - kj < m-  1. Mit  der Bezeichnung Nkj: = {y > k j} definie- 
ren wir: ~ -  1 

~m :=  ~ kjC(ukFN~j+o§ 
j=O 

ES gilt : ~,, < y/x k und ~ -+ y/x k flit m ~ o0, Po-fast tiberall (f. ti.) sowie: 

rm--1 r m - - i  

Po(Nkj+~)(kj+a-kj)= ~ [Po(Nk)--Po(Nkj+,)] kj+Po(Nk) 
~=o j=o (2.3) 

--y~mdPo----~yAkdPo, m--~oo. 
k 

Die linke Seite von (2.3) strebt flit m ~ oo gegen ~ Ay(t) dr, so dab schlieBlich gilt: 
0 

k 

y y A k dP o = ~ A~(t) dr. (2.4) 
o 

Ftir y setzen wir x , ,  n >  1, bzw. x ein. Nach  Voraussetzung gilt: A~, ( t )~Ax( t  ) 
ffir alle teK(x),  also auch:  

/r k 

A~,(t)-+ ~ A~(t) dr, 
0 0 

woraus wegen (2.4) folgt: 

P,{O<G<__k}+kPo{x~>k}~P{O<x<k}+kPo{x>k  } . (2.5) 

Ffir k e K ( x )  bedeutet  (2.5): P ~ { 0 < x , < k }  --* P { 0 < x < k } ,  woraus wegen 

P~ {O< x ,<  k} + P~ {x ,> k} + P~(F~)= P {O<=x<__k} + P {x > k} + P(F)--- 1 

schlieBlich folgt: 
P~ {x, > k} + P~ (F,) -* P {x > k} + P(F). (2.6) 

Mit  der Bezeichnung G : =  Po {x, > k} ist die linke Seite yon (2.6) gerade y ~ dP~, 
also gilt i(po,p~)(a~)-*i(po,p)(a), woraus wegen c~n---~c~ und Lemma(2.1)  folgt: 

i~eo, e,) ( cO --~ i(eo, e) (~)" 
2. Es sei i l l :=  Po {x > k}, fi2: = Po {x >_ k}, k~ R -  K(x), und wir setzen zun~ichst 

fit > 0 voraus. Wir  w~ihlen zwei Folgen {k)} ~K(x) ,  {k)'} ~K(x),  j =  1, 2 . . . . .  mit 
kj> k,k)' <kffiralle jundk)~k,  kj'TkfiJr j-~oD.Mite) ,=Po {x >k)},c~)':=Po{x > k~} 

' ~ " l a  und wegen 1.: gilt aj]'fll, j +P'2 

�9 t �9 (~!  ~o.P~ ~(Po.,)( ?, i~o,~o)(~)')--, i~o,~)(~)') 
fiir alle j. Daraus  folgt bereits: 

i(eo,P,)(fll)---~i(po,p)(flz), /=  1,2, n ---* oo 

(dies zeigt man  ~ihnlich wie Lemma(2.1)  mittels der Integraldarstel lung yon 
i(po, p,) bzw. i(po, p)). 

2 Wir setzen x (e ) )=x , (o )=  0 fiir o)~N, n>= 1; siehe w 1. 
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3. Es sei ~ so gewiihlt, dab 0<f l l<~C(<f i2==_l  gilt. Sei e > 0  beliebig, dann 
wiihlen wit Zahlen k~, k 2 a t l s  g ( x )  mi tk  I > k > k2,  k I - k 2 < g. Mit  der Bezeichnung 
a,,," = Po {x, > kin}, m = 1, 2, gilt: e l ,  < fll < fig < % ,  und nach Lemma 2.2: 

k I => D + iwo, e,)(oq,) => D + i(po, 1,,)(fit) 

> D - iwo ' p.)(fi2) > D - i(vo, e , ) (%,)  > k2. 
(2.7 ~) 

Wegen 2. existiert ein M (e), so dab [iwo ' 1,.) (ill) - iwo, e) (fil) l < e, 1 = 1, 2, fiir n > M(e) 
ist; fiir jedes h e r  gilt (vgl. [-3]): 

h(71) q- D -  h(y3)(72 - 71) =< h(72) 

_-< h(7,)+ D + h(70(72 - 71), 

(2.7) und (2.8) ergeben: 

mit 0 < Y 1 < 7 2 < 7 3 ~ 1 .  
(2.s) 

i(1,o, P)(il l)  - -  ,2 q- k I (~ - i l l )  ~ iWo, e.)(cQ 

i(1,o,p)(fll)+Sq-(k 1 -+-8)(o~-fll ) fiir n >  M(g),  

womit  gezeigt ist: 

i(eo, 1,,) (cO --+ iwo, 1,) (ill) + k (~ - ill) = iwo, 1,)(~). 

4. Es sei 0 = fil < f12 ; '~ > 0 sei beliebig, kl, k 2 seien wie in 3. gewiihlt. Zu ~ mit 
0<c~<fi2 gibt es ein M(8, c0, so dab ffir n > M ( e ,  oO gilt: %<c~, li(eo,e)(Oqn)- 
i(vo, 1,)(0)l < e/2, I i(po, 1,,) (%,)  - i(eo, p)(0)l < e/2 (die letzte Ungleichung gilt wegen 1.), 
also auch ] i(1,o, 1,.)(~ln) -- i(po, 1") (0~ln) I < g ; wegen 

�9 ~ l n  
i(vo,,) (~) = Z(,o,,) (0 ) + 7 -  ( i(eo,v) ( f12)-  i(po,,) (O ) ) 

P 2  

folgt durch eine zu (2.8) analoge Ungleichung: 

i(1,o" p,) (o:) -~. i(po, e)(0) + k 2 o~ = i(1,o ' p)(o 0 . 

Lemma 2.6. Es sei # E l i  mit #>> {Po, P, P,, n >  1}. M it den Bezeichnung en : 

dP o dP, dP  
f o : -  d#  ' f " :=  d # '  f ' -  d#  

gilt:  aus f ,  u-~ , f f o lg t  x ,  P~ , x. 

Beweis.  N sei wie in w 1 definiert; dann sind 

L f 
fo Ca-NC{f~176 n >  l bzw. ~-o Ca_Nc{fo~:o} 

geeignete Versionen von x,  bzw. x. Sei I7 > 0 beliebig; zu beliebigem e > 0 gibt es ein 
j(~)> 1 mit p { O < f o < j  -1} <e;  tiberdies gilt p -  f.ii. Ccco.m=C{o<io<j q+C{Io>_j_l ~. 
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Daraus folgt: 

~ {Ix . -x l  >=rt} =#{co_NQO<yo<j-~}fo 11f . - f]  >t/} 

+ # {co_N qfo >=j-~} fo- 1 [f~ - f l  > tl} 

< p { 0 < f o < j  1}+g{co_Nctyo>__j-~}j If.-fl>r/} 
<e+#{I f , - f [>t l j -1} ,  

woraus # {Ixn - xl > ~/} -+ 0 und daher 

Po{IG-xl>~} = S fodp -*0 
folgt. {Ix~- xl >=.} 

w 3. Zusammenhang zwischen den Konvergenzbegriffen 
Mit HiKe der Ergebnisse yon w 2 erh~ilt man miihelos die folgenden Aussagen: 

Satz 3.1. Aus x n P ~  foIgt p eo_i p. 

Korollar 3.1. Aus P, --~ P folgt P, eo-i ~ p. 

Aus x, e o  s x mul3 bekanntlich nicht notwendig P,--~ P und erst recht nicht 
P~ ~ P folgen. Es gilt aber der 

Satz 3.2. Aus x~ e ~  und P "~Po folgt P,--~ P. 

Beweis. Wegen [, x, dPo<= 1, n>_ 1, bzw. ~ xdPo= 1 gilt ftir beliebiges g>0:  

~[x.-x]dPo<-_e+ ~ (x .+x)dPo<g+2-  ~ (Xn+x) dPo 
Ix~-xl>=~ Ix.-xl<E 

=<g+2-  ~ ( x - e + x ) d P  o. 

Da wegen der Voraussetzung x. -~~ > x auch/Do {Ix. - x l < e} --~ 1 gilt, strel~t 
das letzte Integral der obigen Ungleichungskette gegen 2 - e ,  so dab folgt: 
lira ~ Ix. - x l dPo _-< 2 e; damit wird gleichm~Big fiir alle M e 5 ~ 

[P(M)-  P. (M)I _-<~ Ix -x . I  dPo +P.(Fn) 

=f. Ix-x~l dPo + 1 -[. x. dPo <2S Ix-x~l dP o --+ O, 

also sup IP(M)-P.(M)I ~ 0 .  
M ~ 5  ~ 

Ffir den Zusammenhang mit der schwachen Konvergenz, dem der Rest 
dieses Abschnittes gewidmet ist, ben6tigen wir folgendes fundamentale Lemma: 

Lemma3.i3. Aus P. eo-i > p und P.{x<k}---~P{x<k} fiir alle k~K(x) folgt: 
P O  - -  s 

X n > X .  

Beweis. Wir ftihren zun~ichst folgende Bezeichnungen ein: 

N : = f 2 - N ,  A : = N - A  fiir A~F2, Zk:={x<k}, Z~p={x,<k}, n>__l, keR. 

Unter Berticksiehtigung der Beziehung 

O (A) - Q (B) = O (A c~ B) - Q (A c~ B) 

3 Wir setzen x(oJ)=0 fiir co~N; siehe w 1. 
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(A, B ~ ~ Q = Po, P,, P) gilt fiir beliebig vorgegebenes 6 > 0 und alle k ~ K (x): 

8(Po(Zkn~+a)+Po(2knZ'~k-O)) = S 6dPo+ ~ 6dPo 

I (x , -k )  dP o+ ~ ( k - x , ) d P  o 
Zkc~Z~k+~ 2knZ~,- 6 

<__ ~ (x , - k )  dP o+ ~ ( k - x . )dP  o 
ZknU~k 2knZ~ 

=P,( zk c~ ~)--P,(2k n Z~k)+k(Po(2kn Z~k)-- Po(ZkC~ ~k)) 

= P . ( Z k ) -  P. (Z~k)+ k(Po (Z~k) -- Po (Zk))" 

Nach Lemma2.4, 2. gilt Po(Z~k)---+Po(Zk) und P,(Z~k)--~P(Zk) fiir alle kEK(x), 
woraus folgt: 

lim Po (Zk n ~ + a ) =  lim Po (Zk ~ Z~k-~)= 0. (3.1) 

Es sei weiter p > 0 gegeben. Wit w~ihlen Zahlen l i , 0__< i__< m, mit 0 = 1 o < 11 < . . .  < I m, 
Ira> p, {l 1 . . . . .  lm}cK(x ) und 1~-l~_1<6 fiir l <_i<_m. Dann gilt: 

(Ix.- xl> 26} c Z o u 20 u 0 ((Z~n ~+~)w(2, n ~_~)),  
i=1 

also wegen (3.1) und Po(Zo)=0: 

lim Po {Ix , -x l  > 26} < Po (Zo); 

wegen Po(2o)~O ffir p ~ o o  folgt lim Po{Ix , -x l>26}=O flit alle 6>0.  

Ersichtlich teicht z.B. die Forderung P,(M)~P(M)  fiir alle M aus, um die 
Voraussetzung von Lemma 3.1 zu garantieren. 

Ftir den Rest dieses Abschnitts setzen wir ~2 als topologischen Raum voraus. 

Definition 3.1. Es sei A eine beliebige Indexmenge; eine Menge {P~: P~FI, c~A} 
heil3t gleichm~il3ig dominiert dutch ein W-mal3 #, wenn es zu beliebigem e > 0 ein 
6 > 0  gibt, so dab P~(M)<e ist flit alle c~EA, wenn nur p(M)<6 ist (MeS0. 

Der folgende Satz, den wir ohne Beweis angeben, diene als Beispiel dafiir, dab 
P, ~ Punter  gewissen Voraussetzungen hinreicht ftir die mengenweise Konvergenz: 

Satz 3.3. Es sei ~2 ein normaler topologischer Raum 4, 5e sei die a-Algebra aller 
Baire-Mengen; die Menge {P,P,, n=>l} werde durch das W-marl # gleichmiiflig 
dominiert; aus P, ~ P folgt dann P, ( M ) ~  P (M) ffir alle Me  54. 

Eine hinreichende Bedingung fiir die gleichm~iBige Dominanz bietet z.B. das 
folgende 

Lernma 3.2 (Baumann). Es sei P ~Po und P, Po-i , p. Dann wird {P, P,, n>->_ 1} 
gleichmfifiig durch 

oO 

#,=�89189 Z 2 - ' P  / 
dominiert. ~= ~ 

4 Der Satz gilt daher auch fiir metrische vollstiindige Riiume; fiir den Fall eines metrischen 
Raumes  findet man  eine ~ihnliche Aussage in [6], S. 40, Theorem 6.1. 
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Beweis. P ~ # und P, ~ # ffir a l len ist klar. W~ire die Dominanz nicht gleich- 
m~igig, so g~ibe es eine unendliche Teilfolge {m,} ~ {n}, eine Folge yon Mengen 
{T,} ~5~ sowie ein e>0  mit: Pm,(T,)>e fi_ir alle n und lira #(T,)=0, also um so 
mehr lim Po(T,) = 0. 

Wegen P~Po ist lira i(po,p)(~)=O (Lemma4.5). Also existiert ein % > 0  mit 
Ct---~ 0 

�9 g 

t(eo,e)(a ) < y  fiir ae  [-0, %]. W~ihlt man nun zu gegebenem eE(0, %] ein N so, dab 

Po(T,)< a fiJr alle n > N  gilt, dann folgt 

i(po, e)(~) < ~-  < e <= Pro, ( Tn) <= i(eo, P,,,) (~), 

im Widerspruch zu P. P~ i , p. 

w 4. Ein Existenzsatz 
Es sei heoU und (s ~ Po) ein W-feld. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dab die 

Atomfreiheit von Po eine hinreichende Bedingung ist fiir die Existenz eines 
W-mages P mit: i(eo, e) = h. 

Lemma 4.1. Es sei Po ein atomfreies W-marl fiber ((2, 5~). Die Funktion a: [0, oo) 
[0, 1] sei monoton nicht zunehmend und rechtsseitig stetig. Dann existiert eine 
Abbildung A: [0, ~)---~ 5 ~ mit: 

Ak2~Akl ffir k l < k  2 und Po(Ak)=a(k) ffiraIle k ~ [ 0 , ~ ) .  

Beweis. Es sei R + die Menge aller nicht negativen rationalen Zahlen: R + = 
{q, r 2 . . . .  }. Zu r/existiert ein Ari mit Po (At,) = a (r), i = 1, 2,...  (dies ist eine unmittel- 
bare Folge des Satzes yon Ljapunov). Ffir kq~R + definieren wir A,.'= U At,, 

r i>k 
woraus wegen der ~-Additivit~it von Po und der rechtsseitigen Stetigkeit yon a 

folgt: Po (Ak) = ~likm + Po (Ar~) = a (k). 

Lemma 4.2.Es seien Po, a und A wie in Lemma 4.1 definiert und es gelte lira a(k) = O. 
Dann existiert eine 9"%meflbare Funktion x~ mit den Eigenschaften: k ~  

xa>= O Po-f fi. 

{xa>k } = A  k ffir alle ke[0, ~),  Po-ffi- 

Beweis. Es sei (g: = {A k, k~ [0, ~)}. Ahnlich wie beim Beweis von Lemma 4.1 
konstruiert man ein beziiglich der Inklusion geordnetes Mengensystem cg, mit 
folgenden Eigenschaften: c g ' c ~  (g'~cg, zu jedem ae[0, 1] existiert ein B~eCg ' 
mit Po(B~)=e. Zu cg, existiert eine 5~-meBbare Funktion T: ~ - ~  R mit: B~= 
{T<a} Po-f. ft. (vgl. [1], S. 228, Lemma 5.1, sowie [4]). Also gilt fiir jedes eel0 ,  1]: 
Po { T<  a} = e, woraus wegen der a-Additivit~it von Po folgt: Po { T < e} = Po { T< ~} 
und somit" { T< a (k)} = A k Po-f. ii. Ersichtlich kann man T so wShlen, dab 0 < T< 1 
gilt. 

Die Funktion d : =  1 -  a ist monoton nicht fallend, rechtsseitig stetig, und es 
gilt 0_< ~_< 1 und lim d(k)= 1. Wit definieren far alle p e [0, 1) dutch 

k~oo 

~b(p)=inf ~ -~ {[p, 1]} =inf{k': p<d(k ' )<  1} 
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eine nicht negative, monoton nicht fallende und daher mel3bare Funktion qS. 
Dann leistet die Funktion x.: = q~ o (1 - T) das Gewiinschte: 

(i) co e {xa < k} ~ inf{k': 1 - T(co)__< d(k')__< 1 } _-__ k 
=~ g(k)=!im ~ g ( k + 0 >  1 - T(co) ~ a(k)< T(co); 

damit ist gezeigt: {x. > k} ~ { T< a (k)} Po-f. ii. 

(ii) coa{V>a(k)} ~ 1 -  T(c~)<a(k)< 1 
k~inf{k' :  1 - T(co)<=a(k')<_ 1} = x,(co); 

damit ist gezeigt: { T< a (k)} ~ {x a > k} Po-f. ti. 

Aus (i) und (ii) folgt unmittelbar die Behauptung. 

Lemma 4.3. Es sei geY f .  Mit  v bezeichnen wit diejenige linksseitig stetige 
Funktion fiber [0, 1], welche dort, wo die Ableitung g' yon g existiert, mit dieser 
iibereinstimmt. Dann existiert eine monoton nicht zunehmende, rechtsseitig stetige 
Funktion ag: [0, oo)- .  [0, 1], so, dafi ffir alle %e[0,  1] und alle G > 0  gilt: 

aO G 

G A v(e) dec = y a o/x ag(k) dk. (4.1) 
0 0 

Beweis. Wir definieren flit k>=0: ag(k).'=sup{c~: g'(c0>k}; ersichtlich ist ag 
monoton nicht zunehmend und rechtsseitig stetig. Bezeichnet man das Innere 
der Ordinatenmenge der Funktion (G/~ v) CLo,~ol mit 11, die entsprechende Menge 
der Funktion (ag/x %)qo,ol mit 12, dann ist die linke bzw. rechte Seite von (4.1) 
gerade das 2-dimensionale Lebesguemag yon 11 bzw. 12. I 2 geht aber aus 11 dutch 
eine orthogonale Transformation hervor, woraus (4.1) folgt. 

L~igt man in (4.1) G ~ oo gehen, so gilt, da g' f. ii. mit v iibereinstimmt: 
~o o0 

~g'(c0de= y % A a g ( k ) d k  fiir alle % e l 0 , 1 ] .  (4.2) 
0 0 

Fiir das weitere sind folgende Definitionen wichtig: 

Definition 4.1. Eine Menge M ~  heiBt Atom, wenn fiir jedes Be 5" mit B c M 
gilt: B = M oder B = 0. 

Definition 4.2. Es sei (2~II; eine Menge K ~ 5  p mit (2(K)>0 heiBt (2-Atom, 
wenn ffir jedes B ~ ~9 ~ mit B c K gilt: (2 (B)= (2 (K) oder (2 (B)= 0. Wenn zu einem 
W-maB (2 kein (2-Atom existiert, dann heigt (2 atomfrei. 

Ein (2-Atom K mug nicht notwendig ein Atom sein (Gegenbeispiel: f2 ,= [0, 1], 
~ . .=Nc~[0 ,  1], (2.'=~o, d.h.: das Punktmag im Nullpunkt; dann ist [0, 1] ein 
6o-Atom, aber kein Atom). 

Definition 4.3. Ein MeBraum (f2, 5 ~) habe die Eigenschaft (T), wenn fiir jedes 
atomhafte MaB (2 gilt: zu jedem (2-Atom K existiert ein Atom A mit (2 (A)= (2 (K), 
( 2 ( K -  A)=O. 

Ist z.B. 7 ~ ein polnischer Raum, N die o--Algebra der Borelschen Mengen, 
dann hat (7 j, # )  die Eigenschaft (T) (vgl. [-5], S.64ff.). Wir sind nun in der Lage, 
das Hauptresultat dieses Abschnitts zu beweisen: 

Satz 4.1. Es sei Po~ II ein atomfreies W-marl fiber (f2, 5P), 5P enthalte mindestens 
ein Atom A. Dann gibt es zu jedem g 6 J l  mindestens ein P~H,  so, daft i(eo, m =g ist. 
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Beweis. Wir betrachten die nach Lemma 4.3 zu g existierende Funktion ag 
sowie die zu ag nach Lemma 4.2 existierende Funktion x,~, die wir im folgenden 
kurz mit x bezeichnen. Fiir jedes M e  &o definieren wir: 

P(M),=Kg 6A(AC~M)+ j x dP o, 
M 

10 wenn A c B  
K~,= lim+g(~z), cSA(B)= B ~ .  

sonst, 

Die a-Additivit~it von P ist klar, aus (4.2) folgt fiir % = 1 : 

co 1 

P(Y2) = Kg+ ~ ag(k) dk=Kg+ ~ g'(c 0 d~= 1, 
0 0 

also ist P ein W-maB. 

Es sei O_<a_<l; nach (1.1) gilt ffir den trennscharfen Test q~ des Problems 
(c~, Po, P): ~(co)= 1 fiir co~A und es existiert ein k~ mit: 

ag(k~)=Po{x>k~}<=c~<=Po{x>_k~}= lim ag(k'). 
k'~kex--  

Nach (1.1) gilt: 

Nach (2.4) gilt: 

~ dP = Kg + ~ x dP o + k, (c~ - ag (k~)). 
{0 =<x_-<k~} 

k~ 

{o__<x=<G} o 

wegen 
O<__k~Po{x>k~}< ~ xdPo--+O fiir k~-~oo 

{x < k~} 
O3 

bedeutet dies" ~ x dP o = ~ ag(k) dk, woraus schliel31ich folgt: 
0 

co 

~ ag(k) dk= ~ x dPo + f x dPo 
0 {0 < x_-< k~} (x > k~} 

k~ co 

= ~ ag(k)dk-k~Po{x>k~}+ ~ ag(k)dk+k=Po{x>k~}, 
0 k~ 

also ~ xdPo= ~ag(k)dk+k,  ag(k~). 
{x > k~} k~ 

Aus der Monotonie von ag sowie ag(k~)< ~ folgt: 

co co 

0 ka 

woraus wir unter Berticksichtigung yon (4.2) und (4.3) erhalten: 

co 

~ dP= Kg + ~ ag(k) dk + k~ ag(k~)+ k~(c~ - ag(k~)) 
k~ 

co 

= Kg + ~ c~/x ag(k) dk = Kg + ~ g'(fl) dfi = g(c O. 
0 0 

(4.3) 
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Satz 4.2. (f2, 5 a) habe die Eigenschaft (T) ; es sei he ~ff und die Ableitung h' sei 
in (0, 1] streng monoton abnehmend; P~ sei ein atomhaftes W-marl; dann existiert 
kein P ~ H  mit i<~,e)=h. 

Beweis. Es gibt htichstens abz~ihlbar viele P~-Atome K i, i> 1, also wegen (T) 
h/Schstens abz~ihlbar viele Atome A i c K i mit P~(Ai)> 0. Wir unterscheiden zwei 
F~ille: 

1. P(U Ai)=0. Ftir ~ mit 1 - ~ (  U Ai)<c~< 1 erh~ilt man einen trennscharfen 
i i 

Test durch: 

q~(co)= + P ~ ( U A i ) - I  ftir co~UA~. 
i i 

Dann ist i(eo, p)(c~) = 1 ftir c~ e (1 - P~ ( ~  A ~), 1], also ilpo, p) dort nicht streng monoton. 

2. Ffir mindestens ein i o gilt P(Aio ) > 0. Dann gilt x(co)= P(Aio)/P~(Aio)> 0 fiir 
co ~ Aio (mit x : =  dP/dPa), also existiert in [0, 1] ein Intervall positiver L~inge, so dal3 
i(p~, 1,) dort linear ansteigt; daher ist ilpo, p) dort nicht streng monoton. 

Korollar 4.1. (O, ~ )  habe die Eigenschafi (T); Po sei aus 17 und zu jedem h ~  
existiere mindestens ein Qh ~II, SO, daft i(po,Qa) = h ist ; dann ist Po atomfrei. 

Dies ergibt zusammen mit Satz 4.1 : 

Satz 4.3. (I2, 5~ habe die Eigenschaft (T); Po~fl ist genau dann atomfrei, wenn es 
die Voraussetzungen yon Korollar 4.1 erffillt. 

Im folgenden bezeichnen wir mit G<eo, g) die Menge aller Q ~H mit t~po, Q)= g, 
wobei Po EH und g~3r ~ beliebig vorgegeben sind. 

Lemma 4.4. Es seien M1, M 2 zwei M engen aus ~ mit M 1 ~ M2 ; Pound a seien 
wie in Lemma 4.1 definiert; dann existiert eine Abbildung A: [-0, ~ ) - *  ~, welche die 
in Lemma 4.1 gezeigten Eigenschaften hat und ffir welche iiberdies gilt: 

M~ ~ A k ~ M E ffir alle k mit Po (MO < Po (Ak) < Po (M2). 

Der Beweis ist selbstverstS, ndlich. 

Satz 4.4. Es sei g~Y~ und es gelte nicht g(~) = c~ ffir alle ~E(0, 1]; Po sei atomfrei 
und zu jedem M ~  existiere mindestens ein AromA mit A ~ M .  Dann ist G(po,g ) 
vollst~ndig (vgl. [1], S. 261ff.). 

Beweis. Wit setzen zun~ichst voraus, dab g' in (0, 1) mindestens zwei ver- 
schiedene Werte annimmt. 

Es sei x :=dP/dP  o ftir ein beliebiges, dann aber festes P~G(po,g ~. Es gibt ein 
k o > 0 mit 0 < Po {x > ko} < 1 ; andernfalls wtirde n/~mlich fiir jedes k > 0 entweder 
Po{x>k}= 1 oder Po{X>k}=0 und daher x=const .  Po-f.ti. gelten, also wtirde g 
in (0, 1) linear ansteigen, im Widerspruch zur Voraussetzung tiber g. Schliel31ich 
muB wegen x > 0 Po-f. ti. auch k o > 0 sein. 

Es sei ~ beliebig, 5P-mel3bar und fiir alle Q~ G(eo, g) existiere ~ ~ dQ u n d e s  
gelte ~ ~ dQ=O. Wir nehmen an, es g~ibe ein PEG(po,g ~ mit P{O#0} >0. Dann 
unterscheiden wir zwei F~ille: 
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1. P o { 0 # 0 } = 0 ;  es kann nicht P~Po  sein; also gibt es ein F e ~  so dab fiir 
jede 5~-meBbare Funktion Z, f'tir welche ~ )~ dQ far alle QeG(po,g ) existiert, gilt: 

~zdP=~zxdPo+~ZdP, Po (F)=  0, P ( F ) > 0 .  
F 

Es sei A ~ {0 + 0} ein Atom; dann definieren wir ein W-mag P~ wie folgt: 

/M ~ X dPo, wenn A c~ M = 0 

PI(M)=[P(F)+ [xdPo, wenn A c M ,  
M 

M e J .  

Klarerweise ist P~ e G(,o, g) und es gilt: 

[. OdPl=[. OxdPo+ [. OdP~; 
A 

der erste Summand verschwindet; auf A kann 0 nur einen Wert annehmen, 
welcher wegen A c {0 :t = 0} yon Null verschieden ist, womit ~ 0 dP1 # 0 gezeigt ist, 
im Widerspruch zur Definition yon 0- 

2. P o { 0 # 0 } > 0 ;  ohne Einschrgnkung der Allgemeinheit k6nnen wir 
Po {0 > 0} > 0 annehmen. Wir unterscheiden: 

a) Po-f.ii. gilt 0 = 2  mit 2 > 0 ;  dies wiirde im Fall P~Po  sofort ~OdP#O er- 
geben; den Fall P ~ Po erledigt man wie in 1. 

b) Es existiert mindestens ein K mit 0<Po{0>~c}< 1. Die Abbildung ax: 
[0, or)--~ [0, 1], definiert durch ax(k ) = Po {x > k}, ist rechtsseitig stetig, so dab wir 
nach Lemma4.1 dazu zwei Abbildungen W: [0, o o ) ~  i=  1, 2, konstruieren 
k6nnen, denen wir nach Lemma 4.4 noch folgende Nebenbedingungen auferlegen 
k6nnen: 

Po(A~)=Po(A 2) fiir alle ke[0,  oo), 

1 A 2 c A k o - k o  {0>tO} und Po(A~o-A2o)>0, 
2 1 ~ 2 Ako-- Ako ~ {0 =It} und Po(Ako- A~o) >0 ,  

A~- - A  k fiir alle k mit a~(k)>Po(A~oUA2o) 
und alle k mit a~(k)<Po(A~o 2 c~ Ako), flit ein k 0 e [0, 00). 

Nach Lemma4.2 existieren zu A i, i=1 ,2 ,  5~-meBbare Funktionen xi mit 
{x i > k} = A~ Po-f. ti., so dab wir erreicht haben: 

x a = x  2 Po-f. ti. auf A~oC~Ak 2 
Xx > x2 Po-f- ii. auf A 1 - -  A 2  ko ~Lko ~ 

x l<x  2 Po-f. ii. auf A 2 _ A t  
ko f~ko 

und g2- (A~o u A~o), 

woraus schlieglich folgt: 

{xl>x2}~{O>~}, {x~>Xx}~{0=<~c} Po-f.ii. 
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F sei wieder der singul~ire Teil yon P bezfiglich P0, dann definieren wir zwei 
W-mage durch 

Pi(M)=P(Fc~M)+ 5xidPo, i=  1,2. 
M 

Wegen 1 __ 2 Po(Ak)--Po(Ak) ist PieG(po,g ) und es gilt: 

~ d P ~ - ~ d P 2  = ~ O(Xx-X2)dPo- ~ ~(x2-x,)dPo 
{agl ~" X2} (a~l "<~ X2} 

> 5 % - x : )  dPo- 5 (x2- x0 aPo = 0. 
{X1 > X2} {X1 "< X2} 

Also ist entweder 5 0 dP, oder 5 0 dP 2 yon 0 verschieden, im Widerspruch zur 
Definition yon ~, 

Lassen wir nun die zu Anfang des Beweises gemachte Voraussetzung fiber g' 
fallen, so haben wir nur mehr den Fall 

g ( c 0 = { + ( 1 - { ) e ,  4.'= lim g(~) 
~ 0 +  

zu betrachten. In diesem Fall ist aber P ~ P0 (Lemma 4.5), und der Beweis geht wie 
unter 1. 

Lemma 4.5. Es gilt,too+ i(po, p)(g)> 0 genau dann, wenn P ~. Po ist. 

Beweis. Aus P ~ Po folgt flora + i(po, p) (~) > 0 unmittelbar aus (1.1). 

Sei umgekehrt ~fiom+i(po,e)(c0>0. W~ire P~Po ,  dann g~ibe es eine Folge 

{kj}cK(x), j > l  und kj--~oo ffir j--+ce und der trennscharfe Test q~=~, c~j:= 
Po{x>kj}, h~ttte die Form: dp,~=c{~>kj}, woraus wegen Po{x>kj}--+0 folgt: 
i0,o, p) (c~a) + 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Fiir zahlreiche Anregungen und Verbesserungsvorschl~ige danke ich den Herren E G~ingler und 
V. Baumann,  K61n. Insbesondere s tammen der zweite Teil von Lemma 2.4 sowie die hier gebrachten 
Formulierungen der Beweise von Lemma 3.1, 4.2 und Satz 3.2 yon Herrn Baumann.  
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