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Konvergenz stetiger stochastischer Prozesse
mit polnischem Zustands- und Parameterraum*

Ludwig Fahrmeir

1. Einleitung

In [8] werden Bedingungen dafiir angegeben, daB fast alle Pfade eines reellen
Prozesses mit Parameter aus einem pseudometrischen Raum stetig sinc. [5, 9, 12]
beschiftigen sich mit schwacher Konvergenz von reellen Prozessen mit mehr-
dimensionalem Zeitparameter.

Wir setzen nun stochastische Prozesse, deren Pfade fast alle stetig sind, voraus
und lassen als Zustandsraum E und Parameterraum T polnische (d.h. metrische,
separable und vollstindige) Rdume zu; T ist zusétziich lokalkompakt. Solche
Prozesse lassen sich hinreichend charakterisieren durch zugeordnete Wahrschein-
lichkeitsmaBe auf dem Raum C(T, E) der stetigen Abbildungen von Tin E (3.).
Mit Hilfe dieser Konstruktion konnen wir die Begriffe ,,schwache Konvergenz*
bzw. ,,Verteilungskonvergenz“ der zugrundeliegenden Prozesse einfithren (4.).
In Verallgemeinerung von Ergebnissen in [3, 6, 13] fiir T=[0, 1] oder T=[0, c0)
gelangt man so zu Konvergenzkriterien fiir stetige stochastische Prozesse mit
polnischem Zustands- und Parameterraum.

2. Eigenschaften des Raumes C(T, E)

(T,dy) sei im folgenden, wenn nicht anders gesagt, immer ein metrischer,
separabler, lokalkompakter Raum mit Metrik d,, (E, d,) metrisch, vollstindig
und separabel mit Metrik dg, ET der Raum aller Abbildungen von T in E,
C=C(T, E) der Raum aller stetigen derartigen Abbildungen.

Bemerkung. Aus der Lokalkompaktheit und Separabilitdt von (7T, d;) folgt,
daB eine T'iiberdeckende, isotone Folge (4,);.y kompakter Mengen existiert. Jede
kompakte Menge ist dann in einem A; enthalten ([11]). AuBerdem ist T vollstindig
([21). In der Terminologie von [2, 4] sind also E und T polnische Riume.

Wir definieren mit Hilfe von

2.1) ri(x, y)=supd(x(2), y (@) (x,1)eCxC
die Abbildung »: C x C— R durch
(2.2) r(x y)i= 2 27 0 WAL+ 1i(x, ).

i=1

Satz 2.1. a) r ist eine Metrik auf C.

* Diese Arbeit ist Teil der Dissertation des Autors bei Prof. J. Heinhold am Institut fiir Apgew. Math.
der TU Miinchen.
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b) fiir jede Folge (x,), .y, X,€C, gilt:
lim r(x,, x)=0 genau dann, wenn Yimr;(x,, x) fiir alle i.
c)(C,r)ist vollStiindig und separabel.

Beweis. a) und b) sind leicht nachzupriifen. b) besagt zusammen mit (2.1), daB
die von r auf C induzierte uniforme Struktur die der gleichm#fligen Konvergenz
auf kompakten Teilmengen ist ([11]). Die Vollstdndigkeit und Separabilitét folgt
nun aus [4].

Wir haben also noch erhalten das
Korollar. Die Topologie von (C, r) ist die Topologie der kompakten Konvergenz.

Es seien nun B bzw. B die o-Algebra der Borelschen Mengen von (E, dj)
bzw. (C, 1), BT die Produkt-c-Algebra in E”, 6 (n,, te T) die von den Projektionen
n,: C— E, x> x(1), teT; erzeugte o-Algebra in C.

Uber die Bezichungen zwischen den verschiedenen angegebenen o-Algebren
gilt

Satz 2.2. Es ist
(2.3) B.=CnB'=¢(n,teT).

Beweis. 1. CnB"=0 ergibt sich sofort aus =, ! (B)=pr; (B)n C, BeB
(pr.: ET— E ist die Projektionsabbildung x+ x(t)).

2. 0=, beweist man dhnlich wie in [10], wobei nur der Teil B.<o ectwas
abzuidndern ist.

3. Stetige stochastische Prozesse und Wahrscheinlichkeitsmabe auf C (7, E)

(2,9, p,(X),cq) sei ein stetiger stochastischer ProzeB mit Zustandsraum
(E, B), d.h. p-fast alle Pfade sollen in C(T, E) liegen. Die (meBbare) Abbildung

X:(Q, U, p)— (ET, B"),

die jedem weQ den Pfad (X,(w)) zuordnet, erzeugt auf (E7, BT) das BildmaB P
von p.

Nun gilt zwar C= E”, C ist aber i.allg. nicht aus B”, d.h. C kann durch P keine
Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden. Es gilt jedoch P*(C)=1, wenn P* das P
zugeordnete duBere MaB ist (zum Beweis der beiden Behauptungen folge man den
Ideen von [2], S. 294 %)

Durch Einschriinkung des auf (ET, BT) erkldrten W-MaBes P kann man aber
zu einem W-MaB E. auf (C, B) gelangen: Zu jedem Be B existiert wegen Satz 2.2
ein Qe BT mit B=Cn Q. Dann wird F, erkldrt durch
(3.1 RB)=F(CnQ):=P(Q), BeB,.
Man zeigt leicht, daB B.(B) unabhingig ist von der Wahl des ,,Reprisentanten® Q.
Falls umgekehrt auf (C, B,) ein W-MaB E. gegeben ist, so kann man E, auf
(ET, BT) ausdehnen: i: (C, B, P)—(ET, B
sei die (meBbare) kanonische Inj.ektion. Das BildmaBl von E. beziiglich i liefert
dann ein W-MaB P auf (E7, B7). Die W-Riume (C, B, B.) und (E*, B”, P) liefern
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also dieselbe Information iiber (X,). Da aber (C, B, F.) angenehmer zu hand-
haben ist, beschrinken wir uns darauf, schreiben im folgenden wieder einfach P
statt F. und nennen P die Verteilung von (X)).

4. Schwache Konvergenz von W-Maflen auf C(7, E) und Verteilungskonvergenz
von stetigen stochastischen Prozessen

Nach den Vorbereitungen in 2. und 3. lassen sich nunmehr sdmtliche Er-
gebnisse aus [13] liber Straffheit und schwache Konvergenz von W-MaBlen auf
C[0, o) ohne groBe Miihe verallgemeinern. Wir fiihren nur die wichtigsten Sitze
an, geben aber dariiber hinaus noch Kriterien fiir die Verteilungskonvergenz von
stetigen Prozessen an.

Bezeichnungen.

W(C) Menge aller W-MaBe auf (C, B),

E=CE(T) System aller nichtleeren, endlichen Teilmengen von T,

P'  die zu Pe W(C) gehorigen, von den Projektionen z,: C — E, I €, erzeugten
endlich-dimensionalen Verteilungen,

C,=C(A,, E) Menge der stetigen Abbildungen von A;< Tin E,

r; durch (2.1) definierte Metrik auf C,,

B~ o-Algebra der Borelschen Mengen von (C;, ),

res;: C— C,, x+—> x| A;; ordnet xe C die Einschridnkung auf 4; zu,

P*  BildmaB von P unter res;.

Definitionen.
(4.1) wi(h):= sup dy(x(1),x(s)); ieN, xeC, h>0
s, teA;
dr(s,t)<h

heifit Modulus von x auf 4,.

4.2) (B),.n, P.e W(C), heilit straff, wenn zu jedem &>0 eine kompakte Menge
K « C existiert mit B,(K)> 1 —¢ fiir alle neN.

(4.3) (X)), (X]),.n scien stetige Prozesse mit Parameterraum T und Zustandsraum
E; P, B, die wie in 3. zugeordneten W-Mafle auf C(T, E). Dann heiBt (X)) gegen
(X,) verteilungskonvergent, wenn P, schwach gegen P konvergiert fiir n— o0, i.Z.

(X7} = (X,) genau dann, wenn P, = P.

Es gilt nun der wichtige, die schwache Konvergenz durch die endlich-di-
mensionalen Verteilungen charakterisierende

Satz 4.1. (B),.n. B,eW(C), konvergiert genau dann schwach gegen Pe W(C),
wenn fiir alle 1€€ die endlich-dimensionalen Verteilungen (P)),.y schwach gegen
die endlich-dimensionalen Verteilungen P' konvergieren und wenn (P),_y straff
ist; i.Z.

P, = P genau dann, wenn B! = P!, 1e@, A (P),.y straff.

Beweis. Man kann [3], S. 35, 54, 241, fast wortlich iibernchmen.

Entscheidend ist ja nur, daB8 C polnisch ist, um den Satz von Prohorov ([3,
107) anwenden zu konnen.
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Charakterisiert man nun die in der Straffheitsdefinition (4.2) auftretende
kompakte Menge K mit Hilfe des Satzes von Arzela-Ascoli-Bourbaki ([11])
durch spezielle Eigenschaften von C, so erhilt man iiber sich so ergebende Straff-
heitsbedingungen aus Satz 4.1 weitere Kriterien fiir die schwache Konvergenz
von W-MaBen auf C. Die genaue Durchfithrung ([7]) besteht im wesentlichen
in der entsprechenden Verallgemeinerung von [13]. Wir geben deshalb hier
nur die beiden wichtigsten Ergebnisse an.

Satz 4.2. Die Folge (P),.x auf (C,B) konvergiert genau dann schwach gegen
PeW(C), wenn fiir alle ieN die Folge (P)),.y auf (C;, B.,) schwach gegen P'eW(C))
konvergiert.

Bemerkung. Da die Abbildung res; stetig ist, folgt , P! = P'“ aus ,,P, = P
bereits durch Theorem 5.1 von [3]. Interessant ist also vor allem, daBl im Falle
von W-Mallen auf (C, B.) auch die Umkehrung gilt.

Satz 4.3. (P,),.y konvergiert genau dann schwach gegen P, wenn gilt

a) die endlich-dimensionalen Verteilungen von P, konvergieren schwach gegen
die endlich-dimensionalen Verteilungen von P und

b) },iné sup P {xe C: w'.(h)> ¢} =0 fiir alle £>0, ieN.

Bemerkung. Das Auftreten des Modulus w' (h) rithrt von der Bedingung der
gleichgradigen Stetigkeit im Satz von Arzela her.

Seien nun (X)), .y, (X,) auf (Q, A, p) erklidrte stetige stochastische Prozesse mit
Parameter aus T und Werten in E. P,, P seien die wie in 3. zugeordneten W-Mafe
auf C(T, E). Dann gilt

Satz 4.4. (X]),.y ist verteilungskonvergent gegen (X,) genau dann, wenn gilt

a) die endlich-dimensionalen Verteilungen von (X") konvergieren schwach
gegen die endlich-dimensionalen Verteilungen von (X).

b) }lirré SUp p{@: Win i (1) > £} =0.

Beweis. P, {xe C: wi.(h)> &} = p {w: Wiy, (h)>e}.

Bemerkung. Im Falle E=R wird C(R, T) zu einem Banachraum. Die Kon-
vergenzsidtze beniitzen jedoch in keiner Weise diese Eigenschaft, da sie ja auch
gelten wenn E polnisch ist. Deshalb sei darauf hingewiesen, daB sich im Falle E=R
ein Kriterium in [1] fiir T=[0, 1], das die Linearitdt von C[0, 1] benutzt, ohne
Schwierigkeit auf polnische Parametermengen T verallgemeinern 146t.

Zum SchluB bringen wir noch ein fiir die Praxis handlicheres Kriterium fiir den
Fall T=R, .

Satz 4.5. Konvergieren die endlich-dimensionalen Verteilungen (P)),.y der
Folge (XM),.y schwach gegen die endlich-dimensionalen Verteilungen P' von (X))
und gilt weiterhin

(4.4) Fiir jedes i1 existieren positive, reelle Konstanten a;, b;,c;, so dafi fiir

alle >0 gilt:
C.
p{w: dg(X(w), X (w))> e} £

't__S,bi+1

t,se[0,1],

& ’



Konvergenz stetiger stochastischer Prozesse 41

dann folgt:
B=P
bzw.

(X7) = (X).
Korollar. Bedingung (4.4) ist erfiillt, falls gilt

(4.5) Fiir alle i 21 existieren Konstanten a,, b;, ¢,;>0 mit

E{dE(thaX;l)ai}éciIt_sll+bi7 f,SE[O, l]
Bemerkung. Das Korollar verallgemeinert ein Ergebnis in [6] fiir den Fall
E=R, T=[0,1].
Beweis. Wir zeigen, da3 aus (4.4) die Bedingung b) von Satz 4.4 folgt; daraus
folgt dann die Behauptung. Zunéchst gilt:

A ={w: Wi ()>e} ={w: su th(Xt”(a)),X;“(cu))>a}

lt—s{=

£, se[O i}
={w: !rﬁlsllgth (X (), X1 (w))>¢}
:,86(0,5(\8

mit S:={m-2"";m,n=0, 1,2, ...}. Die letzte Gleichung gilt wegen der Stetigkeit
der Pfade und da S in R dicht ist. i1, £>0, 6>0 seien vorgegeben. Wir withlen
m, so, daf

(4.6) me>1,

[>9) 2a;
(4.7) e ¥ ’;b}<5
(4.8) Z = Leen

und setzen h:=2""0,
Wir definieren Be durch

.y ﬂ%d%umxwwi}

m=mg kZi2™

Wegen (4.4) und (4.7) kdnnen wir abschitzen:

1
Og{w:dE( 5 )>W}

i-2mc,m?e 2 mrhd

p(B)=

m

8 ;Ms

A

m=mgp

8

— Z i-c!-mZ“'VZ_'”b"

m=mgp

<0.
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Wegen (4.6) und (4.7) kann man die Abschétzung aus [2] (S. 299) (m1t 7yt =—2—)
anwenden und erhélt:

L. Fahrmeir

{w: dg(X?(w), X} (w))>¢e} = B.
Sesno.n

Daraus folgt auch A= B und p(A)<p(B)<J, also

sup p(4)<9d,

da die Abschdtzung von n unabhingig war.

Beweis des Korollars.

Edg(, ) <ci|t—-s|l+”f

Sai - ai

s

plody(, )Y>e} £

Die 1. Ungleichung folgt aus der Tschebyscheffschen Ungleichung, die zweite
aus (4.5).

Bemerkung. Das Korollar erweist sich sehr niitzlich, um die schwache Kon-

vergenz numerisch realisierbarer Naherungsprozesse gegen Diffusionsprozesse
zu beweisen ([ 7]).

10.
1L
12.

13.
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