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Il a été remarqué (cf. [8]) que dans [2] des intégrales stochastiques j d-dp
étaient écrites ol f§ est un mouvement brownien a valeurs dans un espace de
Hilbert IH et ou @ est un processus a valeurs dans I'espace #(IH; G) des appli-
cations linéaires continues de IH dans @G, mais non bien mesurable comme appli-
cation a valeurs dans I'espace de Banach .#(IH; @) muni de la norme usuelle.

Cela seul justifie 'extension de la théorie classique de I'intégrale I? par rapport
4 une martingale Hilbertienne continue a droite. Or la méthode utilisée consiste
a considérer sur 'espace des processus considérés une métrique qui est moins
fine que la métrique I* traditionnelle, et qui a cet avantage de transformer Pappli-
cation X+ XdM en une isométrie de lespace de processus considéré dans
IZ(Q, #,, P). Cette métrique introduite dans [8], repose sur lexistence d’un
processus Q fortement prévisible, & valeurs dans H®,H, tel que pour tout
s<t et FeZ on ait

E[lF' (M?Z“M?Z)]=I]s,t]xFle

ou A est la mesure engendrée sur les prévisibles par la sous martingale réelle
(I M]1%).

Nous donnons ici une démonstration rapide de I'existence de Q, et étudions
espace complété de I’espace des processus étagés sur les rectangles prévisibles
pour la semi norme hilbertienne:

X [0, 12 THX O X*) dA

(Q etant Popérateur nucléaire associé a Q).

L’intégrale stochastique d’un tel processus en résulte immédiatement.

Le §4 étend a cette intégrale les formules du calcul différentiel stochastique.

Le § 5 reprend le cas des équations d’évolution linéaires stochastiques abordé
par Curtain et Falb, mais cette fois avec une entrée stochastique qui est une martin-
gale générale, supposée seulement continue 3 droite.

1. Rappel des définitions et notations

(1.1) Nous serons toujours sur une base stochastique (Q, &), x:,P) ou la
famille croissante de tribus (%,),.g+ de parties de Q, est suppossée posséder comme
d’habitude la propriété: V Fe %, =\/ g+ % P(F)=0=Fe4, pour tout t.

*  Travail effectué alors que le second auteur bénéficiait d’une bourse du Consiglio Nazionale delie
Ricerche.
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(1.2) Nous noterons # l'ensemble des rectangles prévisibles dans R* x @, ie.
I’ensemble des rectangles de la forme F x Js, f] ou s<t et Fe%,.
Nous noterons £ la tribu des prévisibles (tribu engendrée par %) sur R* x Q.

(1.3) Les espaces de Hilbert que nous considérerons: IH, G, ... seront toujours
supposés séparables.

On notera .

Z(H; G) 'espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de IH dans @,

2, (H; G) I'espace vectoriel des opérateurs linéaires nucléaires de IH dans G,

%,(H; G) l'espace vectoriel des opérateurs linéaires de Hllbert-Schmldt deH
dans @.

La norme usuelle sur #Z(IH; G) (norme dite « uniforme») sera désignée par | .|,
la norme sur %, (IH; G), appelée norme Trace, notée |. ||,, et la mesure de Hilbert-
Schmidt sur Z,(IH; G) notée ||. |5 _s-

(14) On notera H®, G le produit tensoriel projectif des espaces de Hilbert H
et G, muni de la norme trace notée ||. |, IH &, G le produit tensoriel de Hilbert-
Schmidt, muni de sa structure Hilbertienne.

(1.5) Nous identifierons Iélément x®y de H® G,  T'élément noté x @y de
Y(H; G), défini par

X@y(h)=Cx k).
- . . — ‘ . v -~
L’«identification» x® y<—x®y se prolonge en une isométrie uit de
H®,G et £ H; G).

(1.6) L’isométrie de #(H ®, G;IF) sur I'espace des applications bilinéaires de
(H x G) dans IF, muni de sa norme, nous permettra d’identifier systématiquement
applications b111nea1res sur TH x G et éléments de Z(IH®, G ; IF). Pour une forme
bilinéaire b, nous noterons donc indifféremment b(x, y) ou b(x ® y).

En particulier, la forme linéaire Trace sur H®,H (et donc sur ., (IH;H)
d’aprés (1.5)), provient de la forme bilinéaire (x, y)»»(x, y) du produit scalaire
dans H.

(1.7) Enfin 5 notera l'application linéaire de IH dans G associée & la forme
bilinéaire b par

(b(x), y>=b(x, y)=b(x ® y). (1.7.1)
Cette identification permet de donner une expression souvent présente dans
la littérature de b(u) ot ueIH®, G. On vérifie en effet immédiatement a partir
de la définition et de la formule (1.5) que
& —~—
b(x)® y=x® yob*
d’ou d’aprés (1.7.1)
b(x® »)=Tr(b(x) ® y)=Tr X yob*
et par suite pour tout uelH &, G

b(u)=Tr itob*. (1.7.2)
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(1.8) Si X est un élément de ,,?(]HA1 ;H,) et Yun Aélément de #(G,; G,), on note
X ® YTlapplication linéaire de H, ®, IH, dans GG, ®, G, définie comme ’extension
continue unique a IH, ®, H, de

(h ® h))~»Xh ® Yh,
R ——
VueH, @, H, X®Yu)="YoiioX* (1.8.1)

2. Une extensionde I’intégrale I

Dans lintégrale stochastique de Kunita [10] (cf. aussi [5]) les processus a
valeurs dans Pespace Z(IH; IH), considérés, sont fortement mesurables relative-
ment a la tribu des ensembles prévisibles (nous dirons: fortement prévisibles).
Dans certaines applications,cette restriction est génante: par exemple si (), g+
est le semi-groupe de générateur infinitésimal 4, A étant un opérateur non borné
dans H, on aimerait donner un sens a des intégrales stochastiques du type
foe**dM,, alors que sw e nest pas nécessairement mesurable comme appli-
cation & valeurs dans Z(IH; IH) muni de la norme uniforme.

Théoréme 1. Soit H ®, IH le produit tensoriel projectif. Si M est une martingale
de carré intégrable, continue d droite, a valeurs dans IH, et si A est la mesure de Doleans
de | M||?, alors il existe un processus Q, fortement prévisible d valeurs dans l'ensemble
des éléments symétriques positifs de H @, H, unique d une A-équivalence, tel que

Vis,t1xFe® E[lp-(M,—M)®*]={, 4.,0Qdl. et TrQ=1 lpp.
Démonstration. On a

HEIF‘ (MPZ_M?Z)HH@IM: ”Elp (Mt—Ms)®2H1H®1]H
SE|lp- (M= M)®? e, m=E(p |M,—M*)=1]s, (] x F

d’ott 'on déduit, pour tout A=) 7s,,t;,]x Fes/ ! les |s,, ;] x F, étant disjoints:

H.UMM(A)H]H®11H§/1(A)-

Comme ]H®1]H est un dual séparable d’espace de Banach (Théoréme de
Shatten), on peut appliquer un théoréme de Radon-Nikodym classique. Dot
existence et 'unicité de Q a une A-équivalence preés. Comme p,, .. prend ses
valeurs dans le cone fermé des éléments symétriques positifs de H®, IH, il est
évident qu’il en est de méme de Q.

Enfin par construction
S TrQA=Tr ([, 4, 0Q)=TrE(Lp- (MP* — M2*)=E(1; | M| — | M,]?)
=A(]s, 1] x F).
Ceci implique Tr@=1 A.p.p.

Proposition 1. Soit Q un processus fortement prévisible d valeurs dans le céne
des éléments positifs de H®, IH, et soit A? Pensemble des processus d valeurs dans
L (H; G), tels que, powr tout helH, le processus Xh, a valeurs dans @G, est fortement

! A designe l'algébre booléenne engendrée par .
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prévisible, et tels que {jo 4, o TH(X Q X*)dA< + 0. Alors
(X, V) [fo 4o Tr(YQ X*) dATH?

est une forme bilinéaire symétrique positive, définissant une semi-norme pré-
hilbertienne sur A2, et pour laquelle & est dense dans A?2.

Démonstration. En vertu de la prévisibilité de Q et de la séparabilité de H &, H
on peut trouver une suite 0, d’éléments de la forme Q,(s, )=} 1, (s, w)-g; o
q,eHH @ H et A, est un rectangle prévisible, telle que Q, (s, w) converge vers Q(s, ®)
dans H®, H pour A-presque tout . Comme I'hypothése de mesurabilité sur X et
Yimplique Tr(X ® Y, h; ® h,)=(Xh,, Y h,) prévisible, le processus réel

Tr(X ® Y(Q,)=Tr(YQ,X*)

est prévisible.

Tl est immédiat que [y, o Tr(Xo 0o X*)dJ est une forme bilinéaire symétrique
positive sur A,.

Montrons que & est dense dans A2. On sait que tout processus X a valeurs
dans I'espace de Banach % (H; G) (muni de la norme uniforme) fortement pré-
visible, et tel que sup,., , | X(s,w)|| SK<co est limite A presque partout d’une
suite (X,) extraite de & telle que | X, || <K, et pour laquelle on a donc

lim,  , [fjo, qx0 | (X = X,) - 0?1F.5d 2] =0.
Si maintenant XeA?, on a
lim, [ 1 5y < X (5, @)= X (s, w)| =0 pour tout (s, w).
D'ou
1im,, (1 x) 2 X (5, @)= X (5, @) o 02 (5, 0) [ .5=0 V(5,00
avec
||(1HXH§n' X(s,0)— X (s, w))o 0/ (s, C0)||H-s=1[nxu>n] 1 X (s, CU)OQ”Z(S, O)lg.s
et par suite
lim, §]0,t]x9H(l[HXHén]X—X) Q”leé,sd/1=0-

Nous avons donc seulement a4 montrer que tout XeA? avec |X|| <K est
limite pour la semi-norme considérée sur A, d’une suite de processus fortement
prévisibles X,.

Or considérons une base orthonormée (¢;) dans IH et (g;) dans G, et les projec-
tions orthogonales IT; dans IH sur le sous espace engendré par {e, ... e} et II;
dans G, sur le sous espace engendré par {g, ... g,.}.

Posons X, =150 X oII}.

Pour tout i on a pour tout (5, w)e]0, ] x Q.

(1) lim, |(IT3o X o 1T} — X)o 0! ¢ =0

(2) avec [|(ITo X oIT} — X)o 0" ¢|5 <4 K> 10" eillfy

3) et Y10 elfH=10"1F. s<o
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Des trois précédentes relations, on déduit:

O=lim, Y, (T30 X o T} — X)o 0" ? ¢]|¢ = lim,, (X, ~ X)o 0" ?|1F
sur J0,t] x @2, dou

lim,, fio, g0 |(X, = X)e0'?|F sdA=0.

Comme les processus X, sont de la forme

X, (s, 0)h=37",_1a,(s, w)<he) - g;

les a;; étant prévisibles, il sont clairement fortement prévisibles, et la proposition
est démontrée. [

Remarque. L’espace A? n’est pas complet lorsque IH est de dimension infinie.
11 suffit pour le voir de prendre un processus '/? constant avec

|
Q:Z —zTei®ei
i1

les ¢; étant une base orthonormée de IH, et de considérer la suite de processus
constants

th=2?=1 ]ﬁ<h, e8;

On a
N n+k l
1= X0 O lEs= Y =
i=n+12

S’il existait un X limite de X, pour la norme de A,, on pourrait extraire une
sous suite X, _telle que X, Q' tende vers X 0 Q'/* dans %, (IH; G), ce qui impli-
querait

.1 1
lim = X, ce;=— Xoce, d'ou Xeizﬁei.
e 2 2

Or il n’existe aucun opérateur borné dans IH avec cette propriété!
On a par contre la
Proposition 2. Si IH est de dimension finie A? est complet.

Démonstration. Montrons que A} est complet. Soit (X,) une suite telle que
lm,, . . o fio,0x0 TE(X, = X,) O (X — X)) dA=0.

Notons qu’on peut encore écrire ceci

lim, .., f]o,z]xo (X, — X,,) 02|} sd4=0.

Dans P'espace g, q(R* xQ, P,J) la suite X,0'? converge donc vers un
Yelyps (R xQ, P, 4). Dou la possibilit¢ d’extraire une sous-suite (X,)
telle que pour A-presque tout (s, w) X, (s, ) Q'/* converge vers Y(s, ). Il est clair
que QY*f=0=Y (s,w)f=0, dou la factorisation Y(s,w)=X(s,®)0'? ou
X (s, w) est une application linéaire de O'/?(IH) dans G. Comme IH est de dimension
finie X (s, w) e Z(H; G). O
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La remarque ci-dessus conduit & se demander, lorsque IH est de dimension
infinie, si la complétion de A? peut se décrire en terme d’opérateurs linéaires (non
nécessairement continus) de IH dans G. On notera A¥ 'espace vectoriel des pro-
cessus X avec les propriétés suivantes:

(i) Y (s, w) X (s, w) est un opérateur linéaire de IH dans G, de domaine > Q'/2IH,
(i) Y(s, ) X (s, w)o OV3(s, w) est un opérateur de Hilbert-Schmidt de H dans G
(iii) ¥V heH (s, o) X (s, @) Q12 (s, w)h est fortement prévisible, et

f]O.t]xrz“X°Q1/2“%1-sdi< 0.

Proposition 3. A* est complet pour la semi norme préhilbertienne

X""’[j]o,z]xg HXOQl/z”é-sd'l]l/z-

Démonstration. On peut reprendre mot pour mot la démonstration de la
proposition 2, les applications linéaires X, (s, ) et X (s, w) n’étant plus nécessaire-
ment continues, cette fois. [

Définition 1. On notera A2 adhérence de & dans A*.

D’aprés la proposition 1, A? est donc la complétion de A2.

Proposition 4. Si X € A2 X 00!/ (resp. X o Qo X*) est A-équivalent ¢ un processus
fortement prévisible d valeurs dans ¥, (H; G) (resp. &, (H; G)).

Démonstration. Soit (X,) une suite dans & telle que

tim, fo, 77 TOIX — X,) (X * — X)) dA=0.
Cette relation étant équivalente a

lim, fio, 71x0 |(X = X,) Q%1% sd2,

on a immédiatement la forte prévisibilité de X §'/? (2 une A-équivalence) considéré
comme processus 4 valeurs dans %, (IH; G). En outre

fo. 1201 X O X* — X, 0 X1, dA

< fio, ix TE (X = X,) Q(X* — X5)1dA + o, 1 o 1(X ~ X,) Q X * |y, dA

+5[0,T]><.Q | X Q(X* — X) 1, d42

éj[O,T]X.QTr[(X_Xn) Q(x* —X:lk)]d’l+2j[0,T]xQ“(X—Xn) QUZHH-S

AX Q. gdA.

D’ow, puisque par hypothése | | X 0*/?||% . sdJ. < oo, la convergence de X,0 X
vers XQX* dans Hiem([0, T1x Q, P, A). La forte prévisibilitt de X QX* (2
-une J-équivalence), comme processus a valeurs dans %, (IH; G) en résulte. O

Définition 2. Soit M une martingale & valeurs dans IH, de carré¢ intégrable et
continue & droite, Q le processus prévisible associé, 4 valeurs dans IH®,H,
d’aprés le théoréme 1. On notera A2(M;TH, G) (resp. A7(M;H, G)) 'espace
A? (resp. A?) défini dans la proposition 1 (resp. la définition 1), associé¢ & Q, H
et G.

Théoréme 2. Lapplication X “”jjo,thQX dM définie sur & se prolonge en une
isométrie de A?[M,H, G] dans L(Q, #,, P).
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Démonstration. D’aprés la proposition 1, il suffit de prouver que
XMLO,t] «oXdM

restreinte a & est une isométrie.

Soit donc
X =Z?:1 l]siti] xF; " Mi
les rectangles Js;, t;] x F; étant disjoints
Elfio,qxn XdM|G=E X} 15, (M, — M, I3
La propriété de martingale de M et la linéarité de Tr impliquent

Elfo.qxoXdMIG=EY" Tr{lp 1, ® p; (M, — M, @ M, — M)}
= Z?: LT {u; ® p(E L, (Mtl- - MS,-)®2)} .

Ce qui d’aprés la définition de Q s’écrit

E M]o,:]xQXdMHLZ;:Z?=1 Tr{u, @ p; J.]si,ti]xFiQd/1
:j Z?:l Ly, e 1T (16,Q 1) di:j]o,t]xQTr(XQX*)dl-

D’ou le théoréme. [

Théoréme 3. Si X est un processus tel que pour tout t, 1)y 4. X eAXM;H, G),
le processus (o, qxoXdM), g+ admet une version continue d droite qui est une
martingale d valeur dans @G, relativement aux tribus (), et de carré intégrable.

Démonstration. Que (Yt):(J]O,t]xQX dM),.10, 7 SOit une martingale est trivial
pour X €4, et résulte, par densité, pour un X quelconque dans A2(M; H, G).

L’existence d’une version continue a droite, adaptée aux %, euxmémes, résulte,
comme dans le cas réel, de la possibilité d’approcher Y uniformément par trajec-
toire, par une suite de Y, intégrales de processus X"e4. [

3. Intégrales I° par rapport a une martingale locale

Si M est seulement une martingale localement de carré intégrable, c’est-a-dire si
existe une suite (o,) croissante de temps d’arrét, telle que lim,o,= 40 ps. et
telle que

Vn (Mt A o‘n)telR+

soit une martingale de carré intégrable, le processus Q est défini exactement de
la méme maniére; la mesure A étant définie par sa restriction (finie) aux ensembles
Is, t}x Fn]0,0,].

Soit alors A(M;IH, G) (resp. A(M;H, G)) ensemble des processus X tels
qu’existe une suite croissante (z,) de temps d’arréts, telle que

lim,t,= 4+ ps. 1,50, cttelleque

Vit Xedl(M,,.);H, G) (tesp.eA2(M,, . ); H, G)).
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1l est clair qu’on définit de fagon unique a I'indistinguabilité prés un processus Y,
qui est une martingale locale a valeurs dans G en posant

Voo Y, o =long XdM.

tATh

On notera cette martingale locale [ X dM .

4. Variation quadratique et formule de Ito

Le processus naturel (M) d’une martingale locale M a valeurs dans IH a été
défini dans [5] et [6].

Nous rappelons également une expression du processus de variation quadrati-
que [M] de M: (cf. [3] et [6])

(41) [M},=M2*—ME>+{iM, ®dM,+[dM,®M, .

Ce dernier processus étant, ainsi que (M) un processus & valeurs dans H &, IH
et tel que, pour tout w, la fonction d’intervalle s, ]« [M,(w)] — [M (w)] s’étend
en une mesure sur les boréliens de R ™, 4 valeurs dans IH ®1 TH, et a variation finie
sur tout intervalle [0, T]. Les deux processus coincident lorsque M est continue

(cf. [6]).
Théoréme. 1°) Soient Xe A[M; H, G}, Yzf X dM et Qy le processus associé a
Y par le théoréme 1. Alors

(42) Q0y=XoQoX* (ou encore Qy=X ® X(Q)).
2°) Si XeLyyy ([0, T1% Q, P, 3y AZ(M;H, G), on a sur [0, T]
@.3) (YD, =fi0.nX,® X, d{M), a lindistingabilité prés,
(44) [Y1,=§0. X, ® X, d[M]; a Pindistingabilité prés.
Dans ces deux expressions les intégrales sont & prendre sur chaque trajectoire
o par rapport aux mesures vectorielles & variation bornée d{M(w)), et d[M(w)];,

les fonctions sw» X, (0)® X (w) étant pour presque tout o fortement intégrables
par rapport 4 ces mesures.

Démonstration. 1°) Remarquons que les formules du théoréme étant des
formules par trajectoire, la localisation est immédiate, et, par suite, nous pouvons
supposer M de carré intégrable, et X e A2(M; H, G).

Supposons que X =1, , ,p 4 ou FeZ et ue Z(H; G). En se rappelant la
définition de la mesure A [, QdA, on a

E(1o(Y,— Y)®*)=Elg ¢ - #® u(M, . ,— M, , )®?
=:u®iu(jl]s,t]n]a,oo[meGQd/l):s]s,t]xGl]a,oo]xF.u®lu(Q)d/1'

Ceci exprime la formule (4.2) dans le cas du processus simple X considéré. On
passe évidemment immédiatement au cas d’un processus de &. Soit maintenant
X eA2(M;H, G). Considérons une suite (X”) extraite de & telle que

lim, { Tr(X — X,) 0(X*— X})dA=0.
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Posons Y"=[ X"dM. Les deux membres de P'égalité

E[le- (%"= Y)®*]={ X"Q X"*d2
convergent dans G®, G vers E(14- (Y~ Y,)®?) (théoréme 2) et vers [ X 0 X*dA
(voir la preuve de la proposition 4) respectivement.

2°) La relation (4.3) est montrée dans [5], la relation (4.4) se montre de la
méme fagon en montrant qu’elle est vraie pour les processus de la forme X=
Ly wopxp- 4 OU F ‘eﬂ; et ue Z(IH; G), et en prolongeant par linéarité et densité.

L’intégrabilité forte sur P-presque toute trajectoire de X, ® X, par rapport
a la variation de la mesure d[M ], résulte des remarques suivantes.

Pour tout AeP
MA)=E( 1 (s, 0) d[[M]])

ot [[M]], est le processus réel croissant continu a droite
[IMT]= 1M, = M2 =25 <M, -, dM,)

(vérification immédiate pour AeR, en raison du caractére de martingale de
| M,||>—[[MT],; la propriété en résulte pour tout 4 dans & par prolongement par
mesurabilité).

La mesure & valeurs dans IH ®, H:
Avam(A)=E [ 1,,(s, ) dLM] = E(f 1 (s, 0) d{M)

a sa variation égale a A (cf. [5]).
On en déduit alors facilement que si X, converge vers X dans
LZ_Q,UH;G)(]O, T}x £, P, A), presque surement X, (., w) converge vers X (., w)
Ly a1,6/(0, T, d[[M()11),

et par suite X, (., 0)® X, (., w) converge vers X (., w) ® X(., w) dans
Ll.f(]H@h]H;G@l G) ([05 T]ﬂ d[[M(w):Ds)

Or, la mesure positive d[[M(w)]],, majore presque surement la variation de
d[M ()]
Montrons alors (4.4) pour un processus X =1,, . z¢. Ona
Yo=1p u(M,, . —M,)
d’ou
(Y] =1ru@uM,, —M)**+ [ 1, 4(M,,,— M) ® pdM,
+ L7 pdM, @ u(M,, ,—M,)
= 1Fc”®:u(vat_Ma)®2+j.(t) l]a,oo]xF‘ L@ uM, ®dM,
+j<t) L, o) r @ pd M, @ M
—Le@WIM,® M, — M) -1 M, —M)®M,]
=1pp@uMZ% M2+ i X ® X(M,- ® dM,+dM;® M, )
= flo.q X, ® X, d[M],.
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Nous rappelons une «formule de Ito» d’un type trés général (cf. [3]).

M étant une martingale a valeurs dans un espace de Hilbert IH, continue a
droite, de carré intégrable, on note S le processus

St:[M]t—Zl gt(Ms—Ms‘)®2

a valeurs dans H @, IH. Ce processus est continu et de trajectoires & variation
finie.

Soit ¥ un processus a valeurs dans un espace de Banach IF, continu a droite,
de trajectoires & variation finie.

Alors si ¢ est une application de IF x IH dans un espace de Hilbert KK, une fois
continuement différentiable dans la premicre variable, de différentielle D ¢
bornée sur tout borné de IF x IH, deux fois continuement différentiable dans la
deuxiéme variable, de différentielles D} et D7 ¢ bornées sur tout borné de
IF xIH, le processus ¢(V,, M)~ ¢(V,, M,) est égal, & lindistingabilit¢ prés au
processus

210V My— (V- , M) =D, 0(V,-, M, )(V,— V)

~D,o(V,-, M )(M;— M)+ [, D o(V,-, M,.) dV,

+§6Dy0(V,- . M) dM, + 3Dy o(V, -, M, ) dS,.

Nous allons en déduire deux formules qui nous seront utiles dans la suite:
une formule d’intégration par partie, et une formule d’énergie.

Proposition 5. Soit M une martingale a valeurs dans I'espace de Hilbert séparable
IH, continue a droite, de carré intégrable.

Soit V un processus a valeurs dans ¥ (H;G) G étant un espace de Hilbert
séparable avec ¥V helH:

ps.  Vi(w)-h=Voh+[ A(w)-hds (intégrale forte d valeurs dans G)

ou Afw)e LI ; G) le processus (s, w)w» A (w) h étant prévisible pour tout h.
Alors on a, a Pindistingabilité prés des processus
45) VM=V, Mo+ A, Myds+ §V,- dM,

Démonstration. Si on avait V(w)= [§ 4,(w) ds au sens d’une intégrale forte &
valeurs dans & (IH; G), Ia formule (4.5) serait une conséquence immédiate de la
formule de Ito ci-dessus avec IF = Z(H; G), K=R, ¢(u, h)=u(h) (noté u - h dans
I’énoncé de la proposition).

Considérons une base orthonormée {h,} de IH, notons IH, le sous espace
engendré par {h,,...,h,} et II" la projection orthogonale de IH sur IH,. On a,
puisque (s, w)~ Ao IT" est alors fortement prévisible, a valeurs dans Z(H; G):

VtOHn'Mt:VOOHn' M0+j(l)AsoHn’Ms+§(t)1/;oﬂn'dMs'

Comme pour tout m, A (w)eII,- M (w) converge sur 10, t] vers A (w)- M,(w),
en étant majoré en norme par || 4,- M (®)|g, €t comme VoI, converge clairement
vers V, dans A7(M ; H, G), on a la formule (4.5) par passage 4 la limite.

Propesition 6. Soit M une martingale d valeurs dans un espace de Hilbert séparable
H, continue a droite, de carré intégrable.
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Soit V un processus d valeurs dans It, tel que sur toute trajectoire
Vi=[4Agds  (intégrale forte).

A étant un processus a trajectoires dans I3[0, T pour tout T. Alors on a, d lindistin-
gabilité prés des processus

IM,+ V| = Mo+ Vol >+ 2 5 (M, + V|dM)+ 2 [§ (M + V| A) ds+ Tr [M],.
Démonstration. On applique tout simplement la formule de Ito, telle qu’énoncée
ci-dessus a la fonction @(x, y)=(x+ y|x+ y) €t €en notant que
D.o(x,y)-h=D,p(x,y) - h=2(x+y|h),
Djo(x,y) - h®g=2(hlg)=2Tr(h®g).
On obtient alors, puisque V est & trajectoires continues
1V, +M,[1% = Vo + Mo + Y s« | My — M- |2 +2 [§ (V,+ M[dV)
+2 [ (VoA M |dM)+Tr - S,.
Si 'on remarque que
TrS,=Tr[M],— Y, Tr(M,— M, )®*=Tr[M],— Y, IM,— M, ||?

on a la formule de la proposition.

5. Application a certaines équations d’évolution stochastiques linéaires

(5.1) Hypotheéses générales — Probléme. Nous considérons un sous-espace vectoriel
ID d’'un espace de Hilbert IH. Sur ID est donnée une structure hilbertienne pour
laquelle Tinjection ID —»H est continue. On suppose donnée une famille (A,),c10. 1,
d’opérateurs linéaires dans I, de domaines ID,>ID, tels que la restriction de A,
aID appartient a £ (ID; IH), et tels que ¥V heID, us A, soit mesurable d valeurs dans
H.

M désignera une martingale a valeurs dans IH, continue 4 droite, de carré
intégrable telle que M, =0.
A(Apsero, 7 €t @ M nous associons I'équation d’«évolution stochastique».

dX,=A,X,dt +dM,. (5.1.1)

Définition. Soit ¢el%(Q, %, P). On appelle solution de (5.1.1) sur [s, 7],
de condition intiale £, tout processus X a valeurs dans IH, tel que pour tout w la
trajectoire u~» X, (w) prenne presque partout (en u, pour la mesure de Lebesgue
sur [s, T]) ses valeurs dans ID et

Viels,T1 X,=¢+['A, X, du+M, ps. (5.1.2)
A la différence de [1] et dans le méme esprit que [2], nous donnons dans ce §
des théorémes d’existence et unicité sans hypothése de coercivité sur (4,).

(5.2) Cas homogéne. Nous supposons ici que 4,=A ot A4 est le générateur infini-
tésimal d’un semi-groupe équicontinu de classe C,, (R), , de H dans H. Autrement
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dit: Vi R,eZ(H;H), sup, 7 |R,| ¢gm <0, lim, o ||Rh—h|lx=0 pour tout
helH, et quels que soient s>0et t>0R,, ,=R,oR,.

On note ici ID le domaine du générateur infinitésimal A, muni de la norme
hilbertienne associée au produit scalaire (x, y)p={(x, Y)y+(4x, Ay)y.

On rappelle que V 1 =0, R, applique ID dans ID de fagon continue. Comme en
outre pour tout heIDona AcR,h=R,»Ahona

IR\ %m;my=5up { Ao Rl + R kg heD, |hlg+[|AR|EH< 13
SRS sy
D’ou également sup, 7 | R, | % p. ) < + .

Théoréme 5. 1°) Soit (M), <,, <7 Une martingale a valeurs dans ID, d trajectoires
dans CY[0, T]; H)n I}([0, TT; D)2

Alors pour tout EeI0y(Q, #,, P) Péquation (5.1.1) a une solution dans [s, T,
ad valeurs dans IH, continue d droite, de condition initiale X = &, unique d l'indistinga-
bilité prés, donnée par

Xt:Rt;s(é+Ms)+j:Rt—udMu’ (5.2.1)
Siéel2(Q, Z., P), E(||X,||5)< oo pour tout te[s, T].

2°) On suppose que la martingale (M,)o <, < a Ses trajectoires dans
CU([0, T1; H) ~ IX([0, T]; H),

et que pour tout t>0, R, (H)<ID.

Alors pour tout £€I%(Q, #,, P) I'équation (5.1.1) a une solution dans [s, T],
a valeurs dans IH, continue d droite, de condition initiale X =, unique d I'indistinga-
bilité pres, donnée par (5.2.1).

Démonstration. 1°) L’unicité résulte immédiatement de I'unicité de la solution
du probléme de Cauchy déterministe

t
%9= x(t) tels, T]
5.2.
lilm x(t)=¢ felD (52.2)
tis
(cf. [14], p. 621).
La solution est d’ailleurs donnée par
x(t)=R,_,-&.
Nous rappelons en particulier la formule
Vs<t V&elD (523)

R,_=(+[tAoR, (Edu=¢+['R, o Aldu.

Passons a l'existence de la solution. Pour cela nous montrons directement que
(5.2.1) définit un processus, admettant une version continue a droite, solution de

2 CY([0, T]; H) désigne I'ensemble des applications continues a droite de [0, 7] dans IH.
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(5.1.2). L’intégrale stochastique est parfaitement définie puisque

sup, < IR, _ll g .1 =8UPu < IR, _ |l oo,y < + 0

Pour simplifier 'écriture, nous supposons, sans restreindre la généralité de la
démonstration: s=0, M;=0. On définit donc

X,=R,+[\R,_,dM,. (5.24)

Considérons alors pour chaque ¢ le processus ¥ a valeurs dans .Z(ID; IH) tel que
VhelD, Ve, 1<t

V(w)h=R,_h=Rh— R, ,oAhdu.

La proposition 5 appliquée a Vet M donne:

X,=R,(+M,+[\R, ,0A4-M,du=RE(+M,+[ A°R,_ M, du ps. (525

L’application uwR,_,- M, (o) étant fortement intégrable a valeurs dans ID
(par hypothése, puisque u~s M, (w)e L ([0, T]; ID) on peut écrire
X,=R(+M,+A(J§R, M,du) ps.

Cette expression montre immédiatement que X & valeurs dans IH défini par
(5.2.4) admet une version continue & droite.

Si nous appliquons la formule (5.2.3) 4 nouveau:
X,=&+[ AR, Eds+M,+A(Jy(fA°R,_ ,M,ds)+ M, du).

La fonction (u, s)»»A°R, M (w) a valeurs dans IH est fortement intégrable,
dong en intervertissant les intégrations dans la derniére intégrale

X,=(+M,+[ AR Cds+ A S M +([SAR, _ M,du)ds=E+M,+ [ AX ds.

Ceci prouve que X, est solution.
Si £e [54(Q, Z;, P) le fait que sup,epo. IRyl g @rm < o0 implique immédiate-
ment, & partir de (5.2.3) que

E|X,|z<o.

2°) Comme dans 1°), l'unicité résulte de ce que le probléme de Cauchy
déterministe

dx(t)
—dt——A -x(t)  tels, T

lim x(f)=¢& telH
tls
admet dans ce cas encore une solution unique donnée par la formule

x()=R,_.E.

Rappelons également que ’hypotheése faite sur (R,), implique pour I'applica-
tion twR, d’étre infiniment différentiable sur ]0, + o0] comme application a
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valeurs dans I'espace de Banach #(IH; H), de dérivée nitme:
d'l
de
(cf. [4] sec. 10—4, p. 311).

Il est par ailleurs clair que pour tout n

A"oR,=R,,, °(A°R,, . ,)'ce Z(H; D).

R,=A"R,c #(H;H)

tin+1

On vérifie alors facilement que le raisonnement du 1°) s’applique & nouveau
pour montrer directement que la formule (5.2.1) donne la solution.
(5.3) Cas non homogéne. Dans ce paragraphe, nous revenons a la situation
générale du (5.1) ci-dessus. Comme dans [2] nous nous plagons dans des hypo-
théses qui sont vérifiées dans le cas de la théorie de W. Tanabe pour le probléme de
Cauchy déterministe (cf. [9] ch. XIV).

En ce qui concerne la perturbation représentée par la martingale (M,) nos
hypothéses sont clairement plus générales que dans [2].

Le r6le joué par le semi-groupe en (5.2) sera joué ici par Popérateur de Green
G(t, s) dont nous rappelons la définition.

Définition. Nous dirons que (4,),.o ; admet un opérateur de Green G=

{G(1,5): 0<sZt£T, G(s, e Z(H;H)} si
(i) G(s, s)=I (opérateur identique dans H) pour tout se[0, T],

(1) VOZs<t2usT  G(u, 5)=G(u, t)o G(t, s),

(i) VhelH  tw»G(t, s)h est continue de [s, T] dans IH,

(iv) VhelH le probléme de Cauchy
% x(t)=A,x(t) t=s

x(s)=h
a une solution unique dans I? ([0, T])~ C([0, T];H) donnée par x(t)= G(t, s)h.
(ie.: x(t)=h+ A, x(w)du).

Théoréme 5. Nous supposons que (A,),.i0, 1y admet un opérateur de Green avec
les propriétés suivantes

@) {G(s,1): 0Ss<t< T} est borné dans ¥ (H;IH) et V helH
(5, £)»>G(s, 1) - h est continue de {(s,t): 0<s<t< T} dans H,

(i) VOSs<t< T G(s,t) ID<ID, la restriction de G(s,t) a ID étant continue de
ID dans ID (pour la norme de Hilbert sur D),

(iily V heD uw A,- held est continue de [s, T] dans H,

(iv) si u>o A,°G(u, s)e L(H;IH) pour tout s<a et

(5.3.1)

sup, ., 4,° G(u, 5)|| ¢ @y,m) < ©-

Nous supposons que M prenne ses valeurs dans ID et soit continu a droite (pour
la norme de ID).

Alors pour tout el2y(Q, #,, P) Péquation (5.1.1) a une solution continue d
droite a valeurs dans H, de condmon initiale X,= ¢, unique a lindistingabilité prés,
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donné par
X,=G(t, )¢+ [1G(t, u)dM,,. ‘ (5.32)

Démonstration. L'unicité a Iindistingabilité pres, résulte immédiatement de
'unicité de la solution du probléme de Cauchy déterministe (5.2.1) puisque la
différence de deux processus solution de (5.1.2) est presque surement solution de
ce probléme.

Comme on ne restreint pas la généralit¢ du raisonnement en supposant
£=0, s=0, nous allons montrer directement que le processus X défini sur [0, T]
pour chaque ¢ par

X, = G(t,u)dM, ps. (5.3.3)

a une version continue a droite qui est solution de (5.1.2) de condition initiale
X,=0.
Remarquons d’abord que, par définition de G, pour tout helD

G(t,s)h=h+["A4,°G(u,s)- hdu. (5.3.5)
L’hypothése (iii) implique alors la différentiabilit¢ continue de t~G(Z,s)- h
sur [s, T] avec ’

¢
T [G(t, s) h]=A,°Gl(t, s) h.

Notons aussi qu'en raison de (i) et de
G(t,s+0)—G(t,5)=G(t,s+0)e(I — G(s+a, )= — G(t,5+ 0)°(G(s + 7,5) — G(5,5))

la différentiabilité de t~»G(t, s)h pour helD, implique la différentiabilité & droite
de s~»G(t, s) h (fonction a valeurs dans H), et puisque s»» —G{t, s)o A.h est con-
tinue, on a la différentiabilité avec

% [G(t, )h]=—G(t, s)o A,- h=U(t, s)h, (5.3.6)

ou  U(t,s)=—G(t,s)°A,eZL(D;H). (5.3.7)

Si nous appliquons alors la proposition 5, au processus V' défini par V(s)=
G(t, 5)e Z(ID;H) la formule (5.3.4) donne

Vi<T, X,=M,—[U(ts)-Mds ps. (5.38)

En évaluant 4 o(G(u, s+ 0)— A,° G(u, s), en raisonnant comme précédemment
ct en utilisant (iv), on voit que Y heD, s> A4, G(u, s) - h est différentiable comme
fonction & valeurs dans IH, sur [0, u[, de dérivé

F
= (4,26l 5) - h)= — 4,2 Glu,5)o 4, - h (5.3.9)

avec d’aprés (iv)

—A,°Gu, s)e A=A, U(t, s)e £(ID; H). : (5.3.10)
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On peut alors, pour tout helD différencier les deux membres de la relation
(5.3.5) par rapporta s. Pour s<t,on a

U(t, syh=— A h+ [ A,o Uy, s) - hdu. (5.3.11)

En raison de (5.3.11) le processus X défini sur toute trajectoire w par la formule
(5.3.8) vérifié, puisque M (w)eID:

X (@)=M/(w)+ i AM{wyds— [ (Ji 4,0 Uy, 5) - M (w)du) ds

=M, () + [ A M (w)ds— 5 Ao (Ja U(u, 5) M(w)ds) du.
(Noter que, puisque Uy, s)e Z(ID; ID), on peut effectivement sortir 4, £ (ID; H)
du signe d’intégration.)

Cette derniére relation s’écrit:

X,(@)=M,(w)+[{ A, X (w)ds.

Le processus (X,) défini par (5.3.8) pour toute trajectoire est solution du probléme.
Comme c’est une version continue & droite du processus (5.3.4) le théoréme est
démontré.

Théoréme 6. On suppose que (A,), < admet un opérateur de Green, avec les pro-
priétés du théoréme 5 et en outre

(v) Vs<t G, s)HcDD et G(t,5)eZ(H; D),
(vi) YhelD VYt (Ah|B)=0.

La martingale M prend ses valeurs dans H et est continue d droite. Si on note
u la mesure positive sur [0, T'] définie par

(10, tD=E|M,iz)
on suppose que

(vii) sup, .7 §6 I G(t, )| % g, ) 1(ds) < 0.

Alors, pour tout EeI3(Q, Z, P) Péquation (5.1.1) a encore une solution continue
d droite, a valeurs dans H, de condition initiale X =¢&, unique a Tindistingabilité
pres, donnée par (5.3.2).

Démonstration. ID étant dense dans IH, on peut considérer une base orthonor-
male {e,} de H, telle que e,eID pour tout n. Soit alors II, la projection dans IH
sur le sous-espace IH engendré par {e,, ..., e,}.

Considérons la martingale M"=1II,(M), & valeurs dans IH <ID M étant con-
tinue & droite il en est de méme de M™. Appliquons le théoréme 5’ a I'équation

dX,=A, X,+M;
et considérons le processus sotution

XP=G(t,s) E+ [ G(t, u) dM]. (5.312)
Comme G(t, s)e.Z(IH; ID) en raison de (vii) on peut définir

X,=Glt, s) &+ [1G(t, u)dM,. (5.3.13)
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En introduisant la matrice Q associée a M (cf. § 1)
E(1X,— X7I15)=fis, 1 x 2 1G(t, u)o (I = IT") 13 (u, w)|| 7. s A(du, dw).
La convergence vers zero de [[(I —IT") - 02 (u, w)|| 4. la majoration
G, u)o(I~11") Q% (u, ) . s £ | Gt )| 5, my
et la propricté (vii) montrent que
lim,_ ., T ElIX,— X"||2dt=0.

On peut donc extraire une sous suite (X™) de la suite (X”) telle que pour P presque
tout
lim, . [ X[“(w)— X (w)|p,=0 presque partout sur [0, T].

Nous allons montrer qu’on peut extraire une sous-suite telle également que
pour P presque tout w les trajectoires ¢+ X (w) convergent uniformément sur
[0, T], comme applications a valeurs dans IH. Il en résultera que X admet une
version continue a droite dans IH, dont les trajectoires prennent presque partout
leurs valeurs dans ID. Notons encore X cette version. Comme en outre, p.s., les
deux membres de

X{(w)=¢+ 5 A, X3 (@)ds+ M](o) (5.3.14)

convergent pour tout ¢ dans H vers X,(w) et &+ 4. X (w)ds+ M, (w) respective-
ment.
On a donc pour P presque tout w

VIST X, (0)=E&+ [0 A X (w)ds+ M,(w).

Le théoréme sera donc démontré, I'unicité étant immédiate en vertu du méme
argument que dans le théoréme précédent.

Evaluons || X"—X™|Z en utilisant la proposition 6 et la formule (5.3.14).
On obtient (en supposant pour simplifier 'écriture: s=0)

X = X7l = o (X7 = XU A = X0 gyds + (X7 — X7 |d(M — M])
+Tr[M™— M"],.

On utilise alors 'hypothése (vi) et le fait que

(Jo (X3 = X21d(M — M)y, < 7
étant une martingale

E|sup, ¢ fo (X3 — X31d(M} —M)gl> < 2 E|[§ (X — X7 d(M = M)y |2
pour écrire

E(Sup, <p | X7~ X 2)S4 fio. 1y o IIT" — IT") QM2(X ™ — XT) |2,
+2E(|(IT" =TT M 1|13,

De 'hypothése (vii) et de la convergence pour tout (u, ) vers zero de
|7 — 1) OV (X — X712,
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et pour tout w de ||(IT" — IT") M (w)||Z on déduit

lim E (sup,< o I X[~ X}li)=0

m,n— o

d’ou, immédiatement la possibilité d’extraire une sous-suite X[* telle que pour
P-presque tout w

limh,rﬂoo(supth | X7 — X" |g)=0.

Ceci acheve la démonstration du théoréme.

Références

. Bensoussan, A.: Filtrage optimal des systémes linéaires. Paris: Dunod 1971
. Curtain, R.F., Falb, P.L.: Stochastic differential equations in Hilbert spaces. J. Different. Equations

10, 412 —430 (1971)

. Gravereaux, J.B., Pellaumail, J.: Formule de Ito pour des processus non continus & valeurs dans

des espaces de Banach (& paraitre, Ann. Inst. H. Poincaré Sect. B)

. Hille, E., Philips, R.S.: Functional Analysis and Semi-groups. Amer. Math. Soc. Colloquium

Publications vol. XXXI

. Meétivier, M.: Intégrale stochastique par rapport & des processus 4 valeurs dans un espace de

Banach réflexif. Theor. Probability Appl. XIX, 577 — 606 (1974)

. Métivier, M.: Advances in the theory of stochastic integration and applications. Proc. 7" Prague

Conference. To appear

. Pellaumail, J.: Sur Vintégrale stochastique et la décomposition de Doob-Meyer, Astérisque 9, 125

(1973)

. Pistone, G.: Thése de 3éme cycle, Université de Rennes
. Yosida, K.: Functional Analysis, Berlin, Heidelberg, New York: Springer 1968
. Kunita, H.: Stochastic Integrals based on Martingales taking values in Hilbert space. Nagoya

Math. J. 38, 41 — 52 (1970)

Regu le 5 mars 1975



