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I1 a 6t6 remarqu6 (cf. [8]) que dans [2] des int6grales stochastiques S~b" dfi 
6talent 6crites off fl est un mouvement brownien fi valeurs dans un espace de 
Hilbert IH et off ~ est un processus/t valeurs dans l'espace 5r ~3) des appli- 
cations lin6aires continues de II-I dans G, mais non bien mesurable comme appli- 
cation/t  valeurs dans l'espace de Banach 5~(IH; ~3) muni de la norme usuelle. 

Cela seul justifie l'extension de la th6orie classique de l'int6grale L 2 par rapport 
une martingale Hilbertienne continue fi droite. Or la m6thode utilis~e consiste 

~t consid6rer sur l'espace des processus consid6r6s une m6trique qui est moins 
fine que la m6trique L 2 traditionnelle, et qui a cet avantage de transformer l'appli- 
cation X,,,~S~XdM en une isom6trie de l'espace de processus consid6r~ dans 
L 2 ( O , ~ ,  P). Cette m~trique introduite dans [8], repose sur l'existence d'un 
processus Q fortement pr6visible, /t valeurs dans IH~)IlH , tel que pour tout 
s<t e t F ~ o n  ait 

E [1F" (Mt~ 2-  M~ Z)]= ~j~,qxrQ d2 

off 2 est la mesure engendr6e sur les pr6visibles par la sous martingale r6elle 
(IjM, l[2). 

Nous donnons ici une d6monstration rapide de l'existence de Q, et 6tudions 
l'espace compl6t6 de l'espace des processus 6tag6s sur les rectangles pr6visibles 
pour la semi norme hilbertienne: 

X , ~  ~o, rJ• ~Tr(X 0 X*) d2 

(Q 6tant l 'op6rateur nucl6aire associ6/l Q). 

L'int6grale stochastique d'un tel processus en r6sulte imm6diatement. 
Le w 4 6tend/~ cette int6grale les formules du calcul diff6rentiel stochastique. 
Le w 5 reprend le cas des 6quations d'6volution lin6aires stochastiques abord6 

par Curtain et Falb, mais cette fois avec une entr6e stochastique qui est une martin- 
gale g6n6rale, suppos6e seulement continue ~ droite. 

1. Rappel des d6finitions et notations 

(1.1) Nous serons toujours sur une base stochastique (f2,~t) t~+,P) off la 
famille croissante de tribus (~t)t~+ de parties de/2, est supposs6e poss6der comme 
&habitude la propri6t6: V F 6 ~ =  Vt~+ ~P(F)=O~F6~ pour tout t. 

* Travail effectu6 alors que le second auteur b~n6ficiait d'une bourse du Consigtio Nazionale delle 
Ricerche. 
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(1.2) Nous noterons ~ l'ensemble des rectangles pr6visibles dans IR + x 9, i.e. 
l'ensemble des rectangles de la forme F x ]s, t] off s < t et F~o~.  

Nous noterons ~ la tribu des pr6visibles (tribu engendr6e par ~)  sur IR + x (2. 

(1.3) Les espaces de Hilbert que nous consid6rerons: IH, ~ ,  ... seront toujours 
suppos6s s6parables. 

On notera 
5O(IH; ~3) l'espace vectoriel des op6rateurs lin6aires born6s de IH dans ~3, 
s176 H; 113) l'espace vectoriel des op6rateurs lin6aires nucl6aires de IH dans ~3, 

5a2 (IH; ~3) l'espace vectoriel des op6rateurs lin6aires de Hilbert-Schmidt de IH 
dans t13. 

La norme usuelle sur 5OOH; ~)  (norme dite ~uniforme))) sera d6sign6e par n. H, 
la norme sur 5Ol OH; ~3), appel6e norme Trace, notre n. [1Tr, et la mesure de Hilbert- 
Schmidt sur 5O2 (n-I; I~) not6e II. IIH_s. 
(1.4) On notera IH Q1113 le produit tensoriel projectif des espaces de Hilbert IH 
et ~ ,  muni de la norme trace not6e II. IlTr IH Q2 ~ le produit tensoriel de Hilbert- 
Schmidt, muni de sa structure Hilbertienne. 

(1.5) Nous identifierons l'616ment x | y de IH | 113, ~t l'616ment not6 x ~ y  de 
5O(IH; G), d6fini par 

x ~ y ( h )  = (x, h) y. 

L'<ddentification)) x | 1 7 4  se prolonge en une isom6trie u*-+fi de 
IH(~I~  et 5Ol(IH; 113). 

(1.6) L'isombtrie de 5OOH(DIlI3;IF) sur l'espace des applications bilin6aires de 
(IH x ~ )  dans IF, muni de sa norme, nous permettra d'identifier syst6matiquement 
applications bilin6aires sur lI-I x I13 et 616ments de 5O(IH| 1 I13; IF). Pour une forme 
bilin6aire b, nous noterons donc indiff6remment b(x, y) ou b(x | y). 

En particulier, la forme lin6aire Trace sur I H ~ I l H  (et doric sur 5OtOH;IH) 
d'apr6s (1.5)), provient de la forme bilin6aire (x, y) ,~(x,  y) du produit scalaire 
darts IH. 

(1.7) Enfin ~ notera l'application lin6aire de IH dans 113 associ6e /t la forme 
bilin6aire b par 

(D(x), y) = b(x, y)= b(x | y). (1.7.1) 

Cette identification permet de donner une expression souvent pr6sente dans 
la litt6rature de b(u) off u e l H ~ ,  ~3. On v6rifie en effet imm6diatement ~t partir 
de la d6finition et de la formule (1.5) que 

b(x) | y= x | yof)* 

d'ofi d'apr6s (1.7.1) 

b(x | y) = Tr (~(x) | y) = r r  x Q"-'~o b* 

et par suite pour tout uelH (D~ 

b(u) = Tr fi o ~*. (1.7.2) 



L'int6grale stochastique hilbertienne 3 

(1.8) Si X est un 616ment de 5q(IH 1 ; ]II2) et Y un 616ment de 5~ ; 1~2) , on note 
X | Yl'application lin6aire de IH 1 Q1 ]H2 dans G 1 (~i ~ 2  d6finie comme l'extension 
continue unique ~t lH 2 (~)1 ]II2 de 

(hi Q h2)'~ X hi @ Yh2 

V u~]H 1 (~11H2 X | Y(u)= yo~oX*. (1.8.1) 

2. Une extension de l'int6grale/~ 

Dans l'int6grale stochastique de Kunita [10] (cf. aussi [5]) les processus 
valeurs dans l'espace Y(IH; IH), consid6r6s, sont fortement mesurables relative- 
ment /t la tribu des ensembles pr6visibles (nous dirons: fortement pr6visibles). 
Darts certaines applications, cette restriction est ganante: par exemple si (etA)t~+ 
est le semi-groupe de gen6rateur infinit6simal A, A 6tant un op6rateur non born6 
dans IH, on aimerait donner un sens tt des int6grales stochastiques du type 
~eSAdMs, alors que s,~,e ~a n'est pas n6cessairement mesurable comme appli- 
cation/t valeurs dans ~(IH;  IH) muni de la norme uniforme. 

Th6or~me 1. Soit 1H Q11H le produit tensoriel projectif. Si M est une martingale 
de carrd intdgrable, continue gt droite, h valeurs dans IH, et si 2 est la mesure de Doleans 
de IfM H 2, alors il existe un processus Q,fortement pr~visible d valeurs dans l'ensemble 
des ~l~ments symOtriques positifs de IH ~ IH, unique gz une 2-dquivalence, tel que 

V ] s , t ] x F ~  E[lr.(Mt-Ms)|  t~• et T r Q = I  2.p.p. 

DOmonstration. On a 

liE .2  og 1 v. (M, - M  s )ll~| liE1 e. (Mt-M.)|174 
< E I11F" ( M , -  M~)|174 [IMt-Msl] 2)=2]s, t] x F 

d'ofi l'on d6duit, pour tout A=~i] s l ,  ti] x Fi6~r i les ]si, ti] • F i 6tant disjoints: 

[I/~M ~ ffZ) ll~,~_-< 2(A). 

Comme lH ~ l l H  est un dual s6parable d'espace de Banach (Th6or~me de 
Shatten), on peut appliquer un th6orSme de Radon-Nikodym classique. D'ofl 
l'existence et l'unicit6 de Q h une 2-6quivalence prSs. Comme #M| prend ses 
valeurs dans le c6ne ferm6 des 616ments sym6triques positifs de IH ~)~IH, il est 
6vident qu'il en est de m~me de Q. 

Enfin par construction 

~1~, q• oTrQ 2 = Tr (~s,,l• ~ Q 2)= rrE(1F. (M~ 2 __ MsO 2))= E(lv I[MII2 _ ilMsll 2) 

=2(]s, t-] • F). 

Ceci implique Tr Q = 1 2.p.p. 

Proposition 1. Soit Q un processus fortement prOvisible gt valeurs dans le c6ne 
des dldments positifs de 1H Q1 IH, et soit A 2 l' ensemble des processus gt valeurs dans 
~ (IH ; G), tels que, pour tout h ~IH, le processus Xh, fi valeurs dans 113, est fortement 

A d6signe l'alg6bre bool6enne engendr6e par ~. 
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prdvisible, et tels que ~1o. tl • e Tr (X Q X*) d2 < + oc. Alors 

(X, Y) '~ [~lo, tl •  d2] 1/2 

est une forme bilin~aire sym&rique positive, d~finissant une semi-norme prd- 
hilbertienne sur A2t, et pour laquelle g est dense dans A~. 

Ddmonstration. En vertu de la pr6visibilit6 de Q et de la s6parabilit6 de El  @1 El 
on peut trouver une suite Q, d'616ments de la forme Q,(s, co)= }-'.i 1A~(S, c~ qi Off 
qi~El |  et Ai est un rectangle pr6visible, telle que Q,(s, ~o) converge vers Q(s, co) 
dans E1 @1 El pou r  2-presque tout  co. Comme l 'hypoth6se de mesurabilit6 sur X et 
Yimplique Tr(X | Y, h 1 | h2) = (Xhl, Y hE) pr6visible, le processus r6el 

Tr(X | Y(Q.))=Tr(Y(2.X*) 

est pr6visible. 
I1 est imm6diat que Jlo, ,1 • Q Tr (X o 0 ~ X*) d2 est une forme bilin6aire sym6trique 

positive sur A~. 
Montrons  que g est dense dans A 2. On sait que tout  processus X ~ valeurs 

dans l'espace de Banach s162 113) (muni de la norme uniforme) fortement prh- 
visible, et tel que sups=<t, ~ HX(s, co)ll <=K<oo est limite 2 presque partout  d'une 
suite (X.) extraite de g telle que IIX.II =< K, et pour laquelle on a donc 

l im,~ oo [~]o, t]• a II (X - X,)- 01/2 ]l 2.S d'~] 1/2 : 0. 

Si maintenant  X~A2t, on a 

lim, II ltltxll <=,1X( s, co)-X(s, co)ll = 0 pour tout  (s, co). 

D'ofl 

lim, ]l(ltllXll <=,iX(s, co)-X(s, co))o 0x/2 (s, co)[[n.s=O V (s, o9) 

avec 

II(1 tlxll-<," X(s, co)-X(s, co))o01/2(s, co)lln, s = ltllxll >,111X(s, co)o 01/2(s, co)ll~, s 

et par suite 

l i m ~  ~ ~10,tl • ~ I[(lttlXll <=,1 X - x )  0~/2 Ilg.s d 2 = 0 -  

Nous avons donc seulement ~t montrer  que tout  XeA~ avec IIXII < K  est 
limite pour la semi-norme consid6r6e sur At d'une suite de processus fortement 
pr6visibles X,.  

Or consid6rons une base orthonorm6e (e3 dans El  et (g3 dans 113, et les projec- 
tions o r thogona les / /~  dans El sur le sous espace engendr6 par {e 1 ... e,} et H~ 
dans G, sur le sous espace engendr6 par {gl ... g,}. 

" O " Posons X,=IIEoX 171. 
Pour tout  i on a pour tout (s, co)~]0, t] x f2. 

(1) lim. I](H~oXoIIT-X)o(21/2eiI[~=O 
(2) avec II(II~oXofIT-X)o~21/2e,[lg<=4K 2 l[01/2e, ll~ 
(3) et ~,il[01/2e,[l~ = II0t/211g.s < oo 
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Des trois pr6c6dentes relations, on d~duit: 

0 = lim n ~i~N [I ( / /~~ X o//~ - X) o 01/2 ei [] ~ = l im, [I (X, - X) o 01 j2 I] ~ . s  

sur ]0, t] x 12, d 'o6  

l im,  ~o, a• ~ [[(X. - X)o 01/2 [I 2 . sd2 = O. 

C o m m e  les processus X ,  sont de la forme 

Xn(s, co)h = ~i".s= 1 a,j(s, co) (h, el). gi 

les ais 6tant pr6visibles, il sont c la i rement  for tement  pr6visibles, et la propos i t ion  
est d6montr6e.  [ ]  

Remarque. L'espace  A 2 n'est  pas comple t  lorsque IH est de dimension infinie. 
I1 suffit pour  le voir de prendre  un processus 01/2 constant  avec 

oo l 

Q=i~_l ~ e i @ e i  

les e~ 6tant une base o r thonorm6e  de R-I, et de consid6rer la suite de processus 
constants  

X~h= ~ = ,  l/ri (h, e~)gi, 

On a 
n+k  i 

II(x"-xn§ ~" 7 
i = n + l  

S'il existait un X limite de X~ pour  la no rme  de A t, on pourra i t  extraire une 
sous suite X,~ telle que X ~  o 01/2 tende vers X o 01/2 dans s 2 (IH; 113), ce qui impli- 
querai t  

lim l 1 k 2 Xnk~ X~ d'ofi Xei=]/ ie  i. 

Or il n'existe aucun  op6ra teur  born6 dans IH avec cette propri6t6 ! 

On a par  contre  la 

Proposit ion 2. Si IH est de dimension finie A 2 est complet. 

D~monstration. M o n t r o n s  que A 2 est complet .  Soit (X,) une suite telle que 

l im . . . . .  ~]o, a• ra Tr ((if .  - X~)  0 (X* - X*))  d2 = 0.  

Notons  qu 'on  peut  encore 6crire ceci 

lim . . . . .  5]o.,]• II(X,- X~) 01/2[12.sdJL=0. 
Dans  l 'espace L2~(~;~)(IR + x f2, P, 2) la suite X,O~ lie converge doric vers un 
YeL~(~,~)(1R + x I2, P, 2). D'ofi  la possibilit6 d 'extraire  une sous-suite (X,~) 
telle que pour  2-presque tout  (s, co) X,~(s, co) 01/2 converge vers Y(s, co). I1 est clair 
que 01 / e f=O~ Y (s ,  co)f=O, d 'od  la factor isat ion Y(s, co)=X(s, co)Q 1/2 off 
X(s, co) est une appl icat ion lin6aire de 01/:(IH) dans  ~3. C o m m e  IH est de d imension 
finie X (s, co) s 6e(lI-I; G). [ ]  
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La remarque ci-dessus conduit fi se demander, lorsque IH est de dimension 
infinie, si la compl6tion de A~ peut se d6crire en terme d'op6rateurs lin6aires (non 
n6cessairement continus) de IH dans 113. On notera A* l'espace vectoriel des pro- 
cessus X avec les propri6t6s suivantes: 

(i) V (s, o) X(s, co) est un op6rateur lin6aire de IH dans 113, de domaine ~ Q1/ZIH, 
(ii) V(s, co) X(s, co)o (2~/2(s, co) est un op6rateur deHilbert-Schmidt de IH dans 113 

(iii) V h~lH(s, o) ,~X(s ,  oj)o Q1/Z(s, o)h est fortement pr6visible, et 

~lo,q~ IIX ~ s d)" < ~ .  

Proposition 3. A* t est complet pour la semi norme prdhilbertienne 

x --~ [$1o, ,1• ~ II x o ~)x/2 II ~.~ d~] 1/2. 
Odmonstration. On peut reprendre mot pour mot la d6monstration de la 

proposition 2, les applications lin4aires X,k(s, co) et X(s, co) n'6tant plus n6cessaire- 
ment continues, cette lois. [] 

Dffinition 1. On notera A~ l'adh4rence de g dans A*. 
D'apr6s la proposition 1,/[~ est donc la compl6tion de A~. 

Proposition 4. Si X ~/[~ X o (21/2 (resp. X o Q o X*) est X-dquivalent dun processus 
fortement prdvisible d valeurs dans s (IH; 113) (resp. ~a (g-I; 113)). 

Ddmonstration. Soit (X,) une suite darts g telle que 

lim, ~1o, rl • eTr  [(X - X,) 0 (X* - X*)] d2 = 0. 

Cette relation 6tant 6quivalente 

lim. ~o, T]X ~II (X  -- Xn) 01/2 [I2.s d/~, 

on a imm6diatement la forte pr6visibilit6 de X 01/2 (/tune 2-6quivalence) consid6r6 
comme processus/t valcurs dans L~2(lI-I; ti3). En outre 

=< ~to, rl• e Tr [(X - X.)Q_.(X* - A~.)] d2 +~Eo, rl• n II(X - X~) 0 X* IIT~ d2 

-11-II O, T1 • {IX0(  X*  -- Xn~)ll Tr d~ 

< ~to, rl• ~ Tr [(X - X.) 0 (X* - X*)] d2 + 2 ~to, Tl• a II ( x  - x . )  ~)~/2 I I . s  

�9 IIX01/~ll~.sd;t .  

D'ofl, puisque par hypoth6se j I1X 0 ~t2 II~,. s d). < oc; la convergence de X, Q X* 
vers X Q X *  dans 2P~ ,~( [0 ,  T] xO,  P,~,). La forte pr6visibilit6 de X Q X *  (g 
une 2-6quivalence), comme processus ~t valeurs darts ~ t  (IH; G) en r~sulte. [] 

D~finition 2. Soit M une martingale/t valeurs darts lH, de carr6 int~grable et 
continue /t droite, Q le processus pr~visible associ6, 5 valeurs dans IH~hlH,  
d'apr6s le th6or~me 1. On notera A,a(M;IH, q~) (resp. A~-Z(M; IH, G)) l'espace 
A 2 (resp. A 2) d6fini dans la proposition 1 (resp. la d6finition 1), associ6 ~ Q, lI-I 
et G. 

Th6or~me 2. Eapplieation X, ,~o, t~•  dM d~finie sur g se prolonge en une 
isom~trie de/[2 [M, IH, 113] dans L2~(O, ,~,  P). 
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D~monstration. D'apr6s la proposition 1, il suffit de prouver que 

X ' ~  ~lo, tl • a X dM 

restreinte ~ g est une isom6trie. 

Soit donc 

X=~7=~ l>,a• ," ~i 

les rectangles ]si, t/] x F,. 6tant disjoints 

z E " E N~o,q • = iJ21= 11Fi" #i(Mti-MstN 2. 

La propri6t6 de martingale de M e t  la lin~arit6 de Tr impliquent 

E[] ~o,tj • 2 = E  ZT=, Tr {lv,' #, | # ,(Mr,-M,,  |  } 

= ~ ' = ,  Tr {#, | #i (E lv,. (Mr, - Ms,) | z)}. 

Ce qui d'apr6s la d6finition de Q s'6crit 

E ll~o,,l• =27=1Tr{#i | #~ Y>,,a • d2 

=Y ~7=~ lxs,,,d x F, Tr(&O# *) d2=51o, tl• 

D'ofi le th6or6me. [] 

Th6or6me 3. Si X est un processus tel que pour tout t, llo, t 1. Xe f i2 (M;  IH, ffj), 
Ie processus (51o, qxaXdM)t~+ admet une version continue 4 droite qui est une 
martingale d valeur dans ffJ, relativement aux tribus (~t), et de carrd intOgrable. 

D~monstration. Que (g)=(yjo,q• rl soit une martingale est trivial 
pour X e g ,  et r4sulte, par densit6, pour un X quelconque dans A2r(M; IH, ~). 

L'existence d'une version continue ~ droite, adapt4e aux ~ euxmemes, rbsulte, 
comme dans le cas r6el, de la possibilit6 d'approcher Y uniform4ment par trajec- 
toire, par une suite de I1, int4grales de processus X"e?.  [] 

3. Int6grales L ~ par rapport ~ une martingale locale 

Si M est seulement une martingale localement de carr6 int6grable, c'est-Mdire si 
existe une suite (a,) croissante de temps d 'arr& telle que l im ,%= +oe p.s. et 
telle que 

soit une martingale de carr6 intdgrable, le processus Q est d6fini exactement de 
la marne mani6re; la mesure 2 6tant d6finie par sa restriction (finie) aux ensembles 
]s, t] x F (~ ]0, G] .  

Soit alors A(M;IH, ~)(resp. A(M;lH, qi)) l'ensemble des processus X tels 
qu'existe une suite croissante (%) de temps d'arr6ts, telle que 

lim, v, = + oo p.s. z, < o-, et telle que 

gn, t XeAZ((MsA~,);IH,(13) (resp. s A~z ((Ms ̂  ~,); IH, G)). 
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I1 est clair qu'on d6finit de fagon unique ~t l'indistinguabilit6 pr6s un processus Y, 
qui est une martingale locale ~t valeurs dans ~3 en posant 

V n Yt^~ =~lo,t^~,dXdM. 

On notera cette martingale locale ~ X d M .  

4. Variation quadratique et formule de Ito 

Le processus naturel ( M )  d'une martingale locale M /~ valeurs dans IH a 6t6 
d6fini dans [51 et [6]. 

Nous rappelons 6galement une expression du processus de variation quadrati- 
que [M] de M: (cf. [3] et [6]) 

(4.1) [M ] t = M t  ~ 2 - M |  ft ~ / t o  - jo-'-~- | 1 7 4  

Ce dernier processus 6tant, ainsi que ( M )  un processus ~t valeurs dans IH Q1 IH 
et tel que, pour tout 09, la fonction d'intervalle Is, t] ,~ [Mt(02)]- [Ms(09)] s'6tend 
en une mesure sur les bor61iens de IR--, ~ valeurs dans II-I Q11H, et ~ variation finie 
sur tout intervalle [0, T]. Les deux processus coincident lorsque M est continue 
(cf. [6]). 

Th~or~me. 1 ~ Soient X ~.d[M ; lI-I, G], Y= ~ X dM et Qy le processus associO d 
Y par le thkorOme 1. Alors 

(4.2) Q r = X o Q o X *  (ou encore Q r = X  | X(Q)). 

2 ~ Si X~LZ~(~;G)([0, T] • Q, P, 2)=AZ(M; IH, r on a sur [0, T] 

(4.3) <Y>t=~1o, t1X~ | X~d<M> s it l'indistingabilitd pros, 

(4.4) [Y]t=~lo,qXs | X f l [ M ]  s it l'indistingabilit~ pr#s. 

Dans ces deux expressions les int6grales sont/t  prendre sur chaque trajectoire 
co par rapport aux mesures vectorielles it variation born6e d(M(~o)) set d[M(~o)] s, 
les fonctions s,N, Xs(og| 6rant pour presque tout co fortement int6grables 
par rapport ~t ces mesures. 

D~monstration. 1 ~ Remarquons que les formules du th6or6me &ant des 
formules par trajectoire, la localisation est imm6diate, et, par suite, nous pouvons 
supposer M de cart6 int6grable, et X~AZ(M;  1H, ~3). 

Supposons que X =  11~ o~txr'# off F ~  et # ~ 0 H ; I I 3 ) .  En se rappelant la 
d6finition de la mesure A ~  ~aQd2, on a 

E(1G(y t -  y~)| 2) -~- E I F c~ a" P | #(mr ^ ~ - Ms ^ ~)| 2 

= # | #(~ls, tl~ l,, ~t x F ~ Q  d).)= ~l~,qx a l l~, ~lxV#| d)~. 

Ceci exprime la formule (4.2) dans le cas du processus simple X consid6r& On 
passe 6videmment imm6diatement au cas d'un processus de g. Soit maintenant 
X~A~(M;IH, ~). Consid6rons une suite (X ") extraite de g telle que 

lim, ~ T r ( X -  X,) (2(X* - X * )  d2 = O. 
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Posons Y"=~ X"dM. Les deux membres de l'6galit6 

E [1 G- (Yt"- y.)| 2] =~ X"Q X"* d2 

convergent dans G@ 1G vers E(I~. (Yt-y~)| (th6or~me 2) et vers ~XQX*d2 
(voir la preuve de la proposition 4) respecfivement. 

2 ~ La relation (4.3) est montr6e dans [5], la relation (4.4) se montre de la 
m~me fagon en montrant qu'elle est vraie pour les processus de la forme X =  
1is, , [ •  off F ~  et # ~ 0 H ;  G), et en prolongeant par lin6arit~ et densit6. 

L'int6grabilit6 forte sur P-presque toute trajectoire de X S | X~ par rapport 
la variation de la mesure d[M]s, r6sulte des remarques suivantes. 

Pour tout A~P 

)~(A) = E(~ 1a(s , CO) d[[M]]s) 

off [ [M]]  t est le processus r6el croissant continu ~ droite 

[ [M]] t  = [ [ M t l [  2 _ ][Ms[] 2 _ 2~ (Mu_, dM~,) 

(v&ification imm6diate pour A elR, en raison du caract&e de martingale de 
11M~lr 2_ [[M]]~; la propri6t6 en r6sulte pour tout A dans ~ par prolongement par 
mesurabilit6). 

La mesure ~t valeurs dans IH Q1 IH: 

A,,,,,m(A)=E ~ la(s, o)) d[M]s =E(~ 1A(S, CO) d (M) )  

a sa variation 6gale/t 2 (cf. [5]). 

On en d6duit alors facilement que si X, converge vers X dans 

L2(~;G)(]0, T] x f2, P, 2), presque surement X,(. ,  CO) converge vers X(.,  CO) 

L2(~; mOO, T], d [[M(CO)]]~), 

et par suite X.(.,  CO) | X.(., CO) converge vers X(., CO) | X(.,  o)  dans 

L~(~|174 ([0, T], d[[M(CO)]]~). 

Or, la mesure positive d[[M(CO)]]~, majore presque surement la variation de 
d[M~(CO)]. 

Montrons alors (4.4) pour un processus X =  11, ' ~[• On a 

Y~= 1F. #(Msvt- Ms) 

d'ofl 

[YJt = l r #  | # ( M s ~ , -  Ms) | + ~,~s l r  #(Ms ~ ' -  M~) | #dM~ 
+ ~,~s lr" #dMs | #(M s ~ -  M~) 

= I~#|174 h.,~• # |  | 

- ~ ( #  | #) [Ms | (M. ~, - M~)] - 1A# | #) [(M. ~ , -  M.) | Ms] 

= 1~ # | #(M.*g, - M~ ~) + g X | X(Ms- | dM~ + dM~ | Ms_) 
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Nous rappelons une (~formule de Ito)) d'un type tr6s g6n6ral (cf. [3]). 

M &ant une martingale ~t valeurs darts un espace de Hilbert IH, continue fi 
droite, de carr6 int6grable, on note S le processus 

s, = [ M ] , -  Y,1  t(Ms- Ms-) | 

~t valeurs dans IH (~1 IH. Ce processus est continu et de trajectoires/i variation 
finie. 

Soit V un processus/t valeurs dans un espace de Banach IF, continu ~ droite, 
de trajectoires/t variation finie. 

Alors si ~0 est une application de IF x IH darts un espace de Hilbert IK, une lois 
continuement diff&entiable dans la premi&e variable, de diff&entielle Dxc p 
born6e sur tout born6 de IF x IH, deux fois continuement diff6rentiable darts la 
deuxi6me variable, de diff&entielles Dlyqo et DZcp born6es sur tout born6 de 
IF x IH, le processus cp(Vt, Mt)-cP(Vo, Mo) est 6gal, /t l'indistingabilit6 pr6s au 
processus 

21 =<t q~(V~, Ms)-q}(V~-, M~- )-Dxqg(V~- , Ms_ )(V ~-  V~_) 

--Oycp(V~_, Ms_ )(M s -Ms_)+j~Dxcp(V,_ , M,_ ) dV, 
+~;Dr~o(V, - ,M,- )dM l tD2 M._) dS.. 
Nous allons en d6duire deux formules qui nous seront utiles dans la suite: 

une formule d'int6gration par partie, et une formule d'6nergie. 

Proposition 5. Soit M une martingale d valeurs dans respace de Hilbert s@arable 
IH, continue d droite, de carr~ int~grable. 

Soit V un processus d valeurs clans 5~0H;113 ) t13 ~tant un espace de Hilbert 
s@arable avec Y h~IH: 

p.s. Vt(co ) . h = V o h + ~ As(co ) . h ds (intdgrale forte d valeurs dans 113) 

off As(co)6 ~ 0 H , G )  le processus (s, co),~ As(co ) h dtant prOvisible pour tout h. 

Alors on a, dt l'indistingabilit~ pros des processus 

(4.5) Vc M,=Vo.  Mo+~toA~.Msds+~V~.dM~ 

Ddmonstration. Si on avait Vt(co)=~ As(co ) ds au sens d'une int6grale forte ft. 
valeurs dans 5e(IH; ~), la formule (4.5) serait une cons6quence imm6diate de la 
formule de Ito ci-dessus avec IF = ~ 0 H ;  ~), IK = ~ ,  q)(u, h)= u(h) (not6 u. h dans 
l'6nonc6 de la proposition). 

Consid6rons une base orthonorm6e {h,} de IH, notons lt-I le sous espace 
engendr6 par {hi, ..., h.} et / -P la projection orthogonale de IH sur H .  On a, 
puisque (s, co) ~.  A s o/7" est alors fortement pr6visible, ~ valeurs dans ~(IH;  G): 

VtoH .. M,= VooH .. M o + j~AsoH .. Ms+ j~ V~oH . dM s. 

Comme pour tout co, A~(co)o//. Ms(co ) converge sur ]0, t ]vers As(co ) - M~(co), 
en &ant major6 en norme par HA s. Ms(co)ll~, et comme V~oH, converge clairement 
vers V~ dans AZ(M; IFI, ~3), on a la formule (4.5) par passage/i la limite. 

Proposition 6. Soit M une martingale d valeurs dans un espace de H ilbert s~parable 
114, continue g~ droite, de carr~ int~grable. 
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Soit V un processus d valeurs dans IH, tel que sur toute trajectoire 

V t = ~ A~ ds (intdgraleforte). 

A &ant un processus d trajectoires dans L~[0, T] pour tout T. Alors on a, d l'indistin- 
gabilitd pros des processus 

][Mt+ Vt[I 2= [IMo+ Vol[Z+2S~(M~+ V~ldM~)+2~(M~+ V~IA~)ds+Tr[M]t. 

DOmonstration. On applique tout simplement la formule de Ito, telle qu'6nonc6e 
ci:dessus ~t la fonction ~0(x, y)= (x+ y lx+  y)~ et en notant que 

D~o(x, y) . h=Dyq~(x, y) . h= 2(x + y[h), 

D~ cp(x, y). h | g = 2(hlg) = 2Tr(h | g). 

On obtient alors, puisque V est ~t trajectoires continues 

I[ v, +Mtll a= II Vo+Moll2+~s<=, IIM~-M~-112+2 ~ (V~ + M~Id V~) 

+ 2 g(V~+ M~ldMs)+ Tr. S,. 

Si l'on remarque que 

Tr St= T r [ M ] t -  ~<=t Tr(M~-  M~_ ) | = T r [ M ] t -  ~s<=t IIM~-Ms-I12 

on a la formule de la proposition. 

5. Application ~ certaines ~quations d'~volution stochastiques lin~aires 

(5.1) Hypotheses g~n6rales - Probl~me. N ous consid&ons un sous-espace vectoriel 
ID d'un espace de Hilbert IH. Sur ID est donn& une structure hilbertienne pour 
laquelle l'injection ID ~ IH  est continue. On suppose donn& une famille (A~)t~o ' r] 
d'op~rateurs lindaires clans IH, de domaines IDt~ ID, tels que la restriction de A t 
d ID appartient d ~q~(ID; IH), et tels que Y heID, u,,~A,(h) soit mesurable d valeurs clans 
IH. 

M d6signera une martingale & valeurs dans IH, continue /~ droite, de carr6 
int6grable telle que M o = 0. 

A (At)t<o, T~ et ~ M nous associons l'6quation d'<<6volution stochastique>>. 

dXt= AtXtdt  + dMt. (5.1.1) 

DOfinition. Soit ~ E L ~  On appelle solution de (5.1.1) sur [s,T],  
de condition intiale 4, tout processus X A valeurs dans IH, tel que pour tout co la 
trajectoire u,~Xu(m ) prenne presque partout (en u, pour la mesure de Lebesgue 
sur [s, T]) ses valeurs dans ID et 

V t 6 [ s , T ]  Xt=~+S~Au. Xudu+M t p.s. (5.1.2) 

A la diff6rence de [1] et dans le m6me esprit que [2], nous donnons dans ce w 
des th6or6mes d'existence et unicit6 sans hypoth6se de coercivit6 s u r  (At). 

(5.2) Cas homogOne. Nous supposons ici que A t =A off A est le g6n6rateur infini- 
t6simal d'un semi-groupe 6quicontinu de classe Co, (Rt) t >__ o de H dans H. Autrement 
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dit: V t RteSe(H; H), supt__<TliR, ll~o(~;na)< m, lim,_o tlRth-hh]~=O pour tout 
helH, et quels que soient s > 0  et t > 0  R,+t=RtoR ~. 

On note ici I I  le domaine du g6n6rateur infinit6simal A, muni de la norme 
hilbertienne associ6e au produit scalaire (x, y)~=(x,  y )~§  Ay)~. 

On rappelle que g t > O, R t applique I I  dans ID de fagon continue. Comme en 
outre pour tout h e l l  on a A o R t h = R t o A h  on a 

[Ie, ll~em;iD)= sup {llAoe,  hll~+ IIe, hH~: h e l l ,  Ilhll~i+ IIAhll~i < 1} 

<IR = t (H" H)" 

D'ofl 6galement supper IIR, II~(~;~< + oo. 

Th6or6me 5. 1 ~ Soit (Mr) o <t~ < rune martingale d valeurs dans 113, d trajectoires 
dans Ca([0, T];  H) c~/2([0, T] '  JI)). 2 

Alors pour tout ~eL~ o~, P) l'dquation (5.1.1) a une solution dans [s, T], 
d valeurs dans IH, continue d droite, de condition initiale X~ = 4, unique d l'indistinga- 
bilit~ pr&, donn& par 

Xt =Rt_s(~ + Ms)+ itsRt_udMu, (5.2.1) 

Si ~eL2(f2, ~ ,  P), E(llX~ll2)< oo pour tout t~[s, T]. 

2 ~ On suppose que la martingale (Mt)o<_t<= T a ses trajectoires dans 

Ca([0, 7] ; IH) ~ LI([0, T] ; IH), 

et que pour tout t>0 ,  Rt ( IH)c l l .  
Alors pour tout ~eL~ P) l'~quation (5.1.1) a u n e  solution dans Is, T], 

d valeurs dans H,  continue d droite, de condition initiale X~ = 4, unique d l'indistinga- 
bilitO pros, donn& par (5.2.1). 

Ddmonstration. 1 ~ L'unicit6 r6sulte imm6diatement de l'unicit6 de la solution 
du probl6me de Cauchy d6terministe 

dx(t) 
- A .  x(t)  t e  Is, T ]  

dt 
lira x(t)= ~ ~ l l  (5.2.2) 
tJ.s 

(cf. [14], p. 621). 
La solution est d'ailleurs donn6e par 

x ( t )  = R,_~. 4. 

Nous rappelons en particulier la formule 

V s < t  V~EID 
+j;AoR._s du=  +j:R~ (5.2.3) 

Passons fi l'existence de la solution. Pour cela nous montrons directement que 
(5.2.1) d6finit un processus, admettant une version continue fi droite, solution de 

2 C a ([0, T] ; IH) d6signe l 'ensemble des applications continues fi droite de [0, T]  dans H .  



L'int6grale stochastique hilbertienne 13 

(5.1.2). L'int6grale stochastique est parfaitement ddfinie puisque 

sup, <, [I R,_,  [].~(~; ~) < supu <t [I R,_, ]].~(w; ~) < + oo. 

Pour simplifier l'4criture, nous supposons, sans restreindre la ghn&alit6 de la 
d6monstration: s = O, M s = O. On dhfinit donc 

X, = a,~ + S~ Rt_,dM,. (5.2.4) 

Consid6rons alors pour chaque t le processus V~ valeurs dans ~(ID; I[-I) tel que 

V~(e)) h= Rt_ ,h= Rth - ~; R,_ ,o A h du. 

La proposition 5 appliqu6e fi Vet M donne: 

Xt=Rtr .M, du=R,~+M,+gAoRt_uM, du p.s. (5.2.5) 

L'application u,,,,,R~_,. M,(o~) 6tant fortement int6grable fi valeurs dans ID 
(par hypoth6se, puisque u,,~M,(og)e/2 ([0, T]; ID) on peut 6crire 

X,=R,~+Mt+A(~Rt_,M.du ) p.s. 

Cette expression montre imm6diatement que X ~t valeurs dans I[-I d6fini par 
(5.2.4) admet une version continue ~t droite. 

Si nous appliquons la formule (5.2.3)/t nouveau: 

Xt=~ + S~AoRt_s~ds+ Mt+ A(~(~t~AoUs_uM, ds)+ M.du). 

La fonction (u, s),,,~A o R~_~Ms(~ ) ~t valeurs dans IH est fortement int6grable, 
donc en intervertissant les int6grations dans la derni&e int6grale 

X,=r + M,+ ~;AoRsCds+ A ~;M~ +(~;ARs_,M, du ) ds=r + Mt + ~AXsds. 

Ceci prouve que X, est solution. 
Si ~ eL~((2, ~0, P) le fait que sup,~t0,,~ IlR,-,h~i~;~ < '  ~ implique imm6diate- 

ment, fi partir de (5.2.3) que .... 

EllX, ll~< ~ -  

2 ~ Comme dans 1% l'unicit6 r6sulte de ce que le probl~me de Cauchy 
d6terministe 

dx(t) 
- A .  x(t) te[s, T] 

dt 
lim x(t)= ~ ~ ~IH 
tSs 

admet dans ce cas encore une solution unique donn6e par la formule 

x ( t )  = R t _ s  4 .  

Rappelons 6galement que l'hypoth6se faite sur (R,), implique pour l'applica- 
tion t,,,~R, d'etre infiniment diff6rentiable sur ]0, + ~ ]  comme application ~t 
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valeurs dans l'espace de Banach 5q(II-I; IH), de d6riv6e hi'me: 

d" 
dt" Rt= An~ R t e ~ ( I n ;  ]H) 

(cf. [4] sec. 1 0 - 4 ,  p. 311). 

I1 est par ailleurs clair que pour tout n 

A" o Rt= Rt/,+ 1 o(Ao Rt/,,+ I)"e~(IH; ID). 

On v6rifie alors facilement que le raisonnement du 1 ~ s'applique/t nouveau 
pour montrer directement que la formule (5.2.1) donne la solution. 

(5.3) Cas non homog~ne. Dans ce paragraphe, nous revenons ~t la situation 
g6n6rale du (5.1) ci-dessus. Comme dans [2] nous nous plagons dans des hypo- 
th6ses qui sont v6rifi6es dans le cas de la th6orie de IV. Tanabe pour le probl6me de 
Cauchy d6terministe (cf. [9] ch. XIV). 

En ce qui concerne la perturbation repr6sent6e par la martingale (M,) nos 
hypoth6ses sont clairement plus g6n6rales que dans [2]. 

Le r61e jou6 par le semi-groupe en (5.2) sera jou6 ici par l'op6rateur de Green 
G(t, s) dont nous rappelons la d6finition. 

D~finition. Nous dirons que (At)t~[o,t I admet un op6rateur de Green G =  
{ G(t, s): O < s<<_t <_ T, G(s, t)e~q~(IH;IH)} si 

(i) G(s, s)=I (op6rateur identique dans IH) pour tout se [0, T], 
(ii) VO<s<t<_u<_T G(u,s)=G(u,t)oG(t,s), 

(iii) V helH t,,~,G(t, s)h est continue de [s, T] dans IH, 

(iv) V helH le probl6me de Cauchy 

d 
~ x ( t ) = A t x ( t )  t>s  (5.3.1) 

x(s) = h 

a une solution unique dans L 2 ([0, r ] ) n  C([0, T];IH) donn6e par x(t)= G(t, s)h. 
(i.e.: x(t) = h + ~t A,  x(u)du). 

Th6or6me 5'. Nous supposons que (At)t~Eo" 7] admet un op~rateur de Green avec 
les propridt~s suivantes 

(i) {G(s, t): O<_s<_t<_r} est born~ dans ~~ et V helH 
(s, t),~G(s, t) . h est continue de {(s, t): O<_s<_t <_ T} dans IH, 

(ii) V 0 <_ s < t < T G(s, t) ID clD,  la restriction de G(s, t) d ID dtant continue de 
ID dans ID (pour la norme de Hilbert sur ID), 

(iii) V helD u~,~, A,.  helH est continue de [s, T] dans IH, 

(iv) si u>e  AuoG(u,s)e~(IH;lH) pour tout s<<_~ et 

sups__<~ IIA, o G(u, s)ll~o(~;~)< co. 

Nous supposons que M prenne ses valeurs dans lD et soit continu d droite (pour 
la norme de lD). 

Alors pour tout ~ e L ~ ( f d , ~ , P )  l'dquation (5.1.1) a une solution continue d 
droite d valeurs dans IH, de condition initiale X~ = ~, unique d l'indistingabilitd pros, 
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donn~ par 

X,  = G(t, s)~ + ~ G(t, u ) d M , .  ' (5.3.2) 

D~monstration.  L'unicit6 fi l'indistingabilit6 pr6s, r6sulte imm6diatement de 
l'unicit6 de la solution du probl6me de Cauchy ddterministe (5.2.1) puisque la 
diff6rence de deux processus solution de (5.1.2) est presque surement solution de 
ce probl6me. 

Comme on ne restreint pas la g6n6ralit6 du raisonnement en supposant 
= 0, s = 0, nous allons montrer directement que le processus X d6fini sur [0, T] 

pour chaque t par 

X t = y; G(t, u) d M ,  p.s. (5.3.3) 

a une version continue fi droite qui est solution de (5.1.2) de condition initiale 
X o = 0. 

Remarquons d'abord que, par d6finition de G, pour tout h e ID 

G(t, s) h = h  + ~Auo 6(u, s) . h au. (5.3.5) 

L'hypothhse (iii) implique alors la diff6rentiabilit6 continue de t ~ G ( t , s ) ,  h 
sur [s, T] avec 

8 
aN [G(t, s) hi  = Ato G(t, s) h. 

Notons aussi qu'en raison de (i) et de 

G(t, s + ~r) ,  G(t, s) = G(t, s + a) o (I - G (s + ~, s)) = - G(t, s + a) o (G(s + a, s) - G(s, s)) 

la diff6rentiabilit6 de t ~  G(t, s)h pour heft), implique la diff6rentiabilit6 ~t droite 
de s ,~G( t ,  s )h  (fonction ~t valeurs darts H), et puisque s , ~ -  G(t, s)o Ash est con- 
tinue, on a la diff6rentiabilit6 avec 

0 
O-s [ G( t, s) h ] = - G(t, s)o A s . h =  U ( t, s) h , (5.3.6) 

off U(t, s)= - G(t, s)o AseSe(lD; ]H). (5.3.7) 

Si nous appliquons alors la proposition 5, au processus V d6fini par V(s)= 
G(t, s)eSe(ID; IH) la formule (5.3.4) donne 

V t < T ,  X t = M t - S ; U ( t , s ) . M s d s  p.s. (5.3.8) 

gn 6valuant A u o (G(u, s + a ) -  A u o G(u, s), en raisonnant comme pr6c6demment 
et en utilisant (iv), on voit que V heD,  s,~,~Auo G(u, s).  h est diff6rentiable comme 
fonction ~t valeurs dans ]H, sur [0, u[, de d6riv6 

~s (A ,  oO(u, s) . h)= - A ,  oG(u, s)o A s . h (5.3.9) 

avec d'apr6s (iv) 

- A ,  o G(u,  s)o A s = A ,  o U ( t ,  s ) e  ~q~(lD; IH). (5.3.10) 
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On peut alors, pour tout helD diff6rencier les deux membres de la relation 
(5.3.5) par rapport/t  s. Pour s<t,  on a 

g(t, s)h= - A~h + 5~Auo U(u, s) . hdu. (5.3.11) 

En raison de (5.3.11) te processus X d6fini sur toute trajectoire co par la formule 
(5.3.8) v6rifi6, puisque M~(~o)elD: 

X,(o)) = M,(m) + g A~M~(m)ds- 5;(5~Auo U(u, s). M~(~)du) ds 

= Mr(c~ + 5; A, M~(e)) d s -  5; A, o (5~ U(u, s) M~(og) ds) d u. 

(Noter que, puisque U(u, s)~L#(lD; lD), on peut effectivement sortir A,~Lf(lD; IH) 
du signe d'int6gration.) 

Cette derni~re relation s'6crit: 

Xt(~ Mt(~ q- I; A~X~(co)ds. 

Le processus (Xt) d6fini par (5.3.8) pour toute trajectoire est solution du probl~me. 
Comme c'est une version continue ~t droite du processus (5.3.4) le th6or~me est 
d6montr& 

Th~orfime 6. On suppose que (At)I<=T admet un opdrateur de Green, avec tes pro- 
pridt& du th~ordme 5' et en outre 

(v) V s < t  G(t ,s ) IHclD et G(t,s)ECf(IH;lD), 

(vi) V h~lD V t (Athlh)<O. 

La martingale M prend ses valeurs dans IH etes t  continue d droite. Si on note 
# la mesure positive sur [0, T] ddfinie par 

#(]0, t]) = E IIM, I1~) 

on suppose que 

(vii) sup, =< T 5; II G(t, s) ll~{~a;~} #(ds) < oo. 

Alors, pour tout {sL2(O,  if,, P) l'~quation (5.1.1)a encore une solution continue 
d droite, d valeurs dans IH, de condition initiale X ,=  {, unique d l'indistingabilit~ 
pr&, donn4e par (5.3.2). 

D4monstration. lD ~tant dense dans IH, on peut consid~rer une base orthonor- 
male {e,} de 1I-t, telle que e, elD pour tout n. Soit a lo r s / / ,  la projection dans IH 
sur le sous-espace R-I engendr~ par {e,, ..., e,}. 

Consid6rons la martingale M " =  H.(M), i~ valeurs dans II-I o l D  M 6tant con- 
tinue ~t droite il enest  de marne de M". Appliquons le th6or~me 5'/t l'6quation 

dX,=A,.Xt+M~, 

et consid6rons le processus solution 

XT~ = G(t, s) ~ + 5~ G(t, u) dM~,. (5.3.12) 

Comme G(t, s)e~f0H;  lD) en raison de (vii) on peut d6finir 

Xt= G(t, s) ~ + 5~ G(t, u) dM~. (5.3.13) 
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En introduisant la matrice Q associ6e A M (cf. w 1) 

E( H Xt - S~ II 2) = ~s, a• a II a ( t ,  u) o ( I - / / " )  O)/2(u, co)II 2.s,~(du, dco). 

La convergence vers zero de IT(/-//")" ~1/2 (u, co)ll~.s la majoration 

II a(t, u)o ( I -n  ~) Q1/2(U, ~)ll~ s=< II G(t, u)rl~(~;~> 
et la propri6t6 (vii) montrent que 

l i m , ~  ~ E l i L -  X~l[~odt=O. 

On peut donc extraire une sous suite (X "k) de la suite (X n) telle que pour P presque 
tout co 

limn~o~ NX~k(co)--Xt(co)l[ng=0 presque partout sur [0, T] .  

Nous allons montrer qu'on peut extraire une sous-suite telle 6galement que 
pour P presque tout co les trajectoires t,~X~"(co) convergent uniform6ment sur 
[0, T], comme applications ~ valeurs dans IH. I1 en r6sultera que X admet une 
version continue ~ droite dans IH, dont les trajectoires prennent presque partout 
leurs valeurs dans ID. Notons encore X cette version. Comme en outre, p.s., les 
deux membres de 

x n  t n n t (co) = ~ + ~ A~ X~ (co) ds + M t (co) (5.3.14) 

+ t  convergent pour tout t dans IH vers Xt(co ) et ~ ~ As X~(co)ds + Mr(co ) respective- 
ment. 

On a donc pour P presque tout o9 

V t< T Xt(co)=~+~A~X~(co)ds+Mt(co ). 

Le th6or6me sera donc d6montr6, l'unicit6 6tant imm6diate en vertu du m6me 
argument que dans le th6or6me pr6c6dent. 

Evaluons IlX~ m 2 -X~ I1~ en utilisant la proposition 6 et la formule (5.3.14). 
On obtient (en supposant pour simplifier l'6criture: s = 0) 

n m 2 _ _  f t  ( X  m x n [ d l y m  n t m n m n I lX~-X~ ! ] ~ - j o ,  . -  . , ~ * t ~ . - X 2 ) ) ~ d s + f . ~ ( X ~ , - X ~ , I d ( M o - M S ) M  
+ Tr [ M " -  M"],. 

On utilise alors l'hypoth6se (vi) et le fa r  que 

t X m n m n _ (~*o ( ~ - X .  [d(M2 - M.))~)r <_ r 

&ant une martingale 

Elsup,<T ~;(X~, - X" " 2 n m = ' " ,[d(M,-M,"))~I < 2 E I S r ( X ' ~ - X ,  Id(M2-M~.))~I 2 

pour 6crire 

E(sup,<r[iX~_Xgll~)<4 ~o,r ~ ~ n - 1 / 2  m n 2 = _ •  - / /  ) O  (XS-XS)N~d2 
+ 2 E(II(H m -  H")M r I[ 2 .  

De l'hypoth6se (vii) et de la convergence pour tout (u, co) vers zero de 

II(S/"- . " l l Z  , .  . n ) Q  (X." - X.~)ll~ 
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et pour tout  co de [[(//m--//n)MT(O~)[[ ~ on  d6duit 

l im . . . . .  E (supt__< r [1XS - X~ II~) = 0 

d'ofi, imm6diatement  la possibilit6 d'extraire une sous-suite  X~ ~ telle que pour  
P-presque tout  co 

limb . . . .  (sups ~ r II X~ ~ -  S~'l l~) = 0. 

Ceci ach~ve la d6monstrat ion  du th6or6me. 
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