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Summary. The purpose of this paper is to develop a stochastic calculus of 
variations for R"-valued strong Markov processes with jumps xt, which is 
the analogous of the Malliavin calculus of variations on diffusions. An 
integration by parts formula is established on a non Gaussian infinite 
dimensional probability space, in order to prove regularity of the probabili- 
ty law on R n of x t, for fixed time t. Diffusions with jumps are also 
considered. The connection between the calculus of variations and the 
representations of martingales for jump process is exhibited. 

O. Introduction 

Dans [14, 15], Malliavin a introduit des techniques permettant d'effectuer des 
integrations par parties sur l'espace de probabilit6 (f2, P) du mouvement 
Brownien r-dimensionnel w, et ceci en vue d'obtenir un r~sultat d'hypoellipti- 
cit~ sur un op6rateur diff6rentiel 6crit sous la forme de H/Srmander [10] 

C3 r 
Xo + �89 y (o.i) 

1 

o/1 Xo, X1, ... X r sont des champs de vecteurs sur R n. Ces techniques ont 6t6 
reprises et &endues par Stroock dans [19, 20], qui donne 6galement diverses 
applications. La technique de Malliavin [14, 15] et Stroock [19, 20] repose sur 
l'utilisation ad6quate de l'op6rateur d'Ornstein-Uhlenbeck ~ qui op6re comme 
op6rateur autoadjoint sur l'espace de Hilbert L2(f~, P). On consid6re en effet 
l'6quation diff6rentielle stochastique 

r 

d x = X o ( x  ) d t + ~  Xi(x ) �9 dwi; x(0) = x 0 (0.2) 
1 

et pour T > 0 ,  on consid6re xr(co), auquel on montre qu'on peut appliquer 
l 'opdrateur d .  
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Une approche diff6rente du calcul de Malliavin a 6t6 propos6e par nous 
dans E3]. Elle repose essentiellement sur une utilisation ad6quate de la formule 
de Girsanov [21] - 6 et est 6troitement li6e A des r6sultats de repr6sentation de 
martingales de Haussmann [8, 9]. Cette approche a 6t6 utilis6e par Bismut- 
Michel [4, 5] pour obtenir divers r6sultats en th6orie du filtrage. 

Une pr6sentation simple des deux points de vue est expos6e par Williams 
dans [24]. Par ailleurs un point c16 de la d6monstration d'hypoellipticit6 de 
l'op6rateur (0.1) est montr6e dans Malliavin [15] et Ikeda et Watanabe [11] 
pour retrouver le r6sultat de HSrmander [10]. 

L'objet du pr6sent article est de montrer qu'on peut 6tendre les techniques 
de [3] ~ certains espaces de probabilit6 non gaussiens d6s lors qu'on peut 
utiliser une propri6t6 de quasi-invariance de la mesure de probabilit6 compara- 
ble ~ la formule de Girsanov. On peut ainsi 6tudier le semi-groupe engendr6 
par un op6rateur int6grodiff6rentiel LP qui op6re sur C~(R") par 

5gf=Xof+ S ( f (x+y)- f (x ) -<f ' (x ) ,y ) )M(x ,  dy) (0.3) 
lyl-<l 

+ ~ (f(x+y)-y(x))M(x,  dy) 
lyl>l 

o3 X 0 est un champ de vecteurs et M(x, dy) un noyau de L6vy, et plus 
gan6ralement si 5~' est un op6rateur diff6rentiel du type 

Y 

~ ' =  { E XP' (0.4) 
1 

on 6tudie le semi-groupe engendr6 par ~ + 5q'. 
Avant de prhsenter les rhsultats obtenus dans l'article, il nous parait utile 

de d4velopper la technique utilishe en dimension finie. Supposons en effet que 
l'espace de probabilit6 Q est 6gal fi R e, et est muni d'une mesure de probabilit4 
P du type g(x)dx, o3 geC~(Ra). Soit ~b une fonction C ~ de f2 darts R k (k<d), 
telle que p.s., ~'(x) est de rang maximal k. La loi # de ~(x) sur R k a alors une 
densit6 par rapport /t la mesure de Lebesgue. Pour montrer que cette densit4 
est Coo, il suffit de montrer que les d4rivhes de # au sens des distributions sont 
des mesures bornhes (c'est 6vident par l'6tude de la transform6e de Fourier de 
#), d'ofl l'utilit6 d'int6grer par parties sur f2. Soit f~C~(Rk), et h(x) une 
fonction Coo d6finie sur R e ~ valeurs dans R e a support compact. On a 
trivialement (par inthgration par parties sur f2) 

Pour montrer que la deriv6e premi6re de # au sens des distributions est une 
mesure born4e, il suffit de montrer qu'on peut choisir h de telle sorte que 

=D~ r (l = 1... k) darts (0.5). ~'(x) h(x) 

a) Si (2 est muni naturellement d'une structure d'espace de Hilbert, un 
choix naturel de h(x) est celui qui minimise la norme ]lkll parmi les k tels que 
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r k=  ~ (l'espace des k qui conviennent est p.s. non vide puisque r est 

p.s. de range maximal). Comme ~b'(x) applique R e dans 72(Rk), l 'op&ateur 
adjoint ~b'*(x) applique T*(R k) dans l'espace dual R e* qu'on peut identifier 
R e grace /t la structure Hilbertienne. Ainsi cb'*(x) applique T~*(R k) dans R e, et 
r est un oparateur p.s. inversible de T*(R k) darts Tx(Rk). Le choix 
<<naturel>> de hes t  ainsi 

h(x) = ~b'*(x) [~ '  ~'*] -~ (x) c~y ~ . (0.6) 

Dans le problame originellement considdra dans [3, 14, 19], on considare le 
mouvement Brownien w=(w z ...w r) en rant que mesure cylindrique sur l'espace 
de Hilbert ~2=[Lz(R+,dt)] r. Naturellement ~2 est de mesure nulle pour w. 
Toutefois en raisonnant comma dans [3], si darts (0.2), ~b est la variable 
alaatoire xr(o)) (T>0),  on peut dariver ~b dans les directions de f2 et utiliser la 
quasiinvariance de la mesure Brownienne pour obtenir une formule du type 
(0.5) (plus exactement, on utilise la formule de Girsanov pour effectuer des 
translations non anticipatives), f2 ayant une structure Hilbertienne naturelle, 
on construit ~'~b'*, salt indirectement darts [-14, 19] en utilisant l 'operateur 
d'Ornstein-Uhlenbeck ~ ,  soit directement dans [3]. 

b) Si f2 n'a pas de structure Hilbertienne <<naturelle>>, le choix de h n'est 
plus 6vident. Dans le cas qui nous occupe ici, (2 est l'espace D(R") des 
fonctions continues /~ droite ~ limites /t gauche dafinies sur R + ~ valeurs dans 
R". x, est le processus de Markov associa au ganarateur 2 '  donna par (0.3), et 
est solution d'une aquation diffOrentielle stochastique du type 

dx=Xo(x )d t+dy;  x(0)=x  (0.7) 

o6 y est un processus h valeurs dans R" (dont la loi est liae /t la loi de x !). 
est ici la variable alhatoire x r (T>0).  Sous certaines hypothases, on mantra que 

est darivable dans certaines directions de II(R")cD(R"), oil ll(R" ) est Fen- 
semble des processus de sauts pu t s / t  variation finie. ~'(y) applique donc ll(R" ) 
darts R", et ~b'*(y) applique R" darts l'espace dual lo~(R" ) des fonctions bornaes 
dafinies sur R + /t valeurs dans R" (dans le cas trait4 ici ~'*(y) applique R" darts 
Cb(R")). On ne peut donc plus former &'~'*. La solution de remplacement qua 
nous utilisons est de remarquer que si vell(R), HeI~(R"), alors vHell(R" ). On 
peut doric former l'opdrateur (qS'v~J'*)(y) qui applique ainsi R" dans R". Sous 
des conditions << naturelles >>, on montre alors qua ~'v~b'* est effectivement p.s. 
inversible, ce qui permet de poursuivre comma clans ]-3, 14, 19]. De simples 
considarations d'analyse fonctionnelle nous indiquent l'existence de difficultas 
techniques qui n'apparaissent pas avec le mouvement Brownien. 

Dans la section 1 de l'article, nous construisons bri~vement le processus xt, 
en utilisant les techniques exposaes darts Jacod [12]. Nous supposons q u e y  est 
un processus ~ accroissements indapendants, rasolvons (0.7) et modifions la loi 
de x ~t l'aide d'une densita exponentielle de Dolaans-Dade [28]. Nous nous 
sommes abstenu d'utiliser les aquations diffarentielles stochastiques ganarales 
de [12], essentiellement parce que nous avons chercha dans la suite /t obtenir 
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des r6sultats qui s'expriment facilement /t l'aide du g6n6rateur infinit6simal du 
processus de Markov consid&& 

A la section 2, on fait l'hypoth6se que le noyau de Ldvy M(x, dy) majore un 
noyau de L6vy M~(x, dy) qui est absolument continu par rapport ~ la mesure 
de Lebesgue sur un sous-espace vectoriel de R n avec une densit6 de classe C ~. 
On montre que la loi de la solution x~ de l'6quation diff&entielle perturb6e 

dxlt = Xo(xlt) dt + d(y, + ~ As(Aye) ) (O.S) 
s<=t 

(off A~(Ay~) n'est +0  que pour un nombre fini de s < 0  est absolument continue 
par rappor t / t  la loi de x. La d6rivation en l=  0 de l'6galit6 obtenue ~t partir des 
consid6rations pr6c6dentes nous permet d'obtenir une 6galit6 du type (0.5). 
Cette 6galit6 exprime deux ph6nom6nes distincts: 

a) Une int6gration par parties/t l'int6rieur du noyau de L6vy Ml(x, dy). 
b) Une propagation dans le temps de l'int6gration par parties d6crite en a). 
Cette section est proche des techniques de notre article [-3] et de 

Haussmann [-9] qui s'appliquaient aux diffusions continues. Elle montre que 
comme darts [-3, 14, 19] le calcul stochastique classique est l 'instrument par 
lequel s'expriment des identit6s de type fonctionnel. 

A la section 3, on applique les r6sultats de la section 2 fi la repr6sentation 
des martingales et on obtient ainsi un r6sultat parall61e fi celui de Haussmann 
[-8, 9] (volt aussi [3]). 

A la section 4, on applique les r6sultats des sections prdc6dentes ~t la 
r6gularit6 du semi-groupe engendr6 par l'op6rateur ~ .  Notons tout de suite 
qu'il est bien connu par les travaux de Kesten [13] (voir aussi Bretagnolle [6]) 
que marne en dimension 1, les processus de sauts h accroissements 
ind6pendants peuvent avoir une th6orie du potentiel <<pathologique>>. I1 est 
aussi bien connu que les semi-groupes de convolution sur R (par exemple le 
semi-groupe hyperg6om6trique) peuvent n'6tre que lentement r6gularisant ou 
m~me avoir une densit6 qui n'est pour aucun t > 0  de classe C 1. On va 
retrouver ce type de ph6norn6ne ici. On suppose en effet que le noyau de L6vy 

q 

Ml(x, dy) est une somme ~Ml(x ,  dy) de noyaux de L6vy m~(x, dy) port6s 
1 

respectivement par des sous-espaces E 1...Eq engendrant R ~ et ayant une den- 
sit6 de classe C 1 par rapport ~t la mesure de Lebesgue sur E~...Eq. Si le 
processus x saute une infinit6 de lois darts les directions E~...E~, on montre, 
sous certaines hypoth6ses que pour T assez grand, la d6riv6e premi&e au sens 
des distributions de la loi de x Test une mesure. On peut alors it6rer la formule 
d'int~gration par parties ainsi obtenue, et obtenir le marne type de r6sultats 
pour les d6riv6es d'ordre quelconque de la loi de x r. 

Notons ici qu'en g6n6ral, si x est un processus ~t accroissements 
ind6pendants, on connait sa fonction caract6ristique. Des r6sultats de types 
ab61ien et taub&ien permettent, sous certaines conditions, de relier la concen- 
tration de la mesure de L6vy autour de 0 et la r6gularit6 de la loi de XT(T>O), 
sans qu'intervienne la r6gularit6 de la mesure de L6vy. De tels r6sultats nous 
6tant n6cessaires pour les besoins propres de la section 4, nous en donnons une 
d6monstration rapide. Toutefois, on voit tout de suite que les techniques de la 
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section4 ne donnent que des rhsultats trhs insuffisants pour les processus ~t 
accroissements indhpendants. La raison en est que pour <<commencer)) 
infinitdsimalement une integration par parties relativement ~ la loi de xr, on 
utilise ici le fait que x Tes t  somme de variables ayant une <doi)) de classe C ~, 
ce qui est impossible par exemple lorsque la mesure de L6vy de x ne comporte 
que des mesures de Dirac. 

Les techniques de cet article sont par contre bien adapt6es ~t l'6tude des lois 
de processus de Markov d6crits par une 6quation du type (0.7), qui sont 
associ6s ~ des g6n6rateurs du type (0.3). 

Enfin /t la section 5, nous donnons diverses applications ~t l'6tude du 
semigroupe engendr6 par 5~ + S '  (o~ 5 '~ est donn6 par (0.3) et 5q' par (0.4)). 

Pour l ' introduction et l'utilisation des sommes compensdes de sauts, 
syst4mes de L6vy, etc . . . .  , nous renvoyons /t Meyer [16], Stroock [18], et 
Jacod [12] pour un expos6 tr4s complet. La lecture pr6alable de [3] peut aussi 
4tre utile au lecteur. Notons enfin que dans [33] nous avons utilis6 certaines 
techniques du prhsent article pour 6tudier les processus de bord d'une classe de 
diffusions. Les r6sultats contenus ici ont 6t6 annonc6s dans [34]. 

Dans tout le texte, les constantes utilis6es dans les majorations sont not6es 
C. 

1. Processus de sauts/ l  valeurs dans R" 

Dans cette section, nous rappelons bri6vement la construction des lois de 
processus de Markov 5. valeurs dans R" dont le g6n6rateur infinit6simal Y est 
du type (0.3). 

Pour des raisons techniques, nous supposerons systdmatiquement que le 
moyau de L6vy M(x, dy) est d6compos6 en la somme de deux noyaux 

~V/(x, dy)=Ml(x, dy) + M2(x, c/y) (1.1) 

de mani6re ~t nous permettre de faire un calcul des variations sur une partie 
Ml(x, dy) du noyau de L6vy M(x, dy). 

Par ailleurs, nous supposerons que les noyaux M(x, dy), Ml(x, dy), 
M2(x, dy) sont absolument continus par rappor t / t  des mesures fixes. 

La technique de construction 6tant 6troitement li6e au calcul des variations, 
nous la rappelons compl6tement. Pour plus de d6tails nous renvoyons A Jacod 
[12]. 

a) Notations et dOfinitions 

D(R') ddsigne l'expace des fonctions d6finies sur R + h valeurs dans R n, qui sont 
continues ~ droite et /~ limites /t gauche (en abr6g6 cadlag). Si y est l'616ment 
g6n6rique de D (R'), {F,Y}t e o ddsigne la filtration canonique {~(ys [ s < t)}~e 0, 
6ventuellement r6gularis6e/~ droite et comp16t6e au sens de Dellacherie-Mayer 
[7]. 
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De m6me si D(R")x  D(R") a pour point g6n6rique (yl, y2), on munit D(R") 
x D(R") de la filtration canonique 

{,1,2~ ~ 1 y~l =)},_>o, 5 '  ,,=>0={ (y~, 2 s < t  _ 

6ventuellement r6gularis6e tt droite et compl6t6e. 
#1 e t  ~2 sont deux mesures >0  a-finies sur R"/{0} telles que 

[xl2d#J(x) + S d#J(x) < + ~ 1 7 6  j - l , 2 .  (1.2) 
I~l=<l I~1>1 

D6finition 1.1. Pour j = 1, 2, ~ est le processus /t accroissements ind6pendants ~t 
valeurs dans R" et cadlag dont la fonction caract6ristique 0{(~)=E exp 
( - i ( ~ ,  y~}) est donn6e par 

0{(c0 = exp [ t t (exp(-  i(e, x } ) -  1 + i(c~, x}) d#J(x) 
Ixl_<l 

+ ~ t ( e x p ( - i @ , x } ) - l ) d # J ( x ) ] .  (1.3) 
Ixl>l 

Soit H J la ]el de / sur D(R"). Sur (D(R")xD(R"),HI| on d6finit ]e 
processus Yt par 

Yt = Y~ + Y~. (1.4) 

Yt est un processus /t accroissements ind6pendants dont la fonction 
caract6ristique O~(e) est donn6e par 

~,(~) = 0, ~ (~) ~,~ (~). 

Xo(x  ) est une fonction d6finie sur R" tt valeurs dans R", C oo born6e ~t 
d6riv6es de tous ordres born6es. 

D6finition 1.2. Pour xoeR"  , y~D(R"), on note x t la solution unique de 
l'6quation 

t 

x~ = Xo + ~ X o(xs) ds + y~ - Y o. (1.5) 
0 

Pour all6ger les notations, nous n'avons pas not6 explicitement que x 
d6pend de x o et y. Notons aussi que , 2 t = x t - Y t q - y  o est solution de l'6quation 
diff6rentielle ordinaire 

d2t = Xo(Y~t + Y t -  Yo) dt. (1.6) 

Par abus de notation, on 6crira (1.5) sous la forme 

dx t = Xo(xz) dt + dy. 

Dans la suite sur (D(R")xD(R"),  Hi|  Yt 6tant donn6 par (1.4), x est le 
processus donn6 par (1.5) (iei Y0 =0). 

2, b (x, y) est une fonction d6finie sur R"x  R"/{0} ~ valeurs darts Pour j = 1, J ' 
[ -  1, + oo [, qui est mesurable et telle que 
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[bi(x ,, y)[2 d#J(y) (1.7) 
Rn/(o} 

est une fonction born~e sur R ~. 
Dans ce qui suit, xo~R" est provisoirement fix& 

D6finition 1.3. Sur (D(R")xD(R"), FI 1| pour j = l ,  2, on note 
c 

Ss<=t bJ(G_, A y~) la martingale de carr6 int6grable somme compens6e des sauts 

1Ay~, o bJ(xs - , Aye). 
c 

Pour all6ger les notations, nous avons omis d'6crire que S b y d6pend aussi 
de xomR". De plus les sauts de yl et y2 sont disjoints, de telle sorte que si 

y { . y ~ _ , A x s = A y  ~. D'apr~s Meyer [16], Jacod [12], Sb  J existe et peut atre 
d6finie par 

c 

S~<=,bi(G_, Aye)= lim { ~ bJ(xs _, Aye) 
lay{l_->~ 

- i d s  y b2(xs, Y) dpJ(y)} (1.8) 
0 lyl>e 

od la limite dans (1.8) est prise en probabilit6, et uniform6ment en t=< T< + ~ .  

D6finition 1.4. Sur (D(R")• D(R"), HI QFI2), pour j=  1, 2, on note Z~ la martin- 
gale _> 0 et de carr4 int6grable 

c 

Z{ = exp (S bJ(G_, A yj)) 

H [ e x p ( -  bJ(G_, A yj)) (1 + b~(G_, A y~))]. (1.9) 
s < t  

AyJ~O 

Z~ est exactement l'exponentielle de Dol6ans-Dade [28], solution unique de 
l'6quation diff6rentielle stochastique 

t c 

Z{= l + ~ z{_ d S b j. (1.10) 
o 

Pour v6rifier que Z{ est effectivement une martingale de carr6 int~grable, on 
note TkJ le temps d'arr~t 

Tj = inf{t => 0; Z{ => k}. 
Alors 

tA Td 
E[Z~^Td]2=I+ E ~ (z{)Zds ~ ]bJ(G,Y)]2dy(Y) . 

0 Rn/(O} 

Comme 
Rn/{o} 

ibJ(x ,, y)[2 d,wi(y) est born6, on a 

t 

o 
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Par le lemme de Gronwall, on trouve que E[-Z~AT~] 2 est uniform6ment born6, 
d'ofi il r6sulte sans difficult6 que Z{ est bien une martingale de carr6 int6grable. 

C C 

Comme yl et y2 ont des sauts disjoints, S b ~ et S b 2 ont des sauts disjoints. 
Z~=Z~Z 2 est donc l'exponentielle de Dol6ans-Dade associ6e ~t la martingale 
c C 

Sb ~ +Sb  2, et Z t est encore une martingale >0  de carr6 int6grable. 

b) Un problOme de martingales 

D~finition 1.5. On note ~ ~Obl'b2 l'op6rateur qui agit sur f~C~~ ~) par 

Sb~'b~ f = Xko(X) ~--~ f (x) + 
. 8 

f ~ Y'bS(x'y)d/(Y)8~xtf(x) 
j =  1 lyl 1 

4-~[ f (x+y) - f (x ) -y~Os- f~(x)] (14-bJ(x ,y ) )d#J(y)  
lylN1 

+ ~ [ f (x  +y)- f (x)](1  + bJ(x, y))d/(y)} .  (1.11) 
lyl~l 

Grace aux hypoth6ses faites sur b ~, b 2, (1.11) est bien d6fini. 

D~finition 1.6. On dit qu'une mesure de probabilit6 Q sur D(R ~) est solution du 
probl6me des martingales associ6 ~t (Xo, b 1, b2), si 

a) Q(x(O)= xo)= 1 
b) Pour tout feC~(R"), 

est une martingale. 

t 

f (x t  ) _ ~ (Sfb2, b~f) (Xs) ds (1.12) 

On a alors le r6sultat suivant. 

Th~or/~me 1.7. I1 existe une et une seule solution Qbx~o'b2 du probldme des martin- 

gales associd d (Xo, b 1, b2). Si P e s t  la mesure de probabilit8 sur D(R n) x D(R") 
dont la densit8 par rapport ~ /-/1| sur chaque Ft y~'y~ est donnde par Z ,  i.e. 

dP(yl, y2) 
dr/ (y2) (1.13) 

bl b2 alors sur (D(R n) xD(Rn),P), la loi de x donn~ par (1.5) est dgale ~ Qxo" . La 
famille Q~o'b2(Xo ~R n) ddfinit un processus fortement markovien. 

Peuve. Si b l = b 2 = 0 ,  le r6sultat est vrai. En effet pour la mesure f / l |  
t 

comme x t - x - ~ Xo(xs) ds = Yt, pour tout ~eR ~, si # = #1 + #2 
0 

exp - i  c~,x t -  Xo(x~)d - ~ t (exp(- i<:~,z>)- i  
I~l <= l 

(1.14) 
+i@,z>)d#(z ) -  ~ t(exp(-i<c~,z>)-l)d#(z)~ 

Lz]>i ) 
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est une martingale, et donc par [18]-Th6or4me 1.1 la loi de x p o u r / / 1 |  est 
solution du problhme des martingales associ6 fi (Xo, 0, 0). Inversement si Q est 
solution du probl6me des martingales associ6 5 (x0,0,0), par [18]- 
Th6or6mel.1, pour tout c~R ", (1.14) est une martingale, et donc x t - x  o 

t 

- i  Xo(xs)ds a pour loi la loi de y pou r / / l |  ce qui montre que Q est bien 
0 

unique. 
Si P e s t  la mesure de probabilit6 dhfinie par (1.13), nous renvoyons & Jacod 

[12] pour montrer que la loi de x pour P est solution du probl4me des 
martingales associ6 ~t (Xo, b ~, b~). 

Montrons maintenant l'unicit6 darts le cas ghn6ral. Soit # la mesure #2 +#; ,  
e t a  s e t a  2 les densiths de ],/1 et g2 par rapport ~ #. Si b(x', y) est d6fini par 

b (x', y) = a 1 (y) b 1 (x', y) + a 2 (y) b 2 (x', y) (1.15) 

pour f c  C~(R"), on a 

2~b~'b~f=X~o ~- f (x ' )+ ~ y~b(x',y) d~(y) ~--x~f(x' ) 
0x 2 lyl _-< 1 

( f  (x' + y) - f (x') - y~ L f (x')) (1 + b(x', y)) d#(y) 
u x "  

+S 
lyl_-<a 

+ ~ ( f (x '+ y)- f (x ' ) )  (1 + b(x', y)) d#(y). (1.16) 
lyl>l 

Supposons tout d'abord qu'il existe fi > 0 tel que 1 + b__> ft. Si 

o n  a 

-b(x',y) 
d(x',y)= 

l+b(x',y) 

1 
f. ld(x', y)l 2 (1 + b(x', y))d~(y)_<~I Ib(x', y)[; d~(y) 

R~/{0} P 

1 2 
<=~ j~_~ ~ ]bJ(x ,, y)]2 dgJ(y). (1.17) 

(1.17) est donc uniform6ment born& Si Q est une mesure de probabilit6 sur 
D(R ~) solution du probl~me des martingales associ6/~ (xo, b a, b 2) sur (D(Rn), Q), 

C" 

on peut d6finir la somme compens~e S d qui est la martingale somme 
eompens6e des sauts laxs,0d(G_, Ax,). En utilisant (1.17), on voit que si Z~ est 

C' 

l'exponentielle de Dol6ans-Dade associ~e & Sd, Z Iest  une martingale de carr6 
int6grable. Comme 1 + d > 0, Z', > 0. 

Par les techniques de Jacod [12], on voit que la mesure de probabilit6 QO 
dont la densit6 relativement ~ Q sur chaque Fff est 6gale ~ Z' t est solution du 
probl~me des martingales assoei6 fi (Xo,0,0) et est donc unique. Comme 
Z't>O Q p.s. et Q0 p.s., Q est unique. 

Dans le cas g~n6ral, on pose 

b'(x', y) = lb(x, ' ~,)~ _ ~ b(x', y). (1.18) 
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Comme 

(. Ib'(x',y)12d~(y)<= (. Ib(x',y)12d#(y) 
R"I{0} R"/{0} 

2 

< ~ [. IbJ(x ', y)l 2 d#J(y) (1.19) 
j=  1 R~/{0} 

et eomme l + b ' ~ � 8 9  les arguments pr6c6dents montrent qu'il existe une et une 
seule mesure de probabilit6 Q' sur D(R") solution du probl6me des martingales 
associ6 an point de d6part x o et au g6n&ateur obtenu en rempla~ant b par b' fl 
droite de (1.16). 

Soit Q une mesure de probabilit6 sur D(R") solution du probl6me des 
martingales associ6 fl (xo,b 1,b2). Soit To, ..., T, les temps d'arr6t d6finis par 
r6currence par 

To=0; T,+l=inf{t> T,;b(xt-,dxt)< -�89 

Notons alors que comme 

1~.  ,~  _~(1 +b(x', y))d~,(y) 
R-/{0} 

<�89 ~ lb(~,,y)<2,d#(y)< 2 ~ ib(x,,y)12d#(y) (1.20) 
Rn/{o} Rn/{O} 

en utilisant (1.19), on voit que le membre de droite de (1.20) est uniform6ment 
born& Donc sur (D(R"), Q) S~ t lb(~_,~x~)<__~ est < + oo p.s., ce qui implique 
que T,--* + ooQ p.s. On peut alors refaire le raisonnement de Stroock [18] - 3 .  
En effet on voit que pour la loi Q, le processus x'~ coincidant avec x t pour 
t < T 1 et tu6 au temps T 1 a marne loi que le processus 2 t qui suit la loi Q' et est 
tu6 suivant le taux ~ lb(~, y)<_~(l+b(x' ,  y))d#(y). De plus sur (D(R"), Q), condi- 
tionnellement/~ ~(x'~; s<  + oo), sur (T 1 < + oo), la loi de AXT~ est donn6e par 

lb(x~-,y)< ~(1 +b(x'rl-, Y)) d/~(y) 

lb(xl.c.z)<-~(i + b(x'r~- , z) ) d ~(z) " 
Rn/{O} 

(1.21) 

Comme Q' est unique, on voit que Q est d6termin6e de mani&e unique sur 
[0, T1]. On it&e le raisonnement sur IT1, T2]... [T,, T,+ 1]... en consid&ant les 
lois conditionnelles de (2 relativement /t F~,, F~2,... et en notant qu'elles sont 
aussi solutions d'un probl6me de martingales. Comme T , ~  + oe Q p.s., on a 
montr6 l'unicit6 de Q dans le cas g6n6ral. 

De l'unicit6, on d6duit la propri6t6 de Markov forte des {Qxo}xosR" e n  

raisonnant comme Stroock et Varadhan [21] et Stroock [18]. [] 

2. Calcul des variations stoehastique sur un processus de sauts 

L'objet de cette section est d'obtenir une formule d'int6gration par parties sur 
l'espace de probabilit6 de certains processus de sauts qui 6tende la formule 
(0.5) d'int6gration par parties sur un espace de dimension finie. 
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Dans  l 'ensemble de cette section, on reprend  l 'ensemble des hypoth6ses et 
nota t ions  de la section 1. Ces hypoth6ses sont compl6t6es au pa rag raphe  a). Au 
pa rag raphe  b), on donne  certains rappels  d 'analyse  fonctionelle. Enfin au 
pa rag raphe  c), on mon t r e  une formule  d ' int6grat ion par  parties. 

a) HypothOses et notations 

Pour  all6ger les notat ions,  on supposera  que dans la suite, si on int6gre (sur un 
F 

espace quelconque)  une expression du type ~ ,  on limite l ' int6grat ion aux 
points  off G # 0, i.e. 

~ F  ~1 F 
a * 0 ~ "  (2.1) 

On suppose  que na est un entier tel que 1 < n~ < n. Pour  yeR", on 6crit 

y=(z , z ' ) z eR% z 'eR . . . .  . 

On fait ma in t enan t  l 'hypoth6se suivante:  

IH 2.1 : La  mesure  #1 sur R"/{0} est telle que 

off 

1 ! _ d~ (z, z ) -g ( z )  dzcS ,=p(z) 

a) g(z) est une fonct ion > 0  de classe C 1 sur R"'/{0} telle que 

(2.2) 

et que pou r  tout  e > 0 

Izl2g(z)dz+ ~ g ( z ) d z < + ~  (2.3) 
Izl _-< a Iz[ > 1 

S Igz(z)lZ dz< +oe. (2.4) 
izf~-~ g(z) 

b) p(z) est une fonct ion d6finie sur R"I/{0} ~t valeurs dans R . . . .  que l 'on 
suppose de classe C 1 /t d6riv6e un i form6ment  born6e et telle que 

]p(z)l 2 g ( z ) d z <  + ~ .  (2.5) 
Rnl/{O} 

L'hypoth6se  IH2.1 indique que les sauts du processus yt l -  z 1 - (  t,z~ 1) pour  la 
mesure  /71 sont tels que zt ~ est un processus /1 accroissements  ind6pendants  
qui saute suivant  la mesure  de L~vy g(z)dz, et que z't I saute en <<suivant>> les 
sauts de z), i.e. si z~ saute de Az 1, z '1 saute de p(Azl). 

/7,1 d6signe la loi du processus zt 1 sur D(R ~) pour  la mesure  [/1. 
Dans  la suite, on peut  supposer  sans inconv6nient  que b 1 est d6finie sur R" 

• R"'/{0} (au lieu d'6tre d6finie sur R'*/{0}) et on 6crit bl(x, z) all lieu de bl(x, y). 
On fait ensuite les hypoth6ses:  
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IH 212: La fonction b~(x, z) d6finie sur R"x  R"'/{0} est de classe C ~, telle que 
a) Pour tout ~ > 0, pour Izl > e, les fonctions 

b'(x, z), b~(x, z), b~(x, z) 

sont uniform6ment born6es. 
b) Les fonctions 

(2.6) 

Lb'(x, z)l 2 g(z) dz, ~ Ib~(x, z)l 2 
Rnl/{o} R~/{o} 1 + b 1 (x, z) g(z) dz (2.7) 

sont uniform6ment born6es. 
c) Pour tout e > 0, la fonction 

Ib~(x, z)l 2 
S g(~) d~ (2.s) 

Izl>=~ 1 +b l (x ,  z) 

est uniform6ment born6e. 

IH 2.3: La fonction bZ(x, y) est de classe C 1 en la variable xeR", et telle que 

a) Pour tout e>0,  si lY[ >e, les fonctions 

b~(x, y), b~(x, y) 

sont uniform6ment born6es. 

b) Les fonctions 

Ib2(x,y)l 2d#z(y), f J b2(x,y)l 2 
R,/{o} R~{o} 1 + bZ(x, y) 

sont uniform6ment born6es. 

(2.9) 

d#2(y) (2.10) 

Nous faisons maintenant quelques remarques sur les hypoth6ses 
pr6c6dentes. Tout d'abord on applique la convention (2.1) dans les formules 
(2.4), (2.7), (2.8), (2.10). Notons aussi que comme g>0 ,  l + b l > 0 ,  1 +b2>0 ,  d6s 
que l'une de ces expressions est nulle, sa d6riv6e premi6re est aussi nulle. De 
plus b) dans IH 2.2 et b) dans IH 2.3 contiennent un rappel de (1.7). 

Si (9 est un ouvert de R "1, 9((9) est l'ensemble des fonctions d6finies sur (9 
valeurs dans R, qui sont C a h support compact dans (9. 

Notons alors que si f~(R"l /{O}) ,  g = f 2  v6rifie (2.4). Cette remarque nous 
sera utile pour 6tudier les cas o/l g peut s'annuler. 

D~finition 2.1. ml(x,z) (resp. mZ(x,y)) est la fonction d6finie sur R" x R"l/{0} 
(resp. R" x R"/{0}) par 

m ~ (x, z) = (1 + b ~ (x, z)) g(z) (2.11) 

(resp. (2.11') mZ(x, y)= 1 -}-bZ(x, y)). Ml(x, dz) (resp. MZ(x, dy)) est le noyau sur R" 
x R"~/{0} (resp. sur R" x R"/{0}) 

m 1 (x, dz) = m 1 (x, z) dz (2.12) 

(resp. (2.12') M2(x, dy)=mZ(x, y) d#Z(y)). 
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Si M(x, dy) est le noyau de L6vy du processus de Markov associ6 aux lois 
Q b~,b~ construites au Th6or6me 1.7, on a en posant y=(z, z') 

M(x, dy)= Ml(x, dz) 6~,=p(~) + M2(x, dy). (2.13) 

Notons aussi que comme 

lm~l 2 [-Ib~lag (l+bl)lgzj 2] 

grfice/t (2.4), (2.6), (2.8), pour tout e>0  

m~ ; 
- -  (x, z) Ml(x, dz) (2.14) 

est une fonction uniform6ment born6e. 
De mame par (2.7), (2.10) 

m~ 2 imZF2 
R,,!/~o~ ~ (x, z) Ml(x, dz), R,!~o~ ~ (x, z)M2(x, dy) (2.15) 

sont uniform6ment born6es. 
Des hypoth6ses IH2.1, 1H2.2, IH2.3, ont peut donc tirer des conclusions 

globales sur la fonction m ~ ou le noyau M s qui ne d6pendent plus de la 
factorisation (2.11) ou de l'6criture (2.12'). 

b) Rappels d' analyse fonctionnelle 

T d6signe un r6el >0, et Dr(R" ) l'ensemble des fonctions cadlag d6finies sur 
E0, T] /t valeurs dans R'. 

On munit DT(R ") d'une structure d'espace de Banach, en d6finissant la 
norme Ilxl[ de x~Dr(R" ) par 

Jlx[]= sup ]xt]. (2.16) 
O < t < T  

I1 est bien connu - voir Billingsley [29], chapitre 3 - que, muni de la 
topologie associ6e /~ la norme (2.16), Dr(R" ) n'est pas s6parable, et n'est donc 
pas polonais. 

Si {F~r}o~t<_r est la filtration canonique sur Dr(R" ) {r il est 
classique Fr r est exactement la tribu bor61ienne de l'espace polonais DT(R" ) 
muni de la topologie de Skorokhod (voir [29], chapitre 3). 

H d6signe une fonction d6finie sur DT(R n) ~, valeurs dans R, qui est Fr r- 
mesurable, born6e, continue et diff6rentiable (au sens de Fr6chet) pour la 
topologie de la norme (2.16), et qui est enfin uniform6ment lipschitzienne 
relativement ~t la norme (2.16). 

Notons que comme la tribu bor61ienne de l'espace de Banach DT(R n) 
contient strictement Fr r (voir [29], chapitre 3), une fonction continue pour la 
topologie de la norme n'est pas n6cessairement FTr-mesurable. 
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Soit D'T(R ~) le dual de l'espace de Banach Dr(R=). Comme h est 
uniform6ment lipschitzienne, les d6riv~es {dh(x)}x=D~(R=~ forment un ensemble 
born~ dans D'T(R~). En utilisant un rdsultat de Meyer [16] dans un cas 
particuli~rement simple, on sait d6crire l'espace D'T(R~). En effet D'T(R" ) s'identi- 
fie it l'ensemble des couples de mesures times C=(A, B) sur [0, T ] ~t valeurs 
dans R" telles que B est purement discontinu et ne charge pas 0, qui op~rent 
sur DT(R ~) par 

Y s D r ( R " ) ~ ( C , Y ) =  ~ (Yt, dAt)+ ~ (Yt- ,dBt)  �9 
[o, T] ]0, T] 

De plus une norme II C1[' de C dans D'r(R= ) est donn6e par 

I[Cll '-= ~ [dAtl+ ~ IdBtl. 
[0, T] 10, TI 

H(x + uy)- n(x) 
Pour u>0 ,  l'application (x, y)~Dr(R" ) x DT(R'*)-> est mesu- 

U 

rable (nous ne pr~cisons plus que Dr(R" ) est muni de la tribu FT). Donc 
(x, y) ~ (dH(x), y)) est mesurable. Ainsi 

T T 

(x, y)EDT(R =) x Dr(R" ) ~ ~ (Yt, dA~t) + ~ (Yt-, dBf)  
0 0 

est mesurable. I1 est probable que ceci n'implique pas que x ~ A", x--+ B x sont 
mesurables de DT(R ~) dans l'espace ~ des mesures born6es. Ceci n'a aucune 
importance pour la suite puisqu'on consid+rera toujours globalement des eX- 

T T 

pressions du type ~ (Yt, dA~)+ ~ (Yt-, dB~[) . Le lecteur peut, s'il de d~sire, faire 
0 0 

l'hypoth6se que A x et B x sont mesurables, ce qui sera effectivement le cas ~t 
partir de la section 4. 

Dans la suite, si xED(R"), on note encore x la restriction ~t [0, T] de x. 

c) Une formule d'intdgration par parties 

Avant de montrer la formule d'int6gration par parties, nous donnons encore 
quelques d6finitions. 

D~finition 2.2. Pour xo~R n, y~D(R"), on d6signe par ~0t(x0) la solution x t de 
l'6quation (1.5). 

On omet encore la d6pendance de ~ot(xo) en y. 
Grfice/~ (1.6), il est clair que pour yeD(R ~) fix6, pour tout t>O, Xo--+(ot(xo) 

est un diff6omorphisme C ~ de R" sur R =. De plus pour ysD(R=), xo~R= fix6s, 
~ot(Xo) 

Z~-  0 T  est solution de l'6quation diff6rentielle 
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8Xo 
dZ = 0 x -  (xt) Zdt  

z ( o ) :  i (2.17) 

et Z~= est solution de 

dZ'= -Z'~(xt)dt; Z'(O)=I. (2.17') 

De (2.17), il r6sulte que pour tout yeD(R +) fix6, pour tout multiindice m tel que 
, , 6" ~o t 

[m]=>l, (t, xo)--+ 0 ~ - -  (Xo) est continu sur R + x R  n. 

On rappelle que R"' est identifi6 au sous-espace R n* • {0} darts R", et R "-"1 
{0} x R "-"1. Ainsi A e R  "~ est identifi6 ~ (A, O)eR", et &(z )AeR . . . .  est identi- 

fi6 a (0, p~(z) a)ee".  

Difinition 2.3. On note s l'espace D(R")x D(R"), et co son point g6n&al. 
d~signe la tribu pr&isible sur R + x~2. /7 est la mesure F/I |  sur s E u 
(resp. E e) est l 'op6rateur d'esp6rance p o u r / 7  (resp. P). 

Pour la d6finition et Futilisation de la tribu pr6visible, nous renvoyons 
Dellacherie-Meyer [7], Meyer [16], Jaeod [-12]. On trouvera de mSme dans 
[16], [12] la d6finition des op&ations suivantes (voir aussi (1.8)). 

D~finition 2.4. S d6signe l'op6ration de somme (non compens6e) de sauts sur 

(s ou (s P). S (resp. S) d6signe l'op6ration de somme compens6e de sauts 

sur (s (resp. (s P)). 

S+~t, Ss< t indique l'op6ration de somme de sauts jusqu'~ l'instant t indus, 
c C' 

et jusqu'fl Finstant t exelu. On utilise la m6me notation pour S, S. 
Si 2t(co, z) est une fonction d6finie sur (R + x s x R% on omettra (t, co), i.e., 

on 6crit 2(z). S ~ 2 ( A z ~ )  d6signe la somme des sauts l~,+.o2~(co, Az 1) pour 
s__< t (quand cette somme existe!). On utilise des notations du mSme type pour 
les sommes S sur le processus y2. 

On a alors le r6sultat fondamental de cette section qui sera utilisb dans 
route la suite, et qui 6tend [8, 9] et le th6or~me 2.1 de [-3]. 

Th~orbme 2.5. Soit At(co, z) une fonction d~finie sur (R § x s R"~/{0} d valeurs 
dans R% qui est born&, ~ |  mesurable, et telle que 

a) II existe e > 0  tel que si [z[__<~, At(co, z)=0. 

b) A est de classe C 1 en la variable z~R~/{O}, et la ddrivde A~ est 
uniformdment born&. 

Alors si xo~R", si x t est le processus (pt(Xo), et (p[ le processus continu 

3q)t 
pr6visible -~x (x~ on a l'dgalit6 
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[0, T] 

+ ~ (dn~,q~*S~<t{qo* *(A(Az~)+p~(Az~)A(Az~s))})] 
10, T] 

+EP[ H(x) /c'tSs<Tlfdivz az~(rn~(xs 'z)As(z))}=~Az~ 

(,< l m 2 
+ss<~ %_, dz.)+--  (~s- aye), : \ m  ~ m2 , q0* S~<~ 

�9 {q)*-I(A(Azl)+p~(Az:)A(Az:)}))] =0. (2.18) 

Preuve. L'id6e essentielle de la preuve est d'utiliser une perturbation du type 
(0.8) et d'6tablir la formule quand g, b 1, b 2 v6rifient des conditions qui rendent 
tr6s simple d'6tablir (2.18) puis de passer fi la limite. Notons tout de suite que 
le fait que g, 1 +b ~, 1 +b  2 puissent s'annuler est un facteur suppl6mentaire de 
complications. 

On va proc6der en plusieurs 6tapes. 

A. La formule (2.18) a bien un sens 

En effet par (2.17), (2.17'), ~ (x) et (x) sont des processus continus et 

uniform~ment born6s. De plus: 
a) La somme U t donn6e par 

u~ = Ss ~, ~*~ - ~ (A (~ ~,) + p~(~ ~ )  A (~ z~)) 

= ~ ~o*-l(A(Az~)+p=(Az~)A(Az~)) (2.19) 
$--<t 

existe bien puisqu'il n'y a qu'un nombre fini de s<=t tels que [Az~[ =>~. De plus 

T 

EP[ sup IUtl]<CEeXds ~ IA(z)lml(xs, z)dz 
O<=t<_ T 0 R'q/{0} 

=<Crsup ~ ml(x',z) dz. (2.20) 
x" sR', izl>~ 

De (2.3), (2.7), on tire que le membre de droite de (2.20) est < + co. Comme 
dA~, dB~ sont uniform6ment born6s, le premier terme /t gauche de (2.18) est 
bien d6fini. 

b) Sur (f2, P), les processus 

Ss<=tl,,,~(Xs , ~zl)_O; Ss<=tlm~(x~-,~y~)_o (2.21) 

sont p.s. le processus nul. En effet, on a par exemple 

T 

EPESs<- t lm*(x~- ,A=D-o]=EP~ ds  5 lm~( . . . .  )=0 m*(x~,z) dz=O. (2.22) 
0 Rnl/{0} 
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c" 

Les d6nominateurs des termes apparaissant dans les sommes compensdes S 
sont donc P p.s. non nuls. 

c) On va verifier que les sommes compens6es existent bien et d6finissent 
ainsi des martingales de carr6 intagrable. On a 

r div~ ml(x~, z) A ( z )  2 ml(x,, z) dz 
o R~/(O} 

[m l [2 
=<CT[SUPLx,~R, ,~l_>_e "~ n~-(x"z)ml(x"z)dz 

+ s u p  ~ ml(x ',z) dz]. (2.23) 

En utilisant (2.14) et (2.20), on voit que (2.23) est < + oo. On a obtenu le 
r6sultat cherch6 pour la premi6re somme compens6e. De plus, par (2.15) on a: 

T ral~ 2(Xs, z)ml(xs, z) dz 
eP S ds m 1 

0 Rn~/{0} 
�9 IcP*Su<s{(p*-l(A(Az~)+p~(Az~,)A(Az~))}l 2 

T 

< CE e ~ IS.<_~ [A(A z~)][ 2 ds. (2.24) 
0 

Or on voit sans difficult6 que le processus 

[ ] exp Su<=tjA(Az~)t-~ds ~ (exp(lAs(z)l)-l)ml(xs, z)dz (2.25) 
o Jz]>~ 

est une martingale sur (D, P). De (2.20), on tire facilement que 

de tetle sorte que 

E e exp [S,__<~ IA(Az~)I] =<exp Ct 

[so , I/1(  2 __< c t .  

(2.26) 

(2.27) 

Ainsi (2.24) est < + oo. La deuxi6me somme compens6e de sauts d6finit doric 
bien une martingale de carr6 int6grable. On utilise la deuxi6me partie de (2.15) 
pour montrer le m~me rdsultat pour la troisi6me somme. 

Notons que comme ~ ml(x ', z)dz est uniform6ment bornde, on voit en 
Izl_->~ 

raisonnant comme en (2.23) et en utilisant l'indgalit6 de Schwarz que 
Igradz(mI(x',z)A(z))ldz est uniform6ment born6, et donc que comme 

R~I/{O} 

mt(x ', z)IA(z)l dz est uniform6ment born6, on a 
Rnt/{O} 

dive(m1 (x ', z) A(z)) dz=O (2.28) 
R'~U{O} 

c" 
La premi&e somme compens6e S clans (2.18) est donc 6gale fl une somme de 
sauts purs, i.e. le compensateur est nul. 
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B. D6monstration de (2.18) 

On va montrer maintenant (2.18). Pour en suivre les d6tails, il peut ~tre utile 
au lecteur de <<d6montrer>> parall61ement la formule (0.5) sans utiliser l'existen- 
ce de la mesure de Lebesgue sur R", qui n'a pas d'analogue sur s 

La formule (2.18) 6tant lin6aire en A, on peut sans inconv6nient supposer 
dans toute la suite que 

[AI<�89 IA~l =<�89 

On considSre les quatre conditions suppl6mentaires. 

1. g est >0  sur R~/{0}. 
2. I1 existe f l>0  tel que l + b l > f i ,  l+b2=>fl. 
3. I1 existe ~>0,  M > 0  (~/<M) tel que si Iz[__<~ ou ]zl>M, bl(x,z)=O et 

que si ]y[<r /ou lyl>M, b2(x,y)=O. 
4. I1 existe M'>O tel que si Izl>M', A(z)=0. 

On supprimera l'une apr6s l'autre ces conditions. 

a) Preuve de (2.18) sous les conditions 1, 2, 3, 4 

On peut supposer r/__< e, M > M'. 
Sur (f~, P), on a 

t 

~ = ~ o  + S Xo(~s) ds+ yt + y~. 
0 

(2.29) 

z la solution de l'6quation Pour l~R tel que [ll<qA1 on note x t 

t 

xt=x~ +~X~ ~ +S'<=t[p(Az~s+IA(Az~))-P(Az~)jIA(Azl) ] +y2t (2.30) 

off dans la formule (2.30), la somme Ss<=t a 6t6 exprim6e suivant R "' et R "-n~. 
Cette somme existe, puisqu'il n'y a qu'un hombre fini de termes, et que si 

1 lA(A z~)] >2' de telle sorte que p(A z~ + IA(A zls)) est bien d6fini. IAz~l>~, hdz~ + 

Sur (s P), la mesure de L6vy df~'~(z) du processus 

zr162 + S~<=tlA(Az~) (2.31) 

est donn6e par la relation v6rifi6e pour toute fonction k > 0  bor61ienne sur 
R",/{0} 

I k(z)d~'Z(z)  = ~ k ( z+IA , ( z ) )m l ( x , z )  dz. (2.32) 
R~t/{O} Rnl/{0} 

Fixons temporairement (t, y~, y2)eR+ x/2. La fonction hZt(z) d6finie par 

z~R"~/{0) ~ h'dz) = z + lA,(z) (2.33) 

applique R"~/{0} dans R"I/{0}, puisque At(z ) est nul pour ]zl__<8, que [ll<e et 
que IA]__<�89 De plus h I e s t  un diff6omorphisme de classe C a de R"~/{0} sur 
R"I/{0}. En effet hZt coincide avec l'identit6 pour ]z[_<_e. De plus h~ envoie 
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j z ; ] z [ > ~  clans lui-mame. C o m m e  la d6riv6e de z-+ lAt (z  ) est en no rme  =<�89 
k. - - J  

on peut  sans difficult6 appl iquer  le th6or~me du point  fixe sur le ferm6 

~z; ]z[>-~)~ et en d6duire l 'injectivit6 et la surjectivit6 de h z. Ohtt (z)est  ainsi ( 2J  t 0z  

inversible et cont inue en z, de telle sorte que [hl ] -1  est bien de classe C ~. 
Pour  zsR'~/{O}, on pose 

~ m~(x~t_, hit(z)) 
clt(z) = det m 1 (xt_, z) 1 (2.34) 

(grace aux hypotheses  1, 2, 3, 4, m ~ est >0).  
On a, pour  k bordlienne > 0  sur R"~/{0} 

k(h l t ( z ) ) ( lq -c l ( z ) )ml (x  t , z )  d z =  ~ k(z)m~(x~t_,z)dz. (2.35) 
gnl/{O} Rnl/{O} 

Si [z[<t/, ou si [zJ>M, hlt(z)=z, et pour  tout  x'eR", ml(x ', z)=g(z), et ainsi dt(z ) 

=0.  Enfin pour  rl<[zl<=M, ~<__[hl(z)[<M+ . Grace  ~t (2.6), et aux condit ions 1 

et 2, on volt  que dt(z ) est une fonction un i formhment  born6e. 
On pose de m~me, pour  y~R"/{O} 

m 2 (x t d l, , , t-, Y) t t Y ) = ~ (  t ,Y) 1. (2.36) 

Pour  k' bordlienne > 0 sur R"/{0}, on a 

k'(y)(l+dt(y))m2(xt_,y)d#2(y)= ~ k'(y)m2(x~_,y)d#2(y). (2.37) 
R~/(0} R~/{0} 

Grace  a la condi t ion 3, si ly]<~, ou si lyj>M, dtt(y)=0 et pour  ry]~r/, par  

(2.9) et la condi t ion 2, d I e s t  un i form6ment  born& 
Alors, on a par  (2.20) et son analogue pour  m2: 

M(z)?ml(x,-,z)dz<=C ~ ml(x,-,z)dz<C 

S [dZt(Y)[zmZ(xt-,Y)d#2(Y) <C ~ mZ(xt-,y)d#Z(Y)<= C. (2.38) 
g~/(0} tyl _->,7 

Sur (12, P), on volt  par  (2.38) qu 'on  peut  d6finir les mart ingales  de carr6 
c" c" 

int6grable S s_<t t 1 l 2 . G(Azs) et Ss< t que ces = dt(AYs) , notons  mar t ingales  n 'on t  qu 'un  

n o m b r e  fini de sauts. 
Soit Z~ ' l e t  Zt 2'Z les exponentielles de Dol6ans -Dade  1-28] associ6es aux 

c" c" 

mart ingales  S z 1 z 2 G(AG) et Sd~(AG). En util isant (2.38) et en ra i sonnant  c o m m e  
on l 'a fait apr6s la d6finition 1.4, on voit  que Zr Z 2,z sont des mart ingales  de 
carr6 int6grable. Les sauts de z ~ et y2 6tant disjoints, 7 ~ 71"~Z~ 'z est la ~ t  z ~ t  
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martingale de carr6 intdgrable exponentiel le de Dol6ans-Dade associ6e fi 
c" c" 

+Sd~(Ay~). On a' 

Z ~ r = e x p - j d s  ~ J~(z)m~(x~-,z)dz 
o n<l~I<=M 

- S as S <(y) y) a~  (y) 
o .<lyl~<M 

F[  (1 ' 1 +Cs(AZ~)) H (1 1 2 +d,(Ay~)) (2.39) 
s > ~ T  s < _ T  

.__<la~l__<M ~/=< IA~21 < M 

(off dans (2.39) chaque produi t  H n'a qu 'un nombre  fini de termes). 
Soit/~z la mesure de probabili t6 sur ~? dont  la densit6 sur chaque F[ < y~ par 

rappor t  ~ P e s t  6gale ~ ZI, i.e.: 

d/{~ F~ '~, ' ~ -  g (2.40) 
- -  _ _  Z t . dP 

Or, des relations (2.32), (2.35) et (2.37), et par  les propri6t6s classiques de la 
t ransformat ion de Girsanov sur les processus de sauts [12], il r&ulte que, pour  

( Z 1 ,  l . 2x la mesu re /~ ,  la mesure de L6vy du p rocessus ,  t , Yt) est 6gale ~t: 

l z ,  o ml(x~-., Z) dz+ma(x',-, y) d/~2(y). (2.41) 

De (2.30)-(2.41), on tire sans difficult0 que la loi du processus x ~ pour  la mesure 
/~ est  0gale 5, Qb~ o, Q i.e. ne dOpend pas de 1. 

On a donc  la relat ion fondamentale:  

E P [Z/T H (x~)] = E v [H  (x)] (2.42) 

(nous avons emprunt6 ici une id& de Williams [24] qui avait simplifi6 notre 
preuve dans [3] pour  les diffusions). 

On va maintenant  d&iver (2.42) en l = 0  pour  obtenir  (2.18). On a en effet: 

d EV [Z~T H(xl)] ~ = 0 = 0. (2.43) 
dl 

Or, pour  I # 0 :  

1 Ep[Z~H(x~)_H(x)] :Ee[Z~ H(x')-H(x)] +EP[ Z~T - I] (2.44) 
7 ] ] L H(x)  l ] 

sup Z~ rest dans tous les Lp(Q, P) (1 < p <  + oo). En effet, comme 
II]=<~^ 1 

j d~(z)mi(x~_,z)dz et j , i , <(y) m y) d / (y )  
n_-<bl_-<M n<-_bl<=M 

restent uniform6ment  born6s (on raisonne pour  cela comme en (2.38)), en 
l 1 utilisant (2.39) et le fair que c~ et d s sont uniform6ment  born6s, on a, pour  C 

assez grand:  
Z ~ <  C exp C{Ss<=r ln=<l~z~l~Vt + S~< r 1,_< i~y~l=<M}. (2.45) 
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Or, comme en (2.25), on salt que pour  tout  OeR +" 

exp [O{Ss<=t I,_<IA41=<M+Ss=< t l~__<]4y]l__<M} 
t 

- S ( e x p O - 1 )  ds( [. ml(Xs-,z) dz 
o ,L-< Izl_-<M 

+ ~ m2(x~_, y) d#Z(y))] (2.46) 
n<=Jyl<M 

est une mart ingale sur ((~, P). En ra isonnant  comme en (2.38), on voit que 

exp 0 [S~_< T 1,__< I~zll _-<~ + Ss<- r 1,1_-< IAy2J =<M] 

est intOgrable. De (2.45), on tire bien que sup Z / est dans t o u s l e s  Lp(~2, P) 
(1 < p <  + oo). lzl<eal 

En utilisant la t ransformat ion (1.5)-(1.6) et la continuit6 de p, on volt t r& 
simplement que, quand l~O, xZ--,,x uniform6ment  sur ]-0, T].  Par (2.34), (2.36), 

1~  0, d I ~ 0 et par  ailleurs ces fonctions restent on en d6duit que, quand 1-~O, c t 
born6es. Par  (2.39), on voit donc que, quand l ~  0, ZZr ~ 1. 

La t ransformat ion (1.5)-(1.6) montre  tr& facilement que l 'application l ~ x  1 
est d~rivable pour  Ill<t/A1 /t valeurs dans l'espace de Banach Dr(R ~) muni de 
la norme (2.16). Un calcul tr3s simple sur (1.6) mont re  que cette d6riv6e est 
l'~16ment (al6atoire!) G de Dr(R"): 

t -~ G~ = (p{ Ss<=~ (p*-~ [A(A z~)+ p~(A zJ) A(A zJ)] .  (2.47) 

D o n c ,  c o m m e  H est d&ivable, on voit que, quand  1-~ 0: 

H (x 1) - H (x) 
Z~ I ~, (dH(x), G). (2.48) 

Pour  mont re r  que les esp6rances convergent,  il suffit de mont re r  que les 
variables al6atoires de (2.48) sont born6es dans Lz([2 , P). Comme les Z~ sont 

bo rn& dans L4(f2, P), il suffit de mont re r  que les variables H(x l ) -H(x )  l sont 

born6es dans Lr P). H 6tant lipschitzienne, il suffit de borner  uniform6ment  

1 
l~  E I]x 1 - x II r ( 2 .49 )  

Or, comme Pz est born6, on a: 

t 

De (2.26), on tire que: 

Eelx~-x t[r  EV]XZs-Xsl4 ds+14t . (2.51) 
L 0  
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Du lemme de Gronwall, on tire que: 

EVlxl-x~l~ < CPt.  
Comme 

on a: 

T 

(2.52) 

(2.53) 

E v [I x t - x l] 4 < C 14. (2.54) 

On a bien born6 (2.49). Les esp6rances convergent donc dans (2.48). En 
exprimant (dH(x), G.) ~t l'aide de (A ~, B~), on obtient le premier terme de 
(2.18). 

On consid&e maintenant le deuxi6me terme ~t droite de (2.44). Notons 
0h z 

d'abord que det ~-z est > 0 et que de plus: 

0 [ ~h l] = Tr 0A =div~A. (2.55) 
~3~ det azJl=0 Oz 

On voit donc imm6diatement que I ~  c{(z) est d6rivable et que de plus 

Oc{(z) div~[m~(x,_,z)A(z)] /m~(xt_,z  ) \ 
al t=o = m*(xt_,z ) t-\llll(xt_:Z) 'Gt-/" 

De m6me: 
aal(y) =/~Sx,-, y) % \  

al t = o  \m2(xt -, y)' /" 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

Montrons que les fonctions: 

T 

l--,~ds S 4(z)~l(x.z) d~ 
0 n<-lzl<-m 
T 

l ~ d s  ~ dZs(Y)m2(xs, y) dy 
o n<lYl__<M 

1 e t  1 sont d&ivables, m 1 &ant de classe C 1 sur RnxRn*/{O}, m~ m z sont 
uniform6ment born6s sur les compacts de R" x R"l/{0}. Pour appliquer les 
r6sultats de d6rivation sous le signe d'int6gration aux fonctions de (2.58), il 

G' Ox~' suffit de montrer que, pour / assez petit, les processus , = - ~ -  ( 0 < t < T )  sont 

uniform6ment born6s. Or, G Iest  solution de l'6quation 

(2.59) 
,_ ' OXo Aided) ] 

G , - I +  ! ~ x  (X's) G',ds+S,~t[p~(A 1 

de telle sorte que: 
Ia{I ~ C(Ss~ 7. IA(A z~*)l + 1) (2.60) 
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Les d6riv6es en I =  0 des fonctions de (2.58) sont donc  6gales ~t: 

~ds ~ F,=o(Z)m (~s_,z)dz 
0 n<=lzl<-M 

r 8dZ 
S as S (Y)me(Xs-,y)d#2(Y) �9 
o ~<lyl_<M 8l l=o  

(2.61) 

En d6rivant  terme ~, terme dans (2.39), on voit  que l--,Z~T est d6rivable, et 
que la d6riv6e en 0 est donn6e par :  

81 l=o = 01z:o 

r 8cZ~ (z] m 1 8dl~ -~d~ ~ Z,_o'" (~,_,z)d~+<<=~ 81,=o 0 n<lzl<=M 
T 

- -  ! ds ~ dd', (y) m2(x ' , y) d#Z(y). 
.<=IxI<=M 81z:o 

(Aye) 

(2.62) 

En util isant (2.56), (2.57), les majora t ions  (2.23)-(2.27), on volt  que - -  
est la mar t inga le  de carr6 int6grable:  8I l=o 

8Z~ ~" rScl 1 ] ~" [Sdl 2 1 
(2.63) 

Donc,  quand  l--+0: 
Z~ 1 8 Zlr 

H(x) - "  --+ H(x) (2.64) 
l 8l l :o  

I1 reste ~ mon t r e r  que les esp6rances convergent  dans (2.64) pour  obtenir  
(2.18). Pour  cela, on va mon t r e r  qu'il  existe U r dans LI(f2, P ) tel que 

8Z~- < Ur. Par  (2.39), on a: 
81 = 

[ 84 8ZIT--ZIT -- i  dS S ~T(z)ml(xs- ,Z)  dz 
81 o ~_-<l~l_-<M 

8d's -~ds ~ W(y)m2(x~_,y)d~'(j 
0 ~<lyl_-<M 

84 (d ~1) 8< 
81 8I (aye) 

+S~<T 1 t 1 +Ss<r (2.65) : + < ( ~ y , )  +c~(Az~) = 1 ~ 2 

(on utilise en part icul ier  le fait que 1 + c ~ > 0, 1 + d ~ > 0). 
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Alors, on a: 

T OC l 
~ds ~ ~ [ ( z ) m ~ ( x ~ _ , z ) d z  
o n<=lzl<=M 

= ! d s  S det h:(z) 1 1 ~ <=M ~II 8zz m (x~_,h'~(z)) 

r ( Ohm(z)] 
+ ~ ds i det 

0 n<lzl<M ~Z ] 

dz 

1 l l 1 l �9 + (m~ (x~_, [(rn:,(x~_, h~(z)), hl(z)), A(z))] dz. (2.66) 

Alors, comme pour  t l< l z l<M,  tl/2<hlt(z)<M+~l/2, de (2.6), il r6sulte que 

8 [detOhft(z)] ml(x ', hZ,(z)) est uniform6ment born& Sous les m~mes conditions, ~ l_ 8z ] 

est uniform6ment born6. Le premier terme ~ droite de (2.66) est donc born6. 
De plus on a trivialement: 

(det cW' 1 ~-z ] [[m~ (x', h l(z))l + I m~ (x', h l(z))l] d z 
,_-<lzl_-<M 

__< ~ 1 ,  c(Imx(x, z)l + lm l(x', z)l) dz 
rt/2 < Izl ~ M+ q/2 

< (x', z) m'(x', z) 
n/2=tzl<M+~/2 m 1 

-~-[q/R<lzl<=M+~l/2 (X', Z) DII(X ,, Z) 

�9 ( ~ ml(x  ', z) dz) ~. (2.67) 
q/2 <[zl <=M +q/2 

Par (2.14), (2.15), (2.20), on voit que le membre  de droite de (2.67) est 
uniformdment born& Grfice ~t (2.60), on peut majorer  en module  les deux 
derniers termes 5. droite de (2.66) par: 

C(1 + Ss< = r IA( A z~)l). (2.68) 
De  m~me 

T 

o n=<lyl__<m 
T 

S G:_) = (rex(x, , y), d~Z(y). (2.69) 
o n<lyi=<m 

En utilisant (2.15), on peut majorer  en module  (2.69) par (2.68). 
De plus, sir/__< Izl < M ,  par (2.6), ml(x ', z) est uniform6ment born6, et comme 

IhZt(z)l>~, grfice aux condit ions 1 et 2, mltx  1 ,  t-,hZt(z)) est uniform6ment minor6 

par une constante >0,  de telle sorte que 1 + c i ( z ) > 7 > 0 .  De marne, 1 
+ dr(Y) > 7' > O. 
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De plus, en utilisant (2.6) et les condit ions 1 et 2, on peut majorer  en 
[ 

~Ct e 
module  ~ f t z )  par  CIGI,_I. En utilisant (2.60), on a: 

G(Az~) I 
Ss<= 1 +d~(Az~) = C(1 + S~<=rlA(Az])[)(S~rln<=IAz~X~M ). r - - - -  < (2.70) 

De marne, en utilisant (2.9) et les condit ions 1 et 2, on a: 

ads 

Ss<=~ V/-(AY') < - - , ~ ; . ~  = C(1 +S~<r]A(Az~)I)(Ss<TI,<=IAy~sI<M). (2.71) l +d~(Ay~) I : = = 

Par  (2.45), (2.65)-(2.71), on a donc la majora t ion  uniforme: 

~ Z ~ <  
0I = Cexp  C{Ss<=Tln<=l~=~l<=M4-S~Nrl,l<=!Ay2sl<=M} 

�9 (1 +S,_<rlq__<l~kl_<M) 

�9 (1 +Ss<=Tln<=I~k!<=M§ (2.72) 

Comme le membre  de droite de (2.45) est dans t o u s l e s  Lv(O,P) ( l < p <  + ~ ) ,  
on voit  que le membre  de droite de (2.72) est int6grable. 

(2.18) est bien d6montr6. 

b) Preuve de (2.18) sous les conditions 2, 3, 4 

On suppose encore r/< e, M'  < M. 
Soit or(z) la fonct ion 

a(z) = e x p -  (z 2 + . . .  + z~). 
On a clairement 

Pour  6 > 0, on pose 

(2.73) 

g'(~) = g(z) + ~(~).  (2.75) 

On v6rifie tr6s simplement que l 'hypoth6se IH 2.1 est v6rifi6e quand on rem- 
place g par  g~. En effet, (2.3) et (2.4) sont vdrifi6s, en particulier par (2.74). De plus, 
comme Pz est born6e, on a ]p(z)[ < C( l+ l z l )  de telle sorte que (2.5) est v6rifi6 
pour  g~. De marne, comme bl(x,z), b~(x,z), b~z(x,z) sont uniform6ment  born6s, 
ceci par  (2.6) et la condit ion 3, comme par  la condi t ion 2, 1 + b  ~ > /~>0 ,  (2.7) et 
(2.8) sont aussi vdrifi6s pour  ga. Enfin, g~ est >0,  i.e. g~ v6rifie la condi t ion 1. 

Soit ~ le processus /~ accroissements ind6pendants  ~t valeur dans R" de 
fonction caract6ristique 

~t(~)=exp(t [  S (e -i<~'(z'p(z))>-l) a(z) dz. (2.76) 
Rnl/{O} 

S I~z(z)12 dz< + ~ .  (2.74) 
R,,1/~o~ a(z) 
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~ =(~I,~1) est un processus de sauts purs dont la premi6re composante saute 
suivant la mesure de L6vy a(z)dz et la seconde composante ~'t 1 est 6gale A 
Ss<=,p(A~). Soit/~1 la loi de ~ sur D(R"). 

Soit (yl, 3rl) l'616ment g6n6ral de D(R ~) x D(R"). Alors, sur (D(R") x D(R"), 171 
|  le processus yl,a donn6 par 

y~'a = y~ + ~ ,  (2.77) 

est un processus /t accroissements ind6pendants dont la mesure de L6vy est 
6gale A 

ga(z) dz 6~,= p(~). (2.78) 

Notons de plus que sur chaque intervalle compact, ~ n'a qu'un nombre 
fini de sauts car o- est int6grable. On voit donc que quand 6~0,  ~ t ~ 0  
uniform6ment sur tout compact; de plus, sur tout compact, pour ~ assez petit, 

Sur O=D(R")x D(R")x D(R"), d'dlhment ghn6ral (yl,~l, y2), muni de la me- 
sure /1=H1|174 2, soit x ~ la solution de (1.5) calcul6e pour y=ya donn6 

par: .0 . z,a_. 2 (2.79) Yt = Yt -1- Yt " 

Soit Z~ la densit6 construite apr~s la d6finition 1.4 calcul6e sur (y*'a, y2), i.e. 

z;--exp (-id  S b <,z)g (z)dz 
o n__<IH__<M 

T 
- ~  ds ~ b2(x ~-, y)d#2(y)) 

o n=<lH=<u 

[I 
s<-T 

Tt<IAz~,<~I < M 

1-[ (1 + b2(x a 2 , ,_, A y~)), (2.80) 
s<_T 

rt =< IAT~I-<_M 

off z l'a est la composante sur R"' de ya,~. 
Comme ga est >0, la formule (2.18) est d6jA d6montr6e relativement /t x ~, 

yl,a, y2. On peut sans inconv6nient l'exprimer sur l'espace (D(R")xD(R ") 
x D(R"), I~i), i.e. on a: 

_ 

ErS[Z~T( I (dA~ ~, 4or S~<_ttqo. - l (A(yl 'a ,  y2, 
[0, TI 

+p~(Az 1 a A " a a 1,a ~" ) ( y ' , y 2 ,  Az~ ))}) 
a* a* - + ~ <dB~ a,cpt S,<,{q~, l(A(y~'a, y2, Az~'a) 

]o, T] 
1 6 + pz(Azls,a) A(yl,a, y2, Az  s, ) ) } ) ]  

-~- EffI [ ZfT H (X'5) [c~'6 r / l ~ - - - 1 , 6 d i v =  Azl,' ,(ml'a(x ~- , z) A (yL O, y2, z) ) 
t ~<= { m "  ( x ~ - , A z ~ )  

/ m l ,  a m 2 + ~ 1,~4 - x a*,, ~*-1, A ,  1 a 2 ~ a) t ~ ,  6 ( s _ , A Z  6 , _ _ ~ ( X f s _ , A y s ) , @  s 2  a,<~ q), t tY' , y , A z , '  
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off dans (2.81) on utilise les notat ions suivantes: 

- rnl,~(x', z) est la fonction ( l + b l ( x  ', z))ga(z). 
- q0, a est le riot q~t(y ~, x). 

A ,  lO 2 - ,tY ' , Y , ") est calcul6 sur la trajectoire de (ya'a, y2). 

- S 'a est l 'ophration de somme compenshe de sauts pour  les mesures de L6vy 

ml'a(xa s , z) dz +m2(Xas , y) d/z2(y). 

On va faire alors tendre ~ vers 0 dans (2.81). Comme b * et b 2 sont bornhs, 
on a t r iv i a l ement  

Zar=< C exp C(Ss< r lq__<lAz~,~ I <_Mq-Ss<_T l,__<lay~l_<M). 

Or, les sauts de z 1 et 31 sont distincts. De plus, sur [0, T],  pour  8 <  1, 2alt a 
moins de sauts que ~1. Donc  

Z~__< C exp C(Ss<_r l~__<lazlt_<M+Ss_< r I~<=IA~II<=M+S~<=r 1,__< IA,~I _<M). (2.82) 

En ra isonnant  comme en (2.46), on voit facilement que le membre  de droite 
de (2.82) est dans t o u s l e s  Lp((2, fI) ( l < p <  + oo). De plus, par  (2.80), on voit 
que, quand  ~ 0 ,  a o Z r - ~ Z  r (Z ~ est calcul6 avec 8=0) .  En effet, nous avons vu 
que pour  6 assez petit, z)' a =z ,  ~ pour  0_< t-< T, de telle sorte que pour  ~ assez 
petit, xa,=x ~ pour  0_<t_<T. On passe ainsi ~ la limite sans difficult6 sur le 
premier  terme gt gauche de (2.81), qui converge vers le marne terme calcul6 avec 
8 = 0 .  

De m~me, comme la premi&e somme compens& n'a qu 'un nombre  fini de 
sauts, on a, en utilisant (2.28) 

S'O~<__r Jdiv~=A~'~(rnl'O(x~-'z)A(Yl'~'- ~ - , ~  Y2' z)!} 

rrt I,~, s - , ml z s ) 

�9 ~,a ~ y2 ,  z )]  =S~<_r dzv~=~b~[m (xs-, z )A(y  1"~, 
m 1' a(x~ , A zJ' a) (2.83) 

Alors, en ra isonnant  comme en (2.21)-(2.22), on sait que S~_<rlg(~z~)=o=0/7 
p.s. De plus, gO__+ g quand  ~--+ 0 uniform6ment  sur les compacis  de R'~/{O}, et 
ga~g~ uniform6ment  sur les compacts  de Rn'/{O}. Comme l + b  z >fl,  on voit 
donc  tr6s facilement que, quand  ~ ~ 0, sur (f2, H), si Vr a est la variable al6atoire 
(2.83), alors quand  ~ 0 :  

D I I "  0 Z) A(y 1, y2, tx~ , z)] 
Vra--*V~ dive= a~** rn1(x~ Az]) 

~' dive= a ~i [m 1 (xO, z) A (yX, y2, z)] 
=S~<r ml(x~ s-, Az~) (2.84) 

On va main tenant  mont re r  que {Zar V~}a< 1 est un ensemble uniform6ment  
int6grable dans Ll(f2 ,/7). Soit en effet a > 0 .  Alors 
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S Z~ l V~l llzg vgl> ~ dI~ 
< I Z~lV~ldO+ ~ Z~lVr 

z~__>~�89 iV~l>~ 
<E ~ Z~d~]~r~Z~lV~lZ d~]~+a-~ s162 dfl. 

Grfice & (2.82), 
plus, on a: 

T 
z lvr dO=  ds 

t-o e=<lzl_<M, 

(2.85) 

Z~- dO tend vers 0 quand a --+ + oo uniform6ment en 6. De 
z~ > ~ 

Idiv~(ml' a(x~_, z)A(y ~'a, y2, z))[2 ] 
m 1' a(x2-, z) dz] dfl. (2.86) 

On majore sans difficult6 (2.86) par: 

C ( I +  sup ~ tmlz'a(x''z)12 ) 
x'~R"~--<I~I_-<M' m,,a(x,,z) dz . (2.87) 

Comme par (2.6) b 1, b I sont uniform6ment born6s, et comme 1 + b 1 >fl, on 
majore (2.87) par: 

C ( 1 +  ~ Ig~(z)l~Zdz). (2.88) 
~ l~l~t '  ga(z) 

En utilisant la convention (2.1), on a: 

I [gaz(z)[2 Igz(Z)[2 [Gz(Z)12 
_lzl=<M' ga(z) dz<_2 [, - - d z + 2 6  ~ a(z~dZ" (2.89) ~< - ~<l~l<=M, g ( z )  ~<=l=l<=M 

Par (2.4) et (2.74), on peut majorer uniform6ment le membre de droite de (2.89) 
Z a en 6. Ainsi ~ T[Vr~12dl'l est uniform6ment born6. Le membre de droite de 

(2.85) tend donc vers 0 quand a - ,  + o% et ceci uniform6ment en 6. Ainsi 
{Z~rVr a} est uniform6ment int6grable darts Lz(~, /7  ). Comme quand 6- ,0 ,  
Z~ ~ 0 V~ ~ Z r Vr ~ on a aussi 

E~ (Zar Vr a) ~ Ert (Z~ Vr~ (2.90) 

On peut raisonner de mani&e exactement semblable sur les derniers termes 
1,6 t/~x 1 

mx On a donc (2.81) avec 6=0,  de (2.82), en notant en particulier que m~,a-ml.  
qui est exactement identique fi (2.18). 

c) Preuve de (2.18) sous les conditions 3, 4 

On peut encore supposer r/< e, M > M'. 
Soit zl (resp. z 2) une fonction ~C~(R "1) (resp. C~(R")) i~ valeurs darts {-0, 1] 

6gale ~t 0 pour lzl<rl/2 ou Izl>2M (resp. lyl<U2 ou lyl>2M) et /t 1 pour 
rl<lzl<m (resp. r /<ly[<M). 

Pour 0 < 0 < 1 ,  on pose: 

bl'~ x, z)=bl(x, z)+O'cl(z); b2'~ y)=b2(x, y)+O~2(y). (2.91) 
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Trivialement,  grfice 5, la condi t ion 3: 

1+b1,O>0; 1+b2,~ (2.92) 

On v~rifie imm6diatement  que b 1'~ b 2'~ v~rifient les hypotheses 1142.1, 
lI-I 2.2, IH2.3 ((2.8) est v&ifi~e grfice 5, (2.92) et au fait que b~ '~ est borne). De 
plus, les condit ions 2, 3, 4 sont vdrifi6es pour  b 1'~ b 2'~ On a donc (2.18) pour  
bl,O, b2, o. 

On ~crit (2.18) sur l 'espace (Q,/7) en faisant apparai t re  la densit6 Z~ de 
(1.13) relat ivement 5, (b 1'~ be'~ i.e. sous la forme: 

c' 

EH[Z o ~ (dAt, ~O* Ss<=T...] + Ec'[Z~ H(x)(S;~ (2.93) 
[o, T] 

c' 

off S '~ est l 'op~ration de somme compensde pour  (b ~'~ b 2' o). On va alors faire 
tendre 0 vers 0 dans (2.93). 

En utilisant une formule de type (2.80) pour  Z ~ (ga est remplac6 par g e t  
b ~, b 2 par b 1'~ b 2"~ etc. . .) ,  on peut encore majorer  tous les Z ~ par un terme 
semblable au membre  de droite de (2.82) qui est dans tous les Lp((2, 17). De 
plus, comme il n 'y a qu 'un nombre  fini de sauts de norme >~/, on voit sans 
difficult6 que quand  0--,0, Z ~ 1 7 6  On passe ainsi 5, la limite sans 
difficult~ sur le premier  terme ~ gauche de (2.93). 

Soit R ~ la premiere somme compens6e apparaissant  dans le deuxi~me 
terme 5, gauche dans (2.93) (pour son ~criture complete voir (2.18)). On va 
mont re r  que: 

0 0 o o (2.94) ZTRT--+ZTRT /7 p.s . ,  

off, ~ droite dans (2.94)" 
c, divz = a z~ (ml (x s- '  z)) A (z)) calcul6e relative- - R ~ est la somme compensde Ss_< r ml(xs , Az~) 

ment  5, la mesure ZTd/7,.et n'est d6finie que Zrd/7  p.s., i .e . /7  p.s. sur ZT>O. 
Par convention,  on pose o o - ZrRT=O,  si ZOT=0. On a, en utilisant (2.28) 

RoT=Ss< r divz=Az ~ rn*, ~ z)A(z) 
ml'~ A _ , ~ ,  z2 ) (2.95) 

off m ~'~ est la fonct ion m ~ calcul6e pour  b ~'~ (Notons  ici que, grfice/t  (2.92), Z ~ 
est p.s. > 0 ;  R ~ est d6finie sans ambiguit6 /7 p.s. par  (2.95) puisque le 
d6nominateur  m l'~ , A z~) ne s 'annule p a s / 7  p.s.) 

0 0 Comm e ml '~176 on constate que dans le produi t  ZTRT, o n  peut 
1 

simplifier les termes ( l + b  ~'~ dans Z ~ avec les termes l+b~,~  apparaissant  
dans R ~ Alors 

- Si aucun des 1 +b1(xs , Az~) n'est nul, t r ivialement 

zO Ro ___+7o ~o (2.96) 
T * ~ T  ~ T * ~ T .  

- Si Fun des termes ! + b i ( x ~  , A z~) est nul, alors le terme cor respondant  
div~=~iml(x~ , z)A(z) est aussi nul, en particulier parce qu'alors b~(x~ , z )=0.  
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Comme Z~ = 0, en utilisant la simplification des termes d6crites auparavant, on 
a encore (2.96), de telle sorte que (2.94) est d6montr6. 

Pour montrer  que les esp6rances par rapport/~ H convergent dans (2.94), il 
suffit de montrer  que {Z~176 est uniform6ment int6grable sur (f2, H). On 
raisonne pour cela comme en (2.85)-(2.86). On a en particulier: 

T ~Z~176176 ~ Idiv~(ml'~ ] 
LO ~__<[~[__<M ml'~ dz dH. 

g(z)~O 

Or, on a: 

[divzml'~ [ z~ 
,<=lzf<-M ml'~ z) dz<C n <- <_Mml'~ dz 

g(z) 4- O 

Ib~'~ ', z)l 2 ] 
+ ~ Ig~(z)l-~-z (1 +b~'~ z)) dz+ ~ g(z) dz . (2.98) 

~l<[z[<M g(Z) n<__lzl<=M l +bl'~ z) 

Comme b ~'~ est uniform6ment born6, le premier terme ~t droite de (2.98) est 
born6. De m6me, par (2.4), le second terme est born6. Comme, quand 

1 t _-< I zl < M, ?(z)= 1, comme de plus si 1 + b 1 (x', z)= 0 on a b~ (x, z)= 0, on a: 

[bl'~ ', z)l 2 Ib~(x', z)l 2 g(z) dz. (2.99) 
g(z)< ~ ll+b~(x"~)*O 1 +b l (x  ', z) 

rt<_lzl<M 1 +bl"~ z) =n<[zl_-<M 

Par (2.8), le membre de droite de (2.99) est uniform6ment born6. On a donc 
born6 uniform6ment (2.97). Les esp6rances par rapport  ~t H convergent donc 
dans (2.94). 

On peut faire le m~me raisonnement sur les autres sommes compens6es de 
(2.93), en particulier parce que: 

- Si 1 +bl(x ', z)=O, alors b~(x', z)=O, et si 1 § ', y)=O, alors b~(x,2 ' y )=O.  

- Les fonctions dans (2.7) et (2.10) sont born6es. (2.18) est bien d6montr6. 

d) Preuve de (2.18) sous la condition 4 

Pour 2eN, soit ~?'Z(z) (resp. ~c2"~(y)) une fonction eC~~ "1) (resp. C~~ ~t 

valeurs dans [0, 1], 6gale/t 1 pour [z]=A+ 1, [ z l > 2 + l  resp. ]Y[=;~+I' [y[>2 

1 <2  (resp. 2_-<]y[<2). On pose: + 1 ) ,  e t / t  0 pour ~<[z[ 

pl'a(z)= l-(~cl,Z(z))2; p2"X(y)= l-(~:2'X(y))2. (2.100) 

Alors, pl'~(z) (resp. p2,~(y)) est un 616ment de C~~ "1) (resp. C~(Rn)) ~t valeurs 

dans [0 ,1 ] , 6ga l&0pour l z l=<  ] z l > 2 + l  r e s p . [ y l = A + l , [ y [ > 2 + l  , / t  1 

pourl-<[z]<)~ (resp.~_-<[y[=<2). 
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De plus, on a: 

1 ~ 2 ip~. ~(y)l 2 lp~' (z)l 1 ~  z 2. =41~c; ( )1 , -4[~cy2'x(y)12. (2.101) 1 - pl '  X(z) 1 _ p2, .~(y) 

Les fonctions ~ gauche de (2.101) sont donc prolongeables hors de leur domai-  
ne de d~finition en des fonctions C ~ born6es sur R "~ et R". 

On pose: 

b~,~(x ', z)=p~,X(z)bl(x ', z); b2,Z(x, ' y)=p2,;.(y)b2(x,, y). (2.102) 

Clairement, 1 + b ~ ' ~ > 0 ,  1 + b 2 ' ~ ' ~ 0 .  

V6rifions 1H2.2 pour  b t'x. (2.6) est trivial, ainsi que la premi6re partie de 
(2.7). Pour  e' > 0: 

Ib~'X(x" z)I2 g(z)dz  (2.103) 
t~I~' l+bl"~(x',z) 

b~(x',z)>O 

est trivialement uniform6ment born& De plus, si p~'X(z)=l,  p l 'Z(z)=0,  et, si 
b~(x ', z)=  - 1 ,  bl(x ', z)=0.  Donc:  

S 
NI_>_~' 

ibl,~(x', z)l 2 
11+b~,~(~', ~)*O,b~(~', ~)~0 1 +bl'Z(x', z) g(z) dz 

[b 1 (x', z) p~' X(z)]2 
< C  S lp~.~(~.~ g(z) dz I~l=~' 1 - p l ' ~ ( z )  

[p~'~(z) b~(x', z)] 2 ] 
+ ~ ll+b~(~,~). 0 g(z) dz] (2.104) 

i~1__>~, 1 + b l ( x  ', z) ' 

Comme (2.7) et (2.8) sont vSrifi6s par b *, en utilisant le fait que les fonctions 
(2.101) sont born6es, on voit que le membre  de droite de (2.104) est born& b 1';" 
v6rifie donc (2.8). 

De plus, pl' ;(z) est nul pour lzl~ ] ~ ,  2 + l [ et, si b~(x', z)= - l, b~(x', z) 
= 0. Donc:  

b I ;~, ~' tx 'z)[2 g(z) dz 
11 +b~.~(x', ~/*0 l+bl,Z(x' ,z) 

R'~/(O} 

S lbl(x, ~)ao Ib~(x, z)l 2 g(z) dz 
1/(z+l>=<lzl_-<~+l 

1 [bx(X, Z){ 2 
+ ~ ll+b~(~,,~), o g(z) dz. 

Rnl/~0f 1 +bl(x ', z) 
(2.105) 

1 
Or, par (2.6), 1 , bx(x , z) est born6 pour  ~--~i-__< [zL. En utilisant (2.7), on voit que le 

membre  de droite de (2.105) est born& b 1'~ v6rifie donc (2.7), et donc 
l 'hypoth[se II12.2. On montrera  de m~me que b a'z v6rifie IH2.3. Enfin, b 1'~, 
b 2' ~ v6rifient par construct ion la condit ion 3. 

On a donc la formule (2.18) relativement ~ b 1'~, b 2'z. On l'6crit encore sous 
la forme: 
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c '  

En[Z~ ~ (dA~.,.. .)3+En[Z~.H(x)(S'2{...})]=O, (2.106) 
[0, T] 

off Z~ est la densit6 (1.13) relativement /t b ~'z, b 2,~. On va passer /t la limite 
dans (2.106) quand 2 ~  + oo. 

Les suites pl,z, p2,2 croissent avec 2. Donc, si 1 +b~'Z(x', z)=0, on a encore 
l+bl'Z'(x',z)=O pour tout 2 '>2  et aussi l+bl(x ' ,z)=O. En raisonnant de la 
m~me mani6re pour b 2, il r6sulte des formules (1.9) que si Z~-=0, alors pour 
2 > 2 ,  Z~ '=0 et aussi ZT=O (Z T est la densit6 (1.13) relativement /t bZ, b2). 
Inversement, si ZT=O, pour 2 assez grand, Z~r=0. En effet, par (1.9), si ZT=O, 
l'un des termes 1 +bl(xs , Az2) ou 1 +b2(x~_, Ay 2) est nul, et donc pour 2 assez 
grand, l +bl';~tx Azsl)=00U l +b2';~(Xs -, 2 A y~) = 0, ce qui implique Z~ = 0. 

\ 8 - ,  

De plus, on a: 

t C c 

" R 1,2 i R X 2 Zf'=I+~Z,_d[S~_<=,b (x,_,Az~)+Ss~=,b2' ( s  _, Ay~)]. (2.107) 
0 

Or, trivialement, les fonctions 

[b~'a(x',z)]2g(z)dz, ~ ]b2"Z(x',y)[ad#Z(y) (2.108) 
Rnl/{O} Rn/{O) 

sont uniformdment borndes quand x' et 2 varient. De plus, si X, est un 
processus cadlag pr6visible tel que E(]IX[]2)< + oo, alors, quand 2--, + oo" 

T 

Eu ~ lX~lds[ ~ [bl(x~-,z)-bl'2~(x~ ,z)12 g(z)dz 
0 Rnl/{O} 

+ ~ [b2(xs-,Y)-b2'Z(x~-,Y)12d#2(Y)3 --~0 
Rnl/{O} 

(2.109) 

par (2.7) et le th6or6me de Lebesgue, de telle sorte que, quand 2 ~ + oo" 

�9 c C 

EU I[ S X~ d(S~ <-t b~ (x~ , A z~) + S~ <=t b2 (x~-, A y~)) 
0 

�9 c c 

- -~ Xtd(Ss<_tb l '2 (x  Az l s )+Ss<tb2"2(x  AysZ))H 2 
\ S - '  = \ S 

0 
-~0. (2.110) 

De (2.110) et par des in6galitds du type de celles que nous avons obtenues 
aprbs la d6finition 1.4 qui sont uniformes en 2 par (2.108), on voit sans 
difficult6 que, quand 2 ~ + oo : 

Z ~ Z  T dans L2(~,/7). (2.111) 

En raisonnant comme en (2.26)-(2.27), on sait que Ss<rlA(Az~)[ est dans 
tous les Lp(f2,/7). On peut donc passer fl la limite sur le premier terme de 
(2.106). 

Consid&ons la premibre somme compens6e dans (2.107) qui est 6gale/~: 

c',;~ d i V z = A z l ( m l ' Z ( x s  �9 z) A(z))  (2 .112)  
Ss~=r ml'2(x, s-, AzJ) ' 
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o~ ml'Z=(1 +b~'~)g. En utilisant (2.28), on voit que (2.112) est donl~6 par 

div~ = ~ ~i ( ml' ;'(x~-, z) A (z)) (2.113) 
S Zx ~_~ m ~' ( ~ , A ~ )  

eNIA~INM' 

Naturellement, (2.113) n'est d~fini que pour Zxrr Or, trivialement, pour 

2 >  1- VM' ,  l'expression (2.113) coincide avec l'expression off m 1'; est remplac6e 
e 

par m ~ qui est la premi6re somme compens6e dans (2.18). Grace ~ (2.103), 
(2.104), (2.111), on peut refaire le raisonnement de (2.85)-(2.87). En particulier, 
le terme correspondant fi (2.87) peut 6tre uniform6ment born& On peut donc 
passer 5. la limite sur le terme correspondant dans (2.106). 

On va d6composer la deuxi6me somme compens6e de sauts dans (2.106) 
sous la forme: 

S;~\m--~, ~ ( ~ ,  dz)), G 

__ , 2  m l ,  2 

--Ss<=r lt/x<l~=~l_<;~ m~X, x (xs_ , Az~), a s 

+Ss<r  llA~ll~E1/~,,x] ml--~; (xs-,  Azts), G s . (2.114) 

Or, h droite de (2.114), l'op6ration de compensation dans la premi6re somme 
ne d6pend pas de 2 puisque m~'X(x', z ) = m ~ ( x  ', z) d6s que 1/2<lz l<2,  de sorte 
que: 

. ~ m~ (x~_,  ~ z~),  G~ S ''~ ll/2<_]dzls]<=Z~(X s z~zls),Gs =S  ll/~<_lAzls[<=,~ ~ 

(2.115) 
(l'6galit6 (2.115) est prise au sens nail de (2.113) puisqu'il u'y a qu'un nombre 
fini de sauts. Naturellement les d6nominateurs dans (2.116) peuvent s'annuler 
sur ((2,17), mais nous laissons au lecteur le soin d'interpr6ter exactement 
l'6galit6 (2.115)). 

De plus: 

m~ % ' ~ ) - m  r(~s Az~t,G Ert Z T Ss<=T ll/~__<l~Al__<l ml-  

p r  r ~ 1 ~ [ 2  alI2 ] <_E | j  ds j ].~-x- (x~_, z) dz II �9 (2.t16) 
-- Lo I~l~[ l /x,  z] I rn ] 

En utilisant (2.15) et (2.27), on volt que, quand 2 ~  + 0% (2.116) tend vers 0. 
Alors, quand ,t ~ + ~ : 

Z ~ < r { 1  m~ G~ c' /ml G~ t/,~<_lA~sl<;~ - -  ~ Z r S s < _ r ~ t ~  T, (2.117) = m l '  

en probabilit6 sur (/2,//), avec dans (2.117) la convention que 5. gauche (resp. 
droite), on a la valeur 0 d6s que Z ~ = 0  (resp. Z r = 0  ). 
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En effet sur (Zr>0) ,  tous les Z~ sont =#0H p.s., et les sommes compens6es 
dans (2.117) convergent en probabilit6 (pour H!). Par (2.111), on a donc (2.117) 
sur (Zr>0) .  Sur (Zr=0) ,  on sait que, pour 2 assez grand, Z ~ = 0  et on a encore 
(2.117). Pour obtenir la convergence des esp6rances dans (2.117), il suffit 
d'6tablir un r6sultat d'int6grabilit6 uniforme pour H des variables (2.117). En 
utilisant (2.15), (2.111), (2.115) et la technique de (2.85)-(2.86), on a facilement 
cette int6grabilit6 uniforme. 

Pour achever le passage /t la limite sur la deuxi6me somme compens6e, il 
suffit de montrer que: 

m~ (x~_, Az}), G~_ ~ 0 .  (2.118) EUZZ r S~<_r ll~zklr q ml ,~  

Or, le membre de gauche de (2.118) est donn6 par: 

r /m: ,~  \ 2  
EnZarj fds  ~ (x~-,z),G~_ mt'Z(x s_ z)dz.  (2.119) 

o Iz1r &] \ ma'~ / 

J._ Comme quand b I = - 1 ,  b~ -0 ,  on a: 

[. Ib~'~(x" ~)1~ g(z) d~ 
IzJr ,~d 1 + b 1' X(x', z) 

1 +b~,X(x ", z)@O 

= ~ Ib~(x', z)] 2 Ip 1, X(z)12 g(z) dz  

IzlCtl/~, ~1 l +ba(x ' , z )Pl '~(  z ) 
1 +bX,2(x',z),i=O 

1 [bx(x, z)] z g(z) dz 
S 1-1<bl(x',z)<-O 

- I~lr ~1 - l+b~(x ' ,  z ) 
1 + j" l~l(x,~)_>o Ibx(x'z)12 (l+bl(x"z))lPl';~(z)12 

I~1r l+b1(x , , z )  l + b l ( x , , z ) p l . ~ ( z  ) g(z) dz. (2.120) 

Comme 0_<pl '~<l ,  pour u>0 ,  (l+u)]P1':t(z)[Z<=pl'a(z), de telle sorte 
_ = = l+up l .Z ( z )  

qu'on peut majorer le membre de droite de (2.121) par: 

Ib~(x', z)l 2 
I I ~ T ~ Z ,  z ) g(z) dz. (2.121) 

I~1r 41 

De plus, par (2.7), (2.121) est uniform6ment born6 en x' et 2, et tend vers 0 
quand 2 ~ + oo. Alors, par le th6or6me de Lebesgue 

T )2 
ds ~ (x~-, z), G~- m 1" a(x~-, z) dz  (2.122) 

tend vers 0 quand 2 ~  +oo, en restant major6 par CllG,]I 2, qui par un calcul 
semblable ~t (2.26) est dans Lz(~Q , H). La convergence vers 0 de (2.122) a donc 
aussi lieu dans L2(O , H). En utilisant (2.111), on voit donc que (2.118) est bien 
vrai. 

On raisonne de la marne mani6re sur la derni6re somme compens6e de 
(2.106). On a bien montr6 (2.18). 
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e) Preuve finale de (2.18) 

I1 reste /i s'affranchir de la condition 4; c'est trivial par troncation de A et 
passage/t la limite. [] 

3. Application ~ la repr6sentation des martingales 

Dans cette section, on fait toutes les hypotheses des sections 1 et 2. 
On suppose de plus que #2=0.  On peut donc oublier ici tout ce qui 

concerne le processus y2 (qui est ici nul) et la fonction b 2. Les filtrations 
engendr6es par x et z 1 sont identiques. 

d6signe la tribu pr6visible sur R § xD(R ") (il n'y a pas de risque de 
confusion avec la section 2). 

o b l ,  b 2 xo~R" est d6sormais fix6. On peut identifier les mesures ~ o  et P construi- 
b 1 b 2 tes au Th6or6me 1.7. On 6crira Q au lieu de Q~o' �9 

Rappelons que par un r6sultat de Dellacherie, Jacod et Yor [30], les 
martingales de carr6 int6grable sur (D(R"), {FtX}t>=o,Q) sont des sommes 
compens6es de sauts. Ainsi si M test  une martingale de carr6 int6grable, il 
existe a~R,  et une fonction Nt(x , z) d6finie sur R + x D(R ~) x Rn'/{0} m valeurs 
dans R, qui est N |  mesurable telle que pour tout t 

et que 

t 

E a ~ d s  ~ INs(x ,z ) lZml(Xs- , z )dz< + ~  (3.1) 
0 R ~ / { 0 }  

c' 

M t = a + S~ <=t N~(x, A z~). (3.2) 

De plus a et N sont (essentiellement) uniques. 

D6finition 3.1. M t d6signe la martingale born6e 

M t = E ~7 H (3.3) 

M~ est naturellement arrat~e en T. On peut donc repr6senter M t sous la forme 
(3.2), off N v6rifie (3.1), et est nulle pour s>T.  Comme M est/t  sauts born6s, N 
peut 8tre aussi choisi born6. 

On a tout d'abord un r6sultat technique 616mentaire. 

Proposition 3.2. Soit Ut(x ) un processus optionnel r~el sur (D(R~), {FtX}t>=o, Q). I1 
existe une fonction Vt(x , z) d~finie sur R + x D(R ~) x R ~ d valeurs dans R, qui est 
~ |  telle que les processus U~(x) et Vt(x, Az l) sont 
indistinguables. 

Preuve. Supposons que Ut(x ) soit une martingale de carr6 int6grable. On peut 
repr6senter U~(x) sous la forme (3.2) (avec N'  au lieu de N), et donc 

Ut(x ) = U t_ (x) + 1 a z~ �9 o N',(x, A z~). (3.4) 

Comme Ut_(x ) est pr6visible, (3.4) donne le r6sultat dans ce cas particulier. Or 
les processus pr6visibles et les martingales de carr6 int6grable engendrent la 
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tribu optionnelle. En effet, si T est un temps d'arr6t, par [73, on peut 
d6composer la surmartingale lt< T e n  la diff6rence d'une martingale et d'un 
processus croissant pr6visible. Une application du Th6or6me des classes mono- 
tones donne le r6sultat. [] 

Si A est une application lin6aire, A d6signe sa transpos6e. Ainsi 15~(z) est 
une application lin6aire de R . . . .  dans R "~. 

/5 et/5 '  sont les op6rateurs de projection de R" sur R "~ et R "-'~. 

D~finition 3.3. R t d6signe la martingale de carr6 int6grable & valeurs dans R" 

- - *  (x~_ A z ~ )  Rt-Ss<=t q~s \m 1 , �9 

T~ et T / son t  les processus h valeurs dans R "~ 

[t, T] 

+ ~ (o*dB~,+H(x)(Rw-Rt))  
]t, T] 

(3.5) 

( ~ ~o,,dA.+ ~ ~oudB~, T /=(p+l~z~ ,O~z (Az ) )p , ) (o , -~  - .  ~ - .  
\ T[t, ] ]t, T] ( 1 ) ) 

mx (x,_, z) m~(x, , z) dz) + ~ du ~ N,,(z) (o* ~ g  
t . ~ / { 0 }  

(3.5') 

Notons que grfice ~t (2.15) et (3.1), la derni6re int6grale dans (3.5') a bien un 
sens. Par l'in6galit6 de Doob, on sait que sup Irtl est dans L2(D(R"),Q)(dA x 

O ~ t < = T  

et dB x sont born6s). De m~me par (2.15) et (3.1) sup IT/leLz(D(R~), Q). 
O<=t<=T 

T~ et T/ ont mSme projection optionnelle puisque le dernier terme dans 
(3.5') est le crochet des martingales M e t  R entre t et T. 

D6finition 3.4. U~ est la projection optionnelle de T~ et T/. 

Par l'in6galit6 de Doob, sup I Utl est dans Lz(D(R~),Q). Par la 
O<=t<=T 

Proposition3.2, on peut trouver Vt(x,z ) sur R + x D(R~)xR  ~ .~| - 
mesurable tel que V~(x, Azlt) est indistinguable de U t. 

On a alors le r6sultat essentiel de cette section. 

Th6or6me 3.5. Sur l' espace ([0, T] • D(R"), dt |  p.s, les fonctions 

zeR"/{0) -~m~(x,, z) V~(x, z) 
zER"/{O} ~ ml(xt,  z)Nt(x, z) 
zER"~/{O} ~ Nt(x , z) grad~[ml(xt, z)] 

(3.6) 

sont localement intOgrables sur R"I/{0}. De plus si ml(xt, z) gradzNt(x, z) est la 
distribution sur Rn~/{0} dOfinie par 
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m * (x,, z) grad~ N;(x, z ) =  grad~ [ml(xt, z) N,(x, z)] 

- Nt(x , z) grad~ [m l(xt, z)] 

(off grad= [ml(xt, z) Nt1(x, z)] est la distribution ddrivde de mt(xt, z) Nt(x , z) dz au 
seus des distributions), alors dt| p.s., on a r@alitd au sens des distributions 

ml(xt, z) grad= Nt(x, z)=ml(xt, z) Vt(x, z). (3.7) 

Preuve. Soit ~ > 0. On a par  d6finition 

T 
EO ~ dt ~ IVt(z)]rnl(x.z)dz=E(2[St<_T(llz~2l>=~lVt(Az~t)l] (3.8) 

o [~1->~ 

(les deux termes sont finis ou infinis s imultan6ment) .  
So i t /5 I . . . /2k . . .  les temps d 'arr6t  ordonn6s par  ordre croissant  des sauts de 

z ~ en no rme  >z.  Par  d6finition de la project ion optionnelle,  on a 

et doric par  s o m m a t i o n  

Ee(S,<=r Ilz41>=~IV~(Az*,)I)~Ee[S~<_T llz=:!>_~ sup IT, U, 
O<t<=T 

(3.9) 

Or sup ITtl est dans L2(D(R'~), Q). En ra i sonnant  c o m m e  en (2.26), on vol t  que 
O < t < T  

la s o m m e  S~_<rlla~l_> ~ est aussi dans L2(D(R'), Q) de telle sorte que (3.9) est < 
+ oQ. Ainsi (3.8) est < + o0. On a donc le r6sultat cherch6 pour  la premi6re 
fonct ion de (3.6). On mon t r e  le m6me r6sultat pour  la fonct ion 

z - ,ml (x , z )N, (z )  en utilisant (3.1) et le fait que ~ ml(x ' , z )dz<+ac.  Enfin 
DI_->~ 

Nt(z ) grad  z m l(x,  z) est localement  int6grable sur R'I /{0} par  (2.14) et (3.1). 
Soit f l . . . f k ' "  une famille d6nombrab le  dense dans C~(Rnl/{O};Rn 0 (qui est 

l 'ensemble des fonctions C ~ ~t suppor t  compac t  dans R'~/{0} ~ valeurs dans 
R '0 .  Soit u~ un processus r6el pr6visible born6, et feC~(R'~/{O},RnO. I1 existe 
e > 0  tel que si [zl<e,  f ( 0 ) = 0 .  On prend dans (2.18) At(z)=utf (z  ). On d6finit 
L~I ... ffk"" c o m m e  pr6c6demment .  Si G t e s t  le processus d6fini en (2.47), on a: 

Eel  ~ (dAt, Gt)+ ~ <dBT, Gt-}] 
[0, T] ]0, T] 

=E e ~ I~<~<A~(Az~),(P+~(Az~)P') 
k - 1  k k 

~ ~  x ~ *  x 1 ~On%-*-~ ~ ~o, dA,+ ~ (p, dB,)} .] (3.10) 
([L~, T] ]L~, T] 

De m~me, on a 
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E e H(x) Ss~ m~(x_,~) ~s~=~ Zc(x~_,~z~,),c,- 

T 
= E Q ~ ds ~ N~(z) (div~(ma (xs _ , z) A(z)) + (m l (x~ , z), G~- 5) dz 

0 R~,I{O} 

T 

=E e ~ ds ~ Ns(z ) divz(m1(x~_, z) A(z)) dz+ 
o Izl_>~ 

[L 
"~OX-1 ~ dbl S Nu(z)~9~uml(Xu, Z) dZ " 

I~k L% Rnl/{O} 
(3.11) 

A droite dans (3.10) et (3.11), on peut remplacer les termes devant AL~(Az[~.) 
par leurs esp&ances conditionnelles relativement /~ F~ .  Comme par (2.18), ]~a 
somme de (3.10) et (3.11) est nulle, on a 

E~ 1~ < ~(A~ (Az~), VL~(AZLd) 
k ~  1 k =  k k 

T 

+ E Q ~ ds ~ N~(z)div~(ml(Xs _, z)A(z))dz--0 (3.12) 
0 [z[_>e 

qui s'dcrit aussi 

EQ[ids  S [Ns(z)divz(ml(xs-,Z)A(z)) 

(3.13) ] 

+ (A(z), Vs(Z)> m l(xs-, z)] dz] 0. 

Fixons pour l'instant feC~(R"I/{O};R"~). Comme (3.13) est v6rifi6e pour tout u 
pr6visible born6, - rappelons qu'on a choisi At(z)=ut f (z  ) - on d6duit de (3.13) 
qu'on a dt|  p.s. 

Nt(z ) div~(ml(xt, z) f(z)) dz 
R-1/~o/ (3.14) 

+ ~ (f(z) ,Vt(z))ml(xt ,  z) dz=O. 
R~I/{0} 

Grfice /t la premi6re partie du Th6or6me, on sait que les deux membres de 
(3.14) d6finissent dt| p.s. des distributions sur R"'/{0} A valeurs dans R "1. 
En faisant parcourir ~t f l'ensemble f l  .-.fk--. et en 61iminant une famille 
d6nombrable de dt| n6gligeables, on voit que dt|  p.s., pour tout 
feC~(R"I/{O}, R"~), on a (3.14). En 6crivant que 

Nt(z ) div~(ml(xt, z) f (z)) dz 
R~/{0} 

= ~ (div~f(z))N~(z)m~(xt, z) dz (3.15) 
gni/(O} 

+ ~ (f(z),grad~ml(xt, z)) Nt(z )dz 
Rnl/{O} 

et en utilisant (3.14), on obtient bien (3.7). [] 
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Remarque I. I1 est normal que mt(x~,z) apparaisse des deux c6t6s de (3.7), 
puisque les termes/t droite de m I ne sont pas bien d6finis 1/~ off m ~ =0. 

Remarque 2. L'information obtenue sur N~ est de nature apparement tr6s 
diff6rente du r6sultat correspondant de Haussmann [-8, 9] (voir aussi [3]) pour 
les diffusions continues, bien qu'il ait 6t6 obtenu par une m6thode tr6s sembla- 
ble ~ [3, 9]. Si toutefois Nt(z ) est de la forme (Ht, z) ot~ H tes t  pr6visible, (3.7) 
nous permet de calculer H r. Si on interpr6te la repr6sentation des martingales 

t 

du mouvement brownien sous la forme d'int6grales stochastiques de Ito ~ H~w 
0 

comme la limite de sommes ~H~Aw~, on voit qu'au moins formellement, on 
est sous les hypoth6ses <<lin6aires~) pr6c6dentes. 

4. R6gularit6 des semi-groupes des processus de sauts 

Dans cette section, on va montrer que sous certaines hypoth6ses, le semi- 
groupe associ6/t un processus de sauts est suffisamment r6gulier. 

Dans le paragraphe a), on va 6tendre le Th6or6me 2.5 en 61argissant la 
classe des A~(z) qui conviennent, Darts le paragraphe b), on 6tablit une formule 
d'int6gration par parties plus pr6cise que le Th6or6me 2.5, qui g6n6ralise le 
Th6or6me 3.1 de [3]. Au paragraphe c), on montre que sous des conditions 
d'<<ellipticit6~ de la mesure de L6vy, on peut 6tablir des r6sultats (encore tr~s 
insuffisants) d'int6gration par parties d'ordre 1 sur le semi-groupe convenable- 
ment <~tronqu6~. Au paragraphe d), on 6tudie l'appartenance /t certains 
L p ( l < p < + o e )  d'une forme quadratique al6atoire K~ a (qui correspond 
[~b'~'*(x)] -~ dans (0.5)-(0.6)). On obtient une formule d'int6gration par parties 
non tronqu6e /t l'ordre 1 sur le semi-groupe. Au paragraphe e), on interpr6te 
les formules obtenues sur les processus /t accroissements ind6pendants. Au 
paragraphe f) on 6tablit certains r6sultats de type ab61ien et taub6rien sur les 
mesures de L6vy et leurs transform6es de Laplace et Fourier. Au paragraphe 
g), on 6tablit une formule d'int6gration par parties d'ordre 2 sur le semigroupe 
consid6r6, et au paragraphe h) une formule d'int6gration par parties d'ordre 
quelconque. 

Cette section est centrale dans l'article. 

a) Extension du th~orOme 2.5 

On reprend l'ensemble des notations et hypoth6ses des sections 1 et 2. En 
particulier, on suppose v6rifi6es les hypoth6ses IH 2.1, IH 2.2, IH 2.3. 

On va alors affaiblir consid6rablement la condition a) du Th6or6me 2.5. 

Th6or~me 4.1. Soit 2(z) une fonction bor~Iienne >0 sur R~I/{0} telle que 
22(z)ml(x' ,z)dz soit une fonction bornOe sur R" (on peut choisir 2(z)=lzl). 

[zl <= l 
Soit At(co, z) une fonction dOfinie sur (R+x f2)xR"l/{0} gt valeurs dans R "~ qui 
est bornde, ~| et telle que 
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a) I1 existe C > 0  tel que pour ]z[ < 1 

IA,(oo, z)l _-< c ;~(z) Izl. 

b) A est de classe C 1 en la variable zeR"/{O}, et la d~riv& A~ 
ment born&. 

c) La fonction 
Idiv= [m~(x~, z) A,(oo, z)Jl 2 dz 

I~1 =< 1 ml(xt, z) (4.2) 

est uniform~ment born&. 
Alors on a encore la formule (2.18). 

Preuve. On peut bien choisir 2(z)= [z[ grfice A (2.3) et (2.7). On va raisonner par 
approximat ion/ i  partir du Th6or6me 2.5. 

Soit a(z) une fonction dans CTb (R"') A valeurs dans [0, 1], 6gale A 0 pour 
[zl=< 1/2 e t / t  1 pour Izl> 1. Pour e>0,  on pose 

(4.1) 

est uniformS- 

A;(o~, ~) = a(z/~) A,(o), z). (4.3)  

A~ v6rifie les hypoth6ses du Th6or6me 2.5, et on a donc (2.18) relativement ~t 
A ~. On va passer h la limite dans (2.18) quand e--+0. On a 

T 

= e  ~[~d~ ~ IA(z)-A~(~)tm'(x~,~)dz 
~o w,~/{o} (4.4) 
T 

< g e l d s  ~ ]A(z)lm~(xs, z)dz. 
o Izl__<~ 

Or par (4.1), IA(z)l<).(z)lzl, et de plus par l'in6galit6 de Schwarz, 
2(z)lzlml(x',z)dz est trivialement born6 sur R". Le membre de droite de 

I~1<1 

(4.4) tend vers 0 avec e. On passe ainsi facilement ~t la limite sur le premier 
terme de (2.18). De plus 

r [div= Ira1 (Xs, z) (A - A9 (z)][ 2 dz EPic, S 
0 RnU{0} ml(xs, Z) 
<C EeSds  ~< Fdiv=Em~(x*'z)A(z)]]2dz 

o Izl =8 mi(Xs, z) 
T ] (4.5) 

Par (4.2), le premier terme g droite de (4.5) tend vers 0 avec 5. Par (4.1), on 
majore le deuxi~me terme par 

T 

ce"~d~  S ;-2(zl.,'(~s,z)az (4.6) 
o ]z[__<~ 
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qui tend aussi vers 0 avec a Par (4.5), on voit que la premi6re somme 
compens6e dans (2.t8) relative ~t A ~ converge dans L2(Y2, P ) vers la somme 
compens6e relative ~ A, ce qui permet  de passer/~ la limite sur ce terme. Pour  
passer ~ la limite sur les derniers termes, on voit, en utilisant (2.24), qu'il suffit 
de prouver  que quand  ~ ~ 0 

EP[S,>=T[(A_A ~) 1 2 (~z~)l] --,0. 

Or comme en (2.25) 

F T 

| s ~  ~I(A - A  ~) (A ~ ) i -  j d~ e x p  
k 0 

est une mart ingale (en T) d'esp6rance 1. A 6tant born6, 

T 

~ds ~ (expl(A-A~)(z)l-1)ml(xt ,  z)dz 

(4.7) 

j~ (exp]A-A~[(z)-l)me(Xs, Z)dz] (4.8) 

on a 

o [~l_<~ 
T 

<--CSds S IA-A%~lm~%,-') d~ 
o I~1<~ 
T 

< C ~ d s  ~ 2(z) lz lml(x , ,z )dz  
o Izl<e 

(4.9) 

de telle sorte que le membre  de droite de (4.9) est uniform6ment  born6. De 
(4.4), (4.8) et (4.9) (qui donne  une int6grabilit6 uniforme), on d6duit (4.7). [ ]  

Remarque I. Si l(z) est une fonction de classe C 1 sur R"I/{0} 5, valeurs r6elles, 
born6e /t d~riv~e born6e, si A v6rifie les hypotheses du Th6or6me 4.1, A'(z) 
= l(z) A(z) les v6rifie 6galement. 

Remarque 2. Le fait que 2(z)=jzl convienne n'est pas <<accidenteb>. En effet le 
Thdor6me 4.1 indique qu 'une int6gration par parties est possible si (avec 
d'autres hypotheses) la per turbat ion  est de l 'ordre de la variat ion quadra t ique  
du processus. Dans le cas <<limite>> du mouvement  brownien,  la per turbat ion 
utilisde dans [3] 6tait absolument  continue, i.e. de l 'ordre de la variat ion 
quadra t ique  du mouvement  brownien.  

Exemple. Supposons que 

)~(z)-- [zj = 0_<~_<1. 

Si eeR "~, si A est tel que pour  lzl < 1 

A =]zl ~+e e (4.10) 

(4.1) est vdrifi6e. Posons 

f(x',  z) = [[zj ~+1 m e (x', z)] 1/2 (4.1 t) 

(4.2) est alors 6quivalent au fait que 

S lml(x'.z)* 0 Izl = + * [{gradz f(x',  z), e)[ z dz (4.12) 
izl__<l 
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est un i fo rm6ment  born6. Or pour  m*(x ', z)+O, on a 

grad~[lz[ 2 f (x ' ,z)]= z[ f ( x , z  +jz[ z grad~f(x',z) 

. ~ + 1  ( 4 . 1 3 )  

= c~ +2 1 izl~ iml(x, ' z)l~/2 ~ +  Izl 2 grad~ f(x', z). 

C o m m e  par  hypoth4se 

]zl2~ml(x ', z) dz (4.14) 
I~1~1 

est un i form6ment  born6, pour  que (4.12) soit vdrifi6 pour  tout  eeR ~1, on voit, 
en utilisant (4.13), qu'il  faut et il suffit que 

1,,,(~,, ~). 0 [grad~(Iz[ ~+1 [ml(x ', z)]l/2)[2dz (4.15) 
]~1_<1 

soit born6. No tons  que si (4.14)-(4.15) sont  v6rifi6es, on a aussi (4.14)-(4.15) 
pour  tout  ~ ' >  cc En  effet pour  7 > 0 

z grad~(lz[~+~+ l (ml (x"  z))l/z)=Tlzl~+~(m*(x" z))l/2 Iz~- 

+ ]zJ ~ grad~(lz[ ~+ l(ml(x', z)) 1/2) (4.16) 

de telle sorte qu 'on  a encore (4.14), (4.15) pour  c ( = e +  7. C'est donc  vrai  en 
part icul ier  pour  ~ ' =  1. 

En particulier,  si on considhre le processus stable d' indice f l ( 0 < f i < 2 )  dont  
dz p 

la mesure  de L6vy est izf+n~, on a (4.14)-(4.15) si et seulement  si e > ~ .  

Darts le cas off n 1=1 ,  (4.15) implique que l im Izl ~+l(ml(x,z)) 1/2 existe et 

est 4gale /t C+(x). A cause de (4.14), C + = 0 .  D o n c  en utilisant (4.15) et 
l 'inhgalit4 de Schwarz, on a Izl ~ + 1 (m l(x, z))1/2 < c Izl 1/2 c'est-h-dire 

C 
mi(x, z) < ]z[2~+ 1 . (4.17) 

b) Une formule d'intOgration par parties g~n~ralisde 

A part i r  de maintenant ,  on suppose pour  simplifier que p =0 .  
2(z) est une fonct ion bor61ienne > 0 sur Rnl/{0} telle que 

S 22(z) ml( x', z) dz (4.18) 
[z[<l 

est un i form6ment  born6e. 
Soit v(z) une fonction d6finie sur R"~/{0} ~ valeurs dans [0, + ~ [ ,  qui est 

born6e, de classe C ~ ~ d6riv6e born6e, et telle que 
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a) I1 existe C > 0  tel que pour ]zl < 1 

Iv(z)l = C~(z)Izl. (4.19) 

b) La fonction 

S 
Izl_-<l 

est uniform6ment born6e. 
Comme ves t  born6e, on a 

Igrad= v(z) m 1 (x', z)l 2 dz 
m~(x ', z) 

(4.20) 

v(z )m~(x ' , z )dz<C[ j ;?(z)m~(x' ,z)dz]~[ j 
Rnll{O} I~l=< ~ lzl< i 

+C j ml(x',z)dz. 
Izl>l 

Grfice ~t (2.3), (2.7), (4.18), on voit que 

j v(z) m~(x ', z) clz 
Rnd{0} 

est uniformhment born& De plus 

Izi ~ m~ (x ', z) cl z] ~ 

v(z)(�89 lb~(:,',~)<-~ bl(x',z))g(z) dz<- -- ~ v(z)ml(x',z) dz. 
Rnl/{O} R"U{O} 

Par (2.7), 
b~(x',z)< - �89 

(4.21) 

bl(x ', z)g(z)dz est born& Comme ves t  born6e, on voit que 

S v(z) g(z)dz< +oo. (4.22) 
R~I/{O} 

De (4.21) et (4.22), on tire que la somme Ss<=rv(Az2) est d6finie sur (O,F/) et 
(O,P). Comme ves t  born6e, on tire en utilisant l'6quivalent de (4.8)-(4.9) que 
Ss<_ r v(A zt~) est dans tousles  Lp(f2,FI) et Lp(O, P) (1 <p  < + oo). 

( , )  est le produit scalaire ordinaire sur R". 
e~,... ,  e, d&igne la base canonique de R". 

D6finition 4.2. On d6signe par Lt le processus continu de formes quadratiques 
positives sur R ~ d6fini par 

ni  

(X,Y)aR"xR"- ' ,Lt(X,Y)= ~ ( X ,Pt*-~ e~) ( Y.,qo t*-~ ei). (4.23) 
1 

On identifie L~ ~t l'op6rateur lin6aire de R" dans R" 

nl  

X e R " ~ L t X = E  (X, cp*-' el> qo * -1% 
1 

Si B~R"| TrB d&igne la trace de B. 
Enfin k(x)=(kl(x ), ...k,(x)) est une fonction d6finie sur Dr(R" ) ~ valeurs 

dans R", dont les composantes k 1... k" ont les mames propri&& que la fonc- 
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t ion H(x), qui ont  6t6 6nonc6es au pa rag raphe  2b). En part iculier  la d6riv6e 
dk(x) est donnde par  un couple de mesures  (A ~, B x) sur [0, T]  /t valeurs dans R" 
|  don t  les composan tes  ont  les propri&6s donn6es en 2b), telles qui si 
x, YeDr(R"), alors 

dk(x)y= ~ dA'~(yt)+ ~ dBf(yt_)~R". 
[0, T] 10, T] 

Dans  le th6or6me qui suit, on consid~rera les op6rateurs  (al6atoires) lin6aires 
de R" dans R": 

leR"--* ~ dA~cp*(l)+ ~ dBT(o*(1 ). 
[s, T] ]s, T] 

On a alors l 'analogue du Th6or6me 3.1 de [3]. 

Th6or~me 4.3. Soit fEC~(R"). Alors pour tout T > 0 ,  on a 

e'[(L(xO, ss__<  {v(A zJ) c,} k(x))] 

+EV[f(xr) Tr(Ss< r{v(A zJ) L,( j dA~[ q~* + j dB'~ q~*)})] 
[s, T] ]s, T] 

[ I ~ ' {  grad~=dd(v(z)ml(Xs-'Z))} I ]  
+ e  e f(Xr) Ss<_ T L~o ] ml(xs_,Az~ ) ,k(x) 

[ (m x +e f(x ) (S.<s V(A  .)LO (O*S 

+(o* ~ ( X s -  , Ys) ,k(x) = 0 .  (4.24) 

Preuve. Grglce aux hypothSses fakes sur v, on peut  pour  I =  1 ... n, i =  1 ... n~, 
appl iquer  le Th6or6me 4.1, avec 

A~(oo, z) = v(z) (ca* - 1 el ), ei 

H(x) = k,(x) f (XT) 

( rappelons  que (p*- ~ e~ est un processus adapt6 cont inu donc  prdvisible). En 
s o m m a n t  les formules (2.18) en l, i, on obtient  (4.24). []  

c) IntOgration par partie tronqude d'ordre 1 sur le semi-groupe 

Dans  ce paragraphe ,  et pour  toute  la suite, on v a s e  placer  sous des condit ions 
16gSrement plus g6n6rales que pr6c6demment ,  i.e. on va consid6rer plusieurs 
processus de type z 1 qui << entrent  >> dans la const ruct ion de x. Nous  ne l 'avions 
pas fait aupa ravan t  pour  ne pas compl iquer  les notat ions.  

Soit n I ... nq une famille de q entiers tels que 1 <n i <n. El... Eq s o n t  q-sous- 
espaces vectoriels de R" de d imension  respective n l . . .  nq. On  suppose que R n 
est muni  de sa structure euclidienne canonique.  

Pour  l<i<q,  ei,~...e~,,, d6signe une base  o r thonorma le  de E i. z i est le 
point  g6n~ral de El, et (z]... zT~ ) sont  ses composan tes  sur la base (ei, 1... ei,,). 
dz~ est la mesure  de Lebesgue sur Ei. 
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Pour l<_i<_q, g~(zi) est une fonction d6finie sur Ei/{O } it valeurs dans R + 
v6rifiant les m~mes hypoth6ses que g dans IH 2.1. br zi) est une fonction 
d6finie sur R" x Ei/{O } ~ valeurs dans [ - 1 ,  + c~[ v6rifiant (relativement ~. gi) 
l'hypoth6se IH 2.2. On pose pour (x, z l)~R"x Ej{0} 

m~ (x, zi) = (1 + b)(x, zl) ) gi(zi) (4.25) 

p~'i d6signe la mesure sur R"/{O} 

d #) (y) = l,= ._,~ e ~ g~(zi) d zi (4.26) 

(on suppose ici encore que les fonctions p~ sont nulles). 
Enfin #a, b 2, m 2 sont choisies comme aux sections 1 et 2 et v6rifient en  

particulier IH 2.3. 
Pour i=  1 q, z I est le processus it accroissements ind6pendants /t valeurs 

�9 * " l , t  

dans R" dont la fonction caract6ristique est donn6e par 

0,1' i(c 0 = exp[ ~ t ( exp ( -  i (cq zi) ) - 1 + i (:~, zi) ) gi(zi) dz i 
[zil < 1 

(4.27) 

+ ~I texp(- i (c~ ,z i ) ) - l )g i (z i )dz i] .  
Izd > 1 

Clairement zr est un processus it valeurs dans E i. Soit f/~ la loi de z~ sur 
D(R"). 

y2,/Tz sont d6finis comme aux sections 1 et 2. 
On veut construire le processus de Markov x t "5. valeurs dans R" dont le 

g6n6rateur infinit6simal 5~ op6re sur f~C~(R")  par 

q 

S f ( x ) = ( f x ( x ) , X o ( x ) ) +  ~. [ j" (f~(x),zi)b~(x, zi)g~(zi)dzi] (4.28) 
i~  t I zd<  1 

+ ~ ( f~(x) ,y)  b2(x,y) d#2(y) 
[y[< ~. 

q 

+ ~ [ ~ ( f (x+z i ) - f (x ) - ( f~ (x ) , z~) )m~(x , z~)dz~  
i = l  I z d < l  

+ rj ( f ( x+z l )_ f ( x ) )m) (x , z i )dz i ]  
Izd ~ 1 

+ ~ ( f ( x  + y) - f ( x ) -  (f~(x), y)) m2(x, y) d#Z(y) 
lyl< 1 

+ [. ( f (x  + y)-- f(x))  m2(x, y) d~2(y). 
] y ] > i  

(Notons que la d6composition (4.28) n'est pas canonique). 
On proc6de pour cela comme it la section 1. s d6signe en effet l'espace 

[D(R")] q+l, dont le point g6n6ral est not6 co=(zl ...z~,y~). {f~),_>_ 0 d6signe la 
filtration canonique (dventuellement compl6t6e et r6gularis6e it droite) 
engendr6e par les processus (zl ... Zq 1, y2). On pose alors 

y,=zl . ,  +.. .  + zlq,, + y 2. (4.29) 
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Pour xoeR" fix6, et y donn6 par (4.29), on consid6re l'6quation (1.5) et on 
d6signe par x t la solution de (1.5). 

Soit /7 la mesure de probabilit6 sur Q I I ~ | 1 7 4 1 7 4  2. Sur (fL//)  on 
c 

d6finit sans difficult6 les martingales de carr6 int6grable Ss<=tbr 
c 

( l<i_<q) et Ss<tb2(x~_,Ay2). Soient Z 1 - - = i,, ( l < i < q ) ,  Zt 2 les martingales de carr6 
int6grable exponentielle de Dol6ans-Dade associ6es. Alors 

Z t = ZI , , . . .  Zlq, t Zt e (4.30) 

est la martingale de carr6 int6grable > 0  qui est l'exponentielle de Dol6ans- 
Dade associ6e/t la martingale de carr6 int6grable 

c 

S~<_t br A z.*,,~)+ S,<=t b2(xs_, A y2,). (4.31) 
i = 1  

Alors comme au Th6or6me 1.7, on montre sans difficult6 que si P e s t  la mesu- 
re de probabilit6 sur /2  dont la densit6 par rapport / t /7  sur F t es t  donn6e par 
Zt, i.e. 

'-'d~ = Zt (4.32) 
F t  

alors la loi du processus x pour la mesure P e s t  exactement la mesure Qxo sur 
D(R") solution unique du probl6me des martingales associ6/t l 'op6rateur 5r et 
telle que Qxo(x(O) =x0)=  1. 

On peut alors 6crire sans difficult0 des formules du type (2.18) pour des 
fonctions A,(co, zi) d6finies sur (R+x  s } 5. valeurs darts E i qui sont ~a 
| mesurables, et ceci pour i=  1 ... q. 

On a 6galement une extension naturelle du Th6or6me 4.1. En effet, pour 
i= 1 ... q, 2i(zi) est une fonction bor61ienne > 0  sur EJ{O} telle que 

S 22(z3 mr 3dz~ (4.33) 
Izll 6 1 

est une fonction uniform6ment born~e (2~=[z~[ convient pour (4.33)). On peut 
alors 6noncer pour i=  1 ... q une extension du Th6orame 4.3. 

On va donner explicitement l'extension du Th6or6me 4.3. 
On fait alors l'hypoth~se suivante 

IH 4.1: Pour i= 1 ... p, v~(z 3 est une fonction d~finie sur E/{0} /t valeurs dans 
[0, + m[, qui est born6e, continue de classe C A/t d~riv6e born6e et telle que 

a) I1 existe C > 0  tel que si ]z~[<l 

b) La fonction 

est born6e. 

Iv,(zi)l ~ C4(z3 Iz,I. (4.34) 

1 t 2 
Jgradzi(vi(zi) m i (x ,zi))J dz i (4.35) 

[. m (x',zO 
Izil =< 1 
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Par  (4.21), (4.22), 

est un i fo rm6ment  born6e et 

v i ( z i )  1 ,  m i ( X ,  z i )  d z  i (4.36) 
~d{o} 

Vi(Zi)  g i ( z i )  dzl < + ~ (4.37) 
Ed{o} 

et ainsi la var iable  al6atoire S~<=rvi(Az];s) est dans tous les Lp(O, 11) et Lp(O, P) 
(1 < p <  + oe) par  l ' a rgument  donn6 apr6s (4.22). 

D6finition 4.4. Pour  i =  1 ... q, P~ est l 'op6rateur  de project ion or thogona le  de R" 
sur E~. L~,, est le processus cont inu de formes quadra t iques  posit ives sur R" 
d6fini par  

ni 
n 71_..9, X, YeR • Li, t (X,Y)= ~, (X, (p*- le i , j ) (Y , (p*- le i . j ) .  

j = l  

On identifie Li,  t a. l 'op6rateur  lin~aire de R" dans R ~ 

ni 

X~R"--~LI, t x =  ~ (X,(P *-1 ei,j) 99t *-1 el, J. 
j = l  

C o m m e  (ei, j)~ ~j~,~ est une base o r thonorma le  de E~, on a 

Li, t(X, Y)= (P~ (9"- 1 X, Pi (o* - ~ Y> 

Li, t(X) = (P* - * Pi (P*- * X (4.38) 

k(x) est choisi c o m m e  en b). 
Rappe lons  que si f(zi) est une fonct ion C 1 sur Ei/{0}, grad~,f(zi) est un 

vecteur  de Ei - puisque E~ est muni  de la s t ructure euclidienne induite par  R ~ - 
et donc  un vecteur  de R". 

O n  a alors l 'extension du Th6or&me 4.3. 

Th6or6me 4.5. Soit fEC~(R~), AIors pour tout T > 0 ,  on a: 

E'[(L(x0, ~0~ ss~ ~{v,(A zL) L,,s} k(x))3 
+Ee[f (xr )  Tr(S,__< r{vi(A z,l,s) ri, s( S dAt q)* + ~ dB: (p*)})] 

[s, TI ls, T] 

+EP[f(xT)l!s<=T{Li,s~o*gradz~=~z~,s(Vi(Zi)m~(Xs-'Zi)) , ,  , \ ]  

m j, x 1 ~ * m x  2 
�9 ( o ' 7 1  (x~-,Azj, s)+cp ~ ~ ( x s - , A y s )  ,k(x) =0,  

tt~j 
(4.39) 

(off dans (4.39)) on s o m m e  sur les indices 1 <i,j<q). 
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Preuve. Pour  i =  1.. .  q on 6crit la formule (4.24) du Thhor6me 4.3 sur le nouvel 
espace (f2,/7) re la t ivement / t  vi, et on somme en i. []  

D6finition 4.6. On d6signe par K t le processus opt ionnel  de formes quadrat i-  
ques positives sur R " |  ~ 

q 

K, = ~ S,<=t vi(A Z~s ) Li, s. (4.40) 
i~l  

On identifie K t ~t l 'op~rateur lin6aire de R" dans R" 

q 

X - - + K t X  = 2 Ss<=t vi(A z:,~) Li, s X .  ( 4 . 4 1 )  
i=1 

Notons  tout de 'sui te  que K t est un processus croissant de formes quadrat i-  
ques positives. 

On fait alors l 'hypoth6se d'<<ellipticit&> qui joue  le m4me r61e que 
l 'hypoth6se d'ellipticit6 d 'un op6rateur  diff&entiel du second ordre dans le 
calcul de Malliavin sur les diffusions [3, 14, 19]. 

IH 4.2: Les espaces E~ ... gq engendrent  R" et de plus pour  i =  1 ... q 

j" 1~,(~,)> 0 gi(Zi) dzi= + oo. (4.42) 
Jz, I _-< 1 

La condi t ion (4.42) est 6quivalente ~t la condi t ion que pour  un x'eR", 

En effet 

l**(~,)>oml,i(x',zi)dzi = +oo. (4.43) 

gi(zi) (�89 + 1,t (~,, z,)< -~ b: (x', z,)) ~ m: (x', z,) 

Comm c 
< &(zl)(23+ ibt(x,,~)>~ b:(x', zi) ). 

j b (x ' y b:(x',zi)gi(zi)dzi i ', ' Zi)l 2 gi(zi) dzi < + 0% 
~/{o} Ib~ (x', =~)J > �89 

(4.44) 

est aussi < + oo. (4.44) mont re  l '6quivalence de (4.42) et (4.43). 
Grfice ~ (2.3) pour  gi, on sait que (4.42) est 6quivalent ~ la propri6t6 que 

pour  tout  e > 0 
l~(z,)> o gi(zi) dzi= + oe (4.423 

Izd<~ 

(en fait & 6tant de classe C ~, (4.42') est trivial). 
On a alors l 'analogue de la Proposi t ion 4.1 de [3]. 

Th6or6me 4.7. P p.s., pour T > 0 ,  la forme quadratique K r e s t  dOfinie positive. 

Preuve. Comme K Tes t  un processus croissant de formes quadratiques,  il suffit 
d'6tablir que pour  tout  T > 0 ,  K Test  p.s. ddfinie positive. Or  pour  f i>0 ,  on sait 
que pour  i = 1  ... q 
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i 2 _ S d  s (4.45) exp -fi(X~<=t lvi(azl i ~)>o[AZi, sI ) ~ (e- '61<:- l )ml ' i (x , , z i )dz i  
l/~,~l__< 1 0 v (~0>o 

z~ < 1  

est une mart ingale.  
L 'esp@ance de (4.45) est donc  6gale /~ 1. Or  grfice a (4.43) quand  f i +  + 0% 

pour  t > 0 

- } d s  5 (e e l~d~-l)m*' i (x~,z~)dzJ + ~ .  (4.46) 
0 I z d < l  

v~(zi) > 0 

De (4.45) et (4.46), on d6duit facilement que p.s., pour  tout  t > 0  

Ss<r lla=~"l< 1, vi(a=~,~)>o IAz~,I 2 

est >0 .  Par  une appl ica t ion imm6diate  de la propri6t6 de M a r k o v  aux temps 
rationnels,  on voi t  que p.s., pour  t > 0 ,  il existe une infinit6 de temps s < t  tels 
que A z~, s ::l = O, ri(A z~,~) > O. 

Si f est dans le noyau  de Kr,  par  (4.40) et (4.38), on voit  par  ce qui pr6c~de 
que pour  i = l . . . q ,  il existe une suite sn de r6els > 0  et tendant  vers 0 (qui 
dgpend de i) tels que 

P~ qS~ *-~  f =  0 (4.47) 

et donc  pour  i = 1  . . .q  

P~ f =  0. (4.48) 

C o m m e  les E~ engendrent  R ' ,  f = 0 .  [ ]  

O n  va ma in tenan t  utiliser les th~oremes 4.5 et 4.7 c o m m e  en [3, 14]. 
Pour  simplifier les formules, nous allons utiliser des crochets de Lie de 

champs  de vecteurs, No tons  en effet que si T e s t  un champ  de vecteurs sur R n, 
on peut  d6finir [(p2,-- 1 ei,; ' ~o,-1 T] (x ' )  qui est le crochet  de Lie en des champs  

de vecteurs [ 0 x  (x') ei, j et (x') T@t(x')). De m6me, on peut  d6finir 

[31] la d6riv6e de Lie au sens de la g6om6trie diff6rentielle du tenseur L~,t(x' ) 
suivant  le c h a m p  ~0"- 1 %  r au point  x', qu 'on  note 

S~,, i e~., Li,t. (4.49) 

o (o t 
Rappe lons  que par  (2.17), (2.17'), ox (x~ (x~ ' ~x m (x~ ( l int>l)  sont 

des processus un i form4ment  born6s sur [0, T].  
z e s t  une fonct ion d6finie sur R"|  "5. valeurs dans [0, 1], C ~~ born4e 

deriv6es born6es, 4gale 5 1 sur l 'ensemble des C inversibles tels que]i  C -  1]L < M 
( M > 0 )  et ~ 0 sur l 'ensemble des C inversibles tels que IIC-11!>2M et sur les 
C non  inversibles. 

On  dhfinit la fonct ion C ~ r ( C ) C  -1 sur R"|  en lui donnan t  la valeur 0 
dans R " |  " si C n'est  pas inversible. Cette fonct ion est aussi C ~ born4e ~t 
d6riv6es born6es. 
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On a alors l'6quivalent du th6or6me 4.2 de [3], qui est un r6sultat 
d'int6gration par parties tronqu6e sur le semi-groupe. 

Th6or~me 4.8. Soit Y un champ de vecteurs ddfini sur R" d valeurs dans R", C ~~ 
bornd d ddrivdes bornOes. Alors pour tout f~  C~(R"), T>0,  on a 

EP[z(Kr) (Yf)(xr)] +EV[z(Kr) f (xr )  

l e  , ~ , - a y ] ,  , - 1  �9 [ s s ~ { v i ( ' l z L ) < K ~ l f q ~ s  * -  i , j ,~-T q~ e~,~>} 

-S~<_r{vi(Az~,~)<Krl L i s K r l  q~yr - '  Y,,L i ~*~rad~ ~? vi(zi))} - -  , , S  T S  ~2~ i = i , s  

-S,<~__< r { ( K r  !(~cf~o,-,e~,Lk,s) 
�9 Vk(A Z~, s) K71 (P*-i Y,, vi(A z~,,) q~* -~ eij)} 

@ YL (~ ) 
+ ,<=r( i,, mi(G_,Azi.~)l 1 j ,  Kraq)} - 1 Y  

z~,.) G,~ (o*~ mt ' + ~ r  S.<s(V~(A ~ "~(x~_ zJz~,s) 

+~*m~(G_ Ay 2) K - l q o * - l y  ] 
~ ~ T 

+ Ev[(zr~(KT), Ss~ r {vi(A zl~) 

. Li,~fK ~ 1 q~,- 1 y,, Li,~ (o* grad~= Ad, ~ vi(zi))} 

q _ S u < s < =  r 1 , v~(A zk,~) (2G..-~., ~ G. . )  

�9 (v,(~ z L)  ~* -~ e~,j, K~ t (9"- Y) f (xr )  ] = 0 (4.50) 

off dans (4.50), on somme sur l<=i,k<q, l<=j<n i. 

Preuve. Notons que dans (4.50) tous les termes sont bien d~finis, en particulier 
parce que d6s que Z(KT)~ O, KT 1 est born& 

On va montrer que (4.50) est exactement la formule (4.39) off k a 6t6 choisi 
6gal/t 

k = Z(KT) K r l(q)}-, y)(Xo)" (4.51) 

Notons tout de suite que k ne vhrifie pas les hypotheses du thhor6me 4.5, 
puisque 

- k dhpend de la trajectoire de ~y~(Xo) - qui en fait ne dhpend que de la 

trajectoire de x~ - et des trajectoires de z l . . .  z~. 

- k &ant donn6 /t partir d'une somme comprenant une infinit6 de termes 
n'est a priori pas une fonction diffhrentiable des trajectoires prhchdentes. 

' ]_1 
Toutefois comme par (2.17') Z~=l_3x (Xo) est solution de l'6quation 

diff6rentielle 

dZ'= - Z ' 0 5 ~  (x,) dr; Z'(0) = I (4.52) 
O X  
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on peut  appl iquer  le calcul des variations au couple ( x ,  Z',). La prise en compte  
de ~0~- 1 y dans (4.51) ne pose donc aucune difficult6 particuli6re. 

I1 faut mont re r  qu 'on  peut  appliquer le calcul des variat ions ~t z ( K r ) K r  ~ 
qui est une fonct ion C ~~ born6e A d&iv6es born6es de K r. Pour  cela, on 
commence  par supposer qu'il existe e > 0  tel que si [z~l<e, v~(z3=0 pour  i 
= l . . . q .  Dans ce cas K r s 'exprime comme une somme finie (~t hombre  
al6atoire de termes) /t laquelle il n'y a aucune difficult6 d 'appl iquer  le calcul 
des variations de la section 1. Une lois obtenue la formule (4.50) dans ce cas, 
on fait un passage ~t la limite pour  des fonctions v~ ... vq g6n&ales comme au 
Th6or6me 4.1. Le seul terme posant  un probl6me non rencontr6 au Th6or6me 
4.1 est 

s~ <, v~(A #,~) <K~ ~ L = ~,~ K~ t ~0"- Y, L~,~ ~5" grad~,= a d,~ vi(z3)" (4.53) 

Or  si a(zi) est choisie comme o- darts la preuve du Th4or6me 4.1, on a 

T 

EP So ds E~0} Vi(Z 3 Vz~(Zi) 

[" 
< C  E P ! d s  ~ Ivi(z3[ml(G,z~)dzi 

Izd _-< 

(4.54) 

Le premier  terme ~t droite de (4.54) tend vers 0 avec e par  (4.34). De plus par 

(4.34), si [z~[ <e,  v~(zi) <e2Z(zi), de telle sorte que le deuxi6me terme ~ droite de 
e 

(4.54) tend vers 0. On passe alors sans difficult6 ~t la limite sur (4.50) comme au 
Th6or6me 4.1. 

It res te / t  justifier alg6briquement la formule (4.50). Pour  cela, le plus simple 
est de reprendre les notat ions de la preuve du Th6or6me 2.5, dont  on reprend 
aussi les hypoth6ses. Pour  i =  1...  q, soit A~,t(co, z 3 une fonction d6finie sur 
(R + x f2) x Ei/{O } ~. valeurs dans E i born6e, N| 

Pour  IeR, soit x z, Z '~ les solutions des 6quations 

t 

x'~= Xo + ~ Xo(x~s) ds + zI,, +...  + zL 
0 

+ l[ Ss<=,A t (A z~,s) + ... + Ss~=tAq(A Z~,s)] + y 2 

Z't '=  I - S Z;' (X~s) ds. (4.55) 
0 

Z't ~ est la solution de (4.52) oh x est remplac6 par  x ~. On a ainsi effectu6 la 
t ransformat ion (2.30) sur le couple (xt, Z;). Alors 
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0 ,l [0 ,11 ~/z~ Y(xg],= = 

o 

Or H t = ~ -  (en I= 0) est solution de 

c~Y cgx~. 
y%) + z~ Ux (x~) ~ l= 0. (4.56) 

Lit=!' d X~ (xs) H= ds + S=<t= Ai(A zll,=) 

az[ '  
W t = - ~  est tel que 

dW=[-FV~ c?X~ ~2X~ x H ] ~-x ( x = ) - z ; ~  (=) ,j d=; 

(4.57) 

W(O)=O (4.58) 

i.e. si q)* =~-~x' (x)=Zf-* 

[i ,.Xo ] [/V T = -- (~o~- 1 (xt) t I ,  (p* d t  q ) , - 1  (4.59) c~ x 2 

Or R = ~?Ht ' 0x est tel que 

- [ O X ~  (~2X 0 ) 
dR= [-~-x (X=)Rs+~xz H=Cp* ds; R(0)=0 (4.60) 

et donc 
T ~2Xo 

RT=(p* I r4) *-1 II~o* ds. (4.61) 
0 ~X2 

Comme 
* _ cp*-I A,(Az~=) (4.62) Hr=cPrSs< r 

on tire de (4.56)-(4.62) que 

[ ~ Z" Y(x~)] =[S=<mqo*-' Ai(Az~,=),cp * - I  Y] (Xo) (4.63) 
al r ;=o - 

off darts (4.63) A iest consid6r~ comme un vecteur constant. Par (4.59), si e est 

un vecteur constant, ~ o } - l e  est un processus continu en T. On le volt 
/=0 

en fait directement sur (4.63), puisque la discontinuit6 en T de (4.63) est ~gale fi 
[p*-lAi,(P~r-le]=O. Dans ce cas, on peut remplacer dans (4.63) Ss5 r par 
Ss< T. 

Si K~ est la forme quadratique 

q 
X, Y~Klr(X, Y) = Z Ss<= r ~;i( A ZII',s gr- lAi(A zi l, =)) 

i=l  

ni 
E ,, <r,z;, (X,Z= ei, a) el,;) 

j= l  

(4.64) 
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par (4.63), on a 

~K~tr (X ,Y )=  f [Ss<T ({grad~,=ad.~vi(zi),Ai(AZ~.s)) Li.s(X,Y) 
~l i~, 

+ x,  z ,  < 

Or par (4.63) 

(4.65) 

X,~lZ~ei , )  (Y, qo*~-lel,,) + ( X ,  qo*-lei,.i) ~Y,~llZ~ ei, ,)) 
j = l  

= ( S ,  L~, ~) (X, Y) (4.66) 
~ ~ * - I A ~ A z l  ~ 

k 

off (4.66) est continu en T. Comme nous l'avons montr6, on peut remplacer 
droite de (4.66) S , ~  par S,<~ pour mieux noter le caract6re pr6visible de (4.66). 

Pour obtenir (4.50), il suffit d'utiliser (4.63), (4.65), (4.66) et de procdder 
comme au Th6or6me 4.3, en appliquant la formule (2.18) convenablement 
modifi6e avec 

Ai,t(o9 , zi) = vi(zi) (qo~ - 1. ei,j)k ei,j 
H = z (G)  ( g f  t  0}-t Y) f(xr) 

et en sommant les formules obtenues en l<_i<_q, l<j<n~,  l<_k<_n. [] 

Du th6or6me 4.8, on tire le r6sultat tr6s insuffisant suivant. 

Th6or6me 4.9. Pour tout T > 0 ,  la loi de x res t  de la forme qT(X)dx. 

Preuve. De (4.50), on tire en particulier qu'il existe C > 0  tel que si f~Cb~(R'), 
pour 1=1. . .  n 

EP [ z ( K r ) ~ ( x r ) ]  < C sup (4.67) 

Par un argument classique d'analyse harmonique [14] la loi de x r pour la 
mesure z (Kr )dP  est absolument continue par rapport ~t la mesure de Lebesgue. 

Soit z, une suite croissante de fonctions d6finies sur R' |  ayant les 
propri6t6s de z, convergeant vers 1 sur l'ensemble des 616ments inversibles de 
R' |  et vers 0 ailleurs. Par le Th6or6me 4.7, pour T > 0 ,  %(KT)~I p.s. Le 
th6or+me en r6sulte. [] 

Remarque 3. Le r6sultat du Th6or6me 4.9 est essentiellement trivial. En effet 
par l'absolue continuit6 de la mesure P par rapport ~ /7 sur F r, il suffit de 
d6montrer le r6sultat pour la mesure //, i.e. pour b ~ = 0 . . . b ~ = 0 ,  b2=0. La 
formule (4.50) devient beaucoup plus simple, puisque m~, m 2 ne d6pendent plus 
de x. Mais surtout, dans ce cas, un argument quasiment <<616mentaire>> et laiss6 
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au lecteur donne  le r~sultat tr6s rapidement.  C'est l ' i tdration de (4.50) avec ~ = 1 
qui joue  un r61e essentiel pour  mont re r  la r6gularit6 du semi-groupe dans la 
suite. 

Remarque 4. Un r6sultat de Tucker  [22] mont re  que si h(x)dx est un noyau de 
L6vy sur R"/{0}, i.e. si h est bor61ienne > 0  et telle que 

Ixl2 h(x) dx < +oo 
si Ixl < 1 

h(x) dx = + oo (4.68) 
Ixl-<1 

alors la loi de probabilit6 # dont  la transform6e de Four ie r /2  est donn6e par 

/2(c~) = exp { ~ (e-i<~'~> _ 1 + i{e, x ) )  h(x) dx} 
I~1-<1 

est absolument  continue par rappor t  ~ la mesure de Lebesgue. Ce r6sultat peut  
6tre d6montr6 simplement par d6rivation de/2. 

d) Etude de K~ 1. Integration par parties d'ordre 1 sur le semi-groupe 

Pour  6tendre la formule (4.50) au cas off z = 1, on est amen6 ~t 6tudier h quelles 
condit ions K r 1 appar t i en t / t  Lp(~2, P) pour  p donn6 (1 < p  < + oo). 

On poursuit  ainsi l 'analogie avec la d6marche que Malliavin [-14, 15] et 
Ikeda-Watanabe  [11] ont  utilis6e pour  l '6tude des diffusions. 

[ @ h ,  , 1 - 1  
S i Z , =  (x), Z ; = [ ~ - x  txj j  , il r6sulte de (2.17) et (2.17) que si t , t ' < K  

(K est une constante arbi t rairement  grande) il existe une constante C > 0 telle 
que 

IZ;-Z;,l<Clt-t'l; IZ, l<C. (4.69) 

De plus, grfice/t  l 'hypoth6se IH 4.2 

X~R"~[[X][= sup [P~XI (4.70) 
1__<i__<~ 

est une norme sur R". I1 existe C ' >  0 tel que 

Ilxn-> c'[xl .  (4.71) 

2TC 2 
Soit T > 0  f ix6<K.  Soit m un en t i e r>  C' ' t ~  une 

T 
6quipart i t ion de l ' intervalle [0, T],  i.e. t i -  ti_ 1 = - - .  

m 
Soit XsR" .  Pour  k<=m, il existe i - d6pendant  de k - tel que 

It q~ --1X ]1 = IP/(P~ -1X[ (4.72) 

et ainsi grgLce/~ (4.69) et (4.71) 

IP~ (p,~ X[ > IX[. (4.73) 
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Pour tk<t~tk+l, o n  a grace/ t  (4.69) 

IP~q?*-IX[>IP~ "*-~(pt~ XI-  CT Ix'>=( C•') IX[ (4.74) 

et grgtce au choix de m, on a 

C! 
IP, ~,~ -~ Xl ~ 2 c  IXl, (4.75) 

De (4.38), et (4.75), il r6sulte que 

q C t 2 
St~<,<=~+~i~=avj(Az],,)Lj,,(X,X)>~S~<~<=,~+ v~(Az~,,)IXI2. (4.76) 

Soit R la variable al6atoire 

ra--1 

R =  ~ [ inf St~<t<_t~+v,(Az~,~)]. (4.77) 
k = 0  ~ i < q  

En sommant  (4.76) pour 1 <k<m, et en utilisant (4.40), on a 

C,2 
Kr(X, X) > ~ R [XI. (4.78) 

1 
Pour que IKT 11 appartienne ~ Lp(f2, P), il suffit que ~ soit dans Lp(f2, P). 

Soit J l 'ensemble des suites I-=(i0.. .  i,,_ 1) off i o... ira_ 1 sont des entiers 
compris entre 1 et q. Pour I=( i0  .-. i ~ - ~ ) ~  on pose 

m - 1  

R,= ~ St~<t<=t~+ vi~(Azr (4.79) 
k = 0  

Clairement J e s t  fini et de plus 

R = infR r (4.80) 

Pour que ~Lp(~2 ,  P) il faut et il suffit que pour tout I e J ,  sLp(f2, P). 

On a la formule 616mentaire pour 1 < p <  + oo 

1 1 +* 
E P _ f tip- 1 E p e - f l R I  d f i .  (4.81) R~ r(p) 

On est ainsi ramen6 ~ 6tudier l'int6grabilit6 sur [0, + oo[ de tiP-1Eee-~R'. 
Or pour f i>0,  I= ( io - . .  im-1)~J 

EPexp- f lR i -} -S l tk< t< tk+ ld t  ~ (1-e-~i~(~i~))m~(xt, zi~)dzi~ =1. (4.82) 
0 Eik/{O } 
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Pour i =  1 ... q, soit ~ tel que 0 < c q <  1. On a trivialernent, en particulier 
grfice h (2.7) 

(1 --e -~v'(~i)) m{(x', Zl) dz i 
Ed{o} 

>= I lb}(x',zO~ ~ , (1 -~ i ) (1 -e~ ' (~ ) )&(z i )d z i  
z~/{o} 

+ ~ lb~(x',,d . . . .  (1 -e -~ ( z ' ) )g i ( z~ )dz i  
Eft{0} 

1 
Ibm( X', Zi)12 gi(Zi) dz  i 

0~i Ed{O} 

C 
>(1-cq)  S (1 - e  -a',(=')) gi(zi) dz i-- . (4.83) 

Ei/{O} (Zi 

Dans le cas off b~ est > 0, on peut rernplacer (4.83) par 

S (1 - e -~ (= ' ) )m] (x ' , z i ) d z i  > ~ ( 1 - e  a~'~~ i. (4.83') 
Ei/{O} Eft{O} 

Pour 6viter d'6crire deux fois les forrnules quand b~ >0,  on prendra (4.83) 

avec ~ = 0, C = 0. 
cq 

D~finition 4.10. Pour 1 <_i<q, on d6signe par t h la rnesure ~r-finie sur ]0, + oo[ 
image de la rnesure 1~,(~o> o &(z)dz~ sur Ei/{O } par l 'application v~. Pour f i>0,  
t > 0, on pose 

~,(/~) = ~ (e - ~ x -  1) d~, (x)=  ~ (e - ~ ' ~ > -  a) g,(z)  dz, 
R +/{o} E~/{0} 

;~,,(fl) = exp t r~ (fl). (4.84) 

Zi,t est la transform6e de Laplace de la loi de Ss<=t vi(Azl~) sur (f2, H). 
Par (4.82), (4.83), on volt que 

EP e-~RI <= C(cq ... c<q) exp [ j ~ l ( 1 - T j )  lj~Tm-'cj(fi) ] (4.85) 

off lj est le nornbre de fois qu'apparait  l'indice j dans I. 
On a alors le r6sultat suivant. 

Th6or6me 4.11. Soit p tel que l <=p< + oo et T > 0 .  Pour que [KTll appartienne 
d Lp(t2, P), il suffit qu'il existe 7 > 0 tel que pour i = 1 ... q 

+co 
tiP- 1Z~, r -  ~(fi) dfi < + oo (4.86) 

o 

et IKrll est bornb dans L,((2, P) par une constante ne d@endant pas de x. Pour 
les indices i= 1 ... p tels que b~ > O, on peut remplacer T -  ? par T. 
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Preuve. Par (4.85), on a, par l'in4galit4 de H61der 

q- so § so l j  

y f iV- tEee  ,SR, df i<C~t[!  f ip - lexp[(1-cg)Tzs( f i ) ]d f l ]  ~ 
o j = l  

lj 

,] = C fly-1Zs,(~ -~s)r(fi) d ~ (4.87) 
j = l  

Si (4.86) est vhrifi~e, de (4.81) on tire que E e l <  +oo et ainsi IKrl -~ est dans 
Lp(f2, P). i v  I 

Remarque 5. (4.86) est 6quivalente au fait que 

1 

E n (4.86') 

On a alors l'extension du Th4or4me 4.8. 

Th6or6me 4.1Z Soit T > 0 ,  Y,, f choisis comme au Th~or~me 4.8. S'il existe p > 2  
tel que K~: I~Lv(f2, P), on a la formule (4.50) avec z =-1. 

C' est en particulier le cas si les conditions (4.86) sont satisfaites pour p > 2. 

Preuve. Soit K une fonction d6finie sur W |  it valeurs dans [0, 1], C oo born6e 
it d6riv6es born6es, telle que ~c(D)=I si [IDLI <1, et K(D)=0 si IIDII >2. Pour N 
entier, C e R ~ |  ~, on pose 

r~.(C)=h: ( ~  1) si C est inversible 

= 0 ailleurs. (4.88) 

zN est une fonction C ~ born4e sur R ' |  it d6riv6es de tous ordres 
born6es, 6gale it 1 pour jlC-Zll<X it 0 si lie ~ l l > 2 g  ou quand C -~ n'existe 
pas. Enfin 

~ z N  1 t ~ c  (C 1 )  ) gC N ~ ~ , C - 1 - C - 1  s iC-X existe, 0ailleurs. (4.89) 

O~c ( C ~ )  ,, C_1[l >_2N ; on tire de (4.92) que pour C inversible Or ~ = 0 si u _ 

3z N [ 
~ c ( C )  < K  [j C-1I[. (4.90) 

On a (4.50) avec z=z~,. Faisons tendre N vers + oo. Par le Thborhme 4.7 
L~-(Kr) ~ 1 p.s. Alors fi gauche dans (4.50) 
- le premier terme ne pose aucune difficult4 
- dans le deuxihme terme, on peut majorer les sommes Ss~ ~ par 

C[[K~ ~1 + [K~ 1[2] [Ss< r v~(Az~ s) + (Ss< r v,( Az~ ~2] (4,91) = , = i, ~]!  ' 
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Comme fK~ ~] est darts Lp(O, P) (p >2)  et comme les sommes S,~ r vi(Azl,) sont 
dans tous les Lo(f2, P) ( l < q < + o o ) ,  (4.91) est dans L I ( O , P  ). On peut donc 
passer ~t la limite darts (4.50) sur les termes correspondants.  

Les sommes compens6es Ss<=r sont de carr6 int6grable. Comme dans les 
termes correspondants  n 'apparai t  que K r ~, on passe aussi /t la limite sur ces 
termes. 

- Le troisi6me terme tend vers 0 quant  N--* +oo.  En effet (zN)rc(Kr)--+O p.s. 
La majora t ion  (4.90) mont re  qu 'on peut  appliquer le Th6or6me de Lebesgue au 
dernier  terme. [ ]  

Remarque 6. Du Th6or6me 4.12, il rdsulte en particulier que pour  l =  1 ... n 

Ee[~Tf_.~(xr)] < C  sup ,f(x')]. (4.92) 
LU.~ J x, ERn 

Si E~~ est la fonction caract6ristique de la loi de x r pour  P, i.e. 

E~.~ = E e e -  i<~, ~r >. (4.93) 

(4.92) mont re  que Ic~l E~~ est born& 

e) IntOgration par parties d'ordre 1 sur les processus 
d accroissements ind@endants 

Ce paragraphe constitut une digression, off nous 6tablissons la formule (4.50) 
sur les processus ~t accroissements ind6pendants.  En effet darts ce cas, la fonc- 
t ion caract6ristique est connue explicitement, et il serait paradoxal  que les ma- 
nipulations que nous avons effectu6es pr6c6demment ne puissent ~tre 
trivialis6es. 

Nous  allons essentiellement mont re r  le r6sultat 6nonc6 g la Remarque  6. 
Pour  simplifier, on se place dans ce paragraphe  sur R. 

g(x) est une fonction > 0  d6finie sur R/{0} et v6rifiant l 'hypoth6se 1H2.l.  
On suppose pour  simplifier que si Ix] > 1, g (x)=  0. On suppose de plus que 

~g(x) dx = + oo. (4.94) 

Pour  c~R,  on pose 

El  (c~) = exp {5(e -i~x - 1 + ic~x) g(x) dx}.  (4.95) 

Soit v(x) une fonction d6finie sur R/{0} /t valeurs dans ]0, + m [  de classe 
C l, qui est born6e gt d6riv6e born6e et telle que 

v(x) g(x) dx < + o9. (4.96) 

Pour  ~eR,  t ieR +, on pose 

F(c~, fl) = exp {S(e - i~x- a~(x) _ 1 + i ~ x) g(x) dx}.  (4.97) 
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Si s est le processus ~t accroissements ind6pendants tel que s a pour fonc- 
tion caract6ristique E~(a), on a 

F(cq fl) = E e x p ( -  io:s 1 - fi S s <= ~ v(A s (4.98) 
et ainsi 

IF(a, fl)l < F(0, fi). (4.99) 
On a 

8F 
~ ( a ,  fi)= -F(cq fl) ~ e-i~: '-ew')v(x)  g(x) dx.  (4.100) 

Supposons que 

[i I I E S~_<~v~As 2 = ~ flF(0, f i )df l< +oo .  (4.101) 
_ 0 

Par (4.94), comme ves t  >0,  on a 

lira F(c~, f i )=0.  (4.102) 
/ / ~  +oo  

Par (4.96), (4.99), (4.101), on voit que 

- ~ ( %  dfi < + oo. (4.103) 
0 

De (4.102), (4.103), on tire 

Alors 
-boo 

i~EI(cO = .[ 
0 

+oo 

-S 
0 

+oo 8F 

+ oo (4.104) 
= ~ F(a, f i )d f lSe  -i~x ~*(x)v(x)g(x)dx. 

0 

F(a, fi) dfl ~ (ia + fiv~(x)) e -~x  t~v(~)v(x) g(x) dx  

fiF(cq fi) d fi ~ e -  ~ -  ~"(x)v:,(x) v(x) g(x) dx  (4.105) 

(par (4.101), comme v x est born6, le membre de droite de (4.105) est bien 
d6fini). Comme g est ~t support compact  dans R, pour x > 0 ,  on a 

+oo  

v g ( x ) = -  ~ (vg)x(y)dy.  (4.106) 
x 

Une condit ion plus forte que (4.96) est 

](v g)x(x)l dx  < + oo. (4.107) 

Comme v x est born6e, lim v(x) existe. A cause de (4.94) et (4.96), ces deux 
x ~ 0 •  

limites sont nulles. Comme ves t  born6e, on a 

v(x) < C(Ixl A1). (4.108) 
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Si (4.107) est v6rifi4e, on a grfice/t (4.108) 

j (ia + fiG(x)) e-i~x -t3,(~)(vg ) (x) dx 

= (.(e -i~x-&{x) - 1)(vg)~(x) dx 
(4.105) s'6crit 

+ o o  

ic~Ea(c~)= [. F(cq fi) dfl[. (e - i~x-~(x)-  1)(Vg)x(X ) dx 
0 

+oo  

- ~ fiF(oc, fi)dfi~e-i~x-l~(~)(Gv ) (x) g(x) dx. 
0 

(4.109) 

(4.110) 

Nous laissons au lecteur le soin de v6rifier que (4.110) est exactement la 
formule (4.50) calcul6e avec 

Xo=0 ,  gl=g,  g 2 = . . . & = 0 ,  #2=0,  

b a =0, 
c~ (4.111) 

f (x )=e- i~x '  Y=Ox'  -c=l, T = I .  

(4.50) s'6crit exactement pour . f~C~(R) 

E[fx(~r)] - E  L (S~<=TV(A2s)) 2 ] (4.112) 

[ f (2r )  ~" (vg)~(AX~)]=0. 
+ E  I_S~<TV(AY~s ) Ss< T g 

Les conditions de validit6 de (4.110) et (4.112) (comme cas particulier de (4.50)) 
ne sont pas exactement les m6mes. 

f )  Quelques resultats abOliens et taub&iens 

Dans ce paragraphe, nous donnons des conditions suffisantes pour que les me- 
sures r/a...r/q v6rifient les conditions (4.86). En effet ces conditions portent en 
fait sur les processus de sauts > 0  fi accroissements ind6pendants de mesure de 
L~vy r/1...tlq. Or pour de tels processus, on peut 6tablir un lien entre le 
comportement fi l'infini des transform6es de Laplace et de Fourier de leurs lois 
de probabilit6 qui sont fi leur tour d6termin6es dans certains cas par la concen- 
tration en 0 de leur mesure de L6vy. On 61ucide ainsi dans certains cas les 
conclusions de la Remarque 6 pour les processus fi accroissements 
ind6pendants r6els. 

Les techniques que nous utilisons sont bien connues et reposent sur des 
th6or6mes de type ab61ien et taub6rien. Nous suivons Simon [17] - chapitre 
3, d'apr6s Karamata [32] et Aizenman (non publi6). 

m est une mesure ~r-finie >0  sur R+/{0} telle que l'une des hypoth6ses 
suivantes est satisfaite 
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; ~at,,(~)+ f am(~t<+oo (1) 
x < l  x > l  

Ixldrn(x)+ (, din(x)< + ~ .  (2) 
x < l  x > t  

(2) est plus forte que (1). Pour ~.~R, T>=0, on pose, quand m v6rifie (1) (resp. (2)) 

(resp. (4.113) 

gl(c~)= ~ ( e - i ~ - l + i c ~ x ) d m ( x ) +  ~ ( e - i ~ - l ) d m ( x )  
x < l  x > l  

~9~ (~) = exp (T c5 ~ (~)) (4.113) 

0~(~) =S (e i~x_ 1) din(x) 

~2r(c~ ) = exp(T62(c~)).) 

Quand m vhrifie (1) ou (2), on pose 

M(a) = ~[ (cos ~ x -  1) din(x). (4.114) 

Clairement ~lr(~ ) et ~ ( ~ )  sont les fonctions caractdristiques d 'un processus xT 
~t accroissements ind6pendants de mesure de L6vy m (avec ou sans compensa- 
t ion des sauts) et de plus pour j = 1, 2 

1~gJr (c~)l = exp M (~). (4.115) 

On a tout d 'abord un r6sultat trivial et bien connu. 

Proposition 4.13. Si m v~rifie (l) (resp. (2)), alors quand l~.,--+ + oo, 61(~)=cd ~ (1) 

Preuve. La preuve est 616mentaire par int6gration par parties. Elle est laiss6e au 
lecteur. [] 

v est une fonction mesurable d6finie sur R+/{0} ~t valeurs darts R + telle 

v(x) dm(x)< + ~.  (4.116) 
x < l  

r/~ est la mesure sur R+/{0} image de 1~>o dm par v. Pour ~ > 0 ,  T > 0 ,  on pose 

z~(fl) = S (e ~ (x ) -  1) din(x)= ~ (e -By-  1) drip(y) 

X~, y (fi) = exp [ Tr,,(fi)]. (4.117) 

Z~. r(fi) est la transform6e de Laplace de la loi de S ~  r v(A ,2~). 
On a un r6sultat 616mentaire. 

Proposition 4.14. Pour o~R, on a 

M(~) > ~ r ~  (~.2). (4.118) 
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Preuve. Soit y>0 .  Pour  0 < x < 7 ,  on a 

1 - e - ~  = 2 i Y e-y~ dY > e - ~  x2 > 2 e -  ~(  1 - cos x). 
o 

Pour  x > 7, on a 

1 - e  -y~ 
1 - e - ~ - >  1 - e - ~  > (1 - cos x). 

- 2 

En choisissant Y tel que e - ~ - •  - s ,  on t rouve que 

e-X2~2r~ 1 - = ~ t l  - cos x). (4.119) 

On obtient  (4.118) par  int6gration. [ ]  

Remarque 7. Si @r(e) d6signe @~(~) ou ~2(e), pour  que ~r (e ) -~O quand [a[-~ 
+ oo, ou pour  que ~ r  soit int6grable, il faut que 

din(x) = + oo. 

Si pour  p>O, ]c~[ 2p-~ 0F(a) est int6grable, si [~, 2] est la variat ion quadrat ique 
de 2, i.e. 

Ix, xL = s ~ ( ( ~  x~)~) 

(4.124) mont re  que [~, # ] p ~  est int6grable. En effet 

x , r(p)E [~,~]~r ~ o flv-'Z~2'~(/~)d/~=2 ~ o ~2P-22 2 ~(e2)ede  
+ o o  

< 2  ~ [el 2p-11~'r(~)l d e <  + oo. 
0 

On a ensuite un r6sultat beaucoup plus fort: 

Th6or~me 4.15. Soit 7 tel que 0 < 7 < 2  et C>O. Les conditions suivantes sont 
~quivalentes : 

a) Quand x -*O + C 
m(]x,  + oo[),-,~7. (4.120) 

b) Quand [e] ~ + oo 

M(e)  ~ - CF(1 - 7) sin ~(1 - 7)[el ~ (4.121) 

(si y = 1, on remplace F ( 1 - 7 ) s i n  ~ ( 1 - 7 )  par ~). 
c) II existe 7' > Y tel que ~ x ~' din(x) < + oo et que quand fl-* + oo, 

z~ , ( f l )~  - CF  ( 1 - ~ 7 )  fl '/~'. (4.122) 

Si l'une des conditions a), b), c) est vOrifi~e, alors c) est vOrifiOe pour tout 7 '>  7. 

Preuve. Nous  suivons de tr6s pr6s Simon 1-17]. 
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a)~c) .  Supposons 7<1 et 7'=1. Alors si G--7(x)= ~ dm(y), on a 
X < y  

+OO 

S dx 
0 

= -  ~ e-Xfi - '  dx. (4.123) 
0 

Quand fi---, + oo, fl-~ G~ ~ C x - L  Par le Th6or6me de Lebesgue, on obtient 

bien (4.122). Dans le cas g6n6ral, on remplace m par G, ' ,  et on est ramen6 aux 
conditions pr6c6dentes. 

c)~a) .  Supposons que ? '=1.  Pour t>0,  soit m t la mesure sur R+/{0} 
dx 

d6finie par mdA ) =t  ~ m(tA), et m' la mesure lx__> o ? x ~ .  (4.120) s'6crit 

lim mt]l, + oo[= Cm']l,  + ~ [ .  (4.124) 
t ~ 0  

Or la condition c) exprime que pour tout k > 0 

lira ~ (1 - e  -kx) dm~(x)= C ~ (1 - e  -kx) dm'(x). (4.125) 
t ~ 0  

Si n'~ est la mesure dn'~(x)=(1-e-X)dm~(x) et si n' est la mesure dn'(x)=(1 
- e  -~) dm'(x), de (4.125), on tire que pour k > 0  

lira ~ e -kx dnt(x ) = C ~ e -k~ dn'(x). (4.126) 
t ~ 0  

(4.126) 6tant v6rifi6 pour k > 0  et k=0,  on volt que quand t ~ 0 ,  n t converge 
6troitement vers Cn'. Or 

1~> 1 dndx). (4.127) mr[1 , + oo[=~ 1 - e  - - - ~  

Comme la fonction lx>l est born6e et continue saul en x = l  qui est 
1 - e  - x  

n6gligeable pour n', on voit que quand t ~ 0 

l _ e _  ~ l x > l  dnt(x)~ ~ l _ e _  ~ l x > t  Cdn ' (x )=Cm'] l ,+ov[ .  (4.128) 

On a donc prouv6 (4.13) quand y ' = l .  On traite le cas gOn6ral en rem- 
plagant m par G,' .  

a)~b) .  On peut supposer que m est ~t support dans ]0, 1]. On a par 
intOgration par parties 

Nx 
+f. 1(7) 

Iccl - 'M(~)---  ~ s l n x ~ d x .  (4.129) 
i --  I 

Pour tout k entier, on a 

~ s l n x ~ - ~ - d x < = - l o : l - ' M ( o : ) <  ! s l n x ~ ( y - d x .  (4.130) 
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Par le th6or6me de Lebesgue, quand I~[ ~ + oo, on a 

2k~ C sinx 
dx  < lim ( -  l~l- ~ M (~)) <- lim ( -  l~l- Y M (~)) 

o x ?  - -  

(2k+ I)~ C sin x 
< ~ - -  dx. (4.131) 

o xY 

Quand k - ,  + 0% les deux membres extrSmes de (4.131) tendent vers l'int6grale 
C+[ ~ sinx 

~o x ~ -  dx  qui est classiquement donn6e par CF(1 - Y) sin ~(1 - 7). 

b)~c) .  On va montrer c) avec 7'=2. Comme x ~ e  -px; est ~t d6croissance 
rapide ainsi que ses derivees pour fi > 0, on a, par transformation de Fourier 

1 +CO y2 

.[ (e - ~ -  1) dm(x)-l/4rcfi - ~  e 4~ M(y) dy 
+ 0 0  

1 ! e_.M(21flfiu ) du (4.132) 

Par convergence domin6e, on voit que si lim [~l-'M(c0= -C', alors 

limfi -'/2 ~ ( f i ) =  - 1/~ F - -  . (4.133) 

L'identification de (4.133) et (4.122) r6sulte de formules classiques sur la fonc- 
tion F. Comme c) implique a) et a) implique c) pour tout 7' >7, la preuve est 
bien termin6e. 

Corollaire. Soit Y tel que 0 < ? < 2  et C tel que 0<_ C <  + ~ .  Alors si 

l imx~m(]x ,  + ooD= C (4.134) 
x ~ 0  

(resp. lim 1~[-7(-M(~))= C F ( 1 - 7 )  sin ~(1-7) (4.135) 

off F(1 - 7) sin ~(1 - 7) est remplacO par ~ si 7 = 1)) alors pour tout 7' > 7 (resp. 7' 
tel que 7 < 7' < 2) 

lim fi ; % ~ , ( f i ) < - C F ( 1 - ~ ) .  (4.136) 

Preuve. Si (4.134) est v6rifi6e, on peut sans difficult6 supposer que 7'=1. On 
applique alors le lemme de Fatou dans (4.123) pour obtenir (4.136). 

Supposons maintenant (4.135) v6rifi6e. Pour 0 < ? ' < 2 ,  il est bien connu que 
e-lXf" est la transform6e de Fourier d'une fonction p Ca__> 0 d'int4grale 6gale/t 
2~. On a alors pour 7 < ? ' < 2 ,  f i>0  

1 1 +oo \ ! [ ~ ' ~  
~ ( e _ ~ l ~ f _ l ) d m ( x ) _ 2 ~ z  fi~/~" -~ P x M ( x ) d x  

1 +oo 

=2~- ~ P ( x ) M ( f l ~ / / x ) d x  (4.137) 
-oo  
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(l ' int6grale ~t droite de (4.137) est bien d6finie puisque M < 0 ) .  Du  th6or6me de 
Fa tou  et de (4.137), on d6duit que 

lira 
p~+oo 2n J 

Or  tr ivialement,  par  t r ans format ion  de Fourier,  on a 

1 +co 
27c ~ p (x )F(1 -7 )  s i n ( ~ ( 1 - ~ , ) ) l x r d x  

- oc 

= ~ ( 1 - e  - J  ) = F  1 - 7  . (4.139) 
o 

On a bien (4.136). 

Remarque 8. Si C est > 0  dans le Th6or6me 4.15 ou son corollaire, alors pour  
T > 0 ,  6 r ( a )  est 5, d@roissance rapide, et ZY,  T(FI) est h d6croissance rapide 
(quand fi ~ + ~ ) .  

Remarque 9. Dans  [27], H a r t m a n  et Wintner  ont donng un cri t&e repris dans 
[26], suivant  lequel s'il existe a tel que 0 < a < 2  tel que ~ x ~ d m ( x ) = + ~ ,  

x = < l  

alors pour  T > 0 ,  ~r(~)  serait  ~t dgcroissance rapide. Ce crit6re est erron6, 
c o m m e  le mon t r e  le contre-exemple  suivant. Soit x ,  la suite x,  = (~)4--~. On a 

2 _ ~ (4.140) 
X n  - -  X n +  1" 

Soit m la mesure  

Alors  pour  0 < b < 2 

m = ~ ( ~ .  - 1) 6~~ 
11 

x b d m ( x ) = ~  (xb, ~-xbn). 
n 

Si b = 2 ,  on voit  par  (4.140) que ~x2dm(x)< + ~ .  Si 0 < b < - ~ ,  on a ~xbdm(x)= 
+ ~ .  Si 2 k = 2 ~ 2  ~k, on a 

-- M (2k) = S (1 -- COS 2 k X) din(x) 

= ~ (1 - cos 27c 24k- ~"- 1))(x~- ~- - 1) 
n 

= ~ ( 1 - c o s 2 7 c 2 4 ~ - 4 " - l ) ( x ~ - ~ - 1 )  
n - k + 2  

= S]o,~[(1--cos2kx)dm(x)<22 k S]0 2~z[X2 dm(x)=4~ 2. (4.141) 
A ' ) ~ k L  

Ainsi --M(2k) est une suite born6e et )~k~ + ~ .  
On va ma in tenan t  6tudier les condit ions de divergence logar i thmique  des 

fonctions M et %~, ~t l'infini. En effet, la condi t ion (4.86) et la R e m a r q u e  6 
mon t ren t  l ' impor tance  d 'une telle 6tude. 

Th6or~me 4.16. Soit 7 > O, C >=0. Les conditions suivantes sont ~quivalentes. 
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a) Quand x ~ 0 

m(]x, + oo[)~ C Log' 1. (4.142) 
X 

b) I1 existe Y' > 0 tel que quand fi ~ + oo 

r y ( f i )  ~ - 7 ,  ~ Log '  #. (4.143) 

Si l'une des conditions a) ou b) est vdrifiOe, b) est v~rifiOe pour tout y'> O. 
Enfin si, quand [al ~ + oo 

m(co ~ - C Log 7 ]c~l (4.144) 

alors a) et b) sont vOrifides. 

Preuve. Pour  mont re r  l '6quivalence a) et b), on pent  sans difficult6 supposer 
que dans b), 7 '=  1. 

a ) ~ b ) .  On raisonne comme en (4.123), en utilisant le fair que pour  x>O,  

Log~ 
X 

Log '  fi ~ 1 quand t3 ~ + ~ .  

b ) ~ a ) .  On 6tend la mesure m au point  + ~  en posant  m { + ~ } = O .  Pour  

m(tA) Soit m' la mesure t > 0 ,  soit m, la mesure sur ]0, + oo] telle que mr(A)= 1" 

Cc~{+ o~). Log ~ - 
t 

La condi t ion b) (avec 7 '=  1) signifie que, pour  k > 0  quand t ~ 0 

(1 -e -k~)dmt (x )~  ~ (1--e-k~)dm'(x). (4.145) 
10, + ~ 1  ]0, +c~] 

S i n  t e s t  la mesure dn , ( x )=(1 -e  -x) dmt(x), on voit que pour  k > 0  

e k~dnt(x)~ ~ e-k~dm'(x). (4.146) 
]0, + ~ ]  ]0, + ~ ]  

nt converge donc 6troitement vers m'. Comme  m' ne charge pas le point  1, on a 

1~>~ d n t ( x ) ~ C  (4.147) 
1 - e  - x  ]0, + oo] 

qui est 6quivalent 5. (4.142). Pour  la fin du th6orhme, on raisonne comme en 
(4.132). [ ]  

Corollaire. S'il existe 7 > 0  et C (0< C< + oo) tels que 

m(]x, + oo[) 
lim = C (4.148) 
x~O 1 

Log~ - 
X 

resp. (4.149) 

0 < 7 ' < 2 )  

lira -M(~)  ) I~1~+~ LogrlTI C alors pour tout 7 ' > 0  (resp. tout 7' tel que 
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lim vy(/3) < - C (4.150) 
t ~ + ~  Log~ /?=  7 '7 

Preuve. On raisonne c o m m e  au corollaire du Th6or6me 4.15. [ ]  

Remarque 10. Dans  le Th6or6me 4.16 et son corollaire, on peut  remplacer  la 
fonct ion Log  par  l 'une de ses it6r6es. 

Remarque 11. Dans  le Th6or6me 4.16, les condit ions a) et b) n ' impl iquent  au- 
cun c o m p o r t e m e n t  part iculier  de la fonct ion M(e)  quand  led ~ + oo, c o m m e  le 
mon t r e  l 'exemple suivant. Soit m la mesure  ~ 61/2,. 

n = l  

1 
Log - 

X 
Quand  x ~ 0, mix, + oo [ ~ . Si 2 k = 2rc2 k, on a 

Log 2 

+oo 

- - M ( 2 k ) = ~ ( 1 - - c o s 2 ~ z 2 k - " )  = ~ ( l - -cos2~z2  k - ' )  
n n - k + l  

et ainsi - M ( 2 k )  est major6e par  

1 
2-~ 2~ x2 dm(x) =4~2 22k ~ 22. 

x < ~  k+ I 

qui reste born& 
Pour  T>2p Log2 ,  tip-1Zx~,r(fi) est int6grable, bien que ~0r (~)  ne soit pas 

born6. 

Exemple. S i m  est donn6 par  

e x 

dm(x)= lx_> 0 - -  dx 
X 

alors m(]x, + o o D ~ L o g  1. De plus 
X 

62(~) = - Log (1 + ic~), 

1 r 

"Cx(fi) = - Log  (1 +/~), 

e x 
Pour  T > 0 ,  la loi de x r  est la mesure  d p r ( x ) = l x > o x r - l - - d x ,  qui est 

= F(T) 
singuli6re en x = 0 ,  mais avec un ordre de singularit6 d6croissant. Les 
hypotheses  du Th6orSme 4.11 sont  v&ifi6es avec v(z) 8 suppor t  compac t  tel 
que v(z)=lzl" au voisinage de z = 0  pour  0 > 1 .  Alors quand  f i ~  + o% ~v(fi)~ 

1 
- Logfi .  fiP-~Z~,r(fi) est int6grable d6s que T)p~.  Les condit ions du 

Th6or~me 4.12 sont done  v&ifi6es pour  T > 2 .  Or on a (4.92) dSs que T ) I .  Les 
condit ions du ThSorSme 4.12 ne sont  8v idemment  pas optimales.  
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g) Intdgration par parties d'ordre 2 sur le semi-groupe 

Contrairement ~ ce qui se produit pour les diffusions hypoelliptiques [3, 11, 14, 
19], il n'est pas absolument trivial d'it6rer la formule (4.50) avec T= 1. En effet, 
nous tenons essentiellement fi 6viter d'introduire une diff6rentiabilit6 sup6rieure 
/t l 'ordre 1 en les variables z 1...zq des fonctions ml(x', zl).. .  1 , mq (x  , Zq), essen- 
tiellement parce que pour les processus /t accroissements ind6pendants r6els, les 
r6sultats du paragraphe f) montrent que c'est la concentration en 0 du noyau 
de L6vy (et non sa r6gularit6) qui explique dans de nombreux cas la r6gularit6 
du semigroupe (au moins en dimension 1). Or le lecteur v6rifiera ais6ment que 
l'application du calcul des variations aux termes venant apr6s f(Xr) dans (4.50) 
ferait en particulier apparaitre la d6riv6e en z i de 

grad~, Vi(Zi) m I (Xs- , Zi) 

m s (x s_, zi) 

et donc des d6riv6es d'ordre 2 de m]. 
Nous allons en fait exploiter ici la propri6t6 de Markov du processus x. 

Cette propri6t6 a 6t6 utilis6e implicitement une premi6re lois lorsqu'on a not6 
que la forme quadratique K r croit avec T. Nous allons l'utiliser une deuxi6me 
fois en procddant/ t  une suite d'int6grations par parties par blocs. 

On va effectuer une int6gration par parties/i  l 'ordre 1 sur x en faisant une 
variation du processus x sur l'intervalle I-0, T], puis une int6gration par parties 
~t l 'ordre 2 en faisant une variation de x sur IT, 2T] etc...  

Ce paragrapbe est essentiellement consacr6/t  l'int6gration par parties d'or- 
dre 2. 

On conservera toutes les hypoth6ses du paragraphed) .  Par ailleurs, on 
d6finit les fonctions 

mr, x(x, 
n] (x, zi) = m~ (x, zi) (1 < i__< q) 

n2(x, y)= m2(x' Y) (4.151) 
m2(x, y)" 

Les fonctions de (4.151) ne sont d6finies que sur les ouverts o/1 les 
d6nominateurs fi droite de (4.151) sont non nuls. Les fonctions n~ (1 <i<q) ne 
d6pendent que de b~ i (1 <i<q) et non de gl (1 <=i<q). 

On fait alors les hypoth6ses suppl6mentaires suivantes. 

IH4.3: Les fonctions n] (1 <__i<q) et n 2 sont uniform6ment born6es sur leur 
domaine de d6finition. 

IH4.4:I1 existe N > 2  tel que 
6" ~m 

a) Pour l< lml<N,  les fonctions cgx" b](x'zl)' c?x m b2(x'Y) existent, sont 

continues en leurs diff6rentes variables. 
0m c~ ~ 

b) Pour l < l m l < N - 1 ,  les fonctions c~x~n](x',zi), Oxm-nZ(x',y) sont 

borndes sur leur domaine de d6finition et telles que 
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f--~m (X, ~i) ~m, (X, lml(x',~O#O n~ ' 1 , zl )dz  i 
E~/{0} 

c?~ n2 (x', y) 2 j lm~x, y), o m2(x ', y) d#2(y) (4.152) 
Rn/{O} 

sont born6s. 
c) Pour tout couple (I,l') de multi indices tels que O<II I+[ I ' t<N-2 ,  les 

fonctions 

m 1 n~ (x', zi), m~ n 2 (x', y) (4.153) Ox I i,~ Ox 1 ~ ~?x l 

sont telles que pour tout ~>0, pour lzil__>e, ou ]y[>g elles sont uniform6ment 
born6es (sur leur domaine de d6finition), et de plus les fonctions 

m 1 n~ (x', clz, lm~(x', ~ * 0  i,x FUX ~' 
Ei/(o} 

lm2(~, y), o m 2 ~ n 2 (x', d#a(y) (4.154) 
Rn/(0} 

sont uniform6ment born6es. 
0 m 

d) Pour l < j m [ < N - 1 ,  les d6riv6es Ozi ~xm b~(x',zi) existent et sont 
continues. 

e) Pour 0 < ] m ] < N - 2 ,  les fonctions 

0 ~m 
~z~ ~x  m n~(x', zi) 

sont borndes (sur leur domaine de d6finition). 
Notons que grfice ~t 1H4.3 et (2.15), b) dans 1144.4 est aussi vrai pour m=0.  

De marne par (2.15), on a (4.154) p o u r / = / ' = 0 .  
Les hypothhses IH4.3 et H 4 . 4  vont nous permettre d'it6rer la formule 

(4.50). 
Notons tout de suite que si 7t(co, z~) est une fonction d6finie sur 

(R+x f2)x Ei/{O}, ~ |  mesurable, uniform6ment born6e, et telle que 

lYt(co, zi)l 2 m] (xt, zi) dz i (4.155) 
E#{o} 

est uniform6ment born6e, alors, pour ~ = _+ 1 

C' t 

exp{~S~<tT(Az~,~)-~ds ~. (e~'s(~i)-l-c~?~(z~))m~(x~,z~)dz~} (4.156) 
0 Ei/{O} 

c" c' 

est une martingale, exp IS,<~(Az~,~)f est int6grable, et ainsi S~<=t 7(Az~[~) est dans 

tous les Lp(f2, P) (l__<p< + o  e). On a naturellement un r6sultat du mame type 
c" 

pour des sommes S~<_t7'~(o9, Aye). 
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Pour simplifer l'6criture de ce qui va suivre, nous allons introduire quel- 
ques notations suppl6mentaires. 

Notons tout d'abord que la mesure P d6pend du point de d6part du pro- 
cessus x~, qui est x 0. On 6crit d6sormais Pxo au lieu de P. 

D6finition 4.17. Sur l'espace ~2=[D(R')] q+l, pour tout t>0 ,  on d6finit 
l 'op6rateur de translation 0~ par 

o~(zl,s, z I ~ ~/,) 2, s . . . .  q, 
_ 1 1 1 1 1 1 y2 _y2). (4.157) - - ( Z l , s + t - - Z l , t ~  Z2, s + I - - Z 2 ,  t~ �9 Zq, s + t - - Z q ,  t~ s+t  

On note par co le point g4n6rique de (2. On a alors imm6diatement 

Proposition 4.18. Pour tout x o e R  n, s, t>O, coef2, on a 

(pt+s(co, Xo) = (ps(0tco, opt(co, Xo) ) (4.158) 

Preuve. C'est 6vident par (1.5) et (4.29). [] 

On a maintenant 

Proposition 4.19. Si xo~R  n, si S est un temps d'arrOt sur (Q, {F~}teo), alors si X 
est une variable alkatoire Fs-mesurable bornde, et Y une variable al~atoire F~- 
mesurabIe born~e, on a 

Ee~o[ls< +~ X Y o  Os] =Ee~o[ls< +o~ XEZ~s Y]. (4.159) 

Preuve. On v6rifie que la loi de (x t, 1 a ,2 Y~,~. . .Yq, ,Yt)  est la solution unique d'un 
probl6me des martingales au sens de la d6finition 1.6, off le noyau de L6vy est 
du type N ( x ,  dx,  dy{, ... dye, dy  2) (i.e. seul x~ modifie 6ventuellement la loi des 
sauts). Le Th6or6me 1.7 montre qu'on construit ainsi un processus fortement 
Markovien. On obtient (4.159). [] 

D6finition 4.20. Pour xosR",  on d6finit sur (~, Pxo) le processus C~ ~ ( t>0) 

K~ l(x0) [ S s~, { v ,( A z~ ~, ~) L~, AXo) K? ~ (Xo) C~[o (o* I(Xo) 

�9 L i ,  s(XO) (Ps (Xo)  grad~,=~, vi(zi) } 1 

�9 (5~o,_ ~(,o)~,,j Lk,, (Xo)) K t- 1(x o) (p*- l(Xo) el, 

-S~<=t i,~(xo)~o*(xo) grad~,=z&, vi(z3m~(xs- 'z i )  
m/ (~-  7 A z~ 1. ~) 

c" 

- S s <=r {S, < s(Vk (A z 1, ,) Lk. . (Xo)) (~* (Xo) n] (x,-, A z I ~) 

+ (Os*(~o) n~(x~-, A y~))}]. 
d 

* X  On note ~o t ( o ) ,  K,(xo), Li, t(Xo) pour marquer que ces objets d6pendent du 
point de d6part x o. 

On suppose dans ce paragraphe que IH 4.4 est v6rifi6e avec N---2. 
On a alors 
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Th~or&me 4.21. Soit xoeRL Soit Y~(x) un champ de vecteurs C ~ born~ d d&iv&s 
born&s d~fini sur R ~ d valeurs dans R". Alors si T > 0  est tel que les conditions 
(4.86) avec p > 2  sont vOrifi&s, pour tout feC~(R~), T '> T, on a l'~galitd 

E vx~ EY1 f(xT,)] + E Px~ Ef(XT,) Ss <_ T {vi(A z~, s) 
e i n * -  1 * -  1 

�9 (K~(xo)E~o*~-~(Xo) ~,j , .~.  (Xo) 5 ( ~ , ) L  ~Os (Xo)<jS}] 
+EP~~ "~ ((fiT" o ~ r  1), I(X0) y,(xr,)) ] 

+ # %  [f(xr.)  ((o*- *(Xo) K i  ~(Xo) S. <= r(vk(a z~,.) Lk, .) ~*(Xo) 

Sr<s<r,,C(g"2%o(~-h,Cnlrx AZI, s)_}_H2(Xs_,A 2 = , ,~ '~  , ~ r  , , / , ~ - ,  ~ Ys ) ) } ,  

' ( (pT , ~  (fiT 1)*- -  I ( X 0 )  YI(XT,))3 =0. (4.160) 

Preuve. Dans  la formule (4.50), on peut  sans difficult~ supposer  que v i d6pend 
aussi de t. Plus pr6cis~ment, on peut  appl iquer  la formule (4.50) au temps T '  en 
supposan t  que vz est remplac6 par  ~r .), oti vz(t, . )=vz(-)  pour  t <  T et ~r . ) = 0  
pour  t > T .  On raisonne c o m m e  au Th6or~me 4.12 pour  prendre  r = l  dans la 
formule  (4.50) ainsi modifi6e. Les sommes  et les sommes  compens6es off on 
s o m m e  sur v i sont arr8t~es en T. Dans  (4.160), on a d6compos6 la derni~re 
s o m m e  compens6e de (4.50) en une s o m m e  entre 0 et T et une s o m m e  entre T 
et T'. [ ]  

Remarque 12. La formule  (4.160) est o b t e n u e  en faisant le calcul des var ia t ions 
sur l ' intervalle [0, T]. Nous  avons d61ib~r6ment 6crit (4.160) sous une forme 
a lg6br iquement  non  triviale. 

On suppose v6rifi6es les condit ions (4.86) avec p >2 .  
Soit Y2 un c h a m p  de vecteurs ayant  les mSmes propri~t6s que Y1- 

Appl iquons  (4 .16)  tt la fonct ion Y2f avec T'=2T, off T e s t  choisi c o m m e  au 
Th~or~me 4.21. 

EP~~ EY1 Y2 f(X2r)] + EP*~ E(Y2 f)(X2w) S~< r {v,(A z~, ~) 

�9 (K,~ ~ (-',:o) Ec's*- '-(x) < j ,  ~ T  ~(Xo) Y~ (x2T)], r  
+ EP~~ [(Y2 f)(X2T) ( C~ "~ (C#2T ~ ~T 1), - I(X0) Y1 (X2T))] 

Z 1 + EP~~ [(Y2 f)(X2r)  (~5"- l(Xo) K r A(X0) S u < T(Vk(A k, u) Lk,  u) 
c" 

- ~ o * ( ~ o ) S ~ _ ~ s _ ~ { ( ~ , o ~ o ~  ) * ( n ~ ( X s - ,  d ~ )  

+ n~(x~ , ~ y~))}, (~02~ o q'F ~)*- l(Xo) Y~ (x~)>]  = 0. (4.161) 

On note  J1, J2, J3, J4 les quatre  termes ~t gauche de (4.161). On va 
mon t r e r  qu 'on  peut  appl iquer  le calcul des var ia t ions sur l ' intervalle IT, 2T]  
aux expressions dans J2, J3, J4, de telle sorte que pour  i = 2 ,  3, 4 

Ji = Ef ~~ [ f  (X2r) D~,~ 

Off D~ ~ (i = 2, 3, 4) est int6grable. 
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Calcul des variations sur J3 

C} ~ est Fr-mesurable. De plus, grfice ~t (4.158) 

(@iT o @T 1)* - 1 (X0) Y1 (X2r)  = [(PT(0r  00)*] - 1 (XT) Y1 ((PT(OT 00, XT))" (4.162) 

De la proposit ion 4.19, il r6sulte que 

J3=EP~~176176176176176176 Vl (Y))] (4.163) 

off dans (4.163), on int6gre dans Ee~o en la variable 00 et dans EPy=~(~ en la 
variable c5. 

Or le Th6or6me 4.8 (et sa ddmonstration) montre  qu'on peut appliquer le 
calcul des variations /~ l'intdrieur de EPy=~(~,,~o). On montre, en effet, sans 
difficult6 que pour yeR"  

EPY(Y2 f)(Xr)(CP} -1 Y1)(Y)= EP" [U(XT) FT~] 

off l'int6grale de [F~] pour PY est uniform6ment born6e, grfice aux Th6or6mes 
4.11 et 4.12. Fr y est par ailleurs ais6ment calculable compte-tenu de (4.50). Ainsi 

J3 = Ee~~ f (xer)(  Cr(00), F ~ ( O r  00)} (4.164) 
et de plus 

EV~o[( Cr(00), F~'(OT00))[ < q- oo. 

Notons ici qu 'on aurait pu se passer des op6rateurs de translation en effec- 
tuant  directement sur J3 un calcul des variations sur [T, 2T].  Cette remarque 
s'applique ~t toute la suite. 

Calcul des variations sur J2 

o --1 Pour s <  T, soit 0s r le diffdomorphisme ~0 s Or �9 On a 

[(~ 1(00) el,j, ~~ I11] (Xo) 

= go* 1(00, Xo ) r o T , -  1(00) ei,j ' go*- 1(0T00 ) I11] (gOt(00, XO))" 
Donc 

J2 = EP~~ ( S ~ <= r v i ( A z~. ,) K 7  r l (Xo) (p*- * (Xo) eid, (p*- 1(oo, x o) 

V,I,T* - 1((01 e r~*- *~go~ Y1] (Y))}. Ee,=er( ...... )((y2f)(~Or(gO, y))eV, s , , i.j, WT , , 

On raisonne alors de la meme mani~re sur J2 que sur J3. 

(4.165) 

(4.166) 

Calcul des variations sur J4 

C'est le terme le plus compliqu6. Pour y ~ R  n, on ddfinit 
martingales c" 

' -  -* n (Xs-, a # )  D, -S~<,  (& 

c" 
gYt = Ss<=t~Os~* n2 (Xs_ ' Ay2s). 

sur (~2, Py) les 

(4.167) 
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On a 

- [DY((~)) -1- E ~ ( ( 7 ) ) ,  (V 2 f )  (XT(&)) (~0"- *(&) Y,) (y)]). (4.168) 

Y Y On est donc ramend 5- montrer que DT,  E T peuvent &re soumis au calcul des 
variations sur l'intervalle [0, T], Y2 f et (p*-~ I11 ne posant eux memes aucune 
difficult6. Nous allons raisonner exclusivement sur D), E} ne posant aucune 
difficult6 particuli&e. 

On va consid6rer une fonction k,(x',z~) d~finie sur R"x Ej{0}, 5- valeurs 

dans R ", qui est born~e, et de classe C * en les variables x, z i 5. d6riv6e ~?k~ 0k i 
~?x' az~ 

born6es, telle que pour tout e>0, Imi,~[ Ikil (x',zi) soit bornde quand Izil>e, et 
que 

r i 2 1 
lmi(x,,zd# 0 4-1ki(X,Zi)  [ m i ( x , z i ) d z  i (4.169) 

E~/{O} 

est born&. 
La somme compens6e 

c" 
= ~ * ] g  X 1 M T = S , < T %  ,( ~ ,AZ,,~) (4.170) 

d6finit donc une martingale sur (g2, Pxo) qui est dans tousles  Lp(f2, Pxo) (1 < p <  
+oo). 

H(x) est une fonction d~finie sur Dr(R  n) 5- valeurs dans R, choisie comme ~t 
la section 2. dA ~, dB ~ sont d6finis comme 5- la section 2. On a alors l'extension 
du Th6or~me 2.5. 

Th6oreme 4.22. Pour j =  1 ...q, soit A;,t((o, z;) ddfinie sur (R+x/2) x Ej{0} d va- 
Ieurs dans Ej qui est born&, ~|  mesurable et telle que 

a) II existe e>0  tel que si lzj[ <~, Aj,~((o, zj)=0. 

b) A est de classe C 1 en la variable z;~R'l/{O} et la d&iv& Azj est 
uniformOment born&. 

Alors pour x o s R ' ,  on a l'5gaIitO dans R" 

EP"o[MT( ~ ( d A  x, ~9*S~<=t(ep *-~ A;(AzJ,~)}) 
[o, r] 

+ ~ <dB'~,qO*Ss<z{(o*-lAj(Az),~)})] 
10, T] 

+ EV.o H(xo ) - ,  1 
L - u j j ,u  

~* x 1 

T 

0 E~/{O} 

�9 S~s  (o*- A;(4Zj, s)> (~Os lq)(x, z~) dz, 
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{ @ div~:=~},m)(x~_,z)A~(z) 
+Eel~ H(X) MT ~<=r m~(x~-,Az),,) 

c" 

+Ss<= ~<=)(~=-, ~ ~/,s)+ ~(~,s - ,  ~y~), ~* 

\ 1 
. Su<,{cp*- l(Ak(Az~,,) }))  ] =0  (4.171) 

"* k,(~Os-(X0), AZ~s) off dans (4.171), (~; ki(xo, Az~,s) est la forme lin~aire q), (Xo) et 
l'op~rateur de d~riv~e de Lie agit sur cette forme en la variable x o. 

Preuve. Tousles termes de (4.171) ont un sens. En effet, dans le premier terme, 
l'expression 5 droite de M r est dans tous les Lv(P, P~o). Dans le deuxi~me terme 

8k, 
la somme compensde est dans tousles Lp(f2, Pxo) (1 < p <  + oo) parce que k~, 8x 

et (4.169) sont born6s; la somme S est dans tous les Lp(f2, P~o); enfin par (2.15), 
r 

(4.169) et l'in~galit6 de Schwarz, l'int6grale ~ est uniformdment bornde. Dans le 
o 

troisi~me terme, la premiere somme compens6e est dans L2(f2, Pxo ) et la 
deuxi~me est dans tousles Lp(~2, P~o)- 

Pour prouver (4.171), on commence par supposer qu'il existe ~>0, K > 0 ,  
(~<K) tel que si [zil~[~,K], ki(x:,zi)=O. On a alors 

T 

M~ = S~ ~ (o*k~(~,_, ~ #,~)- ~ d~ ~ m:(x~, ~,) Co* k,(~,, ~1 dz, 
o Ei/{o} 

Off dans la somme n'apparait qu'une famille finie de sauts. On peut refaire 
l'ensemble du raisonnement du Th6or6me 2.5 appliqu6/t H(x)Mr.  En se pla- 
~ant sous les conditions 1, 2, 3, 4 de la preuve du Th6or6me 2.5, on d6finit 
pour Ill<tiArA1 

M~ = Ss~ ~ ~o *~ k,(~'s-, A ~ + IA:,~(A ~:,s)) 
T 

rrli (Xs, zi) s ki(Xls, zi) dzi (4.172) 
0 E~/(0} 

off x Iest la solution de (4.55). Pour Ill<tiArA1, on ne somme dans S~_< r que 
sur une famille finie de sauts ne d6pendant pas de I. 

On a 

E P~o [mlrH(x l) Z~r] = E e~o [M r H(x)] (4.173) 

(Z~. est l'analogue de (2.39)). On dative (4.173) en l sans difficult6 particuli6re 
(par rapport /t la preuve du Th6orame 2.5). Or m](x', z)k~(x', z) n'est 4:0 que 
pour ~<lzil<K. De plus [m:,~llkil est born& Par (2.6), pour ~.<[zil<M, 

8 k  i T 
Imp(x, zi)l < Cgi(z ). Enfin ~-x est born6. On peut donc d6river l'int~grale ~ dans 

o 
(4.172). La d6rivation de la somme S sous l'espdrance ne pose pas de difficult6 
car k~,~, et k~,~ sont born6s. On obtient 
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- Ss <= r S.  <~ 5Y~o.., 4(~ z~,o) ((Os* k,) (x o, ~ z:, ~) 

+ & <= ~ (o~ <k,, AXs  , d z~, ~), A~(~ ~:,~)) 
T 

- S d s  ~. (m~,~(x,,zi),CP*sS,<JP*-lAj( A 1 ~j,9)  
o Ed{o) 

T 

�9 (~* k~)(~o, ~) dz , -  5 ds 5 mt(~,, ~) 
o Ed(O} 

�9 ~ . . . .  ( ~ - -  ki) (XO, Zi) d z , ,  S,<,% Aj(A ~j,,,) (4.174) 

On peut regrouper dans (4.174) le premier et le dernier terme pour 6crire la 
somme compens4e correspondante. On obtient (4.171) sous les conditions 1, 2, 
3, 4 du Th6or6me 2.5 et on passe 5. la limite sans difficult6, en notant en 

c~M r 
particulier que /t cause de la condition de support sur k~, M T et - -  sont 

~l l=o 
dans t ous l e s  Lp(f2, H) ( l < p <  + o  o). Supposons ensuite qu'il existe K > O  tel 
que pour ]zil>K, ki(x',zi)=O. Soit a une fonction de C~(R) a valeurs dans 
[0, 1], 6gale ~ 1 pour ]zil>l et • 0 pour Izi[G �89 Pour ~>0,  on pose 

k~(x, z3 = k~(x, zi) ~ �9 

On a alors (4.171) pour k~. On fair tendre f/vers 0. Le seul terme dans (4.171) 
qui puisse poser probl6me est 

Ss<=~'* ~ 1 A,(~zL)>. qO s ( k i , z , ( X  s - ,  d Zl,s) , 

Or comme A~(z~)=0 pour [z~[ <e, pour f/ assez petit, ce terme est stationnaire. 
On se d6barasse de l'hypoth6se de l'existence de K >0  par une approximation 
du meme type que pr6c6demment, en notant en particulier que p.s., les sauts 
d z], S sont born& sur [0, T]. 

Corollaire. Sous les hypoth&es du Thdor&ne 4.22, on a la formule (4.171) avec k i 
1 

~ n  i . 

Preuve. On ne peut pas appliquer directement (4.171) avec ki=n ~ puisque k~ 
n'est d4finie que quand m~ est 4=0. I1 faut donc lhghrement transformer la 
preuve du Th4or4me 4.22. 

On suppose provisoirement qu'il existe M > 0 tel que si [zjt > M, Aj(zj)= O. 
Soit p une fonction de C~(R) ~ valeurs darts [0, 1] tel que si x >= 1, p(x) = 1 

et si x<�89 p(x)=0.  Pour 7>0,  on pose 

k~(x, z~) =p \ 7 

0 

si m~ (x', zl) 4:0 

si 1 , mi (x ,  zi) = O. 

(4.175) 

y ! Clairement ki(x ,zr est de classe C 1 sur R"x  Ei/{O } et born6e. De plus pour 
m~ (x', z3 4= 0 
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Ox' (x',z,)=p , , )~7,(x ,z , )  

1 (m~(x',zi)\Sm~ , 
+-  p' ) ~ (~, ~,) 4 <,  z,). 

7 
(4.176) 

Or  p' (m](x-" zi) t 
? / 

n'est 4= 0 que pour  m} (x', zi) < 7. Donc  pour  m~ (x', zi) + 0 

O~ki ' z" < On~ ' z i) +CIn~(x', (4.177) ~ 7 (  x,  0 = ~-x (x , z~)l ~' 

~YK i Par 1H4.3 et ]H4.4b), ~ est uniform6ment  born6 par une constante 

ind6pendante de ?. Grf ice/ t  (4.177), au fait que n: est born6, ~t (2.15) et IH 4.4b), 
(4.169) est v6rifi6 pour  ~k~ avec une borne  uniforme en 7. Par  1H4.4c), m! ~ki 
est born& 

De plus, pour  * ' m i ( x ,  zi) 4= 0 

(x, zi) < ~zi(X,  zi) + c  " ~ii In:(x', zi) J. (4.178) 

On peut  alors appliquer le ra isonnement  de la preuve du Thdor6me 4.22. En 

effet, bien que --~"~k~ ne soit en gdn6ral pas uniform6ment  born6, on ne d6rive en 
oz~ 

zi dans (4.174) que dans les directions de Ai(z~) qui est + 0  pour  e<lz~l<M. Or 
0n~ 
~z~- est born& De plus; comme g~, g~,~, sont continues, grfice/t  (2.6), on voit que 

s<lz~l<M, ~-m~(x ' , z  3 est born6 uniform6ment  de telle sorte pour  que 
637ki 

wi  
C~Zi (X', Zi) est born6 pour  e < l z i [ < M .  On a donc (4.171) pour  Yk i. 

On fait ensuite tendre ? vers 0. La majora t ion  uniforme (4.177) montre  
qu 'on n'a pas de difficult~ avec les termes off apparaissent  les d6riv6es en x de 

Ykf. 
La seule difficult6 vient de la somme 

:'RT--Ss<=rCps-- ~* (~ki,=,(x s , Az~,s), Az(A~s)). (4.179) 

Or comme Pxo p.s., on ne somme que sur des termes off rn: est 40 ,  comme 
dans (4.179), il n'y a qu 'un nombre  fini de sauts, quand 7 ~ 0  

' R  r - ~  R T = Ss  ~ r ~5" (k,, =i (x,_, d z~ s), Ai(A z~,)). (4.180) 

Par  (4.178), on a 
S 7-  1 1 t lm~(~,,z0, ol l~,.~ l(x, z3 m~ (x, z 3 dz~ 

e<Jzd<M 

<C ~ m](x' ,zi)dzi+C [, lmf(~,~O, o 
e< Izi[ < M Ei/{O} 

rrl~'x (x' Zi) ml ,  (x , m~ ' ' m;"~ ' z3 m~(x',z,)dz,. (4.181) 
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Par (2.7) et par la continuit6 de gi, le premier terme fl droite de (4.181) est 
born& Le second l'est 6galement par (2.14), (2.15) et l'in6galit6 de Schwarz. Un 
argument du type de (2.26)-(2.27) montre que les ~R T sont born6s dans 
L2(f2, P), et donc qu'on peut passer ~t la limite dans (4.171). [] 

I1 n'y a aucune difficult6 ~ 6tendre (4.171) fl des Aj plus g6n6raux v6rifiant 
les conditions du Th6or6me 4.1. 

Consid6rons alors la formule (4.50) avec ~=1 (off Y,f sont choisis comme 
au Th6or6me 4.8). Soit WT r l'expression /t droite de f(XT) darts le deuxi6me 
terme ~t gauche de (4.50), i.e. 

w~=ss~=~{~,(~zL) (K~ ~...K§ ~ ~* ~ Y). 
On a alors 

Th6or6me 4.23. Si (4.86) est v&ifi~e pour T > 0  avec p>2,  pour tout xo~R', on a 
l'~galit~ dans R ' |  

EPxo[(y2 f )  (Xr ) Dw~O | I rl] 

"(S~0* 'e;, ((?* n~) (Xo, A z],~)) (~o*- ~ e;,z, K r  ~ p , - 1  Y2))} 

+ Ss<=T Vi(Az~.~) (o* (n~,(x~_, Az~,), eid ) 

�9 ((o*-le~,,,KT~( ~ g2) 
T 

- ~ d s  ~ ((o*m~,~(Xs, Z~),S~<=svj(AzJ,,)Lj,,,KTl~O * ~ Y2) 
0 E#{0} 

�9 

+ EP~o[f (xT) D~O| <= rv j(Azj,~) [p , -1  ej,~, qo *-1 I71] 

"@*-le~,~,KT~ q ~* ~ }12))] 
Px o xo $ -  1 +E [f(XT)(DT | Y~) W~ ~3 =0. (4.182) 

Preuve. Choisissons ~ comme dans la preuve du Th6or6me 4.8. I1 faut essentiel- 
lement appliquer le corollaire du Th6or6me 4.22 avec 

H='C(KT)(~ ~  ~ Y2)k(~~ -1 Y1) 

Ai= vi(Az]) ei, l((O.-1 ei, t )k 

et sommer le r6sultat obtenu en i, /(1 <l<ni), k (1 <k<n).  On choisit alors des 
fonctions z u comme au Th6or6me 4.12 et on passe ~t la limite en N. 

Comme (Kr) -~ est dans Lp(f2, P~o) (p>2), il n'y a pas de difficult6 
particuli6re sur les trois premiers termes de (4.182) (calculUs avec rN(KT)! ). Le 
quatri6me terme est 

EP~o( TN(KT) f (XT) (D~| *-1 I11) Wff2). (4.183) 
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Or comme IK~ a] est dans Lp(fL Pxo) avec p>2,  on v6rifie tr6s simplement que 
Wr Y2 est dans Lq(f2, P~o ) avec q > l .  Comme r~oc~,. ,-1 ~r"~'eT Y1 est dans tous le s  
gq,((2, Pxo) (1 ~ q ' <  q-oo), Oil passe aussi A la limite sur (4.183). Enfin le dernier 
terme de (4.182) - qui correspond au dernier terme de (4.50), peut etre major6 
par IKrlI2BT off B r est dans tous les Lr P~o ) (l__<q'< +oo). On a donc bien 
(4.182). [] 

De (4.161) et de ce qui suit, on d6duit 

Th6or~me 4.24. Si 1H 4.4 est vOrifi& avec N = 2 ,  si T > 0  est tel que les conditions 
(4.86) soient v&'ifi&s avec p>2,  alors pour tout T'>2T,  pour tout reCk(R"),  on 
a 

E',<oo~]fx,~(x~.) NC sup 1<l,,l~Nn. (4.184) 

En particulier levi z E~c~ est bornd. 

Preuve. Si les conditions (4.86) sont v6rifi6es pour T, elles le sont aussi pour 
T'/2. On utilise alors les calculs pr6c6dents. [] 

h) Integration par parties d'ordre quelconque 

On fait toutes les hypotheses du paragraphe pr6c6dent. On a le r6sultat 
fondamental. 

Th~or~me 4.25. Si l'hypoth&e 1H4.4 est vdrifi& avec N >  2, si T > 0  est tel que 
les conditions (4.86) sont v~rifi&s avec p>2,  alors pour tout T '>  NT, geC~b (Rn), 
on  - ~  m ) 

0@g(Xr, ) < C  N sup [g(x')l l < l m l < X .  (4.185) 
x'~R- 

En particulier pour T' > N T, Ic4 N E}~ est born&. 

Preuve. Si les conditions (4.86) sont v6rifi6es pour T, elles le sont aussi pour 
~/-> T. I1 suffit donc de prouver le r6sultat pour T ' = N T ,  [ml =X.  

On va obtenir (4.185) A l'aide d'une formule d'intdgration par parties A l'or- 
dre N sur le semi-groupe. Pour des raisons que les calculs prdcddents rendent 
6videntes, on ne peut 6crire explicitement la formule d'int6gration par parties 
g6n6rale. Aussi nous contenterons-nous de donner les principes gdn6raux d'ob- 
tention d'une telle formule (le cas off N = 2  a 6t6 d~velopp6 compl6tement au 
paragraphe prdc6dent). 

On v6rifie en effet par r6currence qu'on est amen6 A montrer qne 
l'int6gration par parties est possible dans des expressions du type 

Px k, xo Ik,XT E o[B T B (OTfD)(Yko..  Y N f ) ( X ( w _ k + ~ ) T ) ]  (4.186) 

off B} x~ est FT-mesurable et dans Lq(Q, Pxo ) (q>l )  avec une norme born6e 
uniform6ment en xo, et B 'k'y est F(N_k)r-mesurable et uniform6ment born6 
darts tousles  Lv(F2, Py) (1 <p  < + oQ) avec des normes born6es ind6pendamment 
de y. 
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On fait alors dans (4.186) une variation sur [0, T] (et non sur [ 0 , ( N - k  
+ 1)T]). I1 faut alors montrer  que BkiX~ et convenablement d@ivable en x, 
B 'k'y convenablement d6rivable en y, et qu'enfin on peut appliquer une formule 
du type (4.161) (qui donne le dernier terme de la formule relative ~t (4.186)), une 
lois d4riv4s B, B' et (Yk--. YNf)). 

Or/ t  l 'ordre 1, (4.161) montre que seuls se propagent  vers l 'avant 
- soit des termes triviaux auxquels on peut r6appliquer (4.161). 

c" 

- ,  nl , z ,s)+n2(xs soit des termes du type Ss<(,_l)rCp~(( i(x~- A , y2)). 

Or nous avons vu au Th6or6me 4.22 et dans son corollaire que le calcul des 
variations est appl icable/ t  ces sommes compens6es. Plus exactement une nou- 
velle int6gration par parties produit vers l 'avant. 

- Le produit de termes <<triviaux>> par de telles sommes compens6es. 
( n -  1 )T  

- Le produit de termes du type ~ par des sommes compens6es. 
0 

- Le produit de telles sommes entre elles. 
Or il n'y a aucune difficult6 /t montrer  qu'on peut appliquer le calcul des 

variations fi tous les objets d6crits plus haut en particulier parce que 
- comme ils sont dans tous les Lp(f2, Pxo ) ( l < p < + ~ J )  de norme 
uniform6ment born6e, le produit de tels objets est encore dans t o u s l e s  
Lp(~2, P~o ) ( l < p <  +oo). 
- Le Thaor~me 4.22 a montr6 que le calcul des variations est applicable/t  ces 
objets. I1 n'y a aucune difficult6 fi montrer  qu'il est applicable au produit de 
tels objets entre eux d6s lors que ce produit est dans tous les  Lp(~2, Pxo) ( l < p  < 
+oo) de norme born6e ind6pendamment de x o et que leurs d6riv6es sont 
aussi dans t o u s l e s  Lp(f2, Pxo ) ( l < p < + o o )  de norme uniformament bornde 
ind6pendamment de x 0. On c'est pr6cis6ment l 'objet de l 'hypothase IH 4.4 que 
les sommes compensaes de sauts, la partie de leur ddriv6e se propageant  vers 
l 'avant, les d6riv6es de ces termes eux-mames sont telles qu'on peut leur appli- 
quer le calcul des variations. 

a~n~ 
Notons en particulier que le Th6or6me 4.22 est applicable ~t k . -  ' 

axm 

(Iml<N-2). I1 suffit en effet de raisonner comme au corollaire du 
Th6or6me 4.22 en posant pour y>0 ,  au lieu de (4.175) 

(m~(x',z~)) a m 
y , i ' Z 1 , k i ( x ,  zi) ~- D \ ~ ~ x  m n i (X ,  i) s i m  i ( x ,  zi) 4= 0 

0 si  = 0 

(off p est choisi comme dans la preuve du corollaire du Th6or6me 4.22), et de 
noter qu'alors pour m~ (x', zi)+0, grfice en particulier ~ H 4.3 

~ ( x ' , z . )  <-C[ am+l n~ (X',Zi)-[- am ] 
x ' I -  LI 0x vv 

De m~me pour 1 , m i (x,  zl) 4= 0 

a'k, ' z)  < _ a a"n~ z~) + C  m,[=~(x',z~) ~ a m ' n, (x ,  
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On p e n t  alors r6utiliser les memes  a rguments  qu 'au  Corollaire du 
Th8or~me 4.22, en util isant en part iculier  (2.14) et (4.152). 

La  s o m m e  compens6e S "* 40s n~ engendre  par  calcul des var ia t ions  l ' int~grale 

T 

[ dt [. lm~(x.o).o(O*m~.~(xt, z)(o*n~(xt, z,)dz,, 
o /~/{o} 

Il faut alors mon t re r  qu 'on  pent  app l i que r / t  cette int6grale le calcul des varia-  
tions. En effet, soit l(x', zi) une fonc t ion  ddfinie sur R" x EJ{0} continue, born6e, 

de classe C 1 en x', telle que 5 II(x',zi)ldz ie t  5 II~(x',zi)ldz i soient borndes. 
Eft{O) Eft{O) 

Soit O(z) une fonction d6finie sur Ei /t valeurs dans [0, 1], qui est dans C~(Ei) 
et telle que pour  Izii<=N, 0(zi)= 1 et pour  Iz, l>N+ 1, 0(z)=0. Alors  le calcul 

T 

des var ia t ions est t r ivia lement  appl icable /i 5dt ~ l(xt, zi)O(zi)dzi, essentielle- 
0 E~/{0} 

ment  parce  qu 'on  pent  d~river en x, sons le signe d ' int6gration.  On obt ient  en 
faisant une var ia t ion c o m m e  au Th6or6me 4.22 

Dans  
T 

0 E~/{0} 

T 

~dt [. (lx(xt, z)40*Ss<=,40*-lAj(AzJ.s))O(zi)dz,. (4.187) 
0 ~/{o} 

une formule d ' int6grat ion par  part ies figurera dans un terme 

l(xt, zi)O(zi)dz ie t  dans l 'autre (4.187). On construi t  une suite de fonc- 

tions O N de type 0 qui croissent vers 1, et on obtient  ainsi la formule  d'int~gra- 
t ion par  parties avec 0 = 1. 

Si l e t  l x ne sont  born~es que pour  Iz~l>g (pour tout  e>0) ,  on remplace  1 

par  p ( ~ ) l ( x ' , z ~ ) e t  on fait ensuite tendre ~ > 0  vers 0. On pent  ainsi appli-  

quer  le calcul des variat ions fi la fonct ion l a (8 > 0) d~finie par  

l~(x ', z ) : p  ' mx (x,  z,) n] (x', z,) 

Alors pour  m](x', zi)+O, on a comme en (4.177) 

si 1 , m i (x ,  z )  4= 0 

si * ' m~ (x, z )=  0. 

,q 
II~(x', z,)l ~ o~ (m] n~)(x', z,) + CIn:l Im~ n~l(x', Zi). 

Par  It-I4.3 et IH4.4c), la~(x',zi) est born6 d~s que Izil=>~ (~>0). Par  (4.154) 

[. II a(x', zi) I dz i et S a , ]l~(x, zi) [ dz~ sont un i form6ment  born6s. On appl ique la 
Ei/{O} Ei/{O} 

T 

formule d ' int6grat ion par  parties A S dt5 P(xt, z ) d z  i. On fait ensuite tendre 
0 

sans difficultd c$ vers 0. En no tan t  que le te rme 40* est lui-m~me ais~ment 
d6rivable, on a bien mont r~  qu 'on  peut  appl iquer  le calcul des var ia t ions fi 
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T 

y d t  ~ = * m  1" 
o e~/{0} 

IH4.4c) montre qu'on peut aussi l'appliquer /t ses d~riv6es. De meme 1H4.4c) 
T 

montre qu'on peut appliquer le calcul des variations aux int6grales 5 issues des 
c" 0 

sommes compens6es elles-memes issues de S p* n~(x~-, A z~,~). [] 

Remarque 13. Pour obtenir la formule d'int6gration par parties on fait tout 
entre 0 et T, puis apr6s une premi6re int6gration par d'abord varier z~, ..., z~ 

parties, entre T et 2T, etc. . ,  puis entre ( n - 1 ) T  et nT. Le lecteur peut se 
demander pourquoi on n'a pas proc6d6 en sens inverse en effectuant une 
variation entre ( n - 1 )  T et nT, puis entre ( n - 2 )  T et ( n - 1 )  T etc. La raison 
est que l'int6gration par parties entre ( n - 1 ) T  et n T  fait apparaitre 
[K~"-*~To 0(,_ 1 ) T ] - 1  ~ la puissance 2. Une variation entre ( n - 2 ) T  ferait aussi 
varier [K~r -~ puisque x(,_l) r varierait, et ainsi apparaitrait 
la puissance troisi6me de [ K ) ( " - ~ o 0 ( , _ ~ ) r ] - ~  d'ofi la n6cessit6 de v6rifier les 
conditions (4.86) avec p>3 ,  ce qui est naturellement une hypoth6se plus forte 
que celle que nous avons faite. 

Remarque 14. La m6thode utilis6e i c ies t  applicable aux diffusions et permet 
darts certains cas d'6viter la preuve de Malliavin [14] et Ikeda-Watanabe [11] 
que l'inverse d'une forme quadratique est darts tous les  Lp (1 < p <  + oo). 

Rappelons que les mesures t h sur ]0, + oo[ ont ~t6 ddfinies ~ la D6finition 
4.10. Du Th6or6me 4.25, on d6duit 

Th6or&me 4.26. Si l 'hypoth&e 1H4.4 est v~rifi& avec N =  + oo, s'il existe C tel 
que O< C <  + oo, et que pour i=1  . . . q 

lim r/z (]x, + ao[) _> C (4.188) 
x ~ 0  1 - -  

Log - 
x 

pour T >  2 ,  les conditions (4.86) sont v~rifi&s avec p>2.  Pour tout xoaR" , alors 
2k  

pour tout entier k >  l, si t > ~ ,  I~lkET~ est une fonction born4e. Pour tout 

( l + n + l )  
entier l>  0, si t > 2 C , la loi de x t pour P~o est de la forme qt(Xo, y )dy ,  off 

q,(xo, ") est une fonction de C~(Rn). En particulier, si (4.188) est vdrifide avec C =  
+ 0% alors pour tout t>0 ,  la loi de x~ pour Pxo est de la forme q,(Xo, y) dy, et de 
plus q,(x0, ")~ C~~ 

Preuve. Par le corollaire du Th6orbme 4.16, appliqu6 ~t m = t  h e t  2 '=1,  on voit 
que 

lim zi(fi) < - C. 
~-+oo Log/? = 

Donc pour tout e > 0, s 

Iim Z~, ~(fl) fl(c- ~ ~= 1. 
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Donc pour p__>l fix6, si s>  P flP-lZi,~(fi) est intagrable sur [0, +oo[ .  Si 
2 p 

t > ~ ,  il existe 7>0,  e > 0  et p > 2  tels que t - y > ~ Z - e ,  et ainsi les conditions 

(4.86) sont varifiaes pour t. On applique alors le Thaorame 4.25 pour obtenir le 
rasultat sur E~ '~ Si Ic~]kEt~ est borna, si k>l+n, il est classique que la loi de 
x t pour P~o est de la forme qt(Xo, y)dy, off qt(Xo, ")~C~(R~). On obtient bien la 
fin du Thaorame. 

5. Applications 

Darts cette section, nous traitons rapidement de quelques applications. Au 
paragraphe a), on atudie les densitas de transition q,(xo, y) de processus de 
sauts - quand elles existent - en rant que fonctions de (t, Xo, y). Au paragraphe 
b) on atudie certaines diffusions ~ sauts. 

a) Etude des densitds de transition 

On suppose que toutes les hypothases de la Section 4 sont varifiaes (avec N =  
+ oo dans 1H4.4) que les hypotheses du Thaorame 4.26 sont aussi varifiaes avec 
C =  + oo dans (4.188). Alors pour t>0 ,  la loi de x, pour Pxo est de la forme 
qt(Xo, y) dy. 

En adaptant avec quelques modifications les techniques de Stroock dans 
[19], on peut montrer que pour t > 0  donna, qt est une fonction C ~ des deux 
variables x 0 et y. Les preuves sont laissaes au lecteur. 

b) Calcul des variations sur des diffusions ~ sauts 

Soit X~ ... Xr r champs de vecteurs dafinis sur R n /t valeurs darts R", qui sont 
C ~176 bornas/ t  darivaes de tous ordres bornaes. 

Soit 5e' l 'oparateur diffarentiel qui agit sur f e  C~~ ") par 

~'f(x)=�89 ~ (X2f)(x). (5.1) 
j = l  

L,e dasigne l 'oparateur (4.28). On fait sur ~ toutes les hypothases du 
paragraphe4g),  en supposant que N = + o o  dans 1H4.4, /~ l'exception de 
l'hypothase d'ellipticit6 1H4.2 sur 5e. 

On dasigne par 5? l'ophrateur qui agit sur C~(R") 

2 = ~ + 5. ~ (5.2) 

Pour xo~R", on considare le problame des martingales associa it xo~R" (qui 
est le point de dapart) et/~ ~ .  

dasigne encore l'espace [D(R")] q+l. (2' est l'espace Cg(R+;Rr), et w 
=(w 1 ... w r) est l'alament ganarique de f2'. Bes t  la mesure Brownienne sur (2'. 
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1 y2)~f2 ' on pose Pour (zl ... zq, 

i 2 
Y t =  Z l , t  + ""  + Zq, t + Yt " 

On consid6re l'6quation diff6rentielle stochastique sur (f2', B) 

t 

x t = x o + ~ X o (x,) ds + i Xj(Xs)" dwJ + Yt 
0 0 

oit dw  j e s t  la diffhrentielle de Stratonovitch de w ~ [16]. En posant 

(5.3) 

on voit que ~t est solution de l'6quation diff~rentielle stochastique ordinaire 

d~t = X o  (Xt + Yt) d t + X i(~t + Yt) " d w ~ (5.4) 

1 y2 fixes). ~t laquelle on peut appliquer la Th6orie des riots [1, 2] (pour z~... zq, 
YW Par [1], Th6or6mes 1.1.2 et 1.2.1, on sait qu'il existe une application Ot( , Xo) 

d6finie sur R + x f2 x s x R" ~t valeurs dans R n, qui est optionnelle en (y, w)~f2 
x f2' (muni de sa filtration canonique), continue en (t, Xo)SR + x R", C OO en x o ~t 

d6riv6es de tous ordres en x o continues en (t, Xo), telle que pour tout 
Y w �9 diff6omorphisme de R ~ (z~...zq,~ y2)~f2, B p.s., pour tout t>0,_ O~( , ) est un 

YW sur R ~, et que pour tout x s R " ,  Or( , Xo) est la solution unique unique de (5.4). 
Si on pose 

Y W  ~0~( , X o ) = ~ ' ( w ,  Xo)+y,. 

q~(w, x) est la solution de (5.3), et de plus ~0 poss6de toutes les propri6t6s de 0. 
Pour construire la solution unique du probl6me des martingales associ6 

(x, 5~), on proc6de de la mani+re suivante: 
1. On munit l'espace f2=f2 x f2' de la mesure I I |  
2. On construit une mesure Pxo sur f2/t l'aide d'une martingale exponentiel- 

le > 0 qui s'obtient formellement par la m~me formule que (4.30). 
I1 est alors tr6s facile de v6rifier que pour P~o, la loi de pY(w, Xo) est solution 

du probl6me des martingales. L'unicit6 de la solution de ce probl6me est 
laiss6e au lecteur. 

I1 y a alors trois casque  nous allons traiter. 

A. Le cas o6 ~ '  est elliptique 

Supposons que l'op6rateur s soit uniform6ment elliptique, i.e. que pour tout 
x E R  n, Xl(X).. .  X r ( x  ) engendrent R n. 

Dans ces conditions, il n'est pas difficile de montrer que pour tout T > 0 ,  la 
loi de x T pour Pxo est donn~e par une densit6 C ~176 En effet il suffit d'appliquer 
la technique du calcul des variations de [3] sur w = ( w l . . ,  wm), qui utilise le 
calcul des variations sur w. Le seul point non compl6tement trivial par rapport 
A [3] est de montrer qu'on peut appliquer ce calcul ~ la densit~ (4.30). Pour le 
montrer, il suffit de proc~der comme /~ la section 2. L'ellipticit6 de s permet 
de proc6der comme en [3, 11, 14, 15, 19]. 
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En effet le point cl~ est de montrer que pour T>0 ,  la forme quadratique 
pos i t ive / ( r  

( x , Y ) ~  ~( * - i x  *-~ ~o, ~, x)(~o~ x,, y) d~ (5.5) 
i = 1  0 

a un inverse et que cet inverse est dans tous les Lp(s Pxo) (1 < p <  + oe) (en fair 
nous avons vu qu'il suffit de le v6rifier pour p >2). Or l'hypoth~se d'ellipticit6 
uniforme de Y '  donne imm6diatement le r6sultat. 

B. Le cas off ~ est elliptique 

On suppose maintenant que IH 4.2 est effectivement v~rifi~e. 
Comme du point de vue diff6rentiel l'6quation (5.6) se comporte comme 

l'6quation (1.5), il n'y a aucune difficult6 majeure fi appliquer/~ l'6quation (5.6) 
le m~me calcul des variations en (z I ... zq 1, y2) qu'aux sections 2.4. Le point 
essentiel est de noter que pour tout compact K oR",  tout T >0, tout multiindi- 
ce m~ 

sup ~ ( w ,  xo), sup [ 0(pty ] -1  
o ~ T  o ~ , ~  LTZ (w, Xo) 

xEK x~K 

est dans tous les  Lp(D, Pxo ) ( l < p <  +oo). (Cette remarque vaut aussi pour le 
cas A). En effet, par les Th6or6mes 1.1.2 et 1.2.1 de [-1], pour y fix6, ces 
variables sont dans tousles  L p(f2', B) (l__<p< + oe) avec des normes major6es 
par des constantes ne d6pendant pas de y. Ces variables sont donc dans tous 
les Lp(~, H |  (1 < p <  + oe). Comme la densit6 Z r donn~e par l'6quivalent de 
(4.30) est dans L2(~, H| elles sont aussi dans tons les Lp(s Pxo ) ( l < p <  
+ ~ ) ,  

I1 n'y a alors aucune difficult6 majeure ~ obtenir une formule de type (4.50), 
off (pest remplac6 par le nouveau riot (p, v 1 ... vq gardant formellement leur 
sens, ainsi que K r. 

Et~ d6signe encore la fonction caract6ristique de x t pour Pxo. 
Toutefois, on ne peut adapter directement la preuve du Th6or6me 4.11, que 

nous sommes oblig6s de modifier. 

Th/~or~?me 5.5, S' il existe D tel que 0 < D < + o9 tel que pour 1 < i <_ q 

lim t/i(]x' + c~[)_>D (5.6) 
x~0+ 1 - 

Log - 
X 

n + l  
alors pour xo~R ~, T>  ~ - ,  il existe p > 2  tel que K.~IELp(f~,P~o). Pour tout 

( n + l ) k  i~lkE~O(~) est bornde. Pour tout l~N, si entier k> l si t > ~ ,  

2(n+ l ) (n+l+ l) 
t> D , la loi de x t pour P~o est de la forme qt(xo, y) dy off 

qt(Xo,')eC~(R"). Si (5.6) est vdrifide avec D= +o% pour tout t>0 ,  la loi de x t 
pour P~o est de la forme qt(Xo, y)dy, et q~(Xo, ")eC~(R"). 
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Preuve. On va prouver le r4sultat sur K~ 1. La preuve des r6sultats qui suivent 
est semblable/i  la preuve des Th6or6mes 4.25 et 4.26. 

On reprend les notations du paragraphe 4 d), en particulier sur la d6finition 
de la norme II I1 sur R" en (4.70) et sur la constante C ' > 0  en (4.71). 

I1 suffit de montrer que pour T> n+l  quand 2 ~  + 0% il existe ~>0  tel 
D ' que 

C 
P ~ [ l / r  ~l > 2] < 22+ .  (5.7) 

Soit 7, 6 des r6els >0, avec 7<�89 On a, en omettant y 

8~~ 
Pxo[lg:rll>2]<Pxo[ sup ~--(x)  > 2  ] +Pxo[lKrl>26] 

LO~tN-TIOX I _1 

+P~O[Lo<_t<_TSUp ~?cPt0x (x) <2 ' ;  11 IKT]<2 o,[K r > 2 ] .  (5.8) 

Or comme sup ~Z~(Xo) et IKT[ sont dans tous les Lp(Q,P~o ) ( l < p < + o o )  
O~tNT ON 

L~x [oq~ ] -1 ,  compte-tenu de ce nous avons dit sur (x0) ce r6sultat est que 
\ 

trivial/, les deux premiers termes /i droite de (5.8) peuvent ~tre major6s par 
! 

Ck'~'~ (pour keN  donn6). 
2 k 

Par un lemme utilis6 par Malliavin [151 et Ikeda-Watanabe (lemme V.8.4 
dans Eli]), on sait qu'6tant donn6 e>0,  R > 0  (e<R), il existe N(R, ~) points de 
la sph6re unit6 de R" not6s 11 ... IN(R,~) tels que si A est une forme quadratique 
sym6trique positive telle que IAI<R, si pour tout l i, (Ali, l~)>e, alors A -1 

existe et IA-1l<2/e. De plus il existe C > 0  tel que N(R,e)<C . On en 
d6duit 

aq~ v ~ =2 ]  P~o[ sup ~ x < 2 , l K r l < 2 , [ K ~ r l l >  3 L O _ t - T [  X[ 

= j = l  kO <-t<-T ~X  <)J, (KTIj, 1j)<= (5.9) 

et de plus 

N (2~,~) < C2 (~+ 1)("- 1) . (5.10) 

Par [1]-Th6or6me 1.2.1, Z ;=  (x) est solution de 

diff6rentielle stochastique dZ' = - Z' ~X~ ~?Xi Us (x3 d t - Z ' ~ x  (x3. dw ~, 

~x (x) est un processus continu pr6visible. 

l'6quation 

Z ' (0 )=L 
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Fixons Ij= I. Pour hEN, soit T, le temps d'arrat pr6visible 

T, = i n f ( t  > 0; [[(~@t (x)] - l ~ X  :_~n}. 

Soit fi > 0. Alors si Nt ~ est le processus d6fini par 

N f = e x p  - f l (K , l ,  l ) -  f ds ~ 
o i EdfO} 

�9 e-p<p~r v,(~,)_ 1) m~(x s, zi) dzit (5.11) 

Nt~ T, est une martingale. Par le Th6or6me de Fatou, on en d6duit que 

=< 1. (5.12) 

Sur 8q~t sup - - ( x ) < 2  ~, O<=t<=T C~X pour tout s_< T, il existe un indice i tel que 

C' 
IP~ 0 " -  ~11 = IP(o*- ~ lll > ~7" (5.13) 

et donc en utilisant (4.83)-(4.83'), (5.6), (5.12) et le Corollaire du Th6or~me 4.16, 
on trouve que pour 0 < q < D et 2 assez grand 

Ee'~ [1 a~,, ,[<,~,exp{-2(KTl, 1)+T(D-rl)Log2a-2~'}]<C. (5.14) sup a txJ 
O<t <T  O~ 

De (5.14) on d6duit imm6diatement que 

n~o[ sup c%pr (x) < ko =<_t :-< r ~x 2" (Kr l ' l )<2~ 
C 

--/~j =<~2(1- 2?) T(D-~I)" (5.15) 

De (5.9), (5.10) et (5.15) on tire 

P~o[ko__<,~Ti ~ xsup  ~q0t (x) < 2  ~, [KTI<2 ~, [KTII>2]  

C2(6+ 1)(n- 1)--(1 -2y) T(D-~I) (5.16) 

n + l  
Si T > ~ - - ,  on peut trivialement trouver e, 7, q, 6 > 0  tels que 7<�89 q<D,  et 
que 

(6 + 1) (n-  1 ) - ( 1 - 2 7 )  T ( D -  t/) = - 2 - e  (5.17) 

De (5.8), (5.16), (5.17), on tire (5.7). [] 

C. Le cas o6 ~ '  est hypoelliptique 

Supposons que A ~ v6rifie les conditions d'hypoellipticit6 de H6rmander [10], 
i.e. en tout x~R n, l'espace engendr6 par 
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Xt(x).. .X,(x), [Xi, Xj](x)l<=i,j<_r, [Xi,[Xj, Xk]](X)~<i.j,k<=, etc... 

est 6gal/t R n. 
Pour montrer que pour T>0 ,  la loi de x r a une densit6, une lois qu'on a 

montr6 qu'on peut appliquer le calcul des variations de [3, 19] /t la densitd 
(4.30), par [3, 14], il suffit de montrer que la forme quadratique K T donn6e par 
(5.5) estP~o p.s. inversible. Or on v&ifie tr~s simplement que pour i=1 ... r, on 
a sur (f2, Pxo) 

~ ~(Xo)=X~(xo)+~*~-' (~ex,)(x~)- (x~)X,(x~) ds 
0 

t 

+ ~ ~ : -  1 I x  j, x~] (xs) d wJ 
0 
c" 

+ ss<=, ~o*~- l(X~(x~_ + ~ x)-x~(x~_))  

= x;(~)+ ~ ~o~*-1 yx) (x~)  
0 

8Xo (x) X~(xs) + �89 [x  j, [x~, x~]] (x)) ds 
8x 

t 

"~ I a l * -  i [ X  ..~ ~ j, X~](x~). (~w~ 
0 
c" 

+ s~ ,  ~o*- ~ (X~(x~_ + ~ xs)- x~(x~_)) (5.18) 

off dans (5.18), bw i e s t  la diff6rentielle de Ito de w j. Rappelons ici encore que 
q ) , _ l _  [Scp ] -1  

- ~ (x) est un processus continu, donc pr6visible, et que la somme 

compens6e S dans (5.18) a bien un sens. 
Si feR" est dans le noyau de / ( r ,  pour s < T  (fc?*-lX~(xo))=O. Par 

l'unicit6 de la d6composition de ( f  (p*- 1 Xi(xo)), on volt 

i <f, ~o*, - l[X~, X~](x)>~wJ 
0 

est nulle, et donc, par continuit6 que ( f  , - 1  q~ [Xi, X i ] } = 0  pour s<t. En 
it6rant le raisonnement, on peut remplacer [X j, X J  par un crochet de Lie de 
longueur arbitraire des champs X~ ... X~. En particulier f est orthogonale /t 
Xl(x  )... X,(x) et / t  tousles  crochets en x de ces champs, f est donc nulle. On 
raisonne comme /t la Proposition 4.1 de [3] pour en d6duire que P~o p.s., /(T 
est inversible. 
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