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Klassifikation der Zufallsgesetze 
nach Komplexit/it und Ordnung* 

CLAUS-PETER SCHNORR 

1. Einleitung und Obersicht 
Nachdem in [10, i1] mit der Definition effektiver Zufallstests eine Charak- 

terisierung aller effektiv nachprtifbaren Eigenschaften yon Zufallsfolgen gegeben 
wurde, ist es das Ziel der vorliegenden Arbeit, diese Eigenschaften zu klassifizie- 
ren. Die Klassifikation beziiglich der Komplexit~it, d.h. nach dem technischen 
Aufwand an Raum bzw. Zeit, der beim Testen der betreffenden Eigenschaft 
mindestens aufgewendet werden mug, ffihrt zur Definition des Zufallsgrads yon 
Folgen. Er gibt an, in welchem MaBe das Verhalten einer Folge dem einer idealen 
Zufallsfolge nahekommt. Damit werden Klassen berechenbarer Folgen gebildet, 
die sich in ihrem Verhalten dem idealer Zufallsfolgen immer mehr ann~ihern. 
Somit gelangt man erstmals zu einem pr~izisen Konzept einer Pseudozufallszahl. 
Diese Pseudozufallszahlen sind notwendigerweise aufwendig zu berechnen und 
k6nnten im Gegensatz zu den gebr/~uchlichen Zufallszahlen nicht bei jeder Ver- 
wendung erneut berechnet werden. Aber es w~ire denkbar, dag man in einem 
einmaligen aufwendigen Verfahren eine Pseudozufallszahl konstruiert, die sich 
in allen Rechenprozessen, die eine gewisse Komplexit~t nicht tibersteigen, wie 
eine ideale Zufallsfolge verh~ilt. Unser Konzept der Pseudozufallszahl ist insofern 
noch idealisiert als es sich dabei urn unendliche Folgen handelt, deren Zufalls- 
eigenschaften im allgemeinen in unendliehen Reehenprozessen zum Tragen 
kommen. 

Durch den Begriff der Ordnung eines Fastiiberallgesetzes sind wir in der 
Lage, zu pfiizisieren, in welchem Sinne den in der statistischen Praxis fiblicher- 
weise durchgefiihrten Tests eine groBe Bedeutung zukommt. Diese Tests bezie- 
hen sich n~imlich auf Zufallsgesetze mit der h6chsten Ordnung. Allgemein geh6ren 
die Zufallsgesetze, welche die relative Grenzhiiufigkeit yon Ereignissen zum Inhalt 
haben, zu den Gesetzen von hoher Ordnung. Hierunter f~illt insbesondere das 
starke Gesetz der grol3en Zahlen. 

Um zu einer Komplexit~itshierarchie von effektiven Zufallstests zu gelangen, 
benutzen wir im Prinzip den Ansatz von Hartmanis und Stearns [4]. Wir legen 
dabei das in [12] eingefiihrte Modell einer mehrbgndrigen Turingmaschine 
zugrunde, bei dem reine Bandschiebeoperationen zu Sprtingen zusammengefagt 
werden k6nnen. Die Arbeitsweise dieses Modells entspricht der eines Speichers 
mit fester Zugriffszeit. Eine Beschreibung des Modells findet sich in Kapitel 2. 

* Die Arbeit stellt einen Teil der Habilitationsschrift dar, die der Mathematisch-Naturwissen-  
schaftlichen Fakultiit der Universit~it des Saarlandes vom Verfasser vorgelegt wurde. 
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Die Komplexit~it yon Zufallsgesetzen und den Zufallsgrad von Folgen deft- 
nieren wir in Kapitel 3. Eine Folge ist vom Zufallsgrad T (T: N - - , N  ist eine 
rekursive, monoton wachsende Funktion), wenn sie alle Zufallstests der Kom- 
plexit/it T besteht. Wir untersuchen Beziehungen zwischen der Komplexit~it von 
Folgen und ihrem Zufallsgrad. Die Komplexit/it einer Folge mit Zufallsgrad T 
mug selbst st~irker wachsen als T. Die Aufgabe, eine Folge mit Zufallsgrad T zu 
konstruieren erfordert nicht wesentlich mehr Aufwand, als die Aufgabe, eine 
Folge zu konstruieren, deren Komplexit~it T iibersteigt. Das starke Gesetz der 
groBen Zahlen ist insofern yon sehr geringer Komplexit~it, als die Folgen mit 
dem niedrigsten von uns betrachteten Zufallsgrad bereits dieses Gesetz erf'tillen. 
Wir zeigen ferner, dab es zu vorgegebener Komplexit~it keinen universellen 
Zufallstest (d.h. ein Test, tier alle Zufallstests dieser Komplexit~it umfal3t) gibt, 
welcher noch von dieser Komplexit~it ist. Dagegen gibt es einen solchen univer- 
sellen Test mit einer st/irker wachsenden Komplexit~it. 

In Kapitel 4 zeigen wir, dab der Zufallsgrad einer Folge sich bei Transfor- 
mation der Folge durch eine Auswahlregel i.S. von Mises nicht/indert, sofern 
nur diese Auswahlregel nicht zu kompliziert ist. Ferner wird bewiesen, dab der 
Zufallsgrad einer Folge im Gegensatz zur Komplexit/it nicht von einer beliebig 
diinnen Teilmenge der Glieder der Folge abh~ingen kann. 

Im Gegensatz zur Komplexit~it, welche eine rein algorithmische Klassifika- 
tion der Fastiiberallgesetze liefert, ist die in Kapitet 5 definierte Ordnung eine 
rein geometrische Eigenschaft der den Fasttiberallgesetzen zugeh6rigen Null- 
mengen. Kleine Nullmengen haben eine hohe Ordnung. Es werden Operationen 
untersucht, welche die Ordnung eines Fasttiberallgesetzes nicht ver~indern. Wir 
zeigen, dab die Klassifikation nach der Ordnung relativ rein ist. Wenn die Ord- 
nungsfunktion G nur geringfiigig st/irker anw~ichst als G', dann gibt es Null- 
mengen der Ordnung G', die nicht in der Vereinigung aller Nullmengen der 
Ordnung G enthalten sind. 

In Kapitel 6 charakterisieren wir die Gesamtheit aller Zufallsgesetze vonder 
h6chsten Ordnung. Die Gesetze mit exponentiell wachsenden Ordnungsfunktio- 
nen sind gerade Gesetze, welche eng mit der relativen Grenzhiiufigkeit yon 
Ereignissen zusammenh~ingen. 

Wir setzen im folgenden die Kenntnis der Arbeiten [10, 11], insbesondere 
die dort eingefiihrten Bezeichnungen, voraus. 

2. Raum- und Zeitkomplexitiit rekursiver Funktionen 
Wir definieren allgemein Raum- und Zeitkomplexit~itsklassen rekursiver 

Funktionen h: X*--* Y*. Dabei ist X* die Menge der endlichen Folgen mit Ele- 
menten aus X. Wit erweitern das iibliche Modell einer mehrb~indrigen Turing- 
maschine (TM) dutch Operationen, die markierte Bandspeicherpl/itze ansprin- 
gen, so dab der Arbeitsspeicher einem Speicher mit fester Zugriffszeit nahe- 
kommt. Durch diese Abgnderung werden die Komplexit/itsklassen weniger von 
der Geometrie der Maschine abh~ingig. Eine n-biindrige TM soU n zweiseitig 
unendliche Arbeitsb~inder, sowie jeweils ein einseitig unendliches Ein- bzw. Aus- 
gabeband besitzen. Auf dem Eingabeband daft nichts geschrieben, auf dem Aus- 
gabeband darf nichts gel6scht werden. Ferner dtirfen Ein- und Ausgabeband nur 
in eine Richtung bewegt werden. 
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Eingabeband B~ 

B1 
B2 Arbeits- 

bdnder 
Bn 

Bn§ Ausgabeband 

Fig. 1. Eine n-b/indrige Turingmaschine 

(2.1) Definition. Eine n-Nindrige TM ist ein 5-Tupel M = ( Z ,  X,  ao, Ze, 6) mit 
(1)-(5). 

(1) Z ist eine endliche Menge von Zust~inden, ao~Z ist der Anfangszustand, 
ZF C Z die Menge der Endzustande. 

(2) X ist das endliche Alphabet, [] e X i s t  das Leerzeichen. 
(3) 6: (Z-ZF) XXnw1----~xn+Ix cn+2xZ mit C = { - 1 , 0 ,  1} ist die (3berffih- 

rungsfunktion. 

(4) Es gelten folgende Einschr~inkungen: 

(~(Si; XO, Xl ,  " " ,  Xn )=(Y l ,  Y2 . . . .  , Yn+ l ; CO, " " ,  Cn+l; Sj) 

impliziert: Co + - 1, c,+1+ - 1 und (Y,+I + [] ~ c,+1 = 1). 
(5) Zu x e X  und i mit 1 < i<  n gibt es einen ausgezeichneten Zustand s(x, i)~Z. 

Zi •f {s(x, i ) lxeX}.  

Die Arbeitsweise yon M ergibt sich, indem wir eine Zuordnung 

6: (si; Xo, xl, ..., x,) ~ (Yl, Y 2 ,  " ' ,  Y,+I ; Co, ..., c,+1; s j) 

folgendermagen als Maschinenoperation deuten: si ist der augenblickliche Zustand 
der Maschine. Xk sind die Symbole, fiber denen sich im augenblicklichen Zustand 
der Lese-Schreibkopf des Bandes Bk befindet. Yk sind die Symbole, die auf dem 
Band B k an die Stelle, die der Lese-Schreibkopf beobachtet, geschrieben werden. 
c k gibt die Bewegungsrichtung des Bandes B k an. Falls s~r rfickt das Band B k 
anschlieBend um eine Einheit nach rechts wenn ck = 1, bzw. eine Einheit nach 
links wenn Ck = -- 1 und bleibt unver~indert wenn Ck = 0. Ist S~ = S (X, k), dann rfickt 
das Band Bk solange nach rechts im Falle Ck = 1 (links wenn C k = -  1), bis der 
Lese-Schreibkopf fiber einem Symbol x steht; das Band bleibt unver~indert, wenn 
Ck=O. Die Maschine geht sodann in den Zustand s t tiber. 

M(x~...  Xn) bezeichnet den Rechenvorgang, der beginnt, wenn (1) die Inschrift 
x~ x2... x, fortlaufend in den ersten Zellen des Eingabebandes steht gefolgt von 
Leersymbolen, (2) die Maschine sich im Zustand ao befindet, (3) die K6pfe von 
Bo und B,+a sich jeweils fiber der ersten Zelle des Ein- bzw. des Ausgabebandes 
befinden und (4) die Arbeitsb~inder und das Ausgabeband leer sind. Er bricht ab, 
wenn ein Endzustand erreicht wird. 
1" 
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(2.2) Definition. Die TM M i berechnet die Funktion h: X* ~ Y* ([] ~ Y), wenn 

(1) Mi(A) abbricht, so dab h(A) auf dem Ausgabeband steht. AEX* ist das 
leere Wort. 

(2) Mi(xl . . . x,) zun'~chst dieselben Operationen ausffJhrt wie Mi(xl . . . x ,_ O, dann 
h(x l . . .x , )  berechnet und durch ein Leersymbol yon h(x l . . . x ,_ l )  getrennt 
auf dem Ausgabeband ausdruckt und dann abbricht. 

Als eine Operation der Maschine bezeichnen wir die oben beschriebene Aus- 
ffihrung einer Zuordnung 3: u ~  v. Wir ordnen einer TM M i folgende Kom- 
plexit~tsfunktionen zu: 

(2.3) Definition. 
(1) R~ ist die Anzahl der Operationen yon Mi(x ). 

(2) R~(x) ist das Maximum aus der Anzahl der Zellen, die der Rechengang 
Mi(x ) auf den Arbeitsb~indern benutzt und den L~ngen der Worte h~x(n)) 
mit n__< Ixl. 

Sei M~ (ieN) eine Aufz~ihlung aller mehrNindrigen TM'en. Dann ordnen wir 
einer monoton wachsenden Funktion T: N ~  N Raum- bzw. Zeitkomplexit~its- 
klassen C) (#--0, 1) yon rekursiven Funktionen zu. 

(2.4) Definition. h: X*---~Y* ist in C~ (#=0, 1), wenn es eine TM M i zu h im 
Sinne yon (2.2) und ein K e N  gibt, so dab fiJr alle x~X*  

Rf(x) <= K T ( K  + I xl). 

Im folgenden setzt die Bezeichnung C~ stets voraus, dab T rekursiv ist, und dab 
im Falle der Zeitkomplexit~it (# = 0) stets T(n)>= n 2 und im Falle der Raumkom- 
plexit~t (#= 1) stets T(n)>n gilt. Somit lassen wir, wie man aus (2.3) entnimmt, 
gerade alle Komplexit~itsklassen C~ zu, die Funktionen h: X*--~ Y* enthalten, 
so dab ]h(x)] streng monoton mit [x] w~ichst. 

Der Vorteil unserer Modifikation des urspri.inglichen Modells der TM liegt 
darin, dab die Komplexit~itsklassen unabh~ingig yon der Anzahl der zugelassenen 
ArbeitsNinder sind. Es gilt folgender leicht zu beweisender Satz [12]. 

(2.5) Satz. Sei M i eine m-bi~ndrige T M  zu h: X*-~  Y*, dann gibt es eine ein- 
bi~ndrige T M  Mj zu h, so dafl ffir alle x~X*  gilt: 

(1) R ~ (x) =< (2 + m) m n ~ (x), 

(2) n)(x)<_mR~(x). 

Im Gegensatz zu den Raumkomplexit~itsklassen kSnnen die Zeitkomplexi- 
t~itsklassen yon der Anzahl der zugelassenen Sprungmarken, d.h. yon der Gr6Be 
des Alphabets abh~ingen. Man kann eine TM M mit Alphabet X durch eine 
andere mit einem kleineren Alphabet X simulieren, indem man wie iiblich X 
in X* einbettet. Jede Operation yon M~ die nicht Sprungoperation ist, l~iBt sich 
bzgl. des kleineren Alphabets X so simulieren, dab sie im Rechenablauf jeweils 
durch eine konstante Anzahl yon Operationen bzgl. des Alphabets X ersetzt 
wird [4]. Eine Sprungoperation muB man dagegen im allgemeinen dutch eine 
Suchprozedur ersetzen. Die Anzahl der dabei ausgeffihrten Operationen kann 
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man durch die Zahl der beschriebenen Bandspeicherpl~itze und damit durch die 
Gesamtzahl der Operationen abscNitzen, die M bis dahin ausgeftihrt hat. Damit 
erh6ht sich die Gesamtzahl der Operationen bei der Simulierung h6chstens ins 
Quadrat. Dieser Quadratfaktor geht stets bei Anwendung einer Diagonalisie- 
rungstechnik ein. 

Die Definition von Komplexit~itsklassen rekursiver Funktionen h: X * ~  Y* 
Rihrt insbesondere zu einer Komplexit~itsklassifizierung der rekursiven Testfunk- 
tionen F: X * ~  Z(2), sowie der rekursiven Folgen in X ~ Hierzu beschreiben wir 
eine unendliche Folge fiber X durch eine Abbildung h: N--~ X und identifizieren 
die natfirlichen Zahlen N mit dem von einer einelementigen Menge I erzeugten 
freien Monoid I*. Fiir die so erzeugten Komplexit~itsklassen von rekursiven 
Folgen bzw. von Testfunktionen schreiben wir C~c(Fo) bzw. C~.(TF). Ferner 
bezeichnen wir mit C)(Fu) die Komplexit~itsklassen rekursiver Funktionen h: 
N--,N. Dabei identifizieren wir den Argumentbereich von h wieder mit I*. Den 
Wertebereich von h betten wir in Z(2) ein. 

In den fJberlegungen der Kapitel 3 und 4, welche auf dieser Komplexit~its- 
klassifizierung beruhen, schlagen sich haupts~ichlich einige Abschlugeigenschaf- 
ten der Komplexit~itsklassen nieder, die daraus resultieren, dag der Aufwand an 
Zeit bzw. Raum nur bis auf einen konstanten Faktor in die Definition der Kom- 
plexit~itsklassen eingeht. Die benutzten Abschlugeigenschaften sind gerade die in 
[12] behandelten. 

Wir ffihren Absch~itzungen der Komplexit~it im folgenden nie explizit durch, 
sondern setzen dabei etwas Verst~indnis rtir die Manipulation yon Programmen 
auf TM'en voraus [6, 7]. 

Grundlegendes zur Komplexit~itstheorie rekursiver Funktionen findet sich 
auger in [4] u.a. in [1] und [5]. 

3. Die Komplexit/it von Zufailsgesetzen und der Zufallsgrad yon Folgen 

In diesem Kapitel definieren wir Klassen yon Folgen, die sich in ihrem Ver- 
halten demjenigen idealer Zufallsfolgen beliebig gut ann~ihern. 

(3.l) Definition. Ein Fastfiberallgesetz (F15G) ist von der (Zeit- bzw. Raum-) 
Komplexit~it T, wenn es zu der zugeh6rigen Nullmenge 9~cX ~ eine rekursive 
Testfunktion F: X*--* Z(2) mit Fe C)(TF) gibt, so dab 9 l c  ~l F. 

(3.2) Definition. Es sei C~- eine Komplexit~itsklasse, dann ist [ T ] u = X  ~~ 
0 9l F die zu C) geh6rige Komplexit~itsklasse yon Zufallsfolgen. 

FEC~(TF) 

Wir sagen, dab die Folgen in [T]g den Zufallsgrad T (bzgl. des Zeit- bzw. 
Raummal3es) haben. Da z genau dann in [T]u liegt, wenn z alle Zufallstests 
besteht, die in (Raum- bzw. Zeit-) Komplexit/it T nicht iibersteigen, approximiert 
eine Folge z das ideale Zufallsverhalten um so besser je h6her ihr Zufallsgrad 
ist. Eine Folge, die jeden Zufallsgrad besitzt, ist gerade eine ideale Zufallsfolge. 

(3.3) Korollar. In [T] ,  gibt es berechenbare Folgen. 

Beweis. Nach Standardmethoden E4] beweist man, dab C~.(TF) rekursiv auf- 
z~ihlbar ist. Dann gibt es nach (6.2) [10] eine T-Funktion F, so dab 9leicgl  F 
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fiir alle Fie C)(TF). Es gentigt somit, eine Folge zu berechnen, die nicht in 91v 
liegt. Dies ist nach Satz (6.1) [10] mifglich. 

Weiterhin folgt, dab die Komplexit~itsteinteilung der Zufallsgesetze nicht tri- 
vial ist. 

(3.4) Korollar. Zu T gibt es Ff)G'e, die nicht yon der (Raum- bzw. Zeit-) Kom- 
plexitiit T sind. 

Beweis. W~ihle die T-Funktion F so, dab 91FC~ [T],=~0. Dann gilt 91Fd~-~)'~fi 
for alle Fie C)(TF). 

Mit dem gleichen Argument wie ftir die Komplexit~itsklassen yon Folgen 
kann man auch for die Komplexit~itsklassen yon Zufallsfolgen die Nicht-Ent- 
scheidbarkeit nachweisen (s. [4]). 

(3.5) Korollar. Es gibt keinen Algorithmus, der zu einer rekursiven Folge z e X  ~ 
entscheidet, ob ze[T] , .  

(3.6) Satz. Zu einem FOG der (Zeit- bzw. Raum-) Komplexitiit T gibt es stets 
eine Folge ze C}(Fo), die dieses Gesetz erfiillt. 

Beweis. Sei F: X*---~Z(2) eine T-Funktion in C}(TF), die das betrachtete 
F O G  repr~isentiert, z=zl . . ,  z i . . . eX  ~176 konstruiere man rekursiv wie im Beweis 
zu (6.1) [10], so dab 

F(Zl.. .zi+l)~f(zl. . .zi(~ ) (o~eX). 

Dann erfiillt z den Test F. Zur Berechnung von zi+, muB man im wesentlichen 
F(z, ... zi cO fiir alle a e X  berechnen. Weil der Aufwand an Zeit bzw. Raum nur 
bis auf einen konstanten Faktor in die Komplexitiitsklassen eingeht, liegt z in 
derselben Komplexitiitsklasse wie F, also in C}(Fo). Man kann dies aueh unmit- 
telbar aus den in [12] betrachteten AbschluBeigenschaften yon C~- folgern. 

Obiger Satz l~iBt sich umkehren. 

(3.7) Satz. Sei zeC}(Fo), dann gibt es eine T-Funktion FeC~(TF) mit ze91 v. 

Beweis. Wir definieren F(z(n))=2 n und F(x)=0,  falls z([x[)~x. Mit dem glei- 
chen Argument wie zu (3.6) folgt Fe C}(TF). 

(3.8) Lemma. Wenn 911 und 9l 2 Nullmengen yon der (Raum- bzw. Zeit-) Kom- 
plexitiit T sind, dann ist auch 911 k.) 912 l)Ol~ dieser Komplexitiit. 

Beweis. Aus F~e C ) ( r f ) ( i  = 1, 2) folgt F~ + F2 e C}(TF). 

(3.9) Satz. Es gibt keine maximale Nullmenge yon der (Raum- bzw. Zeit-) Kom- 
plexit~t T. 

Beweis. Angenommen 91 sei eine maximale Nullmenge yon der (Raum- bzw. 
Zeit-) Komplexit~it T. Dann gibt es nach (3.6) eine Folge ze C)(Fo) mit z~91. Zu 
z gibt es nach (3.7) eine Nullmenge 91 yon der (Raum- bzw. Zeit-) Komplexit~it 
T mit ze91. Nach (3.8) ist 91 w 91 ebenfalls yon der (Raum- bzw. Zeit-) Komplexi- 
t~it T, im Widerspruch zur Annahme. 

Sei R eine Klasse effektiver Zufallstests, dann heiBt ein Test F universell fiir 
R, wenn ftir alle FieR die Inklusion 91F~ c 91V gilt. Innerhalb yon C"v(TF) gibt es 
nach (3.9) keinen universeUen Test zu C~,(TF). Dagegen gibt es, wie wir bereits 
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wissen, universelle Tests h6herer Komplexit/it zu C~(TF). Wir geben eine Ab- 
sch~itzung ftir die Komplexit~it solcher universeller Tests. 

(3.10) Satz. Es seien C~., CUs Komplexitiitsklassen. f h: N--~N seien monoton 
wachsende, unbeschriinkte Funktionen in Cw (F u) so, daft fiir f (n) > i, K <= h (i), i~N 
Folgendes gilt: 

K 2 T(K+n)2<=2-iS(n) im Falle # = 0 ,  

KT(K+n)<2- iS(n)  imFalle #=1 .  

Dann gibt es in C~s(TF) eine universelle T-Funktion zu C~.(TF). 

Die obige Bedingung tiber T und S besagt im wesentlichen, dab die Folgen 
K T(n + K) S (n)- 1 bzw. K 2 T(n + K )  2 S (n) - 1 ftir jedes feste K e N  mit wachsendem 
n konstruktiv und in einer einfachen Abh~ingigkeit yon n und K gegen null kon- 
vergieren. 

Beweis. Da ~ihnliche Konstruktionen bereits ausftihrlich behandelt wurden 
[4], beschr~inken wir uns auf eine Beweisskizze. Es gibt eine rekursive Aufzgh- 
lung (Mi, Ki) (ieN) aller TM'en Mi, welche eine T-Funktion F~ derart berech- 
net, dal3 R~ (x)< Ki T(K~ +Ix [) ftir alle x eX* gilt und dal3 K~ =< h (i). Dabei durch- 
laufe F~ alle T-Funktionen in Cer(TF ). 

Sei nun s e n  so gew/ihlt, dab 2-S<p -1. Wir setzen: 

f(lxl) 
F(x)= ~ F/(x)2-zsi+2 -~y(Ixl). 

i= l  

Weilfmonoton und unbeschr~inkt wiichst, ist F eine universelle Testfunktion zu 
C~(TF) (vgl. den Beweis zu (6.2) [10]). Nach Konstruktion ist M i mit i<f(n) 
eine TM, die F/ ftir alle x mit f ( lx l )>i  mit einem Aufwand R~ 
bzw. R~(x)<2-iS(Ix]) berechnet. O.B.d.A. kann man annehmen, dab es eine 
feste TM gibt, die jede der TM'en M i derart simulieren kann, dab dabei der Zeit- 
aufwand durch i R~ 2, bzw. der Raumaufwand durch i R~(x) beschr~inkt ist. 
Da der Aufwand ftir die Additionen, zur Berechnung des Gliedes 2 -sf(Ixl), sowie 
zum Aufz~ihlen der Folge (Mz, K~) vernachl/issigbar ist, kann man F mit dem 

f(lxl) 
(Zeit- bzw. Raum-) Aufwand RU(x)< C ~ i2 -i S([xl) berechnen, wobei C eine 

i=1 
feste Konstante ist. Also gilt jeweils Fe CUs(TF). 

Aus (3.6) ergibt sich nun sofort folgendes Korollar. 

(3.11) Korollar. Es seien T, S, h, f wie in (3.10). Dann gibt es eine Folge ze[T]u 
mit ze CUs(Fo). 

In die (Raum- bzw. Zeit-) Komplexitiit einer Folge ze[T] , ,  welche man 
nach obigem Konstruktionsverfahren erh~ilt, geht im wesentlichen nur der (Raum- 
bzw. Zeit-) Aufwand ein, mit dem man zu festem X und Y die Berechnung einer 
jeden Funktion h: X*---~ Y* in C~- durch eine feste TM simulieren kann. Der 
dadurch bedingte (Raum- bzw. Zeit-) Aufwand ist aber im Prinzip bereits not- 
wendig, wenn man eine Folge z q~ C~.(Fo) nach der Cantorschen Diagonalisierungs- 
technik konstruiert. Damit ist die Aufgabe, eine Folge z vom vorgegebenen 
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Zufallsgrad T zu konstruieren nicht wesentlich aufwendiger als die darin ent- 
haltene Aufgabe, eine Folge zu konstruieren, deren Komplexit~t T tibersteigt. 
Diese Folgerung gilt auch, wenn man statt des in Kapitel 2 beschriebenen Modells 
der TM wie Hartmanis und Stearns [4] ein Modell ohne Sprungbefehle zugrunde 
legt. 

Wir zeigen nun, dab das starke Gesetz der grogen Zahlen von geringer Zeit- 
und Raum-Komplexit~t ist. Tats~ichlich gentigen jeweils die Folgen mit dem 
niedrigsten von uns betrachteten Zufallsgrad (bzgl. des Raum- bzw. ZeitmaBes) 
bereits diesem Gesetz. Zu a~X und xl X2.,. xn~X* bezeichne s~(xl.., x,)= ~ [xi[. 

x i ~ c ~  

(3.12) Satz. (a)Zeitmafl:  T(n)>=n 2 impliziert lims~(z(n))n-l=p -1 fiir alle 
ze[T]o  , o~X. 

(b) RaummaJ3: T(n)>n impliziert lims,(z(n))n-l=p -1 ffir alle 
zeET]l , ~eX. 

Beweis. Wir benutzen die in (4.5) [ i l l  gegebene Darstellung des starken 
Gesetzes der grogen Zahlen. Sei q rational und - 1  < q < 1 ferner a~X. Die Test- 
funktion Fq, ~ wird wie folgt definiert: 

~,~ (A) = 1, 

~(xfi) =j'Fq'~(x)(l~r,,,. +q) falls ~=fl ,  
' : (fq, Ax) ( l - q ( p -  1) -1) sonst .  

Es sei A c [ - 1 ,  1] eine Menge rationaler Zahlen, so dab sowohl A c~ [ - 1 ,  0] 
als auch A c~ [0, 1] in 0 einen H~iufungspunkt hat. Aus dem Beweis zu Satz (4.5) 
[11] folgt dann: 

lim s,(z(n))n-l-=-p -1 gilt genau dann, wenn z alle Tests Fq,, mit qeA besteht. 
n 

Nun setzen wir z.B. fiir A die folgende Menge von Bin~irzahlen: 

{ + ( p -  1) 2-']neN}. 

Dann ist fiJr qeA Fq,~: X * ~ Z ( 2 )  eine rekursive Funktion. Aus elementaren 
Absch~itzungen (oder aus den in [12] behandelten AbschluBeigenschaften der 
Komplexit~itsklassen) schlieBt man, dab Fq,~e C)(TF) fiir alle qEA, aeX, sofern 
nur C~ gemiiB unseren Vereinbarungen definiert ist. Hieraus folgt (3.12). 

Der obige Satz l~iBt sich yon Elementen aus X auf beliebige Folgen in X* 
tibertragen. Es seien x, weX* und [w]=k. Zu j < k  definieren wir: 

f .  . IO<j+ik<lx l -k] l  
s~,j(x)= l,~1~ x~x( j+ik)  wX* ;"  

Dies ist die Anzahl mit der w als Teilwort in x vorkommt unter der Neben- 
bedingung, dab die Liinge der vor w stehenden Anfangsfolge in x durch die 
L~inge yon w dividiert den Rest j ergibt. 

k - 1  

j=o 

gibt gerade die Anzahl an, mit der w als Teilwort in x auftritt. Zu rationalem q 
mit - 1 < q < 1 definieren wir die Testfunktion Fq, w, i wie folgt: 
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Ftir ]xl =]w[ n+j mit n~N definiert man 

F~, w, j (x )=  (1 + q)S~, ~(~)(1 - q (pfWf- 1)-1) . . . . .  j(~). 

Man verifiziert fiir [x] =]w[ n+j: 

-I 1 Y, 

Somit kann man die Definition der Testfunktion Fq,~,j durch die Forderung 
p Fq, ~,j(y)= ~ Fq, w,j(Y a) ffir alle y~X* vervollstandigen. 

aEX 

Sei nun A c [ -  1, 1] wieder eine Menge yon rationalen Zahlen mit der Eigen- 
schaft, dab A c~ [ - 1, 0] und A c~ [0, 1] in 0 einen H~iufungspunkt haben. In v61- 
liger Analogie zu (4.5) [11] beweist man: 

Es gilt genau dann lim Sw, j(z(n))n-a=p -Iwl [w] -1, wenn z fiir alle q6A den 
Test Fq, w, ~ besteht. 

Nun setzt man fiir A die folgende Menge von Biniirzahlen: 

{ +(plwl_ 1) 2-"[n~N}. 

Nun folgt wieder, dab fiir alle q~A, w~X* und j<lwl ,  Fq, w,j in C)(TF) liegt, 
sofern nur C~- gem~iB unseren Vereinbarungen erkl~irt ist. Demnach gilt folgen- 
des Korollar: 

(3.13) Korollar. (a) ZeitmaJ3: T(n) > n 2 impliziert lim sw (z (n)) n-  ~ = p -  I wl fiir alle 
z~[T]o  und w~X*. 

(b) Raummafl: T(n)>_>_n impliziert lim sw(z(n)) n - t=p -Iwl fiir alle z~[T]l und 
w~X*. 

Zum AbschluB des Kapitels weisen wir noch daraufhin, dal3 in den Begriff 
des Zufallsgrads einer Folge die beiden dualen Auffassungen der Komplexit~it 
von Folgen eingehen. Die Programmkomplexit~t der endlichen Abschnitte der 
Folge gehen, wie in Kapitel 1 [11] gezeigt wurde, implizit fiber die Struktur der 
Testfunktion in diesen Begriff ein. Andererseits haben wir in diesem Kapitel enge 
Beziehungen zwischen der (Raum- bzw. Zeit-) Komplexit~it von Folgen und 
ihrem Zufallsgrad nachgewiesen. 

4. AbschluBeigensehaften der Komplexiditsklassen von Zufallszahlen 

Zun~ichst formulieren wir eine Untermenge der konstruktiven, maBinvarian- 
ten Transformationen und zeigen dann, dab alle Transformationen dieser Klasse 
nicht aus den Komplexit/~tsklassen [T]u yon Zufallszahlen hinausfiihren, sofern 
nur die Komplexitgt dieser Transformationen durch T beschr~inkt ist. 

(4.1) Definition. Eine Funktion (~: X*---~X*, die eine konstruktive Transforma- 
tion Q: X*--~ X ~ erzeugt, heil3t eine permutierte Stellenauswahl, wenn fiir jedes 
xEX* entweder (a) oder (b) erftillt ist. 

(a) (~(x~):~)(x) fiir alle c~X, 

(b) {(~(x fl), fleX} = {(~(x) ~, c~X}. 
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Man verifiziert leicht, dab eine permutierte Stellenauswahl ~) mit (~(A)=A 
eine mal3invariante Transformation Q: X ~~ X ~176 erzeugt. Beispiele permutierter 
Stellenauswahlen werden durch die Auswahlregeln im v. Misesschen Sinne er- 
zeugt. Sei n~imlich f :  X * ~  {0, 1} eine rekursive Funktion. Dann wird durch 

C)(A)=A, 

, (Q(x) c~ falls f (x)= 1, 
(~(x cq = ~) (x)  sonst, 

eine permutierte Stellenauswahl (~ erzeugt, sofern nur 10(z(n))l fur alle z~X ~ 
mit n unbeschr~inkt w~ichst. Ferner folgt aus f ~  C~, dab auch (~ in C~ liegt. 

(4.2) Satz. Sei Q: X*-+ X* eine permutierte Stellenauswahl mit 0~ C~r, dann gilt: 
Q([T] . )~  [T] , .  

Beweis. Sei F: X*-*Z(2 )  eine T-Funktion mit F~ C~(TF). Es geniigt eine 
T-Funktion f ie  C~-(TF) zu konstruieren, so dab 

(1) Q-I(~F)  Cgl  F 

erffillt ist. Hierzu definieren wir: 

P(x)=FO(x) (xeX*). 

Weil 0 eine permutierte Stellenauswahl ist, folgt dab mit F auch i~ die Funk- 
tionaleig_enschaft einer T-Funktion erftillt. Berticksichtigt man die Eigenschaft 
Q(xa)~Q(x_) (XwA)  ftir xsX*,  aeX, dann folgt aus FeC}(TF)  und QEC~., 
dab auch F in der Komplexit~itsklasse C~(TF) liegt. 

Um nun (1) zu beweisen, benutzen wir, dab es eine rekursive Funktion h: 
N-- ,N gibt, so dab ]~)(x)[>n ftir alle x mit [xl>h(n). Sei nun zeOlv; es ist zu 
zeigen Q-I(z)eglF. Wegen klimF(z(n))=oe gibt es eine rekursive Funktion g: 

N ~ N  und eine unendliche Menge M e N  so, dab es zu h e m  stets ein i<g(n) 
gibt mit F(z (i))> n. D ann gilt aber f'tir die rekursive F unk t ionf=  h o g: zu 2e Q-l(z) 
und n eM gibt es stets ein i<f(n) mit F(2(i))> n. Daraus folgt klim F(2(n))= oe 
ffir alle 2eQ- l (z )  und (1) ist somit bewiesen. 

Aus (4.2) folgert man unmittelbar: 
(4.3) Korollar. Wenn sich zwei Folgen zl, zz~X ~~ nut in endlich vielen Gliedern 
unterscheiden, dann gilt stets: zl~ IT ] ,  ~ z2e [T-I,.. 

Ferner ist die Definition der Komplexit~itsklassen gerade so gew~ihlt, dab 
eine Verschiebung von Folgen ihre Komplexit~it als auch ihren Zufallsgrad nicht 
~indert. 

(4.4) Korollar. Wenn ffir x~X* und y, z e X  ~ die Relation x y=z  gilt, dann folgt: 
y~ [ T ] ,  ~=~ z~ [T] , .  

Nun betrachten wir AbschluBeigenschaften der Komplemente der Komplexi- 
t~itsklassen yon Zufallszahlen. Man fibersieht leicht, dab die Abschlul3eigenschaft 
yon (4.2) for X ~ -  [T]  u nicht gilt. Dagegen ergibt sich aus dem Beweis zu (4.2) 
gerade, dab die Komplemente der Komplexitiitsklassen von Zufallszahlen gegen- 
fiber der Umkehrung yon permutierten Stellenauswahlen abgeschlossen sind. 
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(4.5) Korollar. Es sei Q.: X*---~X* eine permutierte Stellenauswahl mit Q~C~., 
dann gilt: Q-I (X|  - [ T ] , ) c X  ~ - [T] , .  

Fiir unendliche Folgen z E X  ~ weig man, dab die Komplexit~it von z wesent- 
lich von einer unendlichen Teilmenge der Glieder yon z bestimmt sein kann, 
welche beliebig dtinn im Verh~iltnis zur Menge aller Glieder von z ist. Denn sei 
M c N  eine entscheidbare Menge, dann kann man jede rekursive Folge z e X  ~ 
durch Ab~inderung der Glieder zi mit i~M beliebig kompliziert machen. Wit 
zeigen nun, dab man den Zufallsgrad einer Folge z im allgemeinen nicht dadurch 
erh6hen kann, dab man eine beliebig dtinne Teilmenge der Glieder von z ab~indert. 

(4.6) Satz. Es sei C~. eine Komplexit~tsklasse und z~ C~.(Fo). Ferner sei g: N-~  N 
eine streng monoton wachsende Funktion in C~.(Fu) mit l im(g(n) -n )=  ~ .  Dann 

n 

geh6ren alle Folgen, die sich yon z nur in Gliedern zi mit iEg(N) unterscheiden zu 
X ~o _ [T]u. 

Beweis. Ffir zwei Folgen x, y~X*  gleicher LSnge schreiben x = y mod g genau 
dann, wenn sich x und y nur in Gliedern unterscheiden, deren Index iia g(N) 
liegt. 

Durch elementare Absch~itzung fiberzeugt man sich, dab folgende Funktio- 
nen vonde r  (Raum- bzw. Zeit-) Komplexit~it T sind. Wegen g ~ C~ (Fu) ist auch 
die Funktion f :  N-*  N, die durch 

{ ~ f a l l s n ~ g ( N ) ,  
f (n)  = sonst, 

definiert wird, in C)(Fu). Ferner ist wegen z~ C~.(Fo) die Funktion h: X * ~  {0, 1}, 
die durch 

J'0 falls x=z(JxD mod g, 
h(x)= 

sonst, 

definiert wird, in der Komplexit~itsklasse C~-. 

Nun definieren wir die T-Funktion F: X*-+ Z(2): 

F(A) = 1, 

I F(x) falls f ( l xa f )=0 ,  

F ( x e ) = l F ( x ) 2  fa l ls  sonst, f ( ' x e l ) =  1 und h(x~)=0,  

F i s t  eine T-Funktion in C)(TF).  Es bleibt zu zeigen, dab alle Folgen in X ~, 
die sich von z nur in Gliedern zi mit ieg(N)  unterscheiden, in 9tv liegen. 

Wegen l i m ( g ( n ) - n ) =  ~ und weil g eine streng lhonotone, rekursive Funk- 
n 

tion ist, gibt es eine rekursive Funktion d: N ~ N ,  so dab far i>d(n) stets g( i ) -  
i>  n gilt. Wenn sich y, z e X  ~ nut  in Gliedern Yk mit keg(N)  unterscheiden, dann 
gilt nach Konstruktion fiir i>d(n) die Relation V(y(g(i)))>>_2". Dies impliziert 
aber klim F(y(n))= ~ .  

n 
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5. Die Ordnung eines Fastiiberailgesetzes 

Wir gehen yon der Vorstellung aus, dab die Bedeutung eines Fastiiberall- 
gesetzes fiir die Anwendung dann sehr groB ist, wenn die Eigenschaften yon 
unendlichen Folgen, die das Gesetz beinhaltet, im Mittel bereits an kurzen Folgen 
sichtbar werden. Dies ist, wie wir noch sehen werden, beim starken Gesetz der sehr 
groBen Zahlen der Fall. Dagegen erfal3t das Gesetz vom iterierten Logarithmus 
u. a. auch solche Eigenschaften yon Folgen, die sich im allgemeinen erst an l~[ngeren 
Folgen bemerkbar machen. Diese intuitive Vorstellung vonder Bedeutung eines 
FastiJberallgesetzes wollen wir nun durch den Begriff der Ordnung prSzisieren. 
Kleinen Nullmengen, wie derjenigen vom starken Gesetz der grol3en Zahlen, 
kommt dabei eine hohe Ordnung zu. 

Eine positive, monoton wachsende, berechenbare Funktion G: N-+ R + heif~t 
im folgenden Ordnungsfunktion. Zu einer T-Funktion F und einer Ordnungs- 
funktion G bezeiehnen wir 

91F, a= {z~X~lF~m F(z(n)) G(n) -1 >0}. 

(5.1) Definition. Eine T-Nullmenge 9~cX ~ heil3t vonder  Ordnung G, wenn es 
eine T-Funktion F gibt mit 9~c Tt~, G. 

Damit 9~e,~ ungleich der leeren Menge sein kann, setzen wir im folgenden 
stets voraus, dab G (n + 1) _-< G (n) p. 

Wenn die Ordnungsfunktion G beschr~inkt ist, dann ist jede T-Nullmenge 
vonder  Ordnung G. Die folgenden Korollare ergeben sich sofort aus den Deft- 
nitionen. 

(5.2) Korollar. 1st Tt yon der Ordnung G und Ttc  Tt, dann ist auch Tt yon der 
Ordnung G. 

(5.3) Korollar. Wenn ffir die Ordnungsfunktionen G und G die Folge G(n) G_(n) -1 
mit wachsendem n beschriinkt ist, dann ist jede Nullmenge yon der Ordnung G auch 
yon der Ordnung G. 

Der Begriff der Ordnung eignet sich nicht dazu, berechenbare Folgen nach 
ihrem Zufallsverhalten zu klassifizieren. 

(5.4) Korollar. Sei z~X ~ eine rekursive Folge und G eine Ordnungsfunktion. Dann 
gibt es eine T-Nullmenge Tt der Ordnung G mit z~R. 

Beweis. Man definiert F(z(n))=p" und F(x)=0 sonst. Dann gilt z~Tte, a fiir 
jede Ordnungsfunktion G mit G(n + 1) N G(n) p. 

(5.5) Korollar. Wenn ~i (i~N) eine rekursiv aufziihlbare Folge yon Nullmengen 
der Ordnung Gist, dann ist auch U Tti yon der Ordnung G. 

i s N  

Beweis. Es sei F~ (ieN) eine r.a. Folge yon T-Funktionen mit 9~c~Rf~,a. 
Ixl 

Durch F(x)= ~Fi(x)p-Ei+p -Ixl wird dann eine T-Funktion definiert, so dab 
i = 1  

U 9~ic 91F,~ �9 
i~N 
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Weil im Komplement einer T-Nullmenge stets rekursive Folgen enthalten 
sind, folgt aus (5.4) und (5.5): 

(5.6) Korollar. Es gibt keine maximale T-Nullmenge zu einer vorgegebenen Ord- 
nung. 

Als erstes zeigen wir nun, dab die Nullmengen i. S. yon Brouwer unter allen 
T-Nullmengen durch ihre Ordnung ausgezeichnet sind. 

(5.7) Satz. Eine T-Nullmenge 91 ist genau dann eine Nullmenge i.S. yon Brouwer, 
wenn es eine unbesehrgmkte Ordnungsfunktion G gibt, so daft 91 yon der Ordnung 
Gist. 

Beweis. Es sei G eine unbeschr~inkte Ordnungsfunktion und F eine T-Funk- 
tion. Wie im Beweis zu (5.2) [10] gezeigt wurde, ist dann 91F, G eine Nullmenge 
i.S. von Brouwer. Sei nun umgekehrt 9l Nullmenge i.S. von Brouwer. Im Beweis 
zu (5.4) in [10] haben wir zu 91 gerade eine T-Funktion F u n d  eine rekursive, 
monoton wachsende, unbeschriinkte Funktion f:  N ~  N konstruiert, so dab fiir 
alle z~91: lim F(z(n))f(n)-l>O. Daraus folgt: 91c91F, :.  

n 

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie fein die Einteilung der Fastiiberall- 
gesetze nach ihrer Ordnung ist. 

(5.8) Satz. Es seien G und G Ordnungsfunktionen, so daft G(n) G(n) -1 mit n kon- 
struktiv gegen null konvergiert. Dann gibt es eine Nullmenge der Ordnung G, die 
nicht yon der Ordnung Gist. 

Beweis. Es gibt eine rekursive Ordnungsfunktion G, die als Werte nur ganz- 
zahlige Potenzen von p annimmt und fiir die sowohl G(n)G(n) -~ als auch 
G(n) G(n) -1 mit n konstruktiv gegen null konvergiert. Um eine solche Funktion 

zu gewinnen, konstruiere man zun/ichst eine rekursive, monoton wachsende 
Funktion Go: N ~ Z (2), so dab die Folge [Go (n) - 1/G (n) G(n)[ mit wachsendem 
n beschr~inkt ist und definiere dann G(n)=max {pilpi~ Go (n)}. 

O.B.d.A. k6nnen wir annehmen, dab G(0)=I und dab G alle Potenzen p" 
(neN) als Werte annimmt. Die rekursive Funktion h: N - ~ N  werde definiert 
durch: h (n) = min {m]G (m) = p"}. 

Nun konstruieren wir eine T-Funktion F, so dab F auf den Folgen der L~inge 
h(n) nur die Werte 0 und p"=Gh(n) annimmt und so, dab F die Gleichung 
p F(x)= ~ F(xcO erf'tillt. 6eX sei dabei ein festes Element. 

~ e X  

Fiir ]x[<h(1) gelte F(x)= 1. Dann definieren wir F rekursiv. Es sei x e X  h(") 
und F sei bereits ffir alle Folgen y mit ]y] <h(n) definiert: 

p" falls x~X*6, V(x(h(n-1))).O, 
f(x) ~f 0 sonst. 

Weiter definieren wir fiir x mit h(n)< I xl < h(n + 1): 

F(x)=F(x(h(n))). 

Nach Konstruktion erf'tillt F die Funktionalgleichung p F(x)= ~ F(x c~). 91F, G 
1/iBt sich folgendermagen darstellen: ~x 

91r, G= {z~X~ = G(n) f.a. n~N}. 
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Nun zeigen wir, dab 91F, o_nicht von der Ordnung G sein kann. Es sei F eine 
beliebige T-Funktion mit F(A)= 1. Dann kann man eine Folge z e X  ~ rekursiv 
so konstruieren, dab ftir alle i e N  folgendes gilt: 

(1) 

(2) 

F(z (i + 1)) = G (i + 1), 

; ( z ( i+  1))= min {;(z (i)fl)lF(z(i) fi)--- G(i+ 1)}. 

Dann folgt einerseits 7. C=_91F, G und andererseits beweist man unter Ausnutzung 
der besonderen Struktur yon F durch Induktion tiber i: F(z(i))<F(z(i)). Nach 
Konstruktion von F u n d  z gilt ferner F(z(i))=G(i). Nun folgt direkt, daB 
lira F(z(i))G(i)-1= 0 gilt. Damit liegt z nicht in 91v, o. 

Bemerkung. Aus obigem Beweis folgt, dab man die Aussage von (5.8) noch 
versch~irfen kann. Ftir die oben konstruierte Nullmenge 91v, G der Ordnung G 
gilt folgendes: ftir jede Nullmenge 9l der Ordnung G gibt es berechenbare Fol- 
gen in 91F, O, die nicht in 91 liegen. 

Wir verschS.rfen (5.8) weiter: 

(5.9) Satz. Es seien G und G wie in (5.8). Dann gibt es eine T-Nullmenge der Ord- 
nung G, die nicht in der Vereinigung aller T-Nullmengen der Ordnung G enthal- 
ten ist. 

Beweis. Wegen (5.4) ist klar, daB es keine rekursive Folge in einer T-Null- 
menge der Ordnung G geben kann, die nicht in der Vereinigung aller T-Null- 
mengen der Ordnung G enthalten ist. (5.9) ist daher als Aussage i. S. der Mengen- 
lehre mit Auswahlaxiom zu verstehen. Zum Beweis des Satzes gehen wir von 
einer Aufz~ihlung F~ (i~N) aller T-Funktionen aus. Eine solche Aufz~ihlung exi- 
stiert, sie ist abet nicht rekursiv. Man definiert analog zum Beweis von (6.2) [10] : 

ix[ 
iV(X) = E F/(x) p-2i+p-Ixl. 

i=1 

Dann erftillt P die Funktionalgleichung p F(x)> ~ F(x e). Die erzeugte Null- 
menge ~x  

91v, ~= {z~X~176 I lim F(z(n)) (~(n) -1 > 0} 

umfaBt alle T-Nullmengen der Ordnung G, ist jedoch selbst keine T-Nullmenge. 
Sei nun 91F, O die im Beweis zu (5.8) konstruierte Nullmenge der Ordnung G. 
Dann kann man ebenso wie dort ein z E X  ~ induktiv derart definieren, daB ftir 
alle i~N folgendes gilt: 

(1) F(z(i+ 1))= G(i+ 1), 

(2) F(z (i + 1)) = min {F(z (i) fi)[F(z (i) fl) = G (i + 1)}. 

(G sei dabei wie im Beweis zu (5.8) definiert.) Mit der gleichen Argumentation 
wie im Beweis zu (5.8) folgt dann ze91v, G und zr ~. Im Unterschied zum 
Beweis zu (5.8) ist z jedoch nicht rekursiv, denn F ist nicht berechenbar. 
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6. Eine Charakterisierung der Zufallsgesetze von exponentieller Ordnung 
Wollte man die Zufallsgesetze nach ihrer Bedeutung klassifizieren, so wtirde 

man sicher den Gesetzen tiber die relative GrenzhSufigkeit yon Ereignissen, ins- 
besondere dem starken Gesetz der grogen Zahlen, mit die gr6Bte Bedeutung bei- 
messen. Alle statistischen Tests, denen Pseudozufallszahlen im allgemeinen unter- 
worfen werden, entsprechen solchen Gesetzen. V. Mises glaubte sogar bei der 
Axiomatisierung des Kollektivs auf Zufallsgesetze anderer Art fiberhaupt ver- 
zichten zu k6nnen. Es erscheint uns deshalb als eine Best~tigung unserer Theorie, 
daB, wie wir in diesem Kapitel zeigen werden, ein enger Zusammenhang zwischen 
den Zufallsgesetzen yon exponentieller Ordnung und den Gesetzen tiber die 
Grenzh~ufigkeit von Ereignissen besteht. Die Folgen, welche alle Zufallsgesetze 
yon exponentieller Ordnung erftillen, lassen sich durch eine Modifikation der 
Axiome des v. Misesschen Kollektivs charakterisieren. 

Wir sagen, eine Nullmenge 9l ist von exponentieller Ordnung, wenn es eine 
T-Funktion F and ein k e N  gibt, derart dab 

9t~  { z e X ~ [ l i m F ( z ( n ) ) e - " k - l = ~ } .  

Zun/ichst leiten wir eine spieltheoretische Darstell.ung der Zufallsgesetze von 
exponentieller Ordnung her. Wir kntipfen dabei an das Spielmodell (in naivem 
Sinne) an, das in Kapitel 2 [22] erl~iutert wurde. 

Es sei X={xa,  x2, ..., xv}. Zu x i e X  sei Bi: X * - * R  + eine berechenbare be- 
schr/inkte Funktion. Sei z e X  ~ eine Zufallsfolge. Dann setzt der Spieler in der 
n + 1-ten Spielrunde, also nachdem z (n) bekannt ist, den Betrag Bi (z (n)) auf das 
Ereignis Z,+l= xi. Die Einsatzfunktionen Bi erzeugen dann zusammen mit dem 
Anfangsverm6gen V(A) eine Verm6gensfunktion V: X*-~ R gem/il3 der Formel: 

mit 

v(z(.+ 2))= viA) 
i=1 k=O 

ai(Zk+l)={P--11 sonst.falls Xi=Zk+ ~ 

V(z(n+ 1)) ist das Verm6gen nach der n+ 1-ten Spielrunde. Wir stellen an die 
Einsatzfunktionen keine weiteren Bedingungen, lassen also zu, dab V negative 
Werte annimmt. Der Gesamteinsatz E(z~... z,), den der Spieler in den ersten 
n+ 1 Spielrunden einsetzt, ergibt sich zu: 

E(z(.))= Bi(zlk)l 
i=1 k=0 

(6.1) Satz. Eine Folge zEX  ~ erfiillt genau dann alle Fastiiberallgesetze yon 
exponentieller Ordnung, wenn in jedem Spiel fiber z bei dem die Einsatzfunktionen 
berechenbar und beschri~nkt sind, das Verh~Itnis zwischen Verm6gen und Gesamt- 
einsatz gegen null strebt, sofern nur der mittlere Einsatz pro Spielrunde nicht 
beliebig klein wird. Das heiflt li_mm E (z (n)) n -~ > 0 impliziert lim V(z (n)) E (z (n))-i = O. 
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Der Satz drtickt unter anderem aus, wie unvorteilhaft ftir einen auf Gewinn 
spielenden Spieler auf die Dauer ein Spiel tiber einem Zufallsgenerator ist, der 
lediglich alle ZufaUsgesetze yon exponentieller Ordnung erfiillt. Denn die Rela- 
tion zwischen VermSgen und Gesamteinsatz wird ftir einen st~indig einsetzenden 
Spieler mit Sicherheit immer ungiinstiger. Als ersten Teil yon (6.1) beweisen wir: 

(6.2) Satz. V bzw. E seien als Verm6gensfunktionen bzw. als Gesamteinsatz yon 
beschrgmkten berechenbaren Einsatzfunktionen erzeugt. Es seien a, b > O. Dann wird 
durch 

91(a, b)= { z e X  ~176 [li_~_m E(z(n)) n - l >  a, 1Tfim lv(z(n)) E(z(n))-'[ > b} 

eine T-Nullmenge yon exponentieller Ordnung definiert. 

Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an, dab die Differenz der VermSgensfunktion 
durch �89 beschdinkt ist: ]A V(x)l<�89 (xeX*). Zu einer ganzen Zahl m e Z  ungleich 
null definieren wir eine Testfunktion F,~: X*--, R § wie folgt: 

Fro(A) = 1, 

F m (x 0 0 = F m (x) (l + m-1 A V(x o0). 
Es gilt dann: 

" ) Fm(z(n)):exp ( ~, ln(1 + m -1AV(z(i))) . 
\ i = 1  

Wir betrachten zun~ichst die Menge 

9l + (a, b)gf {zeX~~ [lim E(z(n))n-l> a, lim V(z(n)) E(z(n))-l> b}. 

Aus der Taylorentwicklung In (1 + x) = x - x2/2 + x 3/3 . . . .  folgt wegen I A V(x)[ __< �89 

n - 1  n - 1  

~oln(1 + m  -1AV(z(i+ 1)))-m -1 Z AV(z(i+ 1)) 
i i=0  

n - 1  n - 1  

"<In -2 y~, AV(z(i-I- 1))2=<m -2 2 -1 ~ IAV(z(i+ 1))] <m -2 2 -2 n. 
i = 0  i = 0  

Wghlt man nun m so, dab a b > m  -1 2 -2, dann folgt aus zE91+(a, b), dab 

n - 1  

lim n - l ~  ln(1 +m -1 AV(z(i+ 1)))__> m-11-~m V ( z ( n ) ) n - l - m  -2 2 .2 
i = 0  

m - t  lim V(z (n)) E (z (n)) -~ E (z (n)) n - '  - m -  2 2 -  2 
n 

=> m-1 lim V(z(n)) E(z(n)) -~ ~ E(z(n)) n - a -  m -2 2 -2 

>=m-l a b _ m - 2  2-2>O. 

Daraus folgt, dab es ein k e n  gibt so, dab 

lim Fm(z(n)) e - "k - l=  oo fiir alle ze91+(a, b). 
n 

Somit ist 91+(a, b) yon exponentieller Ordnung. 
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Analog zeigt man, dab es ein geeignetes negatives N e Z  und ein/~eN gibt, 
so dab fiir alle 

z e 91- (a, b) gf  {z eX~lli~mE (z (n)) n-a > a, lim V(z (n)) E (z (n)) -~ < - b} 
n n 

stets lira Fm(z(n)) e-"~-~ = oo erftillt ist. 

Weil die Vereinigung zweier T-Nullmengen von exponentieller Ordnung wie- 
der eine solche ist, folgt Satz (5.2). 

Um den Beweis von (6.1) zu vervollstiindigen, zeigen wit nun, dab sich um- 
gekehrt jede Nullmenge 9l exponentieller Ordnung in eine Nullmenge der obigen 
Form 91(a, b) einbetten l~il3t. 

(6.3) Satz. Zu einer T-Nullmenge 91 yon exponentieller Ordnung gibt es stets 
berechenbare, beschriinkte Einsatzfunktionen, sowie a, b > 0, so dafi fiir die erzeugte 
VermOgensfunktion V und den Gesamteinsatz E die folgende Inklusion gilt: 

9l c 91(a, b)~e {zeX~ ] lim E(z(n))n-~> a, l=~mlV(z(n)) E(z(n))-~l > b}. 

Beweis. Sei F eine T-Funktion. Wir betrachten zu keN:  

gf I lip F(z (n))e-"k = oo } 

Es genfigt, zu zeigen, dab sich 91~ auf obige Weise einbetten l~13t. Durch F(x)= 
ln(1 +F(x)) wird eine T-Funktion F definiert. Wie im Beweis zu (3.5) [10] gezeigt 
wurde, kann man zu F eine T-Funktion P konstruieren, so dab folgendes gilt: 

(i) P(x)>F(x) (xeX*), 

(ii) [APl ist beschr~inkt, 

(iii) p P(x)= ~_, P(x ~:) (xeX*). 

Nach Konstruktion gilt dann fiir alle ze91~: 

lira ln(F(z(n)) ~- ~)>= k - ~ 

und somit: 
lira F(z(n)) n -~ => k-  ~. 

n 

Wegen (iii) ist P eine VermSgensfunktion, und wegen (ii) kann man beschr/~nkte 
Einsatzfunktionen B~ finden, die P a l s  Verm6gensfunktion erzeugen. Diese Ein- 
satzfunktionen B~ kann man ferner so w~hlen, dab der erzeugte Gesamteinsatz 
E die Bedingung lim E (z(n))n-l> 0 erfiillt. Denn wenn man alle Einsatzfunktio- 

n 

nen B i gleichmSBig erhSht, 5ndert sich die erzeugte VermSgensfunktion nicht. 
Damit ist die Behauptung gezeigt. 

Wir geben nun eine ~quivalente Formulierung des Satzes (6.1) an, die erken- 
nen l~iBt, dab es sich bei den Zufallsgesetzen yon exponentieller Ordnung im 
wesentlichen um die Gesetze fiber die relative Grenzh/iufigkeit yon Ereignissen 
handelt. Zu ~, f l eX  bezeichnet 

rails 

sonst. 
2 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd- 16 



18 C . - P .  S c h n o r r :  

(6.4) Satz. Eine Folge z~X ~176 erfiillt genau dann alle Zufallsgesetze yon exponen- 
tieller Ordnung, wenn fiir jede beschriinkte, bereehenbare Funktion H: X*-+R +, 

tl 

fiir die lira n -1 ~ H(z(i))>O Gilt, die folgende Relation (R)f/ir alle ~ X  erfiillt ist. 
n i = 0  

n n - 1  

(R) lira (i~=oH(Z(i))6~,+,) (i~=oH(z(i))) =p-t.  

Bemerkung. Setzt man fiir H die konstante Funktion, die nut den Funktions- 
wert 1 annimmt, dann bedeutet (R) gerade, dab das Element e eX  mit der Grenz- 
h~iufigkeit p-~ in der Folge z vorkommt. 

Bemerkung. Auffallend ist die formale )~hnlichkeit der Folgen, welche alle 
Zufallsgesetze von exponentieller Ordnung erfiillen, zu den Folgen des entspre- 
chenden Kollektivs im v.Misesschen Sinne. Eine Folge zeX  ~176 gehSrt n~imlich 
genau dann zu dem Kollektiv mit den Grenzh~iufigkeiten p-~ (im yon Church 
[2] pr~izisierten Sinne), wenn fiir alle rekursiven Funktionen H: X * ~  {0, 1}, 

welche die Bedingung lim ~ H(z(i))= oo ftir alle zeX  ~ erfiillen, die Relation (R) 
fiir alle ~eX gilt. " i=1 

Der Beweis von (6.4) beruht auf dem Satz (6.1). Angenommen zeX  ~ erfiillt 
flit alle obigen H und alle c~eX die Relation (R). Wit zeigen, dab fiir beliebige 
berechenbare, beschr~inkte Einsatzfunktionen B~: X* ~ R  + (i= 1 . . . . .  p), welche 
die VermSgensfunktion V und den Gesamteinsatz E erzeugen, folgende Implika- 
tion gilt: 

lim E(z(n)) n - l > 0  ~ lirn V(z(n))E(z(n))-~=O. 

Eine Einsatzfunktion B~ allein genommen erzeugt eine VermSgensfunktion Vii: 

V~(z(n + 1))= ~ B~(z(k)) a~(Zk+O, V~(A)=O 
k = 0  

und einen Gesamteinsatz E~: 

k=O 

p P 

Wegen E = ~ Ei und V= ~. Vi + V(A) kann man die Behauptung reduzieren auf: 
i = 1  i = 1  

lim Ei(z(n))n-t>0 ~ lim V~(z(n))Ei(z(n))-l=O fiir i=  1 . . . . .  p. 
/1 n 

Wir nehmen nun an, dab lim E i(z(n)) n - l >  0. Nach Voraussetzung gilt dann: 

)(i lim B~(z(k))b:k+, B,(z(k) =p- '  (~eX). 
L \ k = O  \ k = 0  ! 

(1) 

Ferner gilt: 

(2) 
n - 1  n - 1  

Z x i  B,( Z 
k = 0  k = O  

X i ~ Z k + l  
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Aus (1) und (2) folgt: 

lim V~(z(n)) Ei(z(n)) -1 = ( p -  1 ) p - l _ ( p _  1 ) p - l = 0 .  
n 

Damit ist eine Richtung der Behauptung gezeigt. 

Nun nehmen wir umgekehrt an, dab z~X ~ fiir jedes Spiel fiber z die Aus- 
sage yon (6.1) erffillt. Es sei dann H: X*--*R + eine beliebige, beschr/inkte, 
berechenbare Funktion. Es ist zu zeigen: 

lim E (z (n)) n-1 > 0 =*, lim R i (z (n)) = p-1 ffir i=1  . . . . .  p. 

Dabei benutzen wir folgende Bezeichnungen: 

n - 1  n - 1  

E(z(n))= E H(z(k)), R~(z(n))= E H(z(k))6"~,+~ E(z(n)) -a 
k = O  k = O  

Wir betrachten die Verm6gensfunktion Vi, die jeweils v o n d e r  Einsatzfunktion 
Bz = H allein erzeugt wird: 

n - - 1  

V~(z(n))= 2 H(z(k))a~(zk+O" 
k = 0  

Die erzeugte Gesamteinsatzfunktion Ei ist jeweils mit E identisch. Wir nehmen 
nun an, dab lim E(z(n))n-l>0. Dann gilt nach Voraussetzung ffir festes i: 

n 

Ii  1 0 =  lim H(z(k)) ai(Zk+l) E(z(n)) -1 
Lk=  0 J 

= lim [(p - 1) R i (z (n))- Z Rj (z (n))] 
j ~ i  

P 

= lim [p Ri(z(n))- 2 Rj(z(n))] 
n j = l  

= p lim [Ri (z (n)) - p -  i] .  

Denn es gilt: •Rj(z(n))=l. Es folgt also" limRi(z(n))=p 1 q.e.d. 
j = l  rt 

Zum Abschlui3 bemerken wir noch, dab sich eine Implikation im Satz (6.1) 
erweitern l~Bt. Es gilt n~imlich: 

(6.5) Satz. Es sei z~X ~ eine ideale Zufallsfolge i.S. yon (3.2) [10]. Dann gilt in 
jedem Spiel fiber z, bei dem die Einsatzfunktionen berechenbar und beschriinkt sind, 
ffir das Verhfiltnis zwischen Vermggen V und Gesamteinsatz E: 

lim V(z (n)) E (z (n))-I = 0, 
n 

sofern nur klim E(z(n))= 0o erfiillt ist. 

2* 
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Mit der gleichen Argumentation wie beim Beweis von Satz (6.4) kann man 
daraus folgendes Korollar ableiten: 

(6.6) Korollar. Es sei z e X  ~ eine ideale Zufallsfolge i.S. yon (3.2) [10]. Dann folgt 
n 

fiir jede bereehenbare, beschriinkte Funktion H: X*--+ R +,fiir die klim 2 H(z(i)) = oo 
erfiillt ist, die Relation: " i= o 

Zum Beweis zu (6.5) geht man zun~ichst wie beim Beweis von (6.2) vor. Es 
seien die Testfunktionen F,, wie im Beweis zu (6.2) definiert. Wir betrachten die 
dort abgeleitete Rela t ion 

n - 1  n - 1  

=~o In (1 + m-l  A V(z (i + 1)))- m-X ~ A V(z (i + 1)) 
i i = 0  

n- -1  

< m  -2 2-1 ~. IAV(z(i+ 1)) I . 
i = 0  

Zu a > 0 zeigen wir, dab durch 

9l + (a) gf  { z~X  ~ Iklim E(z(n))= oo, lira V(z(n)) E (z(n))- 1 > a} 

eine T-Nullmenge definiert wird. 

Man w~ihle m so groB, dab a > m - '  2 -1 p-l ,  dann gilt fiir jedes ze91+(a): 

n - 1  n - 1  

ln(1 +m -1 dV(z( i+ 1)))> m -1 V(z(n))-m -2 2 -1 2 IdV(z( i+ 1))1" 
i = 0  i = 0  

Dies impliziert: 

n--1  

lim ~ ln(1 + m - '  AV(z(i+ 1))) 
n i = 0  

>m-lr~m V(z(n))E(z(n)) - 1E( z (n ) ) -m  - 1 2 - 1 2  laV(z(i+ 1) 
i = 0  

> lim [a E (z (n)) - m-* 2 -1 p -1 E (z (n))] m- 1. 

Wegen a > m  -1 2 -1 p - ,  und klim E(z(n))= oo folgt dann: 

n--1  

klim Z ln(1 +m -1AV(z( i+ 1)))= oo. 
n i = 0  

Nach Definition yon F,, heil3t das: klim Fm(z(n))= ~ .  Somit gilt: 91+ (a)~ 91Fro. 

In analoger Weise zeigt man, dab es zu a > 0  ein geeignetes negatives ~ e Z  
gibt, so dab die durch 

91--(a)~f ( z e X  ~176 [klim E(z(n))= 0% lim_m V(z(n)) E(z(n))-l < - a} 

definierte Menge 91-(a) in der yon F~ erzeugten T-Nullmenge 91F~ enthalten ist. 
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