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Marches aléatoires sur le groupe des déplacements de R

B. Roynette

Summary. We intend to prove here that under a moment condition the potential of an aperiodic
random walk of the group of Euclidian motions in R?, 4= 3 tends to zero at infinity, at a speed which
we shall give.

Résumé. Nous nous proposons de prouver ici que le potentiel d’'une marche aléatoire apériodique
sur le groupe des déplacements de R, pour d =3, et sous une condition de moments, tend vers zéro
a I'infini, avec une vitesse que nous préciserons.

Introduction et Notations

Soit G, le groupe des déplacements de R%. G, est un groupe de Lie connexe
égal au produit semi-direct de SO(d) x, R% ot SO(d) est la composante connexe
du groupe orthogonal de IRY, et o 'homomorphisme ¢ est donné par I'action
naturelle de SO(d) sur R%: ¢(v)(A)=v- A(veSO(d), icRY). Tout élément g de G,
sera noté (v, 4) (ou encore (v(g), A(g)) avec veSO(d) et AeRY). Si AcRY, |A| désignera
la norme euclidienne de J, et ¢ sera la mesure de Haar normalisée de SO(d). Les
eléments du groupe G,, ainsi que ceux de SO(d) et de R, seront désignés par des
lettres minuscules. Soit (2, <, P) un espace de probabilité et (U, Y), (U,, Y,), ...,
(U, Y,)... une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur Q, & valeurs
dans G, et de méme loi u. (avec Uj de loi v, & valeurs dans SO(d) et Y; a valeurs dans
R?). Pour g=(v, )€ G,, soit Z& la marche aléatoire droite de loi y partant de
(v, 4) & l'instant 0, ie: ZE=(v, 1)- (U,, Yy) - --- - (U,, Y,). Bien siir, vu la forme de la
multiplication dans G,, on a:

ZE=@-U;- U, - U, X¥)

Xe=A+to-Y+v- U - Yo+ +o-U-U,...U,_;- ¥,.
Dans ce qui suit, les variables aléatoires seront notées par des lettres majuscules.

Si h: G;— IR est une fonction positive, nous noterons VA son potentiel, C’est
a dire:

Vh(v, )= Vh(g)=E (f h(zg)) = 3 e, ut(h)
‘=0 n=0

(ou geG, et on ¢, est la masse de Dirac au point g).
Nous ferons dans cet article les deux hypothéses suivantes:
H; : 11 existe >0 tel que la mesure u admette un moment d’ordre 2 -+,

ie: J12()P*° pldg) < +oo.
Ga
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H,: La mesure p est apériodique, c’est 4 dire que le plus petit sous-groupe
fermé contenant le support de p est G, tout entier (remarquons que cette hypothése
implique que v est apériodique).

Sous ces hypothéses, on sait d’aprés Crépel (2) que la marche de loi p est
récurrente sur G,. Aussi la question du comportement a linfini du potentiel
ne se pose pas dans ce cas. C’est pourquoi nous supposerons d=3 dans tout ce
qui suit. Le but de ce papier est de prouver le théoréme suivant:

Théoréme 1. Nous supposons d=3, et les hypothéses H, et H, réalisées. 1l
existe une constante o.>0 telle que, pour toute h positive bornée et d support compact,
il existe une constante C telle que:

[Vh(v, )| £ pour |A| assez grand.

C
A
Nous préciserons au cours de la démonstration comment peut &tre choisie la

constante o en fonction de § et de d.

Démonstration du théoréme 1. Nous aurons besoin de quelques lemmes, que
nous allons déja établir.

Un lemme préliminaire. Fixons d’abord quelques notations. Dans ce qui suit,
f désignera la fonction de R?~(0) dans IR définie par
1

(Gt xR

fx, %, .., x)=1

Sip=0, B, sera la boule de R? de centre O et de rayon p, et S, la sphere de centre
0 et de rayon p. Si A est une matrice dxd a coefficients réels, nous noterons
|A|=d sup |A;, et nous désignerons par I, la matrice unit¢ de dimension d.

igi,js

=n . r . Y
Si M est une variable aléatoire 4 valeurs dans IR? ayant des moments d’ordre 2,
K, sera sa matrice de covariance.

Lemme 1. Soit X une variable aléatoire centrée, d valeurs dans RY, avec d=3.

Supposons qu’il existe >0 tel que E | X|**°< +o0. Alors, il existe oc<—2——, £>0,
p1 et po>0 tels que, si | Ky — 1|l <s, et si x¢B,, on ait:

E(b(x +X))=b(x)
ol b(x)=sup{f(x), ¢ 1y, } (¢ étant la valeur de f sur 5,,). ‘

Démonstration. Nous allons procéder en plusieurs étapes.

1. Ici h désigne un élément de RY de composantes hy, ..., h;. Pour tout >0,
le développement en série de Mac Laurin suivant est convergent, si |h|<p' ™%,
x€eS,, et si p est assez grand:

d d 32
(D) fx+m)=f(x)+ Y h; of (%) +—;— Zlhihj / (%) 4o
fae

Fx— i j= axi 6XJ

11 suffit, pour prouver ceci, de montrer que le reste de Taylor a l'ordre n tend
vers 0 quand n— c0. Sous les hypothéses indiquées, il n’est pas difficile de voir

. 1 .
que ce reste est majore par Cf —; -, et tend donc vers 0 si p est assez grand.
I’
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2. Nous supposons ici que la loi de X est & support compact et que Ky=1,.
Dans ces conditions, il existe un p’ tel que le support de la loi de X soit inclus dans
B,-s. Aussi, pour x en dehors d’'un compact, pouvons nous substituer X a h
dans (D). On obtient:

of 1 ¢ *f
flx+X)= +ZX, e (x )+—i—i’jz=1X,.XjW(x)+...

ol X; est la i-éme composante de X. Faisant la somme terme a terme des espérances
de cette expression (ce qui se justifie sans peine, X étant bornée), on a:

d a d 2
B +X)=f00 + £ EX) 5 (9 4 3 B X5 (9 +

Puisque X est centrée et de matrice de covariance égale a I, on a:
E(fx+X)=1(x)+34 (x)+ .
Le calcul des dérivées successives de f prouve alors que, pour xe€S,:

d—2@+1) 2C . d=2
4f(x)=2a THEE =(2)1im, avec C,>0sia< 3

D’autre part, les termes d’ordre supérieur 4 2 dans le développement précédent

1
sont de la forme PEET & (p) ou &(p) —==— 0.

PG

On a donc finalement, si xeS,:
C,
E(f(x+X))=f(x) + oEal pour p assez grand.
3. Nous supposons toujours que le support de la loi de X est compact, mais

la matrice de covariance Ky n’est plus égale 4 I,. Le calcul précédent reste juste,
a condition de remplacer I'opérateur 4 par I'opérateur

n 82
L= EX, - X)———o.
Pui ,-,]Z:I (X;- X)) 0x; 0x;
uisque, pour
2C,
X€S,, 4f(x)= ( 2)1+zz

avec C,>0, il est clair qu'il existe ¢>0 tel que si [|Ky—1I;| <e alors Lf(x)=
2C:
7 2)1-2|—a (avec C3>0 et xeS,). En conclusion, sous les hypothéses précédentes,

il existe ¢>0 tel que si [|[Ky—1I,[l<e, alors il existe C,>0 tel que, pour xeS,:

E(f(x+X)2f(x) +@%7 (p assez grand).

4. Nous ne supposons plus que le support de la loi de X est compact, mais
nous supposons que | Ky — 1| <&/2, oul ¢ a été choisi précédemment. Soit p assez
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grand pour que la matrice de covariance Ky, de la v.a X ,= X - |y < -5 satisfasse
a | Ky, —I,|| <& Remplagant, comme dans Ialinéa 2, h par X dans (D) si |X|<p'~*,
et prenant I'espérance, on a, pour x€S,:

E(f(x +X); | XISp' P)zf(x) P{X|<p' 7}
d . 1_py 20X C,
LB XI=p D) s T

Compte-tenu du fait que X; est centrée et que E(|X|**%)< +o0, on a, pour X€S,:

20 x; 20
()" |§ p2e+1 |E(X:; 1X]>p" )|

[EX; 1XI<p'F)

20 C§
p2a+1
< 20 Cy 1

=" Za+1 5 _Bs "
P 1=B+3-7%

P{X|>p'~F}2 d’aprés I'inégalité de Schwarz

- . 0 0 .
Si f§ a été choisi suffisamment petit pour que —2—> B +ﬁ7, on en déduit alors

éE(X,-;IXKpl )i o )m &2(p) 00 & (p) 555 0.
D’ot, pour p assez grand:

E(f(x+X); 1XISp" )2 f ()~ f(x) P{IX]>p'" ”}+(p2)1+u-
Du fait que f(x) —==~ 1 et puisque:

_ Cs
P{X|>p' %} §—p(2+57§:§)‘

on en déduit que, si o a été choisi assez petit pour que 2 +5—-2—f5>2+2a
E{f(x +X);|X|<p*" %} = f(x) pour x€eS, et p assez grand. Le lemme 1 est alors
démontré, puisque:

E{b(x+X)}ZE{f(x +X);|X|=p"*} 2 f(x)=b(x)
si xeS, et si p = p, (ol le p, servant a définir la fonction b est choisi arbitrairement,
et ol p; dépend de p,).

Remarque. Le choix de o dépend de J, mais il suffit que 6 >d—2 pour que «
d—2
2

Lemme 2. Soit v une mesure de probabilité apériodique sur le groupe SO(d),
pour d = 3. Alors v*¥" converge vaguement vers la mesure de Haar o de SO(d) quand
n tend vers linfini.

puisse étre choisi aussi proche que 'on veut de

Démonstration. D’aprés Collins (1), il suffit de prouver que le support de v n’est
inclus dans aucune partie de la forme g. H, ou geSO(d) et ou H est un sous groupe
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ferme distingué propre de SO(d). Soit so(d) I'algébre de Lie du groupe SO(d),
et so(d, €) sa complexifiée. Nous savons (voir par exemple (3), p. IL 6 et 7) que
so (d, ©) est une algebre de Lie simple pour d >3, sauf pour d=4. En conséquence,
pour tout d 23, d+4, I'algebre de Lie so(d) est simple. Nous allons distinguer deux
cas:

1. d+4. Supposons que (suppv)cg- H, ou H est un sous groupe distingué
fermé propre de SO(d). Soit H, la composante connexe de H. Puisque H est
distingué, la sous-algébre de Lie de so(d) correspondant & H, est un idéal, et
puisque H est propre et so(d) simple, cet idéal est nul. H est donc discret, et central.

On a donc: (supp v)cg- Z, ol Z est le centre de SO(d). Dans ces conditions,
puisque v est apériodique, g. Z engendre topologiquement SO(d), ce qui est absurde,
puisque SO(d) serait alors abélien.

2. d=4. Soit §3x 83— SO(4) le revétement universel de SO4) (S; est le
groupe des quaternions de norme 1). Le noyau de I7 est formé de deux éléments.
Il est clair qu’il existe une mesure de probabilité unique v sur S; x S5 telle que
I1(%)=v et telle que 7(0) =1 v(0) si O est un ouvert de S 3 X S3 en homéomorphisme
par II avec 0. Si on suppose v apériodique et (supp v)cg. H, avec H distingué,
fermé, propre, on voit sans peine que (supp ¥) =g - H avec H distingué, fermé, propre,
et I1(g)=g. De plus ¥ est apériodique. Il reste donc a prouver que cette assertion
est absurde. La composante connexe H, de H a une algébre de Lie qui est un idéal.
Or l'algébre de Lie S3 x S5 est s0(3) @so(3). Cet idéal est donc (so(3),0), (0, so(3))
ou (0, 0). Le groupe H, est donc (S5, ¢), (e, §3) ou (e, e). Examinons déja le premier
cas. Dans ces conditions H est de la forme S, x I] ou I' est un sous groupe distingué
discret, et donc central de S3. On en déduit que (supp V)=S; x g, - Z, ot Z est le
centre de S, et ou g,€S;. Puisque 7 est apériodique, g, - Z engendre topologique-
ment S, ce qui est absurde (S, serait abélien).

Les deux autres cas se traitent de la méme fagon.

Il va de soi quon peut remplacer la marche de pas (Ui, ¥;) par la marche
de pas (U}, Y;), ol ¢ est un automorphisme intérieur du groupe G, sans rien
changer au résultat annoncé. Remarquons en effet qu’'un automorphisme intérieur
ne change pas le comportement a I'infini de la norme de la composante sur R,
puisque si (v, )(w, (v, )~ =@wo™ !, L +vu—vwo~1 ) alors

A top—owo™ Al 3, lpl.

Nous allons prouver qu’on peut supposer E(Y;)=0, quitte 4 remplacer la marche
initiale par son image par un automorphisme intérieur bien choisi

Lemme 3. 11 existe un automorphisme intérieur du groupe G, par un élément
(v, 4) bien choisi tel que, si o (Uy, Y,)=(U], Y{), alors E(Y;)=0.

Démonstration. Puisque (v, /)" '=(v"", —p~*1), on a:
(Ua l)(Uls Yl)(va /1)_1 :(U ' (-]1 ) v_l’ Ao le _UUI U—l }')
Onadonc ¥Y=A+4+vY, —vU, v~ A Soit:

E(Y))=4+v E(Y,)~0v E(U;) v=* 1.
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Il nous faut donc prouver qu’il existe v et A tels que E(Y})=0, soit:
v (I~ E(U) v~ 1A= ~ E(Y).

1l est clair quil suffit alors de prouver que dét (v='(l,—v E(U;)v™"))#0. Or,
dét(v™" - (I;—v E(Uy) v 1)) =dét(I,— E(Uy)). Si cette quantité &tait nulle, 1 serait
valeur propre de la matrice E(U,). Il existerait donc un vecteur y de R% de norme 1,

tel que:
d E(Uy)-y=E(U; - 9)=7.

Or, le vecteur Uj -y appartient 4 la sphére unité de RY. Cette derniére étant stricte-
ment convexe, on en déduit que U, - y =y presque siirement, et donc que la mesure v
ne change que le sous groupe d’isotropic de 7y, sous groupe isomorphe a SO(d —1),
ce qui est absurde, v étant apériodique.
En vertu de ce lemme, nous supposerons dans tout ce qui suit E(Y;)=0.
1
—1/7{1) 4 Y1 +v U]_ Y2 ekl oV U1 Uk~1 Yk}

La variable aléatoire M; est centrée pour tout k et sa matrice de covariance tend
vers 0 - I; quand k — oo (6> 0). La convergence est uniforme en v.

Lemme 4. Soit veSO(d), et M=

Démonstration. Soit %, la ¢-algébre engendrée par (U, 1), (U,, Y3) ..., (U,, Y,).
Nous avons, pour tout n, E(wU, ... U,- Y, )=E@U, ... U,- E**Y, ;)=0 car
Y,, est indépendante de &, et centrée, ce qui prouve que M; est centrée pour
tout k.

D’autre part, pour p>0et 1 <i, j<d, on a:

E{v- Uy U, ... Uy Y pq)i 00 - Un+p' Y;l+p+1)j}
=E{(UU1 UnY;1+1)i'(UU1 Un+pE§"+p Yn+p+1)j}=0-

Supposons maintenant que v est I'élément neutre e de SO(d), et notons
Ky la matrice de convariance de Y,, et K, celle de U; ... U, Y, ;. Un calcul simple
prouve alors que:

K,= | gKyg'das,(g), olog,estlaloidel;...U,.
S0(a)
D’aprés le lemme 2, o, converge vaguement vers la mesure de Haar ¢ de SO(d).

Donc:
K, = f gKyg'do(g)=K.
SO(d)

Comme il est clair que wkw™!'=K pour tout weSO(d), la matrice K commute

aux ¢léments de SO(d), et est donc scalaire. Elle est d’autre part strictement
définie positive, car la relation y'Ky=0 (yeRR? implique y'g' Kygy=0 pour
tout geSO(d), et donc y*Kyy' =0 pour tout y'elR? soit donc K, =0 et Y=0
puisque Y est centrée, ce qui est absurde, p étant apériodique. La matrice K est
donc de la forme 61;, avec 6>0. On en déduit alors
1 k
KM§=7{‘Z K, ==z 01,

=1
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Enfin, st veSO(d), et si K} est la matrice de covariance delav-av-U; ... U Y, 4,
on a: K'— oK, of
POR K= 01) = 0K, 00T,
= |o(K,—01) v'[ < o]l | K, ~ 0 L]
S| Ky~ 0Ll ==z 0

n— oo

uniformément en v, et cela achéve la preuve du lemma 4.

Nous appellerons marche alétoire de pas (U, Y;)-(U,, o) - (U, 1) la
marche alétoire Z2,(n=0). Nous noterons V* le potentiel de cette marche. Si A
est positive & support compact, on a donc:

oG

VEh(o, )= Y 60w =E (3 h(Zi0)
nz0 n=0

Lemme 5. 1] existe un k tel que la conclusion du théoréme 1 soit vraie pour

la marche de pas (Uy, Y)-(U,, Ys) - -+ - (U, Y), ie, pour toute h positive bornée a

support compact

C

VEh(v, )| < ﬂl% pour A en dehors d'un compact .

Démonstration. 1. Soit ¢>0 choisi comme dans le lemme 1. D’aprés le lemme 4,
il existe un k tel que
! d Ik, ~Ll<e
Fixons ce k. ‘

D’autre part, puisque pour tout aeR% l'application ,: G,— G, définie par
o,(v, 1)=(v, al) est un automorphisme de G,, on ne change rien en remplagant
I’étude de la marche de pas

(Uu Y1)'(U2» Yz)' ‘(Uk, Yk)Z(U1 Uz Uk: Y1 +U1 Yz +ee +U1 Uk—l Yk)

par la marche de pas

1
V) =(U o o e (5 + G Yy Gy U )

V 0k
Aussi est-ce pour cette derniere marche que nous allons établir 1a conclusion
du lemme 5. Remarquons que Y’ est centrée et |Ky. —I,| <e.
2. Soit (U], Yi), (U3,Y,), ..., (U,, Y,), ... une suite de v-a indépendantes et de
méme loi que (U, Y’). Soit, si g=(v, A)eG,,
Xf=A+v¥ +olU] Y, +---+oU ... U]_, Y,.

Fixons » un instant, et supposons que les v - a (U], Y;) soient définies sur un espace
de probabilité produit @, x£,, les (U/,Y') (i<n) étant définies sur Q, et
(Uis1s Yop1) sur ,. On a:

X4 101, 03)=XE () +o- U ... Uwy) ¥, (@) (0 €2, 0,€02,).

Draprés le lemme 4 et le choix de Y, la matrice de covariance de la v - a centrée
w,—=vU ... U(w) Y, {w,) est, pour tout v et tout w,, proche de I, 4 moins de
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& prés. D’aprés le lemme 1, il existe donc un compact KeR? tel que, si X,¢(w,)¢K,
on ait: , )
sz (b (Xng-i—l (wl > 0)2))) ;_ b (Xng ((1)1))

ot le symbole espérance dans le terme de gauche de I'inégalité est pris par rapport
4 ,, a w, fixé. Soit maintenant T# le temps d’entrée dans K de la suite de v- a X%,

e Te=inf{n; XfeK}; (g=(0, )eG,, A¢K)
et soit %, la g-algébre engendrée par (U;, Y{), (U,, Y3), ..., (U), Y). Si Ac %/, on a:
Eo, {14(@1) Eo, (b(X25 1 (0, 02)); TE(@))> 1}
. 2E, {140 b(X;5(y)); TE(wy)>n}.
ot E{Ly- bOGA )3 TE>my ZE{L, - b(GA): TE>n).

Il en résulte alors immédiatement que la suite de v-a b(X,8, Tlg() est une sous-
martingale par rapport 4 la famille de tribus %,

3) De cela, on déduit que, pour tout n, si A¢K (avec g=(v, /1))
E(b(X;5 1) 2b(1).
D’ou: *
b(A)ZE{b(X.f); n =T} +E{b(X); n>T¢}
b étant majorée par 1, on a:
b(A)SP{n< T} +E P{n>T§}
ou £ est le sup des valeurs prises par b sur K, (et donc & < 1). Faisant tendre vers n

I'infini, on a:
infini, on a b()<1~P{Tf< oo} +& P{T<0}.

Supposons maintenant 4 assez grand pour que b(1)=f(4)=1 BRTEEE ona:
P{T{*< +o0} é—lll—lw—zg'

Soit maintenant K'=S0(d) x K un compact de G,. On a alors:
P{TR*< +oo} S

ou TZ* est le temps d’entrée dans K’ de la marche de pas (U’, Y’) partant de (v, 1)
a Plinstant 0. Passer de cette derniére relation a la conclusion du lemme 5 est
alors classique.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théoréme 1. Soit h
une fonction positive bornée 4 support compact dans G,;. D’aprés le lemme 5,
il existe k, C, et o tels que:

IV hio, DI S5

) o |A]2e
Mais on a bien siir:

Vh(U, j‘)=(80,1 +‘c‘v,l ® YLt +£v,}. % H*k_l) 1433
=&,,2 *N(V*h)
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ou la mesure n=g¢, +u +p*? +-.- +p**~! admet comme p un moment d’ordre
2 +6. On a donc:

Vh(v, )= [ V*h((v,)- g) dn(g)

Ga
Vih(w, D)-g)dn(@)+ | VEh((w,2)-g)dn(g).

-

H(g)léj [2(g)| <5

>~

Le second terme de cette expression est, pour 4 assez grand, d’aprés le lemme 5,

C . . , i
—)327. Le premier terme, la fonction V*h étant bornée, est plus

2

plus petit que

. C . . .
petit que Cy, | R dn(g)g—wzlﬁ. Finalement, st 2 +6>2«, on en déduit:
2@i>5

C12
Vhiv, )| <——=.
[ ( )| | ).|2(1
Remarque. En examinant précisément les contraintes imposées aux différentes
constantes, on voit sans peine que o peut étre choisi arbitrairement proche de
(d—2)no
3 .
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