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Marches al6atoires sur le groupe des d6placements de IR a 

B. Roynette 

Summary. We intend to prove here that under a moment condition the potential of an aperiodic 
random walk of the group of Euclidian motions in N d, d > 3  tends to zero at infinity, at a speed which 
we shall give. 

R~sumd. Nous nous proposons de prouver ici que le potentiel d'une marche al6atoire ap6riodique 
sur le groupe des d6placements de P,a, pour d>3, et sous une condition de moments, tend vers z6ro 
/t l'infini, avec une vitesse que nous pr6ciserons. 

Introduction et Notations 

Soit Gale groupe des d6placements de IRa. Ga est un groupe de Lie connexe 
6gal au produit semi-direct de SO(d) xr ]R a, oti SO(d) est la composante connexe 
du groupe orthogonal de Na, et oti l 'homomorphisme r est donn6 par Faction 
naturelle de SO(d) sur IRa: r 2elRa). Tout 616ment g de Ga 
sera not6 (v, 2) (ou encore (v(g), 2(g)) avec veSO(d) et 2 elRa). Si 2elR a, 12[ d&ignera 
la norme euclidienne de 2, et o- sera la mesure de Haar normalis6e de SO(d). Les 
616ments du groupe Ga, ainsi que ceux de SO(d) et de IR a, seront d6sign6s par des 
lettres minuscules. Soit (O, s / ,  P) un espace de probabilit6 et (Ua, Y~), (Uz, Yz) . . . . .  
(U n, Y,)... une suite de variables al6atoires ind6pendantes, d6finies sur f2,/t valeurs 
dans Ga et de m~me loi/z. (avec U/de loi v,/t valeurs dans SO (d) et Y~/t valeurs dans 
lRa). Pour g=(v, 2)eGa, soit Z, g la marche al6atoire droite de loi/~ partant de 
(v, 2)/t l'instant 0, ie: Z~=(v,  2). (U1, Y1) . . . . .  (U,, Y,). Bien stir, vu la forme de la 
multiplication dans Ga, on a: 

z~ = (v. v , .  ag . . . . .  E ,  xg) 
off 

x~,=,l +v. ~ +v. u~. Y2 + ' "  +v.  vl . a2.. .  E _ ,  . ~ .  

Dans ce qui suit, les variables ai6atoires seront not6es par des lettres majuscules. 

Si h: G d--~ IR est une fonction positive, nous noterons Vh son potentiel, c'est 
/t dire: 

Vh(v, 2)= Vh(g)=E h(Z~,) = eg �9 #*"(h) 
= n=O 

(off g~G d et oti eg est la masse de Dirac au point g). 

Nous ferons darts cet article les deux hypoth6ses suivantes: 

H~ : I1 existe 6 > 0 tel que la mesure # admette un moment d'ordre 2 +6, 

ie: ~ [2(g)12+~ #(dg)< +oo. 
Ga 
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H2: La mesure # est ap6riodique, c'est ~ dire que le plus petit sous-groupe 
ferm6 contenant le support de # est Gd tout entier (remarquons que cette hypoth6se 
implique que vest  ap6riodique). 

Sous ces hypoth6ses, on sait d'apr6s Cr6pel (2) que la marche de loi # est 
r6currente sur G2. Aussi la question du comportement ~ l'infini du potentiel 
ne se pose pas darts ce cas. C'est pourquoi nous supposerons d > 3  dans tout ce 
qui suit. Le but de ce papier est de prouver le th6or6me suivant: 

Th6or6me 1. Nous supposons d> 3, et les hypoth&es H 1 et H 2 rOalis&s. II 
existe une constante ct > 0 telle que, pour toute h positive born& et d support compact, 
il existe une constante C telle que : 

C 
[Vh(v, 2)[< [,~[2a pour 12l assez grand. 

Nous pr6ciserons au cours de la d6monstration comment peut 6tre choisie la 
constante e en fonction de 6 et de d. 

DEmonstration du th~or~me 1. Nous aurons besoin de quelques lemmes, que 
nous allons d6j~ 6tablir. 

Un lemme prdliminaire. Fixons d'abord quelques notations. Dans ce qui suit, 
f d6signera la fonction de IR d \ (0) dans IR d6finie par 

1 
f ( x l ,  x2 . . . .  , xd)= 1 (x~ +x2 z +.. .  +x2) "" 

Si p>0 ,  Bp sera la boule de ~d de centre 0 et de rayon p, et Sp la sphere de centre 
0 et de rayon p. Si A est une matrice dxd ~ coefficients r6els, nous noterons 
IlAIl=d sup [AijI, et nous d6signerons par Id la matrice unit6 de dimension d. 

l~i , j<n 
Si M est une variable al6atoire ~ valeurs dans IR d ayant des moments d'ordre 2, 
KM sera sa matrice de covariance. 

Lemme 1. Soit X une variable al~atoire centrEe, d valeurs dans IR d, avec d>=3. 
d - 2  

Supposons qu'il existe 3 > 0  tel que E [X[2+6< -}-(7)0. Alors, il existe ~ < ~ - - ,  g>0, 
Plet  p o > 0  tels que, si j]Kx--Id]] <e, et si xCBp~ on air: 

E(b(x +X))>_b(x) 

off b (x)= sup { f(x), ~. 1~,o} (~ Etant la valeur de f sur Soo). 

DEmonstration. Nous allons proc6der en plusieurs 6tapes. 

1. Ici h d6signe un 616ment de Na, de composantes h~ . . . . .  he. Pour tout fl > 0, 
le d6veloppement en s6rie de Mac Laurin suivant est convergent, si I h I <p l -P ,  
x 6 Sp, et s ip  est assez grand: 

~ f  1 
(D) f ( x  +h)=f(x)  + ~ hl ~ x  (x) + - -  ~ hi hj c~2f 

i=1 2 i,.i=l Oxi a x e - -  7" (x) + ' " .  

I1 suffit, pour prouver ceci, de montrer que le reste de Taylor ~t l'ordre n tend 
vers 0 quand n--+ oo. Sons les hypoth6ses indiqu6es, il n'est pas difficile de voir 

1 
que ce reste est major6 par C~ ~ ,  et tend donc vers 0 sip est assez grand. 
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2. Nous supposons ici que la loi de X est fi support compact et que K x = I a. 
Dans ces conditions, il existe un p' tel que le support de la loi de X soit inclus dans 
B(v,), e. Aussi, pour x en dehors d'un compact, pouvons nous substituer X / t  h 
dans (D). On obtient: 

f ( x  +X)=f(x)  + ~ X, U 1 d a2f 
(x) +--  Y~ x~ X j - -  (x) +... 

2 ~,~= ~x i ~xj i= 1 

off Xi est la i-6me composante de X. Faisant la somme terme ~ terme des esp6rances 
de cette expression (ce qui se justifie sans peine, X 6tant born6e), on a: 

a f 1 a ~2 f  , ,  
E(f (x  +X))=f(x) + E E(Xi) #x, (x) +-o-~. J=E1E(X'" Xj) c ~  tx) +'".  

i=1 , = 

Puisque X est centr6e et de matrice de covariance 6gale h I a, on a: 

E(f(x + X)) = f(x)+ �89 A f(x) +....  

Le calcul des d6riv6es successives de f prouve alors que, pour xeSv: 

d - 2 ( ~  +1) 2C2 d - 2  
Af(x)=2c~ (p2)1+= = (p2)1+~ , avec C2>0 s i ~ < ~  

D'autre part, les termes d'ordre sup6rieur ~ 2 dans le d6veloppement prdc6dent 
1 

sont de la forme (p2)~+~- el(p) off sl(p) ~ 0. 

On a donc finalement, si xeSp: 

C3 
E(f (x  +X))> f(x) + (p2)1+;- pour p assez grand. 

3. Nous supposons toujours que le support de la loi de X est compact, mais 
la matrice de covariance Kx n'est plus 6gale/t la. Le calcul pr6cddent reste juste, 

condition de remplacer l'op6rateur A par l'op6rateur 

L= y, E(x, .  x~) 
O2 

i , j = l  ~ X  i ~ X j  
Puisque, pour 

2 C 2 
xeSp, Af(x)= (p2)1+~ 

avec C2>0, il est clair qu'il existe e>0  tel que si l[Kx--lall<E, alors Lf(x)> 
2C~ 

(p2)1+= (avec C~ >0  et xeSp). En conclusion, sous les hypoth6ses pr6c6dentes, 

il existe e>0  tel que si I[Kx-Idl[ <e, alors il existe C4>0 tel que, pour xeSo: 

C4 
E(f (x  +X))> f(x) -~ (p2), +~ (p assez grand). 

4. Nous ne supposons plus que le support de la loi de X est compact, mais 
nous supposons que ItKx-lal I <e/2, off e a 6t6 choisi pr6c6demment. Soit p assez 
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grand pour que la matrice de covariance Kxp de la v.a Xp = X.  llx I <pl-~ satisfasse 
E[Kxp-Idll <e. Remplar comme dans l'alin6a 2, h par X dans (D) si Ixl _-< pa-~, 

et prenant l'esp6rance, on a, pour xeSo: 

E ( f ( x  +X); IX] <= pl-  p)_~f(x) P {IXl _-< pX-/~} 

a 2 ~ xi C4 
+YE(X,;,=, IXl<p '-p) (p2),+= ~(p2),+=. 

Compte-tenu du fait que Xi est centr6e et que E(IXI2+a)< +0% on a, pour xeSo: 

a p 2 e x i  ,<  2 e  
]E(X,; IXl =<p - ) ~  I----p~vv ]E(X,; IXI > p'-~)] 

2e C~ p1-~}1/2 < p~Tgr- P {IXI > d'apr6s l'in6galit6 de Schwarz 

2e C~ 1 
p2~+1 1-/~4 g ~ 

P 
o+/~a Si fl a 6t6 choisi suffisamment petit pour que ~ - >  # ~ - ,  on en d6duit alors 

a C6 Y, E(x,;Ix[__< pl- P) __< ( 7 ~  ~ (p) o~ ~ ( p ) ~  0. 
i=1 

D'ofi, pour p assez grand: 

E ( f ( x  +X); IX] =< pl-  t~) >f(x )  - f ( x )  P {IXI > p l -  fl} _~ _ _  
C7 
2)1+ ~t " 

Du fait que f (x )  ~ 1 et puisque: 

C8 
P{IX[ >p l - / / }  ~ p(Z+6)(1-p) 

on en d6duit que, s i e  a 6t6 choisi assez petit pour que 2 + 6 - 2 f l - f 1 6 > 2  +2e  
E { f ( x  +X); [X[ < pl-~} >f(x)  pour x ES o et p assez grand. Le lemme 1 est alors 
d6montr6, puisque: 

E {b (x +X)} > E { f ( x  +X); IxI < pl -  r >f (x)  = b (x) 

s ixeS  o et si p >pl  (off le Po servant/~ d6finir la fonction best choisi arbitrairement, 
et o/l Pl d6pend de Po). 

Remarque. Le choix de ~ d6pend de 6, mais il suffit que 6 > d - 2  pour que 
d - 2  

puisse ~tre choisi aussi proche que l'on veut de 
2 

Lemme 2. Soit v une mesure de probabilitd apdriodique sur le groupe SO(d), 
pour d>= 3. Alors v*" converge vaguement vers la mesure de Haar t~ de SO(d) quand 
n tend vers l'infini. 

Ddmonstration. D'apr6s Collins (1), il suffit de prouver que le support de v n'est 
indus dans aucune partie de la forme g. H, off g~SO(d) et off H est un sous groupe 
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ferm6 distingu6 propre de SO(d). Soit so(d) l'alg6bre de Lie du groupe SO(d), 
et so(d, ~) sa complexifi6e. Nous savons (voir par exemple (3), p. II, 6 et 7) que 
so (d, C) est une alg6bre de Lie simple pour d > 3, sauf pour d = 4. En cons6quence, 
pour tout d > 3, d # 4, l'alg6bre de Lie so (d) est simple. Nous allons distinguer deux 
cas: 

1. d#4 .  Supposons que (supp v )cg .  H, off H est un sous groupe distingu6 
ferm6 propre de SO(d). Soit H o la composante connexe de H. Puisque H est 
distingu6, la sous-alg6bre de Lie de so(d) correspondant fi H o est un id6al, et 
puisque H est propre et so(d) simple, cet id6al est nul. H est donc discret, et central. 

On a donc: (supp v)c g. Z, off Z e s t  le centre de SO (d). Dans ces conditions, 
puisque vest ap6riodique, g. Z engendre topologiquement SO (d), ce qui est absurde, 
puisque SO (d) serait alors ab61ien. 

2. d=4.  Soit $3 x $3 H ~ SO(4) le rev~tement universel de SO(4) (S 3 est le 
groupe des quaternions de norme 1). Le noyau de H est form6 de deux 616ments. 
I1 est clair qu'il existe une mesure de probabilit6 unique v sur $3 x S 3 telle que 
H(~) = vet telle que ~(0)=�89 v(O) si O est un ouvert de $3 x $3 en hom6omorphisme 
par H avec 0. Si on suppose v ap6riodique et (supp v)cg. H, avec H distingu6, 
ferm6, propre, on voit sans peine que (supp ~) c ~-/~ avec/~ distingu6, ferm6, propre, 
e t / / (~ )=g .  De plus "~ est ap6riodique. I1 reste donc/l  prouver que cette assertion 
est absurde. La composante connexe/lo de/~ a une alg6bre de Lie qui est un id6al. 
Or l'alg6bre de Lie $3 x $3 est so(3) | Cet id6al est donc (so(3), 0), (0, so(3)) 
ou (0, 0). Le groupe/)o est donc ($3, e), (e, $3) ou (e, e). Examinons d6jg le premier 
cas. Dans ces condit ions/ t  est de la forme $3 x F, off F est un sous groupe distingu6 
discret, et donc central de $3. On en d6duit que (supp ~) ~ S3 x gl �9 Z, o6 Z est le 
centre de $3, et off ga e S3. Puisque vr est ap6riodique, g l - Z  engendre topologique- 
ment $3 ce qui est absurde ($3 serait ab61ien). 

Les deux autres cas se traitent de la marne fagon. 
I1 va de sol qu'on peut remplacer la marche de pas (U1, Y1) par la marche 

de pas if(U1, ~1), Off 6 est un automorphisme int6rieur du groupe Ga, sans rien 
changer au r6sultat annonc6. Remarquons en effet qu'un automorphisme int6rieur 
ne change pas le comportement/~ l'infini de la norme de la composante sur ]R e, 
puisque si (v, 2)(w,/~)(v, 2) -1 =(vwv -~, 2 +vp - v w v  -~ 2) alors 

[~. § , z ~  Ip[- 

Nous allons prouver qu'on peut supposer E(Y~)=O, quitte ~t remplacer la marche 
initiale par son image par un automorphisme int6rieur bien choisi 

Lemme 3. II existe un automorphisme int~rieur du groupe Gd par un ~ldment 
(v, 2) bien choisi tel que, si ~ (U1, Y1) = (U1 ', I11'), alorsE(Yl')=O. 

DOmonstration. Puisque (v, 2)- 1 = (v- 1, _ v- ~ 2), on a: 

(v, ,~)(u~, Y~)(v, ,~)-~ = (v.  u~-  v -~,  ,~ + v  YI - v  u~ v -~ ~). 

On a donc YI'=2+vYI-vU1 v - l Z  Soit: 

E(Y~') =.~ +v E(Y~)-v E(U1) v -~ 2. 
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I1 nous faut donc prouver qu'il existe v et )~ tels que E(Y;)= O, soit: 

V -1 ( ld--  v E ( U 1 )  D-  1),~ = - -  E (Y1 ) .  

I1 est clair qu'il suffit alors de prouver que dOt (v - l ( Ia-vE(U1)v-1) )#O.  Or, 
dOt(v -~.  ( I a - v  E(UI)v-~))=d6t(Ia-E(U1)). Si cette quantit0 6tait nulle, 1 serait 
valeur propre de la matrice E(U1). I1 existerait done un vecteur 7 de IR a, de norme 1, 

tel que: E(UO" 7 = E(U1 "7)=7 . 

Or, le vecteur U~ - ? appartient/t la sphOre unit0 de IRe. Cette derni0re Otant stricte- 
ment convexe, on en dOduit que U, �9 7 =7 presque sfirement, et donc que la mesure v 
ne change que le sous groupe d'isotropie de 7, sous groupe isomorphe h S O ( d -  1), 
ce qui est absurde, v Otant apOriodique. 

En vertu de ce lemme, nous supposerons clans tout ce qui suit E(Y0=0.  

1 
Lemme 4. Soit vESO(d), et M y , = - ~ - { v .  I1, +vU1 Y2 +"" +vU1 .., Uk_l Yk}. 

v -  
La variable aldatoire M~ est centrde pour tout k et sa matrice de covariance tend 
vers O. Ie quand k --~ oo (0 > 0). La convergence est uniforme en v. 

DOmonstration. Soit ~ la ~-algObre engendrOe par (U1, Y0, (U2, Y2) .... (U,, Y,). 
Nous avons, pour tout n, E(vU~ ... U,. Y,+I)=E(vU1 ... U,-E~"Y,+I)--0 car 

Y,+I est indOpendante de ~ et centrOe, ce qui prouve que M~ est centrOe pour 
tout k. 

D'autre part, pour p > 0  et l < i , j < d ,  on a: 

/~{(v- Ul U2 ... U.. Y.+O~" (v u~ ... U.+..  Y.+.+I)A 
= E { ( v U  1 . . .  U n r n + l ) i ' ( v U  1 ... Un+pg "~+p Z n + p + l ) j } : O .  

Supposons maintenant que v est l'616ment neutre e de SO(d), et notons 
K r la matriee de convariance de I1., et K.  celle de UI ... U. Y, + 1..Un calcul simple 
prouve alors que: 

K.  = S gKrg  t d%(g), off o. est la loi de U 1 . . .  U n, 
SO(d) 

D'aprOs le lemme 2, o-. converge vaguement vers la mesure de Haar ~ de SO(d). 
Done: 

K.  ,,~-~. ~ gKrgtdc~(g)=K. 
so(a) 

Comme il est clair que wkw -1 = K  pour tout w~SO(d), la matrice K commute 
aux 61~ments de SO(d), et est donc scalaire. Elle est d'autre part strictement 
dOfinie positive, car la relation 7tK7--0 (TsiR a) implique 7 t g t K r g T = 0  pour 
tout geSO(d), et donc ? ' t K r ? ' = 0  pour tout 7'eiRe, soit donc K r - - 0  et Y=0 
puisque Y est centrOe, ce qui est absurde, # 6tant ap0riodique. La matrice K est 
donc de la forme OId, avec 0>0.  On en d0duit alors 

1 k 
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Enfin, si v~SO(d),  et si K ,  ~ est la matr ice  de covar iance  de l a v .  a v- U1 ... U, Y,+I, 

on a: K~=v K,  v~ 

D'ofi :  
IIK~-O I~[I = IIvK, V - O v  Idv~ll 

= IIv(K, -OIa) viii <= IMI 2 IIK,-OIalf 

<=d2tlK.-OIal] , ~ o  

uniformOment en v, et cela achOve la preuve du l e m m a  4. 

Nous  appel lerons marche  alOtoire de pas (U1, YO" (Uz, I12) . . . . .  (Uk, Yk) la 
marche  al&oire Zgok(n>O). Nous  noterons  V k le potentiel  de cette marche.  Si h 
est pos i t ive / t  suppor t  compact ,  on a donc:  

v~ h(v,,~) = Y ~,,~*~*"k(h)=E h(Z~'d9 
n->0 "n=0 

L e m m e  5. II existe un k tel que la conclusion du th~or~me 1 soit vraie pour 
Ia marche de pas (U1, YO" (U2, Y2) . . . . .  (U k, Irk), ie, pour toute h positive bornde dt 
support compact 

C9 
t V k h(v, 2) 1< [2[2 ~ pour 2 en dehors d'un compact. 

D~monstration. 1. Soit ~ > 0 choisi c o m m e  dans le l emme 1. D ' a p r &  le l emme 4, 

il existe un k tel que ii K My_iall 

Fixons ce k. 

D ' au t r e  part,  puisque pour  tout  ac lR  a, l 'appl icat ion G :  Ga -~ Gd definie par  
G(v,  2)=(v ,  a2) est un au tomorph i sme  de Gd, on ne change rien en remplagant  
l '6tude de la marche  de pas 

(U1, Y1)" (U2, Y2) . . . . .  (Vk, Yk)=(U1 U2 --- Ok, Y1 -{-U1 Y2 -]-'" -~-Vl ... Uk-l. Yk) 

par  la marche  de pas 

(u', r ' )=  (u1 ... 
/ 

1 
U k , ~ ( Y 1  -}-U1 Y2 -}-""-}-Ul "'" Uk-1 Yk•" 

Aussi est-ce pour  cette derni&e marche  que nous allons &abl i r  la conclusion 
du l emme 5. R e m a r q u o n s  que Y' est centr6e et IlK r - I a l l  <e. 

2. Soit (U;, Y;), (Ud,Y2) . . . . .  (U,~, I1,') . . . .  une suite de v - a  ind6pendantes  et de 
m4me loi que (U', Y'). Soit, si g= (v ,  2)~Ga, 

Xng=r +V rl-l-vU; Y2 +"" -~uU; ... Un_ 1 rn'. 

Fixons n u n  instant, et supposons  que les v- a (U[, Y/) soient d6finies sur un espace 
de probabil i t6  produi t  ~21xf22, les (U/, Y/) (i<n) &ant  d6finies sur f2~ et 
(Ud+a, Y/+I) sur ~2 2 . On a: 

Xng+l((.01, (.02) = Xng(o)l) At-/). Ul t .. .  Un ((DI) Ynt+I((D2)((.D1E~r (D2 ~:~Q2). 

D'aprhs  le l emme 4 et te choix de Y', la matr ice de covar iance  de la v.  a centrhe 
~ U~ ... U,~(coa) Y'+l(co2) est, pour  tout  v e t  tout  COx, proche de I a fi moins  de 
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pr6s. D'apr6s le lemme 1, il existe donc un compact K e R  n tel que, si X'g(0)l)•K, 
on ait: tg Eo~2(b(X~ +1 (0)1, c021)) > b (X;g (0)1)) 

off le symbole esp6rance dans le terme de gauche de l'in6galit6 est pris par rapport 
0)2, a 0)1 fix& Soit maintenant T~ le temps d'entr6e dans K de la suite de v. aX~ g, 

ie: 
Tkg = inf{n; X'g~K} ; (g = (V, 2)EG a, 2r  

et soit ~, '  la a-alg6bre engendr6e par (U;, YI'), (U~, Y~) . . . .  , (U', It,'). Si A r  on a: 

Eo,, { 1a(0)1) E,o=(b(X'g+l(0)l, 0)2)); Tt~ (0)1) > n} 

>-E~o, {1A(0)1) �9 b(X',g(0)x)); T~(0),)> n}. 
Soit: lg  . rg . E{la-b(X' ,+l) ,  T~>n} > E{1 a �9 b(X;. ), Tg>n}. 

pg I1 en r6sulte alors imm6diatement que la suite de v. a b(X;, ^r~,) est une sous- 
martingale par rapport ~t la famille de tribus ~ ' .  

3) De cela, on d6duit que, pour tout n, si 2 r  (avec g=(v, 2)) 

E(b (X'.~ W~,)) >- b (2). 
D'ofl: 

b(2)<E{b(X',g); n <_T[} +E{b(X'T~); n> T[} 

b 6tant major6e par 1, on a: 

b(2)< n{n<= T[} +~ n{n> T[} 

off ~ est le sup des valeurs prises par b sur K, (et donc ~ < 1). Faisant tendre vers n 
l'infini, on a: 

b(2)__< 1 - P{T~ < oe} +~ P{T~ < oe }. 
1 

Supposons maintenant 2 assez grand pour que b (2 )= f (2 )=  1 ]2]2 ~ , on a: 

p{T~'*< +oo}__< 1 - ~  

Soit maintenant K ' =  SO (d) • K un compact de Ga. On a alors: 

p{T~,Z < + ~ } <  1 - ~  

off T~ "zest le temps d'entr6e dans K' de la marche de pas (U', Y') partant de (v, 2) 
l'instant 0. Passer de cette derni6re relation ~ la conclusion du lemme 5 est 

alors classique. 
Nous pouvons maintenant achever la d6monstration du th6or~me 1. Soit h 

une fonction positive born6e ~ support compact dans Ga. D'apr6s le lemme 5, 
il existe k, C9 et ~ tels que: 

IV kh(v,2) l < C9 
= 1 2 [ 2 , ~  �9 

Mais on a bien stir: 

Vh(v, 2) =(~.~ +e~,~ �9 p +. . .  +e~,x * ~u *k-a) V kh 

=e~,z * rl(Vkh) 
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off la mesure ~ : S e  "~]A _[_fl,2 ~_... _~_#$k-1 admet  comme p u n  momen t  d 'ordre  
2 +& On a donc:  

Vh(v, 2)=  ~ V k h((v, 2)-g)  dtl(g) 
Ga 

= ~>xVkh((v, 2).g)dtl(g)+ ~ xVkh((v, 2)'g)dtl(g) . 
I,~(g)[ = ~ -  IX(g)l < ~ -  

Le second terme de cette expression est, pour  )o assez grand, d'apr6s le temme 5, 

C9 
plus petit que [~_ 2, �9 Le premier terme, la fonction Vkh 6tant born6e, est plus 

12 
Caa 

petit que Clo ~ x d q ( g ) < [ 2 ~ - "  Finalement,  si 2 +fi>20~, on en d6duit:  
Ix(g)[ >~- 

C12 
[Vh(v, 2)l < 1212~-~-. 

Remarque. En examinant  pr6cis6ment les contraintes impos6es aux diff6rentes 
constantes, on voit sans peine que ~ peut ~tre choisi arbi trairement  proche de 
( d -  2)/x 6 

2 
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