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Propri6t6s de continuit6 fine des fonctions coexcessives 
MICHEL WEIL 

Summary. We show at first that if (P0 is a special standard semi-group on a locally compact space 
E with a countable base and if u is an excessive function, then the semi-group (~(")), superharmonic 
transform of (P0 by u, is special standard if (and only if) the function u is regular. 

Then we prove that if two standard semi-groups in duality verifying Kunita-Watanabe's hypo- 
theses are given and if g is a coexcessive function (excessive for the dual semi-group) then: 1) g is 
Borel measurable, 2) g is a.s. left continuous and has right limits on the sample path of the process 
(X,_)o<t<~, 3) g has a.s. right and left limits on the sample path of the process (Xt)o<t< ~ and 4) g is 
finely continuous except perhaps on a semi-polar set. If we suppose also that the second semi-group 
is special standard and that the coexcessive function g is regular, then 1) g is a.s. right continuous and 
has left limits on the sample paths of the process (X,)o <,< ~, and 2) g is finely continuous except perhaps 
on a polar set. 

I. R6sultats sur les processus standard sp~eiaux 

1. Notations 

N o u s  d6signerons  pa r  E un espace loca lement  c ompa c t  ~ base  dOnombrable ,  
pa r  3 un po in t  isol6 ad jo in t  ~ E, pa r  O l ' ensemble  de toutes  les app l i ca t ions  
cont inues  ~ dro i te  co de IR+ dans  E u  {0} a d m e t t a n t  une dur6e de vie ~(~) (i.e. 
o(t)~E pour  t < ( ( o ) ,  o ( t ) = 3  pour  t>__~(o)), et ayan t  une l imite  ~ gauche o ( t - )  
pou r  0 < t < ( ( o )  (nous n 'ex igeons  pa r  l 'existence d 'une  l imite ~ gauche  pou r  

On 6crit Xt (co) = o) (t), X t _ ( c o ) = ~ o ( t -  ). L ' espace  O est mun i  des t r ibus  
~ 0  = ~-(X~, s e N + ) ,  ~ o  =Y-(X~,  s <  t). N o u s  ut i l i serons  en g6n6ral les no t a t i ons  

de (Meyer  [6]) relat ives ~ l 'espace O. 

2. Processus standard sp~ciaux 

Soient  (P~) un semi-groupe  sous -markov ien  s t anda rd  sur E, (Up) sa r6solvante.  
C o m m e  d 'hab i tude ,  nous  rendrons  (P0 m a r k o v i e n  au moyen  du po in t  6, et nous  
ident i f ierons  les fonct ions  sur E /~ des fonct ions sur E ~  {~3} nulles en 0 (sauf 
men t i on  expresse du cont ra i re ,  toutes  les fonct ions  consid6r6es dans  la suite sont  
nulles en 6). N o u s  d i rons  que le semi-groupe  (P0 est standard spOciaI si la propr i6t6  
suivante  est satisfaite ( l 'expression p. s. s ignifiant  << pu_p. s. pou r  route  loi ini t iale  #>>): 

<<Si (T,) est une suite c ro issante  de temps  d 'ar r~t  1 de la famille ~~ don t  la 
l imite  est T, et si g = Up f est un p-poten t ie l  (off f d6signe une fonct ion bor61ienne 2 
born6e  sur E), a lors  nous  avons  p.s." l ira g o X r ,  = g o X r  sur l ' ensemble  { T <  ~ } ~>. 

n ~ o o  

On peut  m o n t r e r  (Meyer  [7]) que cette propr i6 t6  6quivaut  /t la su ivante :  
p o u r  tou te  loi #, la famille de t r ibus  <~ compl6t6e >> ( ~ , ) ,  qui  est cont inue/~ droi te ,  
est d6pourvue  de t emps  de discontinui t6.  

1. Un lemme dfi ~ Dynkin montre qu'un temps d'arr~t de la famille compl~t~e (~") [de la r6ali- 
sation canonique] est P"-p .  s. 6gal 5. un temps d'arr~t de la famille ~o. 

2. I1 suffit en fait de supposer cela lorsque f est continue born6e. 
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L'exemple le plus important de semi-groupes standard sp6ciaux est constitu6 
par les semi-groupes standard <~semi-fell&iens,, c'est-~i-dire ceux dont la r6sol- 
vante poss6de la propri6t6 suivante: pour toute fonction continue positive fi 
support compact f, Up f est semi-continue inf&ieurement. I1 en est ainsi, en 
particulier, chaque fois que l'on peut affirmer que toutes les fonctions p-excessives 
sont s.c.i.; I1 s'agit l~t d'une remarque qui figure (sous une forme moins explicite) 
dans le livre fi paraitre de Blumenthal et Getoor (chap. VI, Section 4, apr6s 4.2). 

3. Les u-Processus 

Soit u une fonction excessive par rapport au semi-groupe (P~), et soit E, l'en- 
semble {0< u < oo}. Pour toute fonction universellement mesurable positive f, 
posons sur E 

si x~E,, .  

Cette d6finition nous donne un semi-groupe sous-markovien sur E (r6sultat 
classique), et les mesures Pt(u)(x, ") sont port6es par E,. Malheureusement, ce 
semi-groupe (p(u)) ne satisfait pas ~ la condition lim P~(")f=fsi f est continue 

t ~ 0 +  

born6e, lorsque E , + E :  en particulier, il n'est pas standard. Nous tournerons 
cette difficult6 en introduisant un nouveau semi-groupe: 

(R(")(x f l  si x ~ E .  P..(")tx f ~ = 2  t ~ , a ,  
t , , J ,  ( f ( x )  si x C e , .  

Nous avons alors le r6sultat suivant, en grande partie classique (la partie ~non 
classique)) est emprunt6e fi un cours de Meyer). 

Th6or~me 1. 1. Pour toute loi It sur E, il existe une loi (unique) pu/, sur f2, pour 
laquelle le processus (Xt) est markovien, admet (~")) comme semi-groupe de transition 
et la comme loi initiale 3 

2. Soient T u n  temps d' arr& de la famille ( go ) ,  H une variable al&toire positive, 
~T~ A lors on a (avec les conventions usuelles Xoo = •, u (0)= 0), 

1 
si x E E u, E~I" [H.  I{T< r = U (X) I H"  u o X T dp  ~ 4. 

(T<g} 

3. Le semi-groupe (/~0,)) est standard. 

4. Si la loi initiale # est port& par Eu, on a 

if'u/"{3 t>O: X, e E \ E ,  ou X , _ e E \ E , }  =O. 

D~monstration. Notons d'abord la signification de 4): le semi-groupe (Pt {u)) 
&ant subordonn6 ~ (~{u)), la relation 4) est vraie/t plus forte raison si l'on remplace 
/~u/, par p~/u. I1 en r6sulte aussit6t que l'on a Pu/u= pu/, s i l i  est port& par E,.  
L'assertion 2) entraine alors que (P,<")) est un semi-groupe standard si l'on restreint 
l'espace d'6tats fi E,. 

3. si/~ = g~, nous 6crirons simplement P~/". 
4. {T<~} peut &re supprim6 au second membre. 
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N o u s  n 'h tabl i rons  pas  1) et 3), qui sont  classiques (cf. par  exemple Kuni ta -  
W a t a n a b e  [33). Pour  6tablir  2), on commence  par  le cas o6 T e s t  une constante  t, 
et o6 H est de la forme f~ o Xs~ ... f ,  o X~,, (s~ . . . . .  s, < t), puis au cas o6 T e s t  6tag6 
et H ~  ~  et enfin au cas g6nhral au moyen  de l ' approx ima t ion  habituelle par  
des temps  d 'arr6t  6tag6s. Pour  6tablir 4), il suffit de mon t r e r  que pour  tout  ra t ionnel  

r o n a  ~uoX~dP~=O,  ~uoX~dP~=O si x ~ E ,  
N1 N2 

off 
Nl={~o: r<r ~ t<r :  x,(~o) ou x,_(~o)~{u=oo}}, 

N2={~o: r<~(~o), a t < r :  X,(~o) ou X,_(~o)~{u=0}}. 

Mais  d 'apr6s (Meyer  [6], chap. XV, T7), si A est un ensemble presque bor61ien 
et si S A = i n f { t > 0 :  X,  EA},  DA=inf{ t>O: Xt~A }, on a PX-p.s. SAA~>DA/X~. 
Appl iquons  d ' abo rd  cela en p renan t  A = {u = oo } : alors D a = + oo px_p. s. (Meyer  
[5], chap. VI, T3), et donc  S A >~ PX-p.s. Cela r4gle le cas de N 1. Appl iquons  
ensuite le r4sultat  pr6c4dent ~t l 'ensemble A = {u = 0): la relat ion u o X t = 0 entrai-  
nan t  u o X, = 0 pour  r > t (Meyer  [5], chap. VI, T 15), on a X~ = 0 pour  s > D a et donc  

uoXrdP~=O.  
{ DA < r} 

D'au t r e  part ,  nous  avons  S A/x ( > D  A/x ~, de sorte que N 2 = {S A/x DA< r < ( }  est 
contenu dans  {D A < r}, et la seconde int6grale est nuUe. Cela achhve la d6mons t ra -  
tion. 

4. 

Le th6orhme suivant  s s 'htend aux semi-groupes  t ransformhs de (Pt) par  diverses 
fonctionnelles multiplicatives.  

Th6or/~me 2. Supposons que le semi-groupe (P,) soit standard spdcial, et que la 
fonction excessive u satisfasse d~ la propridt~ suivante: 

<~ S i x  ~ Eu, et si (7",) est une suite croissante de temps d'arr~t de la famille t~. ~ ', t + ]~ 

dont on ddsigne la limite par T, on a P~-p.s. lim u o X r = u o  X r sur l'ensemble 
{uo X r > O  , T <  oo}>~. 

Alors le semi-groupe (~")) est standard spdcial. 

DOmonstration. Soient f une fonct ion borhlienne, posit'ive et bornhe, p u n  
n o m b r e  > 0 ,  et g le p-potent ie l  U~")(f) de f par  r appo r t  au semi-groupe (~")). 
N o u s  voulons  mon t r e r  que lim g o X r = g o X  r Pu/U-p.s. sur {T<oo} ,  quelle que 

soit la loi initiale/~ sur E. I1 suffit de le faire lorsque p est une masse  unit6 G,  
et on peut  se borne r  au cas off x e E ,  (l 'autre cas est trivial). I1 n 'y a r ien/t  dhmontrer  
lorsque T(~0) > ~(co); quitte h t ronquer  les T, et T/~ ~, nous  pouvons  donc  supposer  
T, < ~ pour  tout  n. 

a) C o m m e n q o n s  par  p rouver  la propri6t6 cherch6e sur { T <  (}. C o m m e  x s E , ,  
nous  avons,  en posan t  H = {lim g o X r .  + g o XT, T <  ~} 

1 
/~/" {lira go XT. ~: go XT,  T <  ~} = u ~  ~n u o X r dP x. 

5. Ce th6orhrne ne sera pas utilis6 dans la suite, et peut ~tre omis par le lecteur. 
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Mais comme x~E,, les trajectoires issues de x ne rencontrent px_p. s. jamais {u = oo}, 
et restent dans {u=0} /t partir du premier instant off elles rencontrent cet en- 
semble. Soit donc T' le temps d'entr6e dans le compl6mentaire de E,: on a u o X r = 0 
sur { T >  T'}, et on peut donc remplacer l 'ensemble d'int6gration de la seconde 

1 
int6grale par H n  {T< T'}. Mais on a g = ~ - U p ( u  f )  sur E,,, et par cons6quent, 
sur { r <  r ' }  

g o X  T = Up(uf)~176 goX r _  Uv(uf)~ 
n U o X T n  ' tt o X r 

Le semi-groupe (P0 &ant standard sp6cial, et la surmartingale (Up(uf) o X,)&ant 
r6guli6re pour la mesure W, on a PX-p.s. l imUp(uf)oXr=Up(uf)oXr sur 
{T< oo} 6. En combinant  cela avec l 'hypoth6se faite sur u, on voit que H n { T <  T'} 
est PX-n6gligeable, d'ofi le r6sultat cherch& 

b) Montrons  maintenant  que la propri6t6 a lieu aussi sur {T=~}. Notons  

d 'abord que lim/~x/" [e-PT" g o X T .  1 = j~x/u Ee- vT g o X T ] .  
n 

En effet, les deux membres sont aussi respectivement les esp&ances (~x/,) de 

~ e-PSfo Xsds et de e-PSfo Xsds. 
T.  r 

D'autre part, d'apr~s la partie a) de la d6monstration et le th6orame de 
Lebesgue, on a 

l im/~/"  [ e -  pTn g o X T n  I{T < ~}] = ~x/u [e- pT g o X T I{T < r 
tl 

donc, par diff6rence: 

lim/~/u [e - v rn g o XT~ I{r = ~}] = ~x/u [e- vr g o X T  I{r = ~}] = 0 

car g est nulle au point & 
Enfin e-Pr'gOXTI{r=~) admet une limite p.s. lorsque n--+ oo (th. de con- 

vergence des surmartingales). Comme cette variable al6atoire converge vers 0 
dans L* d'apr6s ce qui prScSde, die converge donc vers 0 presque sfirement, ce 
qui est la r6sultat cherch6. 

Remarques. 1) Une fonction excessive u est dite r~guli&e, relativement au 
semi-groupe standard sp6cial (P,), si die  satisfait/t la condition: 

<< Pour toute suite croissante (T,) de temps d'arr8t de la famille ~ o  (~+),  dont on 
d6signe par T la limite, et toute loi initiale p, on a P"-p. s. lim u o Xr, = u o X r sur 
{ T <  oo}>>. 

Par exemple, le potentiel d'une fonctionnelle additive continue est une fonc- 
tion excessive r6guliOre (de la classe (D)): en particulier, un potentiel de fonction 
est une fonction excessive rOguliOre. I1 r6sulte aussit6t du th~orOme 2 que le semi- 
groupe (Ptt (~)) est standard sp6cial si u est r6guli~re. 

2) On peut montrer  que la condition de l'6nonc6 du th6or6me 2 est n6cessaire 
et suffisante pour que (~")) soit standard sp&ial (en supposant bien entendu, que 
(PO est standard sp6cial). 

6. On ne peut pas utiliser directement la d~finition des processus standard sp6ciaux, car uf n'est 
pas une fonction born6e. 
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, 

Enfin, nous aurons besoin du th~oreme suivant, relatif aux semi-groupes 
standard. I1 est emprunte & un expos~ oral de Meyer: comme il n'a jamais ~t~ 
publi6, nous le d6montrerons sommairement ici. 

Th~or&me 3. Soient (P,) un semi-groupe standard sur E, f une fonction p-ex- 
cessive. Presque tout co~2 poss~de alors la propri#td suivante : on a (fo X,)_ (co)= 
f o Xt_ (co ) pour tout t~]0, ((co)[ tel que X,(co) * Xt_ (co ). 

D#monstration. Rappelons d'abord que (fo X,)_ d6signe la limite /t gauche 
& l'instant t du processus (foX~)s~a+, limite qui existe en vertu de th6orSmes 
classiques sur les surmartingales. 

Nous commencerons par un lemme: la terminologie est celle de (Meyer [8]) 
la loi Pes t  une loi arbitraire de la forme P". 

Lemme. Soient J c l R + x ~ 2  un ensemble bien-mesurable, et H une partie 
accessible de J. Supposons que J soit la r#union d'une suite de graphes de temps 
d'arr6t T k. Alors H est la r~union d'une suite de graphes de temps d'arr6t accessibles. 

D#monstration. Posons: 

&(co)= Tk(co) si (&(co), co)EH 

Sk (co)= + oo dans le cas contraire. 

On verifie aussit6t que S k est un temps d'arrSt, et H est la r6union des graphes 
des S k. Au moyen d'un procede recurrent immSdiat, nous pouvons modifier les 
S k de telle sorte que leurs graphes deviennent disjoints. Supposons donc cette 
propri6te satisfaite, decomposons S ken sa partie accessible S; et sa partie totale- 
ment inaccessible S~ ~, et designons par H' (resp. H") la reunion des graphes des S~ 
(resp. des S~'): comme H' est accessible, et H " = H \ H ' ,  H" est accessible; d'autre 
part, H" etant reunion d'une suite de graphes de temps d'arret totalement inacces- 
sibles, il ne passe dans H" aucun graphe de temps d'arr~t accessible. Donc H" a 
une projection P-n6gligeable sur ~2, et le lemme est 6tabli. 

Passons alors ~ la demonstration du th6orSme 3. Posons 

H = {(s, co): s > 0, X~_ (co) existe dans E, fo X~ (co) =I= (fo X~)_ (co)}, 

On v&ifie aisement que cet ensemble est pr6visible, donc accessible. Posons 
ensuite 

K,={(s ,  co): s>0,  (fo Xs)_(co)>fo X s ( c o ) + l } ,  

{ 1} 
L , =  (s, co): s>0,  Xs_(co) existe dans E, d(X,_(co), X , (co ) )>~  

off d est une distance compatible avec la topologie de E. I1 est bien connu que 
chacun des ensembles K~, L, est reunion d'une suite de graphes de temps d'arr&: 
il en est donc de m6me de la reunion J de tousles ensembles K, ,  L~, qui contient 
evidemment H. Le lemme entraine alors que H est la reunion d'une suite de 
graphes de temps d'arrSt accessibles. D'autre part, l'ensemble 

M =  {(s, co): 0 < s <  ~(co), X,(CO) =#X~_ (co)} 
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est r6union d'une suite de graphes de temps d'arrat, et ces temps d'arrat sont 
6videmment totalement inaccessibles du fair que le processus est standard. I1 en 
r6sulte que H c~ M a une projection P-n~gligeable sur f2, et le th6or~me 3 est 6tabli. 

II. Un r6sultat sur la topologie fine 
1. Hypothdses et notations 

Nous conservons les notations du paragraphe pr6c6dent, et nous supposons 
de plus que le semi-groupe standard (P~) satisfait ~t l'hypothdse de continuitd absolue: 

~ I1 existe une mesure t / (que l'on peut supposer p-excessive et born6e), telle 
qu'il y ait identit6 entre les ensembles de potentiel nul et les ensemble t/-n6gli- 
geables , .  

Nous dirons qu'une telle mesure est une mesure de rdfdrence. 

2. Rdgularisdes d'une fonction 

Soit g une fonction num6rique sur E. Nous poserons pour tout xeE  

(x) = lira sup fine g (y), g (x) = lim inf fine g (y). 
y--~X y ~ X  

Ces deux fonctions sont les r6gularis6es semi-continues de la fonction g pour la 
topologie fine. Nous introduirons d'autre part deux autres r6gularis6es, emprun- 
t6es au livre ~ paraitre de Blumenthal et Getoor:  

g'(x)=~,(x) si x est r6gulier pour {x} 
(en particulier s ix  est finement isol6), 

g~ (x) = lim sup fine g (y) dans le cas contraire. 
y ~ x ,  y ~ x  

On d6finit g. de mani~re analogue (ou par la formule g. = - ( - g ) ' ) .  On a alors 
la proposition suivante: 

Proposition 1. Les fonctions g', ~ sont finement semi-continues supdrieurement. 
On ales relations g<=~,, g'<=~, et l'ensemble {g'<~} est r~union d'une suite d'en- 
sembles finement isol~s. 

D~monstration. I1 est connu que ~ est s.c.s. (c'est la r6gularis6e s.c.s, de g), et 
les in6galit6s g < ~, g~ ~ sont 6videntes. Montrons que g~ est s.c.s, en tout point 
x de E. S i x  est r6gulier pour {x}, on a g'(x)=~(x), et la propri6t6 est 6vidente. 
Sinon, soit e un nombre >0 ;  choisissons un ouvert fin V contenant x, tel que 
g~ sup g(y)-e. On a alors aussi g~ g~ d'ofi le r6sultat (noter 

y~V\{x} yeV 
mame que g'(x)> sup ~,(y)-e). 

r~V\{x}  

Pour 6tablir la derni6re partie de la proposition, nous remarquerons que l'on 
peut se ramener au cas off g prend ses valeurs dans l'intervalle [0, 1], puis, par 
approximation uniforme, au cas off g ne prend que des valeurs dyadiques: 

i I 
g = o ~ 2 ,  7 A,. 
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La relation ~ (x)= i2-",  g~ ( x ) < i 2 - "  exprime alors que x appart ient / i  l 'adh6rence 
fine de A~, sans 6tre un point d 'accumulation de A~, donc que x est un point 
isol6 de A,, d'ofl la proposition. 

Proposition 2. Supposons que g soit presque borOlienne. Alors les fonctions g" 
et ~, sont presque bordliennes, et on a pour tout x~E  

(x) = lim sup g o X t, g~ (x) = lira sup g o X t W-p. s. 
t ~ 0  t ~ 0 ,  t > O  

De plus l'ensemble {g~ <~} est semi-polaire. 

D6monstration. Nous pouvons 6videmment nous ramener au cas off g prend 
ses valeurs dans [0, 13. Posons 

h(co)=lim sup go X,(co), h'(co)=lim sup go X,(co). 
t ~ 0 ,  t > 0  

I1 r6sulte aussit6t de l 'interpr6tation probabiliste de la topologie fine que h (co)= 
~(x) W-p. s., h'(co)= g~ (x) W-p. s. D'autre  part, il r6sulte aussit6t des th6or6mes 
sur la mesurabilit6 des temps d'entr6e que h et h' sont des variables al6atoires 
ff-mesurables:  les fonctions g,: x ~ E ~ [h], g~ x ~ E ~ [h'] sont donc universelle- 
ment mesurables. Comme elles sont finement s. c. s., elles sont presque bor61iennes 
(Meyer [63, chap. XV, T40 et T 66). La derni6re assertion de l'6nonc6 est alors 
6vidente. On trouvera une autre d6monstration de cette proposition dans 
(Blumenthal-Getoor [1]). 

. 

Voici maintenant  le th6or+me qui fait l 'objet de ce paragraphe: 

Th~or~me 4. Soient g une fonction presque-bor6lienne, t 1 une mesure de r6f&ence. 

a) Supposons que pour W-presque tout ~o6f2 l'application t--*goXt(co) soit 
continue d droite sur ]0, oo[. Alors l'ensemble {_g<g,} est polaire et g est finement 
continue quasi-partout. 

b) Supposons que, pour P"-presque tout co~f2, la limite lim g o X~ existe pour 
S ~ t  
8 > t  

tout rE]0, oo[. Alors l'ensemble {g~  est polaire et l'ensemble {g<g,} est semi- 
polaire. De plus, la fonction g~ est finement continue quasi-partout. 

D6monstration. Prouvons a). Soit A l 'ensemble A = {~ > g + e}, qui est presque 
bor61ien et finement ferm6 (prop. 1 et 2). Tout  revient h montrer  que A est polaire. 
Or soit Ts= in f{ t>s :  XteA} ;  on a XTs~A P"-p.s. sur {T~<oo}. D'autre  part, 
d'apr6s la propri6t6 de Markov  forte et la prop. 2, on a P"-p. s. 

o Xr~ = lim sup g o Xt,  g o XT, = lim inf g o X ,  
t , [ T s  - t ~ T s  

sur {T~ < oo }. La continuit6/t droite de t ~-, g o Xt(co) entraine donc que g, o XTs = 
goXTs P"-p.s. sur {T~<oo}, ce qui n'est compatible avec la relation X T ~ A  sur 
{ T s < oo} que si T~ = oo P"-p. s. En faisant tendre s vers 0, on voit que le temps 
d'entr6e T A dans A est P"-p.s. 6gal ~t+ oo. La fonction excessive P~ {T A< co}, 
est donc nulle q - p p ,  et donc partout.  La propri6t6 a) est 6tablie. 

6 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd, 12 
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La propri6t6 b) se d6montre de la m~me mani6re, en prenant A = {g~ > g~ + e}; 
la fonction g~ go) 6tant finement semi-continue sup6rieurement (resp. 
inf6rieurement), et ces deux fonctions 6tant 6gales quasi-partout, elles sont fine- 
ment continues quasi-partout. Enfin, le fait que {g< ~} est semi-polaire r6sulte 
de ce que cet ensemble est r6union des ensembles semi-polaires {g < go}, {g~ < g~ 
{g~ < ~,} (prop. 2). 

III. Comportement des fonctions coexcessives sur les trajectoires 
1. Notations 

Dans ce paragraphe, nous consid6rerons des noyaux et des conoyaux. I1 
s'agit en fait des m~mes ~tres math6matiques, mais les noyaux sont not6s comme 
op6rant fi gauche sur les fonctions, h droite sur les mesures ( A f  #A), tandis que 
les conoyaux (surmont6s d'un ^ pour les distinguer des noyaux) op~rent A droite 
sur les fonctions, ~ gauche sur les mesures ( fA,  A/~). Un noyau A et un conoyau 
.4 sont en dualitd par rapport fi une mesure m si l'on a, quelles que soient les 
fonctions bor61iennes positives f et g 

( / ,  Ag)m= ( / A ,  g)m 

Ofl (f ,  g)m d6signe l'int~grale de la fonction f g  par rapport ~ m. 

, 

Nous ferons les hypoth6ses suivantes, qui sont ~t rapprocher de celles qui 
ont 6t6 introduites par Kunita et S. Watanabe dans (Kunita-Watanabe [3]). 

1. (P0 et (~) sont deux semi-groupes sousmarkoviens standards (le premier 
constitu6 par des noyaux, le second par des conoyaux). On d6signe par (Up) et 
((:v) leurs r6solvantes respectives. 

2. I1 existe une mesure de Radon positive t /sur E, telle que les mesures ex Up, 
(:p Ex, soient absolument continues par rapport  h 17, et que Up, Up soient en dualit6 
par rapport  h q pour tout p >0. 

Nous ferons en outre l'hypoth6se auxiliaire suivante: il est facile de s'en 
d6barrasser en consid6rant, au lieu des semi-groupes (Pt) et (~), les semi-groupes 
(e -vt P~) et (e-P~) pour p > 0. Nous laisserons cette extension facile au lecteur 7. 

3. La fonction U f (=  U o f)(resp, f ( : ( = f  (Jo)) est born6e pour toute fonction 
bor61ienne f > 0  sur E, born6e et/t  support compact. Quelle que soit la loi initiale 
kt sur E, la dur6e de vie ~ est PU-p. s. finie. 

Dans cet 6nonc6, la notation pu d6signe la loi construite sur f2 ~ partir du 
semi-groupe (Pt) et de la loi initiale ~. 

Nous aurons besoin du r6sultat suivant, dfi/t Kunita-Watanabe (cf. Weil [9]) 
ou (Kunita-Watanabe [3]): il existe une fonction mesurable u(x,y) sur E xE  
(E 6tant muni de la tribu des ensembles universellement mesurables), telle que 
u(. ,  y) soit excessive pour tout y, u(x, .) coexcessive pour tout x, et que l'on ait 

U(x, dy)=u(x,y)rl(dy), (2(dx, y)=rl(dx)u(x,y). 

7. Nous laissons aussi au lecteur l'extension (facile) de nos r6sultats aux fonctions p-coexcessives 
(p>0). 
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Si ,u est une mesure positive nous d6signerons par # (J la fonction coexcessive 
~f g(dx)u(x , . ) :  c'est une densit6 de la mesure excessive g U par rapport/~ t/. 

3. Le retournement du temps 

Nous allons nous borner ~ 6noncer un cas particulier du th6or6me de re- 
tournement du temps 6tabli dans (Cartier-Meyer-Weil [2]). 

Soit co,Q; posons pour tout t > 0  

2~ (co) = 0 si f (co) = + oo (6ventualit6 p.s. exclue d'apr6s 
l'hypoth6se (3), si f2 est muni d'une mesure P"), 

2 ,  (co) = ~ si ((co) < t, 

2 ,  (co) = x ~ , ) _ , >  (co) si ~(co)>t. 

On remarquera que l'application t~2~(co) sur ]0, o e[  est continue /t droite, 
pourvue de limites ~ gauche, et que sa dur6e de vie est 6gale/t f (co). 

Munissons alors (~ d'une mesure P", off # est une loi sur E, et d6signons par 
v la fonction coexcessive/~ 0 :  si f est une fonction born&/ t  support compact, 
on a (v, f )~  = @ (J, f ) ~  = (/~ U, f )  = (#, U f )  < + o% puisque U f  est une fonction 
born&, et que /~ est born6e. Ainsi, ve s t  localement int6grable. Posons E~= 
{0< v< oo}, et, pour toute fonction universellement mesurable positive f 

Q t ( f , Y ) -  ~(vf ,  y) si y~E~ v(y) 

=f (y )  si yq~E v. 

Alors ((~) est un semi-groupe de conoyaux sous-markoviens, et le th6or6me du 
retournement du temps s'6nonce ainsi: si ~2 est muni de la loi pu, le processus 
continu d droite (f(~),>o est markovien, et admet (0.~) comme semi-groupe de transi- 
tion. On notera que ((?,) d6pend de #. 

. 

Voici le premier th6or6me relatif au comportement des fonctions coexcessives 
sur les trajectoires. I1 a d6j/t 6t6 publi6 en partie dans (Cartier-Meyer-Weil [2]). 

Th~or~me 5. Soit g une fonction coexcessive. Alors g est presque-bor~lienne. 
Quelle que soit la loi 1~, PU-presque tout co poss~de la propri~tO suivante : 

l' application t ~-~ g o X t_ (co) de ]0, f (co)[ dans IR + est continue d gauche et pourvue 
de limites d droite ~. Uapplication t~goXt(co)  est pourvue de limites d droite et 
d gauche 8 sur ]0, f (co)[-. 

On a g, =g"  quasi-partout, et l'ensemble des points de E off g n'est pas finement 
continue est semi-polaire. 

8. Cette phrase ne pr&end pas affirmer l'existence d 'une limite g droite en 0, pour l 'une quelconque 
des deux applications. La derni+re phrase de l'~nonc6 montre  qu'il e n e s t  ainsi si # ne charge pas les 
ensembles polaires (car alors # {g. < g ' }  =0). De m~me la seconde phrase n'affirme pas l'existence 
d 'une limite/t  gauche en f. 

6* 
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D6monstration. Choisissons une fonction continue born6e h, strictement 
positive en tout point de E, ~/-int6grable et telle que h 0 soit born6e (il est facile 
de construire une telle fonction, comme somme d'une s6rie de fonctions continues 
fl support compact positives). Comme p h Up converge vers h lorsque p ~ ~ ,  
on v6rifie aussit6t que la fonction h U est strictement positive en tout point. 
Soit 2 une loi de probabilit6 proportionnelle fl la mesure/~ + h. ~/: p 6tant absolu- 
ment continue par rapport fl 2, il nous suffit de montrer que les propri6t6s de 
l'6nonc6 ont lieu PZ-p. s. La fonction 2 ~7 = vest coexcessive, strictement positive 
en tout point, localement ~/-int6grable. On sait, d'apr6s un th6or6me classique de 
Hunt (Meyer [6], chap. XV, T27), qu'une fonction coexcessive finie sauf sur un 
ensemble de copotentiel nul est finie sauf sur un ensemble copolaire. L'ensemble 
{v=0} est donc vide, et l'ensemble {v= ~ }  est copolaire. 

Construisons le semi-groupe ((2t) fl l'aide de la fonction v, comme dans 
l'6nonc6 du th. de retournement ci-dessus. Si l'on munit (2 de la loi P", le processus 
()(t),> o admet (0~) comme semi-groupe de transition. Supposons que nous ayons 
d6montr6 les propri6t6s suivantes. 

a) I1 existe deux fonctions bor61iennes k et k' sur E telles que k < g <  k', et 
que l'on ait pour P"-presque tout (o~O 

koXt(co)=k'o)(t(co),  kof( t_(co)=k'o)( t_(co ) pour tout te]O, ((co)[. 

b) L'application t~+goXt(co) est continue fl droite et pourvue de limites it 
gauche sur ]0, ((co)[, pour W-presque tout co. 

c) Pour PU-presque tout co, on a g o J)t_(co)= (go)(t)-(co) pour tout re]O, ((co)[ 
tel que 2~ (co) + J(t- (co). 

Nous d6duirons alors de a), en remplaqant 2 t par son expression explicite, 
que g est presque-bor61ienne; de b), que t ~ g o X t_ (co) est continue fl gauche et 
pourvue de limites fl droite: nous d6signerons par (g o X~_)+ cette limite fl droite, 
pour les quelques lignes qui suivent. La propri6t6 c) entra]nera alors que g o X t (co) 
est 6gal, soit it g o Xt_  (09)(aux points off X t (co)= X t_ (co)), soit it (g o X t_)+ (co) (aux 
points off X~(co)+Xt_ (co)), et par cons6quent t ~  g o Xt(co) admettra aussi une 
limite it droite en tout point. La derni6re phrase de l'6nonc6 r6sultera alors im- 
m6diatement de la seconde, et du th6or6me 4. Autrement dit, il nous suffit de 
d6montrer les propri6t6s a), b) et c). Mais on a en fait, le r6sultat suivant, qui 
ach6vera la d6monstration: 

Lemme. Les propri6t6s a), b), c) sont vraies pour tout processus markovien 
(Yt)t> o d6fini sur un espace probabilis6 complet, admettant (Qt) comme semi-groupe 
de transition, et dont les trajectoires sont continues ~ droite, pourvues de limites d 
gauche sur ]0, ~[. 

D6monstration. Tout d'abord, on se ram6ne ais6ment it consid6rer des processus 
(Zt)t>=o, admettant une mesure initiale v: en effet, si le lemme est 6tabli pour de 
tels processus, il s'appliquera it tousles processus Zt=  Yt+~/, et en faisant tendre 
n vers + oo on obtiendra les r6sultats d6sir6s pour le processus (Yt)t> o. Mais alors, 
d'apr6s un argument bien connu (cf. par exemple Meyer, [6] ou [7]), il suffit 
d'6tablir les propri6t6s a), b), c) pour le processus canonique obtenu en munissant 
l'espace O de la mesure 0 ~. 
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Tout  6tant trivial lorsque v est port6e par E~= {v= oo}, nous pouvons nous 
borner au cas off vest port6e par Ev. Munissons alors s de la mesure P~ correspon- 
dant ~ la m~me loi initiale v et au semi-groupe standard (~). Choisissons deux 
fonctions bor61iennes k et k' telles que k < g <  k' et que l'ensemble {~ t: 0 < t <  (, 
k o X~ < k' o X~ ou k o X t_  < k' o X~_ } soit P~-n6gligeable (Meyer [6], chap. XIV, 
d6monstration de T 16). D6signons par H~ (off r est un rationnel > 0) l'ensemble 
des coe~ tels qu'il existe un te]0,  rA~(co)[ pour lequel l'une des propri6t6s 
suivantes est satisfaite: 

ou bien k o X t (co) < k' o X t (o)) 

ou bien s~-* goX~(o) n'est pas continue/t  droite ~t l'instant t, ou n'y poss6de 
pas de limite/l gauche 

ou bien X t (o9) ~ X t_ (~), et g o X ,_  (co) :t: (g o Xt)_ (co) [cette propri6t6 est con- 
sidhr6e comme satisfaite aussi si (g o X t )_ (o )  n'existe pas]. Nous savons que H, 
est Pv-n4gtigeable: la premi6re propri6t6, en vertu du choix de k et k', la seconde, 
en vertu du thhor6me de Hunt  sur le comportement des fonctions coexcessives 
sur les trajectoires et la troisihme en vertu du th4orhme 3 plus haut. Nous aurons 
en fait, besoin d'un r6sultat un peu plus fort, qui r6sulte des d6monstrations de 
ces propriht4s, et que le lecteur v6rifiera: c'est que H~ est nhgligeable dans la 
completion de la tribu ~ o  par rapport gt W (et non pas dans la complhtion de ~ o  
toute enti6re). I1 existe donc un ensemble P~-n6gligeable K~, ~~ et 
contenant H,.  Appliquons maintenant le th6or6me 1: 

O*(K,c~{r<~})= ~v(dx)  1 ~,, v(x~ ~ v o X , . d P ' = o .  
K~ n {r < (} 

I1 en rOsulte que K~c~ {r<~} est Q~-n6gligeable: on a donc la mOme propriOt6 
~t plus forte raison pour H~c~ {r<~}, donc pour la rOunion (pour r rationnel) 
de ces ensembles: ceta 6quivaut/t l'Ononc6 du lemme, pour le processus canonique. 

, 

Nous en arrivons aux r6sultats concernant le comportement des fonctions 
coexcessives r6guli6res (par rapport au semi-groupe (~)): pour plus de clart6, 
nous les qualifierons de (~cor6guli6res >). I1 nous faut supposer maintenant que le 
semi-groupe (~) est standard sp&iaL D'apr6s la remarque de Blumenthal et 
Getoor  rappel6e au d6but de cet article, cette hypoth6se est toujours satisfaite 
lorsque les fonctions coexcessives sont semi-continues inf6rieurement. 

Th~or~me 6. Supposons que le semi-groupe (~) soit standard spOcial, et que la 
fonction coexcessive g soit cor~gulidre. Alors quelle que soit la loi #, W-presque  
tout cosf2 poss~de la propriOtd suivante: 

l'application t ~-~ g o X t (co) de ]0, ~ (co)[ dans IR + est continue ~ droite et pourvue 
de limites gt gauche 9. 

On a g = ~, quasi-partout, et l'ensemble des points de E off g n'est pas f inement  
continue est polaire. 

9. Nous ignorons si la limite ~ gauche/t l'instant ~ existe ou non. 
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Ddmonstration. La seconde phrase de l'6nonc6 r6sulte aussit6t de la premi6re, 
et du th6or6me 4. Pour 6tablir la premi6re assertion, reprenons les notations de 
la d6monstration du th6or6me 5: en retournant le temps ~t ~(co), cette premi+re 
phrase se met sous la forme 6quivalente: pour PU-presque tout co 6 f2 l'application 
s ~ g o J(s-(co) de ]0, ~ (co)[- dans IR+ est continue ~t gauche et pourvue de limites 
/t droite. Cela r6sultera du lemme suivant: 

Lemme. Soit (Yt)t>o un processus markovien ddfini sur un espace probabilisd 
complet W, admettant (Qt) comme semi-groupe de transition, et des trajectoires 
continues d droite et pourvues de limites g; gauche sur ]0, ~[. Alors, pour presque 
tout w6W, l'application s~-+go Y~(w) admet une limite gt gauche (go Yt)_(w) dgale 
cl go Yt_(w) en tout point t6]0, ((w)[. 

Ddmonstration. Comme dans la d6monstration du th6or6me 5, il suffit de 
traiter le cas d'un processus canonique, correspondant ~t une mesure ()~, off v 
est port6e par Ev. On raisonne alors dans la d6monstration du th6or6me 5, en 
remarquant que pour P~-presque tout co el2 l'application s ~  go Xs(co) admet 
une limite ~ gauche (goXt)_(co) 6gale ~ goXt_(co ) pour tout t~]0, ~(co)[-, du fait 
que g est cor6guli6re et que (~) est standard sp6cial (Meyer [6], chap. XIV, 
d6monstration de T 26). 
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