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Erschopftheit und Invarianz
beim Vergleich von Experimenten

HEeRrBerRT HEYER*

Summary. Let E be the collection of all experiments (in the sense of LeCam) with the same index
set. Using the notion of e-informativity a binary relation is introduced in E, which turns out to be
equivalent with various other relations of comparison studied previously. For a certain subclass of
E a characterization of e-informativity via randomisation kernels yields the equivalence to Blackwell’s
sufficiency and in the case of contraction experiments also to sufficiency in the sense of Halmos and
Savage. Furthermore the concept of translation invariance is generalized to large subclasses of E.
In the case of invariance the characterizing kernels can also be chosen invariant. Applications of the
theory to allocation and testing problems as well as to Shannon- and Fisher-informativity illuminate
the general set up. The special case of experiments with only a finite index set appears strongly related
to the study of orderings in the set of all positive Radon measures on compact convex subsets of
certain topological vector spaces.
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1. Einleitung

In seiner grundlegenden Arbeit [2] definiert Blackwell ein statistisches Ex-
periment und fiihrt in einer gewissen Klasse von Experimenten Vergleichsrela-
tionen ein: die Informativititsrelation und die Erschopftheitsrelation. Etwas
genauer besteht bei Blackwell ein Experiment aus einer Menge X, einer o-Algebra
A von Teilmengen von X sowie einer Familie (P);.; von endlich vielen Wahr-
scheinlichkeitsmaBen (W-MaBen) auf 2. Bezeichnen wir mit Fy:=.2 (X, A) die
Menge der A-meBbaren, beschrinkten reellen Funktionen auf X, so erhalten wir
das Tripel (X, Ly, (B);c1), Welches aus einer Menge X, einem Banachverband von
reellen beschrinkten Funktionen auf X und einer Familie von positiven, normier-
ten Linearformen auf %y besteht.

Zum Experiment (X, %y, (B);c;) definiert man die Menge B:=B{(P);.;, Lu}
als den kleinsten linearen Teilraum des Dualraums %y von %y, welcher die

* Die vorliegende Arbeit wurde von der Naturwissenschaftlichen Fakultit der Friedrich-Alexan-
der-Universitidt Erlangen-Niirnberg im SS 1968 als Habilitationsschrift angenommen.
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Familie (P);.; enthilt, beziiglich der Normtopologie in %y abgeschlossen ist
und die folgende Eigenschaft besitzt: Fir ueB und ve %y mit 0<|v| <yl gilt
veB. B wird auch das kleinste, die Familie (P),.; enthaltende Band in % oder
der L-Raum des Experiments (X, %y, (B);c;) genannt.

Im Jahre 1964 publizierte LeCam eine Arbeit [11], in der von einer moglichst
abstrakten Definition eines Experiments ausgegangen wird. Diese Definition
verallgemeinert die von Blackwell in zwei Richtungen: einmal werden anstelle
der Verbénde % beliebige Banachverbidnde E reeller beschrinkter Funktionen
auf einer Menge X, welche die konstanten Funktionen enthalten, zugelassen,
andererseits belicbige Familien (P);.; von positiven, normierten Linearformen
auf E. Zudem wird die Vergleichsrelation, bei LeCam Defizienz genannt, weiter
gefaBit, indem beim Vergleich von zwei Experimenten X und 9 mit gleicher
Indexmenge eine Defektfunktion ¢=0 beniitzt wird. Dadurch entsteht der Be-
griff der e-Defizienz. Die Defizienz zwischen Experimenten unterscheidet sich im
Spezialfall der klassischen (nichtrandomisierten) Theorie von der Informativitét
Blackwells dadurch, daB3 zwei verschiedene Klassen von Entscheidungsfunktionen
auftreten und daher keine Transitivitit mehr vorliegt.

Zur Charakterisierung der Defizienz etwa im Falle zweier klassischer Experi-
mente (X, Ly, (R)c;) und (Y, g, (Q))i.;) zieht LeCam positive, normierte Bi-
linearformen auf dem Produktraum % x B heran, welche er randomisierte
Abbildungen (des Experiments (X, %y, (P);.;) in das Paar (Y, %)) nennt.

Der Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit ist der Riickgriff auf die intuitive
Informativitdt Blackwells, nun sogar fiir abstrakte Experimente und zugleich
fiir Fehlerfunktionen ¢=0 verallgemeinert (e-Informativitét), sowie deren Cha-
rakterisierung mittels sog. Randomisierungskerne (R-Kerne), welche an die
Stelle der von LeCam bendtigten Bilinearformen treten. In obigem Beispiel sind
die R-Kerne genau die positiven, normierten linearen Abbildungen von %y
in Y. Sei T ein R-Kern von %y nach %y, so induziert dieser zwar vermoge
T(g, p):=<T(g), u> eine Bilinearform auf ¥ x B, welche zur Charakterisierung
der e-Informativitit fithrt. Die Existenz eines derartigen R-Kerns ist jedoch nicht
immer garantiert.

Somit diirften die nachfolgenden Ausfithrungen nur in cinzelnen Situationen
mit der in [11] dargelegten Theorie vergleichbar sein.

Ein weitgehendes Motiv fiir den Riickgriff auf die Informativitéit Blackwells
liefert die Einbettung der klassischen Erschopftheitsrelation in den allgemeinen
Rahmen sowie deren Spezialisierung fiir gewisse Klassen von Unterexperimenten.

In den §§ 2 und 3 wird der technische Apparat fiir die nachfolgenden Unter-
suchungen bereitgestellt: die fiir abstrakte Experimente verallgemeinerten Be-
griffe von Verlust, Risiko und e-Informativitit sowie Definition und grundlegende
Eigenschaften des R-Kerns. In der Menge # der R-Kerne zwischen gewissen
Banachverbinden reeller beschrinkter Funktionen werden zwei verschiedene
Topologien erkldrt und beziiglich dieser Topologien dichte Teilmengen von #
untersucht. Hinzu tritt ein Abschnitt tiber dominierte klassische Experimente.
§4 enthilt einen Charakterisierungssatz fiir die Relation der e-Informativitét
zwischen einem klassischen Experiment X und einem beliebigen Experiment 9).
Es werden Spezialfille diskutiert: der Fall strikter e-Informativitét (¢ konstant)
und der Fall der Informativitit schlechthin (¢ =0). Mit Hilfe dieses Satzes 148t sich
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ein Resultat beweisen, welches die e-Informativitit zwischen Experimenten X
und 9 kennzeichnet durch die Existenz eines Hilfsexperiments 9*, beziiglich
dessen X informativer ist. Der Satz beinhaltet das, was gelegentlich die Stabilitét
des Prinzips der Informativitdt genannt wird.

Ist ein Experiment X ciner gewissen Klasse informativer als ein beliebiges
Experiment 9}, so existiert ein Produktexperiment, das aus X und ¥ konstruiert
wird und zudem weniger informativ ist als X. Dieser Satz sowie seine Umkehrung
ermoglichen zahlreiche Anwendungen.

Im §5 nun erfolgt die Diskussion der Frage nach dem Zusammenhang
zwischen den in der Theorie des Vergleichs von Experimenten und den in der
mathematischen Statistik auftretenden Konzepten der Erschopftheit. Der Haupt-
satz liefert wenigstens fiir eine Klasse von dominierten Experimenten die Aquiva-
lenz von Informativitidt und Erschopftheit. Eine weitere gleichwertige Aussage
stellt die Beziehung der Vergleichsrelationen zur Theorie der erwartungstreuen
Schitzungen her.

Die Spezialisierung auf Kontraktionsexperimente liefert die Aquivalenz
aller bekannten Versionen von Erschopftheit, insbesondere die Aquivalenz zum
Begriff der erschopfenden o-Algebra. Der Fall erschépfender Kontraktions-
experimente wird ferner mit Hilfe der von der Informationstheorie her bekannten
f-Divergenz beschrieben.

Es folgt § 8 iiber die Existenz invarianter R-Kerne fiir spezielle Klassen von
Experimenten und zuldssige Familien von Abbildungen, beziiglich deren der
Invarianzbegriff definiert wird. Es wird zudem eine hinreichende Bedingung fiir
die Existenz genau eines invarianten R-Kernes angegeben, welcher die Mafle des
Experiments X in die des Experiments %) iiberfiihrt. Anwendung auf die Gruppe
der Translationen einer lokalkompakten abelschen Gruppe G mit abzihlbarer
Basis ergibt die Existenz eines translationsinvarianten Markoff-Kerns fiir klassi-
sche Experimente mit Grundraum G, bei denen die zugehorigen W-MaBe aus
einem W-MaB durch Translation erzeugt werden.

Beispiele aus der Theorie der Placierungsexperimente, endlicher klassischer
Experimente und aus der Testtheorie sollen die Existenz- und Aquivalenzsitze
der §§4 und 5 beleuchten und deren Giiltigkeitsbereich abgrenzen. Im Falle end-
licher klassischer Experimente werden Zusammenhinge der vorliegenden Aus-
fihrungen zur Theorie der Integraldarstellungen in konvexen, kompakten Men-
gen sichtbar. Diese Beziehungen, die im Spezialfall schon auf Hardy, Littlewood
und Polya (1934) zuriickgehen, diirften am Anfang der von Blackwell begriindeten
Theorie des Vergleichs von Experimenten gestanden haben.

Eine Gegeniiberstellung der bisher betrachteten Vergleichsrelationen fiir
Experimente mit den Relationen von Shannon und Fisher zeigt die Schirfe der
von uns betrachteten Informativititsrelation.

Im Anhang werden einige Resultate der Arbeit, die Vergleichsrelationen in
der Klasse aller Experimente mit gleicher Indexmenge betreffend, im Sinne der
Theorie der geordneten bzw. quasi-geordneten Mengen interpretiert. Beispiels-
weise bildet die Klasse der dominierten topologischen Experimente ein beziiglich
der Produktbildung von Experimenten quasi-geordnetes Gruppoid.

Der Verfasser dankt Herrn Diplom-Mathematiker J. Greiner fiir die sorgfiltige Analyse einiger
in der Arbeit von LeCam [11] enthaltener Ideen, welche fiir die vorliegende Arbeit relevant waren.
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2. Vorbereitungen
2.1. Experimente

Es sei (X,, Uy, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum), welcher mittels
einer Zufallsvariablen ¢ auf den Stichprobenraum (X, ) abgebildet wird. Eine
Familie (P);.; von W-MaBen auf (X, ), die bei statistischen Untersuchungen als
die Menge der moglichen Verteilungen von ¢ auftritt, definiert ein statistisches
Experiment (X, 2, (B);.;) im Sinne von Blackwell [2]. Dieser Begriff wird verall-
gemeinert in der folgenden

2.1.1. Definition. Experiment (mit Grundmenge X und Indexmenge I) heil3t
jedes Tripel X=(X, E,(P),.;), wobei E ein Banachverband reeller beschrinkter
Funktionen auf der Menge X mit 1€ E und (P);.; eine nichtleere Familie reeller
positiver, normierter Linearformen auf E ist.

Dabei trage E die Supremum-Norm, und fiir je zwei Elemente f, gcE seien
das Supremum f v g sowie das Infimum f A g punktweise erklédrt. Im {ibrigen sind
die auftretenden Banachverbédnde identisch mit den das Element 1 enthaltenden
abgeschlossenen Unteralgebren der Algebra aller beschrankten reellen Funktio-
nen auf X.

Ein Experiment heiBt klassisch, wenn E gleich ist der Menge Fy:= £ (X, )
aller reellen beschrinkten, -meBbaren Funktionen auf X, wobei U eine o-Al-
gebra in X bezeichnet und die P, W-MaBe auf U sind.

Ein klassisches Experiment heiit diskret, wenn fiir jedes icl das W-Mal} P
diskret, d.h. von der Form Y r ¢, mit#>0fiir k=1 und ) r=11ist, wobei die
Folge (X;)»; in X liegt.  *=! kz1

Im Falle eines klassischen Experiments X mit 2:=9(X), wobei PB(X) die
Potenzmenge von X bezeichnet, fallt %y mit der Menge %, aller beschridnkten
reellen Funktionen auf X zusammen.

Weiterhin heifit ein klassisches Experiment topologisch, wenn X ein lokal-
kompakter Raum mit abzihlbarer Basis und jedes P, (iel) ein Radonsches
W-MaB auf X ist. In diesem Falle kénnen bekanntlich die P, als BorelmaBie auf
der Borel-g-Algebra #:=4%(X) iiber X aufgefaBit werden.

SchlieBlich nennen wir X endlich, falls |I|:=Kard I < co.

2.1.2. Definition. Teilexperiment des Experiments X=(X,, E, (P);;) heift jedes
Tripel X;=(X, E, (P);.,), wobei J eine nichtleere Teilmenge von I bezeichnet.

In diesem Sinne ist X=X,.

2.1.3. Definition. Ist X=(X, E, (B),.,) ein Experiment und G ein abgeschlosse-
ner Teilvektorverband von E mit 1€G, so heiBt das Tripel (X, G, (Resg P);.r)
Kontraktionsexperiment von X mit Banachverband G (G-Kontraktion von X).
Wenn es darauf ankommt, den das Kontraktionsexperiment definierenden
Banachverband G hervorzuheben, so wird das Tripel auch durch X¢ abgekiirzt.

Fiir ein klassisches Experiment X =(X, %y, (B);.;) und vorgegebene ¢-Unter-
algebra B von A nennt man die Fy-Kontraktion von ¥ auch B-Kontraktion
von X und beniitzt das Symbol X%,

2.1.4. Wir bemerken zuvor, daB fiir zwei Vektorverbidnde 4 und B von be-
schrinkten reellen Funktionen (mit konstanter Funktion 1) das Tensorprodukt
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von A mit B definiert ist als der von der Menge C der Funktionen ) a;b; mit
j=1

a;e A und b;eB (j=1, ..., n) erzeugte Vektorverband beschrénkter reeller Funk-

tionen auf dem cartesischen Produkt X x Y der Mengen X und Y. Hierbei ist jede

Funktion c¢:= )" a;b; auf X x Y definiert durch c(x, y):= ) a;(x)b;(y).
i1 =1
Sind nun 14 und B zudem Banachverbinde, so defJiniert man das Tensor-
produkt A ®B als den (gleichmaBigen) Abschlul3 des von C erzeugten Vektor-
verbandes (und erhilt damit wieder einen Banachverband). Fiir Linearformen p
bzw. g auf A bzw. B ist das Tensorprodukt p ® ¢ in der iiblichen Weise als Linear-
form auf A ® B erklirt.

Definition. Es seien X=(X, E, (P);.;) und 9=(Y, F,(Q));;) zwei Experimente
(mit gleicher Indexmenge I) und E ® F das Tensorprodukt der Banachverbinde
E und F. Dann heiBt das Tripel 3:=(X x Y, E®Q F, (R));;), wobei (R});.; eine
Familie reeller positiver, normierter Linearformen auf E® F bezeichnet, ein
schwaches Produktexperiment.

Pr, 3: =(X» E, (prg Ri)ie[) bzw. Pr, 3: =(Y, F, (prp Ri)iel)

wird X -Projektionsexperiment (X -Projektion) bzw. Y-Projektionsexperiment ( Y-Pro-
jektion) von J genannt.

Das Experiment W:=(X x ¥, E® F, (B ® Q,);.;) heiBt das (starke) Produkt der
Experimente X und ), wobei P.® Q, fiir jedes il das Tensorprodukt der posi-
tiven, normierten Linearformen P, und Q; bezeichnet.

2.1.5. Bemerkung. Definition 2.1.1 geht auf LeCam [11] zurlick. Definitionen
2.1.2 und 2.1.3 hingegen sind von Definition 10 in [11] wohl zu unterscheiden.

2.2. Verlust und Risiko

2.2.1. Fiir jedes Experiment X=(X, E, (P),;) und beliebige Menge D von Ent-
scheidungen definiert man in bekannter Weise die Verlustfunktion V als reelle
Funktion auf I x D und interpretiert den Wert V(i, d) von V an der Stelle (i, d) als
den Verlust, mit dem man bei der Entscheidung d zu rechnen hat, falls £(B)=F
zutrifft. Wir werden bei den folgenden Untersuchungen Entscheidungen d mit
Vektoren (V(i,d));c; in R! identifizieren und zudem voraussetzen, daB D stets
eine nichtleere konvexe, kompakte Teilmenge von R' ist. Es wird sich zeigen
(in 2.2.3), daB es dariiber hinaus geniigt, nur nichtleere konvexe, kompakte Teil-
mengen von [—1, +1] als Entscheidungsmengen zu betrachten. Deren Klasse
bezeichnen wir mit & (I). Der Verlust bei der Entscheidung d wird sodann mittels
der Projektionsabbildungen p; durch V(i,d)=p;(d)=d, (iel) beschricben.

2.2.2. Weiterhin erkldrt man die zu X und beliebigem D gehorige Menge
€ (X, D) der Entscheidungsfunktionen als die Menge aller Abbildungen f: X —» D
mit [=(f});.;, wobei f,eE fiir alle iel.

Bezeichnen M (X, A) bzw. ¥(X, A) die Vektorriume der beziiglich einer
o-Algebra W in X meBbaren bzw. der stetigen Abbildungen von X in einen topo-
logischen Raum A4, so ergeben sich folgende Beispiele fiir € (X, D):

(1) Man betrachte einen MeBraum (X, UA) und setze E:=%,. Dann gilt
CX, D)=M(X, D).
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(2) Man betrachte fiir einen kompakten Raum X den MeBraum (X, B),
wobei B die o-Algebra der Borelschen Mengen iiber X ist, und setze E:=%(X)=
%(X,R). Dann ist €(X, D)=%(X, D).

2.2.3. Die Menge € (X, D) ist konvex, enthilt die konstante Abbildung 1 und
erfiillt fiir jedes xeR? die Mengengleichung

CEX, x+D)=x+E(%X, D).

Dariiber hinaus erhilt man fiir jede eineindeutige Abbildung L von R” in R’ der
Gestalt L(y):=(2;;);c, wobei y:=(y,);.;€R und «;€RR fiir alle ie] ist:

G(X, L(D))={Lof: fe€(X, D)}.

SchlieBlich gilt fiir ge ¥ (D) und fe€(X, D) stets gofeE.

2.2.4. Mittels einer Entscheidungsfunktion fe®(X, D) definiert man den mitt-
leren Verlust R(i, f) als die Zahl {f;, B, falls £(R,)=P, zutrifft. Halt man f fest,
so heiBt die Abbildung R;: IR, definiert durch R/(i):=R(i, f), die zu f ge-
horige Risikofunktion.

2.3. e-Informativitit

Es soll nun eine Vergleichsrelation fiir Experimente eingefiihrt werden. Nach-
folgende Definition geht im Spezialfall endlicher klassischer Experimente ver-
schwindender Fehlerfunktion ¢ auf Blackwell [2] zuriick.

Gegeben seien zwei Experimente X=(X, E, (R);.;) und 9=(Y, F, (Q;);c;) mit
gleicher Indexmenge I sowie eine Abbildunge: I-R .

' 2.3.1. Definition. ¥ heiBt g-informativer als 9 (X>,9), wenn es zu jedem
De2(I) und jedem ge€(%), D) ein fe€(X, D) gibt mit der Eigenschaft

R;<R,+e.

Genauer heiit dies: R, ({)<R,(i)+e(i) fiir alle iel, wobei zu beachten ist, daB3
zwar R (i))=<{f,P), jedoch R (i)={g;, Q;> fiir jedes iel gesetzt wird. Ist ¢ die
konstante Funktion auf I, so heiBt X streng e-informativer als 9 (X, 9).

X heiBt informativer als P (X2 ), falls X streng O-informativer ist als 9.

Die durch > definierte Relation ist eine Quasiordnung in der Klasse aller
Experimente mit gleicher Indexmenge I: X heifit zudem dquivalent zu %), falls
sowohl X> %) als auch 9= X gilt. Wir schreiben X~%). Offensichtlich hat man
die folgende

2.3.2. Proposition. X>,9 genau dann, wenn X;2, ), gilt fiir jede nichtleere
Teilmenge J von .

2.3.3. Definition. X heiBt bedingt s-informativer als Y (X>,9)), wenn fiir jede
endliche nichtleere Teilmenge J von I gilt X;>, 9),.

Analog zur Aquivalenz definiert man die bedingte Aquivalenz.
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3. Randomisierung
3.1. R-Kerne

3.1.1. Unter einem Randomisierungskern (R-Kern) fiir zwei (abstrakte) Banach-
verbinde A und B mit gleichbezeichnetem Einselement 1 versteht man eine
positive, normierte lineare Abbildung von A4 in B, d.h. eine lineare Abbildung T
von A in B mit Ta=0 fiir alle a2 0 (ac€A) und T'1=1. Einzelheiten der Theorie der
abstrakten Banachverbinde werden etwa in [18], ChapterV, §1 und 7 ausge-
fithrt. Die Menge aller R-Kerne fiir die Banachverbinde 4 und B wird mit % (4, B)
abgekiirzt.

Es werde nun ein Experiment X=(X, E, (P),. ;) zugrunde gelegt. Zu gegebener
Entscheidungsmenge De % (I) betrachten wir den Banachverband #(D). Dann
148t sich die Menge €(X, D) in der folgenden Weise mit Hilfe von Elementen aus
#(%(D), E) darstellen:

3.1.2. Proposition. €(X, D)= {(Tp,);.;: Te#(¢(D), E)}.

Beweis. Nach dem Trennungssatz fiir konvexe, kompakte Teilmengen in
lokalkonvexen topologischen Vektorriumen, angewendet auf den Raum RI
definiert eine Familie (f;);.; in E genau dann eine Abbildung f:=(f);.; in €(X, D),
falls fiir jede stetige Linearform L auf R’ mit L<f auf D (B reell) auch Lof=
Y o; ;<P gilt!. Es folgt somit wegen

Lo[(Tppier] ZZ o; Tp;= T(Z up)STB=p

sofort (Tp); ;€€ (X, D).

Ferner liefert jedes fe€(X, D) aufgrund von 2.2.3 mittels T,g:=gof fiir alle
ge%(D) einen R-Kern T,. Wegen T;p;=p;of=Ff; fiir alle iel erhdlt man f=
(Typier-

3.1.3. Definition. Fiir jedes Te#(¢(D),E) ist die Risikofunktion Ry (des
R-Kerns T) definiert durch
Ry ()):={Tp,, P>= U {
fir alle iel. r():={Tp;, > R(TpJ)Jej(l)
3.1.4. Bemerkung. Es geniigt, anstelle von Elementen in %(%(D), E) Algebra-
homomorphismen von %(D) in E zu betrachten. Diese erweisen sich nach einem

Satz von Phelps (Theorem 1.1 in [15]) als dic Extremalpunkte der konvexen
Menge #(%(D), E).

3.1.5. Seien X=(X,E, (R);;) und P=(Y,F,(Q));;) zwei Experimente mit
gleicher Indexmenge I. Die ordnungstheoretischen Dualrdume E' bzw. F’ von
E bzw. F sind sogar topologische Dualrdume. Zu jedem TeZ(F, E) existiert der
adjungierte Operator T" als Abbildung von E’ in F’, definiert durch (g, T'n)=
{Tg,ny fiir alle ge F und neE’. Bekanntlich ist T linear, positiv und isometrisch.

3.1.6. Wir kommen zu einer ersten hinreichenden Bedingung dafiir, daB das
Experiment X e-informativer ist als das Experiment 9).

1. Hierbei wird nur iiber endlich viele iel summiert.



28 H. Heyer:

Proposition. Es existiere ein R-Kern Te R (F, E) mit ||T'B—Q;|| Z¢(i) fiir alle
iel. Dann gilt
i nn gi .9,

Beweis. Zu beliebigem DeZ (I) und Ve (% (D), F) wihlen wir
U:=To VeR(¢(D), E).

Nach Voraussetzung erhalten wir wegen |p,|| <1 und ||Vp;| £1 fiir jedes il die
gewiinschte Ungleichung:

Ry())=<Up;, B)=<Vp;, TRy < {Vp;, Q> +e()=Ry () + ().

3.2. Dominierte klassische Experimente

3.2.1. Es sei X=(X, %, (B);) ein klassisches Experiment. Die Familie
(P);c; werde dominiert durch ein o-endliches Mal} y auf (X, ), d.h. es gilt B<u
fiir alle iel. Nach Halmos und Savage ([10], Lemma 7) existiert sogar ein W-Mal
P auf (X, ), welches zur Familie (P),.; dquivalent ist in dem Sinne, daB fiir 4eA
die Relation P(4)=0 fiir alle ieI genau dann gilt, wenn P(4)=0 ist. Wir schreiben
(P);c; ~ P. Unter dieser Voraussetzung heifit das Experiment X y-dominiert.

3.2.2. Fiir die weiteren Untersuchungen ist es wichtig, einen Typ eines verall-
gemeinerten Experimentes zuzulassen, ndmlich das einem p-dominierten Experi-
ment X zugeordnete p-assoziierte (verallgemeinerte) Experiment

f(:u) = (X= LQI’ (B)ie[),

wobei Ly :=L* (X, ¥, u) den Banachverband der (Aquivalenz-)Klassen p-wesent-
lich beschrinkter -meBbarer Funktionen auf X bezeichnet. X(u) kann mit
Experimenten (im engeren Sinne) verglichen werden (beziiglich der Relationen
in 2.3), falls man fiir jedes De 2 (I) als Menge €(X (1), D) von (nunmehr verall-
gemeinerten) Entscheidungsfunktionen die Menge #(%(D), Ly) wihlt. Es gilt
zunichst X(u)>X. Zum Beweis wende man einfach 3.1.6 auf die Restklassen-
abbildung von Py auf Ly an.

Dariiber hinaus erhilt man die folgende

Proposition. Ist fiir das u-dominierte Experiment X die Indexmenge I héchstens
abzdhlbar, so gilt
X(~X.

Beweis. Nach der vorausgeschickten Bemerkung ist noch X (u)< X zu zeigen.
Es seien De 2 (I) sowie UeR(%(D), Ly) vorgegeben. Hierzu wihlen wir fiir jedes
iel einen Représentanten f; aus der Klasse Up; und Folgen (L,),»; von stetigen
Linearformen auf R’ sowie Folgen (a,),, in IR, welche D beschreiben 2. Fiir jedes
n= 1 erhalten wir auBBerhalb einer u~-Nullmenge N, die Ungleichung L, o(f;);c; < a,.-
Da N:= (] N, wieder eine u-Nullmenge ist, ergibt sich nach Abénderung von f;

n21
auf N zu f; (iel), daB f:=(f);.;c€ (X, D) gilt. Offenbar hat man zudem Ry=R,.

2. Im Sinne von 3.1.2.
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Zusatz. Fiir jedes klassische Experiment X (mit beliebiger Indexmenge I) ist
X (1) bedingt dquivalent zu X.

3.2.3. Bekanntlich heiBt ein Tripel (X, %, P) Mafiraum mit Lifting, wenn es eine
positive, normierte lineare Abbildung T von L*(X, %, P) in %y (also ein
TeR(L* (X, N, P), #y)) gibt, so daB T'(f)ef erfiillt ist. Fiir vollstandige W-Riume
oder lokalkompakte W-Riume ist die Existenz eines sogar isometrischen Liftings
gesichert (vgl. [14], 154 —156).

Wir nennen ein p-dominiertes Experiment X =(X, %y, (P);;) Experiment mit
Lifting ( L-Experiment) (mit dominierendem Maf p), falls (X, A, p) ein MaBraum
mit Lifting ist.

Proposition. Fiir jedes L-Experiment (mit dominierendem Map p) gilt X ()~ X.
Beweis. Ergibt sich sofort aus 3.1.6.

3.24. Nach Vervollstindigung der o-Algebra 2 des u-dominierten Experi-
ments X=(X, %y, (B);) zur o-Algebra A':=A* gewinnt man unmittelbar das
p-vervollstindigte Experiment X*:=(X, %y, (P);. 1), welches wegen Ly < Ly infor-
mativer ist als X. Es gilt dariiber hinaus die folgende

Proposition. X (1)~ X*.

Beweis. Nach 3.2.3 haben wir X*~ X*(u), wegen der Isomorphie von Ly und
Ly zudem X*(u) ~ X (p), also das Resultat.

3.3. Dichte Teilmengen von R-Kernen

Es soll fiir einen zun#chst beliebigen Banachverband A reeller beschrinkter
Funktionen auf einer Menge (mit 1 € 4) die Menge #:=% (A, Ly) mit einer Topo-
logie J ausgeriistet werden, so dal # eine konvexe, kompakte Menge wird.

3.3.1. Die Topologie .7 wird definiert als die grobste Topologie in # bzw.
in dem hiervon erzeugten Vektorraum ¥, welche alle Abbildungen U—(Ug, >
mit ge 4 und felLl:=I}X, U, ) sowie UeZ stetig macht.

¥ wird damit zu einem lokalkonvexen Hausdorff-Raum.

2 ist offenbar konvex. Wegen Lo =(L}) sind die abgeschlossenen Kugeln
von Ly schwach kompakt, also auch die Menge

K:=[]{heLy: |hI=<]gl}.

geA

2 148t sich auBerdem mit einer abgeschlossenen Teilmenge von K identifizieren,
so daB # kompakt wird.

Wir erhalten somit die folgende
Proposition. % ist eine beziiglich der Topologie F kompakte, konvexe Menge.

3.3.2. Analog zum Beweis von Theorem 1.1 in [15] zeigt man, daB die Menge
A, der Extremalpunkte von £ mit der Menge der Algebrahomomorphismen von
Z {ibereinstimmt.

Da die Abbildung U—- Ug, Ug, (g;,8,64) von 2 in Ly stetig ist, wenn man
in # die Topologie 7 betrachtet, ist &, sogar abgeschlossen.
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Nach dem Satz von Krein-Milman gilt die
Proposition. Die konvexe Hiille von R, ist beziiglich der Topologie I dicht in A.

3.3.3. In Anlehnung an ein Resultat von LeCam ([11], Theorem 1) ergibt sich
eine weitere dichte Teilmenge von £ fir den Fall, daBB A die Menge %(S) aller
stetigen reellen Funktionen auf einem kompakten Raum § ist.

Wir bezeichnen die Menge %(% (S), Ly) wieder mit # und definieren die Menge

%’=={UE.@I U:= Z hk 85k3 SkES, thLQI
k=1

mit k20 fiir alle k=1 und ) hk=1}.
k=1

Hierbei ist ¢, fiir se S das Punktfunktional in s. Es werde nun £ mit der kompakt-
offenen Topologie X ausgeriistet. Dann gilt die

Proposition. %' ist beziiglich der Topologie X dicht in A.

Speziell liefert diese Aussage fiir klassische Experimente X=(X, %y, (P);,)
mit |I|:=n< oo das

Korollar. Fiir jedes De9 (I), Ue (4 (D), Ly) und 6>0 existiert ein Ve R’ mit
der Eigenschaft
sup |Ry()—Ry ()] <5.
Der Beweis des Korollars ergibt sich nach Anwendung der Proposition auf die
Menge K:={p,, ..., p,} unter Beachtung der Ungleichung

IRy())— Ry (M= U pi— Vil firallei=1,...,n.

4. Charakterisierung der ¢-Informativitit
4.1. Verallgemeinertes Minimax-Theorem

Wir werden einen Satz formulieren, der Theorem 2 in [11] enthélt, und einige
fiir das weitere wichtige Folgerungen ziehen.

Es seien hierzu X ein lokalkompakter Raum, & das System der kompakten
Teilmengen von X, .#y:=.#y(X) die Menge aller Radonschen W-MaBe auf X
mit kompaktem Triiger. Die Menge € (X) werde mit der Topologie der kompakten
Konvergenz versehen und damit zu einem lokalkonvexen Hausdorff-Raum.

Fiir jede Teilmenge C von ¥ (X) heiBt die durch yq(u):= }ng u(f) definierte

numerische Funktion y auf .#y die charakteristische Einhiillende von C. Betrach-
tet man die Menge

a(C):=C+%,(X)={ge%(X): Es existiert ein fe C mit f<g},

so gilt y, )= xc- Hierbei steht offenbar ¢, (X) fiir die Menge { fe¥4(X): f=0}.
Eine Teilmenge C von % (X) heilit subkonvex, wenn es zu f, ge C sowie x€]0, 1]
ein he C gibt derart daB A< o f+(1 —a)g gilt.
Konvexe Mengen und absteigend filtrierende Mengen sind stets subkonvex.
Ferner ist fiir jede subkonvexe Teilmenge C von % (X) die Menge o(C) konvex.
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4.1.1. Proposition. Seien X ein lokalkompakter, Y ein kompakter Raum, f eine
reellwertige Funktion auf X x Y mit den folgenden Eigenschaften.:

(i) Die Abbildung x —f(x,y) von X in R ist fiir jedes yeY stetig.

(i) Fiir jedes xe X ist die Abbildung y — f(x, y) von Y in R nach unten halbstetig.

Dann ist fir C;:={f(-,y): yeY} die Menge a(Cy) abgeschlossen in € (X).

Beweis. Wir zeigen a(C;)<a(C,). Scien gea(C,), Ke® und yeR mit y>0.
Dann gibt es ein hex(C,) mit |h(x)—g(x)|<y fiir alle xeK und daher ein
y=y(K,p)eY mit f(x, y)Sh(x)<g(x)+7y fiir alle xe K. Die nichtleere Menge

Fy ={yeY: f(x,y)=g(x)+y fur alle xeK}
ist wegen (ii) abgeschlossen in Y. Da Y kompakt ist, ergibt sich

F:= ﬂ FK’Y-_#@.

Ke &
yeR y>0

Fiir jedes yeF gilt also f(x, y)<g(x) fiir alle xe X und damit gea(Cy).

4.1.2. Spezialfall. Setzt man in obiger Proposition Y:=C und f(x, g):=g(x)
fiir alle xe X, so folgt fiir kompakte Teilmengen C von € (X) stets die Abgeschlos-
senheit von a(C). Es ist nur zu beachten, daf} die Abbildung (x, g) = f(x, g) stetig
ist und C=C, gilt.

4.1.3. Satz. Es seien C und C' nichtleere subkonvexe Teilmengen von % (X).

Fiir die Funktionen yc und yc., wobei y¢ reellwertig ist, sind folgende Aussagen
dquivalent :

(1) xe= X_c_

(2) C'=a(C).

(3) Zu jedem feC’ existiert ein gea(C) mit g< f.

Beweis. [11], 1428.

4.1.4. Korollar. Ist «(C) zudem abgeschlossen in €(X), so ist die Bedingung (3)
des Satzes dquivalent zu (3). Zu jedem fe C' existiert ein ge C mit g< f.

Beweis. Klar.

4.1.5. Als Spezialfall von 4.1.3 erhidlt man das berithmte Minimax-Theorem,
nédmlich den folgenden

Satz. Vorgegeben seien ein lokalkonvexer Hausdor{f-Raum M sowie ein Vektor-
raum N. X sei eine konvexe, kompakte Teilmenge von M, Y eine konvexe Teilmenge
von N. Ferner bezeichne f eine reelle Funktion auf X x Y mit den folgenden Eigen-
schaften:

(i) Fiir jedes yeY ist die Abbildung x— f(x,y) stetig und konkav auf X.

(i) Fiir jedes xe X ist die Abbildung y— f(x,y) konvex auf Y.

(iii) sup inf f(x,y)eR.

xeX ye¥
Dann existiert mindestens ein xo€ X mit

sup inf f(x, y)= inf sup f(x, y)=inf f(xo, y).
X ve

xeX yeY yeY xe
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Beweis. Sei é:=sup inf f(x, y)< c0.
xeX ye¥
Es ist zundchst zu zeigen: inf sup f(x, y)<d. Wir betrachten die Mengen

yeY xe
C=Cs:={f(-,y): yeY} sowie C'={0}. C ist wegen (ii) subkonvex. Bezeichnet
x, fiir pe.#y den Schwerpunkt von g, so gewinnt man die Ungleichung:
xeW):=inf u(g)< inf f(x,, y)<sup inf f(x, y)=:xc (1)
geC yeY X yeY

X€

Nach 4.1.3(3) existiert zu éeC’ ein gea(C) mit g<4. Zu &¢>0 gibt es ein
y:=y(e)e Y mit f(-,y)<d+e¢, also auch inf sup f(x, y)<J+¢, woraus obige Teil-
behauptung folgt. ye¥ xeX

Als nach oben halbstetige Funktion auf dem kompakten Raum X nimmt die
reelle Funktion x — in£ f(x,y) ihr Supremum auf X an, etwa im Punkte x,eX.
ye

4.2. Charakterisierungssatz
Wir greifen die Situation von 3.2 erneut auf:
X=(X, %y, (P);;) sei cin klassisches und 9=(Y,F,(Q,);.;) ein beliebiges
Experiment. p bezeichne ein o-endliches MaB auf (X, ). Dann gilt der folgende

4.2.1. Satz. Vorgelegt seien ein u-dominiertes Experiment X sowie das p-asso-
ziierte Experiment X(u). Fiir jedes Experiment ) sind die folgenden Aussagen
dquivalent :

H X>.9.

@) X(w>.9.

(3) X(uw)=.D.

(4) Es existiert ein Te #(F, Ly) mit |T' B—Q;|| L&(i) fiir alle iel.

Beweis. (1)<>(2) folgt aus 3.2.2 (Zusatz), (3)=>(2) aus 2.3.2, (4)=(3) aufgrund
von 3.1.6.

Zu zeigen bleibt (2)=(4): Eine fiir den Beweis dieser Inklusion wesentliche
Idee entstammt der Arbeit [11] (Beweis von Theorem 3). Als Entscheidungs-
menge D betrachten wir speziell die Menge [ — 1, + 11" I trage die diskrete Topo-
logie. Es werde nun auf €(9), D) x #(F, Ly) x 4 (I) die reellwertige Funktion
@ definiert durch:

(g, U, n):={ [<U g, By —<g:, 0] n(di)
= [Rivgy,er ()= R, (0] n(di).

Da der Trédger J von n eine nichtleere endliche Teilmenge von I ist, existiert zu
G:=(g;);;€€(Y;, D)und zur abgeschlossenen konvexen Hiille D' von G (Y) (e 2(J))
nach (2) ein Ve (%€ (D’), Ly) mit der Eigenschaft:

Ry=R;+¢;.
Ist yeIR, y>0 vorgegeben, so folgt hieraus

Ry <Rg+e;+7.
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Wegen 3.3.3 (Korollar) gibt es ein We ' (¢(D'), Ly) der Gestalt
W: = Z hk Sxka
K=1
wobei x, e D', e Ly mit h, =0 fiir alle k=1 und
E: hk::1
k=1

ist, so daB R ;- < Rg+¢; -+ erfiillt bleibt. Man bemerkt, daB die Menge {x,, ..., x,}
sogar in der konvexen Hiille von G(Y) gewihlt werden darf. Wird also fiir jedes
kz1

Xg# = Zplk Wi
=1

gesetzt, wobei y,eG(Y) fiir alle [ sowie p, R, p, =0 mit Y p,,=1 fiir alle [,k
I=1
(I=1,...,m; k=1,...,n) gilt, so ergibt sich fiir alle jeJ die Gleichung:

m

Wo= Y her (S oun)= 3 (3 puhi) oo
k=1 i=1 i k=1

Wihlt man nun zu y,e€G(Y) einen Punkt z;e G~(y) (I=1, ..., m), so liefert die
Definition

0= e, mit o= 3 puhela,
=1 k=1

£i20 fir alle I=1, ..., m, ein Element von &' (F, Ly). Fiir jedes jeJ gilt:

Ug;= Zfz gj(Zl)z Zfzpj(J’z): W p;,
I=1 I=1
also

I{al&4 =:12u1<:1{G‘¥8J—FV,

beJ

mithin nach Restriktion auf J schlieBlich:
D(g, U,my<[edn+y
inf )(D(g, U,n)<(edn.

UeR(F, Ly

oder

Fiir festes me # () ist @ in den beiden ersten Variablen affin-linear und auBer-
dem in der zweiten Variablen stetig. Wir fiihren die Abkiirzungen €: =€ (9, D)
sowie #: =9 (F, Ly) ein, wenden 4.1.5 auf die Funktion f:= — @ an und erhalten
die Existenz eines Uy:=U,e# mit den Eigenschaften:

sup ¢(g5 UOa 77.')= inf sup Q(g7 U’ TC)
ge€ UeR ge€

=sup infd(g, U, n)

ge® Uez

<fedn.
3 Z. Wabhrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 12
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ZuyeR,y>0und iel wihlen wir jetzt g;e F mit ||g;| <1, so daB gilt:
A=) U B~ Qi =<8i» U = Q>

Setzt man endlich g:=(g;);.,c€(9, D), so liefert Integration nach = die Ab-
schétzung:

(1= U B— 0l (@)= [ <gi. Ug B Q) n(di)=P(g, Uy, m)<f e dr.
Die Abbildung r: I x # — R, definiert durch
r(i, U):= U B—0Qil,

ist als Funktion von U auf der nach 3.3.1 & -kompakten, konvexen Menge #
nach unten halbstetig, also o(C,) nach 4.1.1 abgeschlossen, und auch subkonvex.
Fiir C':={e} =¥ (I) gilt

X, S Ko
Man erhilt also gemiB 4.1.4 zu ee C’ ein Te# mit r(i, T)<e(i) fiir alle iel. Dies
ist aber die behauptete Aussage (4).

4.2.2. Korollar. Fiir jede Funktion e: I - R | ist die Menge A ;:={Ue%(F, Ly):
U B—Q,ll £¢() fiir alle ieI} T -kompakt und konvex.

Beweis. Da die Abbildung U —r(i,U):=||U P—Q;| von Z:=%(F,Ly) in
[0, 2] nach unten halbstetig ist, ist fiir jedes iel die Menge A;:={UeZ:r(i,U)=<
&(i)} 7 -kompakt, also auch Aj:=[") ;.

iel

Analog zeigt man die Konvexitit von 4.

4.2.3. Korollar. Fiir die Experimente X und ) des Satzes 4.2.1 sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1) X(w)yo, D fiir jedes ¢>0.

(2) Es existiert ein TER(F, Ly) mit T' B=0, fiir alle icl.

Beweis. Zu zeigen bleibt (1)=(2): Wegen 4.2.1 gilt .4, &0 fiir jedes ecIR, e 0.
Nach 4.2.2 besitzt das absteigend filtrierende System {4;: e€lR, ¢ >0} nichtleerer
kompakter Teilmengen von £ (F, L) einen nichtleeren Durchschnitt 4", Jedes
Te /" hat die Eigenschaft 7" P.=Q, fiir alle iel.

Die folgenden zwei Sitze sind Folgerungen aus 4.2.1 fiir den Fall, daB das
Experiment X ein L-Experiment ist.

4.2.4. Satz. Es seien X=(X, Ly, (P);;) ein L-Experiment (mit dominierendem
Map 1), Y ein beliebiges Experiment. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) X=,9.

(2) Es existiert ein TeR(F, Ly) mit | T B—Q,|| <&(i) fiir alle iel.

Beweis. Offensichtlich nach 3.2.3.

4.2.5. Satz. Es seien X=(X, Lo, (B)ics) ein L-Experiment (mit dominierendem
Map ), Y ein beliebiges Experiment. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) X=o9.
(2) Zu jedem De % (I) und jedem ge€ (Y, D) existiert ein fe€(X, D) mit R,=R,.
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Beweis. Wegen 4.2.4 kann man ein TeZ(F, %) wihlen mit 7" B=Q, fiir alle
iel. Definiert man zu ge€(9, D) die Funktion f:=(Tg,);.,c€(X, D), so erhilt
man sofort fiir alle iel:

Rf(i):<fiaPi>:<gi7T,Pi>:<gia Qi>:Rg(i)'

4.3. Stabilitdtssatz

Es soll das Problem der Konstruktion von Hilfsexperimenten untersucht
werden, mittels welcher e-Informativitiat auf Informativitiat schlechthin zuriick-
gefithrt werden kann.,

4.3.1. Satz. Es seien X=(X, %y, (P);;) ein L-Experiment (mit dominierendem
Map p) und 9 ein beliebiges Experiment (Y, F, (Q,);.;). Dann sind folgende Aussagen
dquivalent :

(1) ¥>.9.
(2) Es existiert ein Experiment 9*:=(Y, F,(Q});c;) mit den folgenden Eigen-
schaften:

@ 1Q;—Qfl (i) fur alle iel.
(i) X 9*

Beweis. (1)=-(2): Nach 4.24 existiert ein Te#(F, ¥y) mit |T'P—Q,|| <e(i)
fiir alle iel. Setzt man also QF : = T P fiir jedes i€, so ist (i) bereits erfullt. Trivialer-
weise gilt dann auch (ii), wiederum wegen 4.2 4.

(2)=>(1): Die Bedingung (ii) von (2) liefert bei Spezialisicrung von 4.2.4 fiir den
Fall e=0 die Existenz eines Te Z(F, %) mit T' P=Q, fiir alle iel. Aus der Ab-
schitzung

IT" B= Q| = | T"B—QF | + 10F — Qi

ergibt sich, erneut vermdge 4.2.4, die Behauptung (1).

4.3.2. Bemerkung. Bedingung (i) in Aussage (2) von 4.3.1 bedeutet wenigstens
im Spezialfall strikter e-Informativitit, daBl die Linearformen Q; und Q fiir jedes
iel ,praktisch ununterscheidbar® sind. Im Sinne der statistischen Selektions-
theorie ergibt sich hieraus die Stabilitét des ,, Prinzips der Informativitit“ (vgl. [11],
1451). Die Beziehungen des Satzes zur Theorie der robusten statistischen Ver-
fahren sollen an anderer Stelle diskutiert werden.

4.4. Informativitit fiir Produktexperimente

Satz. Es seien X =(X, %y, (P);;) ein L-Experiment (mit dominierendem Maf} 1),
D =(Y,F,(Qy);.) ein beliebiges Experiment. Dann besteht die Relation ¥ >9) genau
dann, wenn ein schwaches Produktexperiment 3:=(X x Y, Zy ® F, (Ry);c;) existiert
mit den nachstehenden Eigenschaften:

(1) X=Pr, Jund Y="Pr, 3.

) ¥53.

3%
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Beweis. (1)=>(2): Die Voraussetzung X > %) impliziert wegen 4.2.4 die Existenz
eines TeR(F, Ly) mit T' P.=Q, fiir alle icl. Zu jedem iel definieren wir eine
positive, normierte Linearform R; auf dem Tensorprodukt G, der Vektorrdume
Zy und F durch

(g, Rp:= Z <uj ija P
j=1
fiir alle ge G, der Gestalt !

g::ZuJ.uj (wje Ly, v;eF;j=1,...,n).
i=1

Bekanntlich 148t sich R; zu einer positiven, normierten Linearform auf
G:=%y® F eindeutig fortsetzen; die Fortsetzung heiBe wiederum R; (ic)).

Offenbar gelten die beiden Aussagen in (1). Zu zeigen bleibt (2): Hierzu
definieren wir eine lineare Abbildung M von G in %y durch

Mg=M(Z ujvj)== Y u; Tv;(geGy).
j=1 i=t

M ist positiv und normiert, wie man leicht sieht, also ein Element von £ (G, Zy).
Es folgt fiir jedes iel und alle geG sofort:

(& M'Py=(Mg,Py= 7 (u;Tv;, By=<g R,
j=1

also M’ P=R, fiir alle iel. Erneute Anwendung von 4.2.4 liefert die Behauptung.

(2)=(1): Angenommen es existiert ein schwaches Produktexperiment
3:=(XxY,G,(R);cy) mit G:=Ly®F und den Eigenschaften (1) und (2). Das
heiBt insbesondere: Es gibt einen Kern M € Z (G, Ly) mit M’ B=R;sowie P.=prgy R,
und Q,=pr1; R, fiir alle iel. Mit g werde die Adjungierte von pr, bezeichnet. Dann
setze man T:=M o q. Offenbar gilt TeZ(F, %) und auch

T'B=(Mog)B=(¢'e M)B=¢ (M'P)=q Ry=pry R;=Q;  firalleiel.

Wegen 4.2.4 ergibt sich also X>9).

Bemerkung. Es ist moglich, hinreichende Bedingungen insbesondere an die
Familie (Q,);.; zu stellen, so daB die im schwachen Produktexperiment 3 auf-
tretenden Linearformen R; sogar W-Mafe auf der Produkt-g-Algebra A Q@ B
sind (iel), wobei B die von dem Banachverband F erzeugte o-Algebra in Y be-
zeichnet. Der Beweis kann aus [11], 1443 — 1444 auf die vorliegende Situation
iibertragen werden.

5. Informativitit und Erschopftheit
5.1. Erschépftheit fiir Experimente

5.1.1. Es seten (X, ) und (Y, B) zwei MeBraume und T eine Abbildung von
X x B in R. Dann heiBit T ein Markoff-Kern von (X, UA) nach (Y, B), wenn die
Abbildung B — T(x, B) fiir jedes xeX ein W-MaB auf B und die Abbildung
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x — T(x, B) A-meBbar ist fiir alle BeB. Ist u ein W-MaB auf (X, A), so definiert
man durch die Festsetzung

Tu(B):=| T(x, B) u(dx)

ein W-MaB auf B. Ferner ist fiir jedes fe %y die Abbildung Tf von X in R, defi-

niert durch
Tf(x):={f() T(x,dy),
ein Element von %y.

Ist speziell X eine konvexe, kompakte Teilmenge eines lokal-konvexen
Hausdorff-Raums und # die Borel-g-Algebra iiber X, so heiBit ein Markoff-
Kern T von (X, 4) in sich (auf (X, %)) eine Dilatation, wenn Tf=f gilt fiir alle
affin-linearen reellen Funktionen auf X. Eine Dilatation T (gelegentlich auch
Diffusion genannt) kann auch als mefibare Abbildung von X in die Menge
My =M, (X) der Borelschen W-Mafle auf X aufgefat werden mit der folgenden
Eigenschaft: Fiir jedes ye X ist der Schwerpunkt x1,, des Mafles T(y) gleich y.
Also ist T eine Abbildung der Menge {¢,: ye X} in .#; mit Te,=T(y) und kann
somit zu einer Abbildung von .#, in .4, fortgesetzt werden.

5.1.2. Definition. Vorgegeben seien zwei klassische Experimente X =(X, %y,
(P)ie;) und Y =(Y, Ly, (Q)icy)- X heibt erschopfend fir P (X>9), wenn es einen
Markoff-Kern T von (X, U) nach (Y, B) gibt mit

TE=0, fir alle iel.

5.1.3. Wir wollen einige Spezialfille von Paaren von Experimenten kurz
diskutieren:

(@) Zu P=(Y, L, (Q)ic;) betrachte man das Experiment X =(X, Ly, (B);c1)
wobei fiir jedes iel das MaB3 P, so definiert ist: Es existiert ein Markoff-Kern M
von (Y, B) nach (X, A) mit P.=MQ, fiir alle iel.

(b) Zu Y=(Y, s, (Q:);c;) betrachte man das Experiment ¥ =(X, Ly, (P);1):
wobei fiir jedes iel das W-Mal P, definiert ist als BildmaB M(Q,) von Q, unter
einer mefbaren Abbildung M von (Y,B) in (X, ).

(©) D=(Y, Ly, (Qy)ic1) sei ein vorgegebenes Experiment. Ferner sei o eine
o-Unteralgebra von B.

Dann gewinnt man als zweites Experiment das Tripel
X=(Y, %y, (Resy Qy);cy).

Die hier aufgefiihrten Speziaifille treten in der Arbeit [7] von Csiszar fiir
den Fall |I|=1 als die drei Typen indirekter Beobachtungen auf.

Die Fille (b) und (c) konnen im wesentlichen als identisch angesehen werden.
Man hat etwa in (c) nur die Identitit von Y zu betrachten, um (b) zu erhalten.

Im Fall (b) hingegen kann der MeBraum (X, 2) durch den maB-isomorphen
MeBraum (Y, M~ (2)) ersetzt werden, um (c) zu gewinnen.

Diese beiden Spezialfille sind die in der mathematischen Statistik am haufig-
sten auftretenden. Der Fall (a) dagegen entstammt der Informationstheorie. Man
spricht im Falle |I}=1 von einem Beobachtungskanal (Y, M, X).
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Um den Fall (b) und damit auch (c) als Sonderfille von (a) zu erkennen, setzt
man in (b) einfach
1 fir M(y)ed

M A = =
0 A) =emey {0 sonst
(yeY, Ac).

Andererseits kann (a) in die Form von (¢) gebracht werden. Man betrachte
ndmlich anstelle des Experiments %) das schwache Produktexperiment 3:=

(Yx X, L ® Lo, (Ry)icr), wobei R, fiir jedes iel zunichst definiert ist durch
R;(Bx A):= fM(y,A) Q:(dy)
B

fiir alle Be®B und A e und schlieBlich fortgesetzt werden kann auf B & U. Setzt
man Wy:={Y x 4: AeN}, so entspricht fiir jedes ic] Resy, R; gerade dem MaB
P, (im Sinne isomorpher MaBriume).

5.1.4. Der in 5.1.2 definierte Begriff der Erschopftheit eines Experiments X
fiir ein Experiment ¢) nimmt in obigen Spezialfdllen {a), (b) und (c), falls 9 als
u-dominiert und topologisch vorausgesetzt wird, die folgende Gestalt an:

Zu jedem Be'B existiert eine A-meBbare Funktion ¢ auf X, so daB fiir alle
AeU und alle iel gilt:

J @p(x) F(dx)=n,(4, B), (E)

wobei #;(A4,B) entsprechend den Fillen (a), (b) und (c¢) durch R;(Bx A),
Q:(BNM~(A)) und Q,(A N B) zu ersetzen ist.

Die Implikation (E)=X>%) ergibt sich nach bekannten Schliissen?®, da 9
topologisch ist. Den Beweis der Umkehrung, fiir den iibrigens die Voraussetzung,
daB 9 topologisch ist, entbehrt werden kann, fiihren wir mit Hilfe des Begriffs
der f-Divergenz durch, welcher auf Csiszar [6] zuriickgeht:

Da nach Halmos-Savage paarweise Erschopftheit (beziiglich der Familie
(Q1);<;) Erschopftheit impliziert ([10], Theorem 3), geniigt es, den Fall [I|=2 zu
betrachten.

Wir bendtigen einige Vorbereitungen aus [7] und [6]:

Es sei (Z, €) zunichst ein beliebiger Mefiraum. Auf (Z, €) sei ein Paar {u,, u,}
von W-MabBen gegeben, welches durch ein o-endliches MaB v auf (Z, €) dominiert
werde. Es gilt u;=g; v, wobei g; die Dichte von y; beziiglich v bezeichnet (i=1, 2).

Ferner sei f eine streng konvexe reelle Funktion auf ]0, cof mit

fO):= lim f(w)<oo und lim M<oo
u—+0 u-w U
Dann ist das Integral
z)
I )= 0200 1| 255 iaz

wohldefiniert, und es gilt #,(u;, u)= f(1).

3. Vgl. etwa Beweis in 5.2.2.
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Csiszar zeigt in [7], 310 bzw. [6], Satz 1 sowie Folgerungen 3 und 4, daB fiir
Paare von Experimenten vom Typ (a), (b) und (c) (bei |I|=2) stets die Ungleichung

I1(01,02)2 5, (R, B) (*)

jf(Qan):]f(Pp B) ()

genau dann gilt, wenn (E) zutrifft.

erfiillt ist, und daf}

Liegt nun eine der Situationen (a), (b) und (c) vor, so haben wir einerseits (),

andererseits aber auch
lff(Qla Ql)gff(Pla I)Z)’

da es nach Voraussetzung einen Markoff-Kern T von (X, ) nach (Y, B) gibt
mit TP=0,; fiir i=1, 2 und somit (x) fiir den Fall (a) aufgeschrieben werden kann.

Damit ist (%) erfiillt, und es gilt (E).

Offenbar stimmen die drei Forderungen unter (E) mit den Definitionen von
erschopfendem Kanal, erschopfender Statistik und erschopfender o-Algebra
iberein.

Das hier erdrterte Aquivalenz-Problem wird in etwas weitergefaBBtem Rahmen
auch in [17] behandelt*.

5.2. Charakterisierung der Erschopftheit

Bei einem Vergleich der Erschopftheitsrelation mit der zur Informativitit
dquivalenten Formulierung, die sich aus 4.2.4 (2) ergibt, dréngt sich die Frage auf,
unter welchen Bedingungen aus einem R-Kern ein Markoff-Kern gewonnen wer-
den kann und umgekehrt. Damit gleichwertig ist die Frage nach Voraussetzungen
iber zwei klassische Experimente X und 9), unter denen Informativitiit und Er-
schopftheit dquivalent sind. Eine Antwort liefert der folgende

5.2.1. Satz. Es seien X=(X, %y, (B);c;) ein L-Experiment (mit dominierendem
Map p) und D =(Y, Ly, (Q)ic;) ein topologisches Experiment. Dann sind nachste-
hende Aussagen dquivalent:

(1) Xo9.

(2) X>9.

Beweis. Die Implikation (2)=(1) ergibt sich sofort aus 3.1.6, wenn man 5.1.1
beachtet. Denn jeder Markoff-Kern T von (X, ¥) nach (¥, B) mit TR=Q, fiir
alle ie] 148t sich zu einer positiven, normierten linearen Abbildung von % in
Py mit T' P=Q, fortsetzen.

Um die Umkehrung (1)=(2) zu beweisen, miissen wir gemiB 4.2.4 von einem
R-Kern Te#(Ly, Ly) mit T' B=Q; fiir alle iel ausgechen und zeigen, daB ein
Markoff-Kern M von (X, ) nach (Y, B) existiert, so daB fiir alle ie I gilt: MP=Q,.

Wir definieren zu jedem xeX eine positive Linearform T, auf %y durch die

Festsetzung: )
T.(2):=(Tg)(x) fiir alle ge Py

* Zusatz bei Korrektur. Genauer heiBt dies, dal man das soeben bewiesene Resultat auch mittels
eines Ergebnisses aus [17] gewinnen kann. Dies wurde in der Note: ,,Zum Erschopftheitsbegriff von
D. Blackwell®, welche in Metrika erscheinen wird, ausgefiihrt. Es konnte zudem gezeigt werden, daB
die Regularitidtsvoraussetzungen (an 9)) nicht ersatzlos fortgelassen werden kdnnen.
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Die Abbildung x —»T,(g) von X in R ist nach Definition von T ¥-meBbar und
beschrinkt. Es gilt ferner 0= 7, (g)<1 fiir alle ge %y mit 0<g< 1.

Als positive Linearform auf dem Teilraum ¢ (Y) aller stetigen reellen Funktio-
nen auf Y mit kompaktem Tréger von % kann T, somit als positives Radon-MaB
auf Y aufgefaBBt werden. Zu zeigen bleibt die Normiertheit des MaBes T, d.h.
die Gleichung T, (1)=1, wenigstens nach Abdnderung auf einer Nullmenge von X.

Hierzu sei (g,),»; eine isotone Folge in A (Y) (d.h. in 2 (Y) mit g,=0 fiir
alle n>1), so daB sup g, =1 gilt.

nz1

Dann erhalten wir fiir jedes iel:
ITx(l)B(dX)=Sl>111>I T.(g,) F(dx)
und weiterhin wegen T’ P.=Q; sogar

| T.(1) R(dx)=sup [ g,dQ;=1dQ;=1.
nz1l

Da die Familie (P),; als u-dominiert vorausgesetzt wurde, existiert nach Halmos-
Savage ([10], Lemma 7) ein W-MaB P mit (P),.;~ P. Nach obiger Gleichung ist
also die Menge N:={xeX: T (1)< 1} fiir jedes il eine P-Nullmenge und somit
eine P-Nullmenge. Wir definieren den gesuchten Markoff-Kern M durch

T,

X

fir xe[ N

g fiir xeN,

M(xn')={

¥

wobei y beliebig in Y gewidhlt werden kann.

Fiir jedes iel stimmen dic MaBe M P, und Q; auf # (Y) iiberein, es gilt also
ME=0Q,;.

5.2.2. Um Aussage (1) in 5.2.1 noch mit der Theorie der erwartungstreuen
Schétzungen in Beziehung zu bringen, stellen wir eine diesbeziigliche hierzu
dquivalente Aussage bereit: Es seien ein MefSraum (X, %) sowie eine Familie
(B);e; von W-MaBen auf (X, ) (also ein klassisches Experiment) gegeben. Jede
Abbildung ¢ von I in R heiBt Parameter. Schitzfunktion (Schitzung) auf X fiir
(den Parameter) ¢ wird sodann jede meBbare Abbildung s von X in R genannt.
Eine Schitzung s fiir ¢ heilit erwartungstreu, wenn gilt:

(i) s ist P-integrierbar fiir alle iel,

(ii) E;(s):=[sdP=o(i) fir alle iel.

Die konvexe Menge der erwartungstreuen Schitzungen auf X fiir ¢ werde
mit & (¢), die ihrer nichtnegativen Elemente mit &, (¢) bezeichnet.

Die Familie (P);.; von W-MaBen auf (X, ) heibt vollstindig, falls fir jede
A-meBbare reelle Funktion f auf X gilt:

{ fdP=0 fiir alle ieI = f =0

P—f.s. fiir alle iel.
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Satz. Vorgegeben seien ein L-Experiment X =(X, ZLas (B);ep) mit vollstindiger
Familie (P),.; sowie ein topologisches Experiment 9 =(Y, Ly, (Q)ics) Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) X59.
(2) Fiir jedes icI und festes BeB existiert ein s ¥, (Q;(B)).*

Beweis. (1)=(2) ist evident; denn gemidlB 5.2.1 existiert ein Markoff-Kern T
von (X, ) nach (Y, B) mit TB=0,; fiir alle iel, d.h. aber

Q:(B)=| T(x, B) P(dx) fiir alle ie!

(Be®B). Dann ist fiir jedes ieI und festes Be®B in der Tat Te¥, (Q;(B)).

(2)=(1): Es werde angenommen: Fiir jedes Be®B existiert ein szpe S, (Qi(B))
fir alle iel, also

E}(s):= sp(x) R(dx)=Q;(B). ()

Nach 5.2.1 geniigt es zu zeigen, daB die Funktion s auf X x B, definiert durch
s(x, B):=sg(x), in () ersetzt werden kann durch einen Markoff-Kern T von
(X, A) nach (Y, B).

Zunichst folgt wegen der Vollstdandigkeit von (P);.; aus (x), daB fiir s F,—f.s.
(iel) gilt:

(i) s(x,®)=0 sowie s(x, Y)=1.
(i) 0<s(x, B)£1 fiir alle BeB.
(iii) s(x, |J B;))= Y s(x, By fiir jede Folge (B));, paarweise disjunkter Mengen
jzt izt
in B.

Hierbei hidngen die P-Ausnahmemengen noch von den Mengen B sowie
B; (j=1) ab. Damit liegt eine Situation vor, die der im Beweis der Existenz der
(reguliiren) bedingten W-Verteilung analog ist: Da Y ein lokalkompakter Raum
mit abzihlbarer Basis ist, existiert zu jedem iel eine P-Nullmenge, auBerhalb
derer (i) bis (iii) fir alle B sowie B; (j= 1) erfiillt sind. Nun ist aber X ein L-Experi-
ment und damit speziell dominiert durch ein o-endliches MaB3 auf (X, 2). Also
existiert nach Halmos-Savage ([10], Lemma 7) ein W-MaB P mit (P);.;~ P und
also eine P-Nullmenge N, so daB die Eigenschaften (i) bis (iii) fiir alle xe [ N erfiillt
sind. SchlieBlich 148t sich s zu einem Markoff-Kern T von (X, ) nach (Y, B)
abdndern, fiir welchen gilt:

TP={ T(x, B) P(dx)=Q:(B)

fiir alle Be®B und alle iel. Wegen 5.2.1 folgt die Behauptung.

5.2.3. Bemerkung. Interessiert man sich in 5.2.2 nur fiir die Implikation (2)=(1),
so kann man auf die Voraussetzung der Vollstandigkeit der Familie (F);; ver-
zichten, falls man anstelle von (2) die folgende Aussage betrachtet:

(2') Fiir jedes i€l und festes Be®B existiert genau ein se ¥, (Q;(B)).

4. Genauer miiBite anstelle von Q;(B) die Abbildung i — Q;(B) stehen.
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5.3. Erschopftheit fiir Produktexperimente

Es seien fiir i=1,2 (X;, ™) sowie (¥;, B;) MeBraume und 4, Markoff-Kerne
von (X;, A;) nach (¥, B,;). Betrachtet man den MeBraum (X, x X,, B, ® B,),
so definiert man den Produktkern 4; @ A, von (X; x X,, %, ® A,) nach (¥, x Y,,
B, ®B,), indem man fiir jedes Paar (x,, X)eX x X; A;®A4,((xy,x,),+)als das
Produktmal von A,(x,, - ) mit A, (x,, -) auf B, ® B, auffaBt. Die Definition findet
ihre Rechtfertigung in dem Resultat, daB die Abbildung 4, ® 4, von (X, x X 2) X
(B;®B,) in R ein Markoff-Kern ist von (X, x X,, %, ®A,) nach (¥, x Y,,
B, ®B,).

5.3.1. Satz. Fiir jedes k=1, ..., n seien X, bzw. O, Experimente (X, %y , (P¥);c;)
bzw. (Y, Lg., (Q%)ic1)- Gilt nun X~ fiir alle k=1, ..., n, so auch

LR ®%>9,0 19,

Beweis. Es geniigt, den Fall n=2 zu betrachten. Nach Voraussetzung existiert
fiir jedes k=1,2 ein Markoff-Kern T* von (X, %) nach (Y, B,) mit T* P*=Qk
fir alle iel. Wir betrachten die Produktexperimente ¥, ® ¥, und 9,®9,.
Zu zeigen ist die Existenz eines Markoff-Kerns T von (X; x X,, %, ® 2,) nach
(Y; x Y,,8B,®B,) mit der Eigenschaft:

TRP®PH=0!®0Q? fiir alle iel. (*)
Als den gesuchten Markoff-Kern T nehme man den Produktkern T'® T2,
definiert durch:

T(-,ByxBy):=T(+,B,) - T*(-, By)

fir alle B, B, und B,&B,.
Um die Forderung (x) zu bestitigen, geniigt es, Mengen CeB, ® B, der
Gestalt B, x B, zu betrachten. Damit erhalten wir fiir jedes iel die Gleichung:
0i ® Qi (B, x By)=0;(B,) - 0} (B,)
=j T"(x;, By) Pil(dxﬂj T?(x,, B,) P*(dx,)
=” T((xl’ X,), By x B;) P}(dx,) P? (dx,)
= j T((xy, x5), B, x B,)B'®F? (d(xla X5))

X1 x X3
=T(B'®P?) (B, x By),
woraus per definitionem ¥, ® X,>9, ® 9, folgt.
5.3.2. Korollar. Fiir jedes k=1, ...,n seien X, bzw. 9, L-Experimente bzw.
topologische Experimente. Dann folgt aus X, =%, fiir alle k=1, ..., n unmittelbar:

¥}®-0%259,®29,.
Beweis. Klar nach 5.2.1.

5.4. Folgerungen fiir Kontraktionsexperimente

Wir werden nun Sitze fiir Kontraktionsexperimente beweisen, welche alle
bekannten Formulierungen der Erschopftheit von o-Algebren enthalten. Insbe-
sondere soll die Rolle der Voraussetzung der u-Dominanz fiir das vorgegebene
Experiment diskutiert werden.
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5.4.1. Ausganspunkt der Uberlegungen sind zwei klassische Experimente
X=(X, Lo, (P)ic;) und D=(X, Ly, (Q:);c;) mit gleichem Grundraum X (und
gleicher Indexmenge I). Wir setzen ferner voraus, dall % eine o-Unteralgebra
von B ist und daB fiir jedes il gilt: P,=Resy Q;. X ist also A-Kontraktion von 9,
gemif} 2.1.2 gilt also X =9 (Man vergleiche hierzu Typ (c) unter 5.1.3) Mit &
werde die kleinste o-Algebra iiber I bezeichnet, so daf} alle Funktionen i — Q;(f)
fir alle fe %y F-meBbar sind. Zu jedem W-MaB = auf dem MeBraum (I, §)
werde A, definiert als W-MaB auf B ® § durch die Festsetzung:

27 (B X C)==£Qi(3)ﬂ(di)

fiir alle Be®B und CeJ.

A, B’ und F bezeichnen die o-Algebren der A-, B- und F-Zylindermengen
auf X x L.

Satz. Es seien Y =(X, Ly, (Qy);c1) ein p-dominiertes topologisches Experiment,
A eine o-Unteralgebra von B und V¥ die U-Kontraktion von ). Dann sind die
folgenden Aussagen lquivalent:

(1) 9¥=>9.

2 9*>9.

(3) U ist erschépfende a-Unteralgebra von B beziiglich der Familie (P);<;,
d.h.: Zu jedem BeB existiert eine W-mefbare reelle Funktion @y auf X mit

0 B)=¢p  Q;,—fs. fiir alle iel.
(4) Fiir jedes W-Maf = auf (I, &) mit endlichem Trdger sind die o-Algebren

& und B’ bedingt unabhdngig beziiglich W fiir das Map A, (im Sinne von [14], 30).
(5) Zu jedem C' e existiert eine W-mefibare reelle Funktion @ auf X x I mit

Z(C)=0c  A—fs.

fiir alle W-Mafe 7 auf (I, &) mit endlichem Triger.

(6) Es sei m ein W-Map auf (I, §) mit endlichem Trdger Tt n. Dann existiert zu
jedem BeB eine W-mefibare reelle Funktion @y auf X mit der Eigenschaft:

Q¥ B)=9p  Q;,—fs. fir alle ieTrx.

Beweis. (1)<>(2) folgt als Spezialfall von 5.2.1.

(2)«=>(3) wurde bereits in 5.1.4 (Fall (c)) abgeleitet.

(4)<>(5) ergibt sich nach Modifikation der Schliisse in [11], 1440. Das ein-
schldgige Argument entnimmt man der Theorie der Markoff-Prozesse, indem man
& als Vergangenheit, A’ als Gegenwart und B’ als Zukunft eines Prozesses inter-

pretiert. Analog sieht man (5)<>(6) ein. Die Aquivalenz (4)<>(1) erschlieBt man
schlieBlich mit Hilfe von 4.2.1 (Beweis).

5.4.2. Bemerkung. Es seien 9 =(Y, %y, (Q;),.;) ein beliebiges topologisches
Experiment und U, sowie U ¢-Unteralgebren von B mit A, <A, Dann ergibt
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sich, falls 9 u-dominiert ist (durch ein g-endliches MaB y auf (¥, B)), aus der Theo-
rie der erschopfenden g-Algebren ([1], Theorem 6.4):

Po5P=9*>9.
Hierbei kann die y-Dominanz der Familie (Q,);.; nicht ersatzlos fortgelassen
werden. Fiir nichtdominierte Experimente ist die Aussage falsch, wie man einem
Gegenbeispiel von Burkholder ([4], 1192) entnimmt: Man betrachte nimlich
das Experiment 9 = (R, Z, (Q,);;) mit symmetrischen Q;(ieI) sowie die o-Unter-
algebren A, und A von # definiert durch

W,:={Be%: B=—B}
N :={BUA,: Be#B, AyeW, mit B< S},

und

wobei S eine symmetrische, die Null enthaltende nicht-Borelsche Teilmenge
von R ist. Dann ist zwar 9% 59, nicht aber P¥> 9).

5.4.3. Als Letztes in diesem Paragraphen werde noch der Zusammenhang
zwischen der Erschopftheitsrelation fiir Kontraktionsexperimente und der
f-Divergenz hergestellt, welche wir bereits in 5.1.4 eingefiihrt haben.

Wir behalten die Bezeichnung von 5.1.4 bei.

Dann gilt der

Satz. Es sei D=(Y, Ly, (Q));c;) ein durch ein c-endliches Maf u auf (Y,B)
dominiertes topologisches Experiment, W eine ¢-Unteralgebra von B und P die
A-Kontraktion von Y. Es sind nachstehende Aussagen (und natiirlich auch die Aus-
sagen (2) bis (6) von 5.4.1) dquivalent :

(1) 9¥=9.

(2) 2,(Qi,, Qi) =F(Resy Q;,, Resy Q) fiir alle Paare (i), i)el x I.

Beweis. Nach der Implikation (1)<(3) von 5.4.1 geniigt es zu zeigen, daf} obige
Aussage (2) mit der Erschopftheit der o-Algebra % beziiglich der Familie (Q));.;
gleichwertig ist. Dies trifft aber zu nach 5.1.4 (Fall (c)), da nach Halmos-Savage
([10], Theorem 3) paarweise Erschopftheit und Erschopftheit beziiglich domi-
nierter Familien von W-MaBen dquivalent sind.

6. Informativitiit und Invarianz

In diesem Paragraphen werden wir den Charakterisierungssatz 4.2.1 im
Spezialfall strenger e-Informativitit (4.2.3) verschirfen derart, da3 der zur Cha-
rakterisierung der Relation ¥, herangezogene R-Kern zusitzlich invariant
gewihlt werden kann. Invarianz versteht sich in diesem Zusammenhang als
Invarianz beziiglich gewisser Familien von linearen Abbildungen zwischen den
relevanten Banachverbinden von ¥ und 9.

6.1. Zulissige Familien von linearen Abbildungen

Der Begriff der Zuldssigkeit bezieht sich auf ein gegebenes Paar (X, 9)) von
Experimenten mit gleicher Indexmenge I, wobei X =(X, %y, (P);.;) u-dominiert
ist durch ein o-endliches MaB p auf (X, %) und Y=(Y, F,(Q,);) vorerst als be-
liebig vorausgesetzt wird.
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Es seien also 4 eine beliebige Menge sowie fiir jedes e A4 S, bzw. V, positive
(beschriinkte) lineare Abbildungen von L in LY bzw. Kerne in % (F, F) mit den
folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes xe A4 bildet S, bzw. V, die Familie (P);.; bzw. (Q,);; in sich ab.
(2) Fiir jedes aeA und Paare (i, j)el x I gilt:

SaPi:E‘:Vu/Qj=in
Wir betrachten nun fiir jedes ¢=0 die Teilmenge
N={UeR(F, Ly): U B—Q,ll Z¢ fiir alle iel}

von Z(F,Ly) sowie die Abbildungen U— S, UV, von A4, in &(F,Ly) (xcA).
Diese ist linear und bildet .4 in sich ab, wie folgende Abschdtzung zeigt:
IS:UVY BE=Q:l =1V, U'S) B—Qill
= ViU B=Qll = 1VoU B=Vi Qi1+ 1V, Q5= Qill
=[V;(UB-Q)l=e fir alle iel.
Definition. Eine Familie (I),., von Abbildungen I, von 4} in sich, definiert
durch L, U:=S,U V, fiir alle Ue 4} (x€ A), wobei die Familien (S,),. 4 und (V,),c4

obige Bedingungen (1) und (2) erfiillen, heiBt zuldssig (fiir das Paar (¥, 9)), falls
(I),.4 cine der nachstehenden Eigenschaften besitzt:

(i) (I}),c4 ist abelsch (d.h. die I, sind paarweise vertauschbar).

(i) (I;),c4 ist auflosbare (oder auch kompakte) Gruppe.
(11i) (I,)yc ist Halbgruppe mit rechts- bzw. linksinvariantem Mittel.
Zur Eigenschaft (iii) vergleiche man etwa [8], 586.

6.2. Existenz invarianter R-Kerne

Ein Kern Te A} wird wie iiblich [ -invariant oder kurz invariant genannt,
falls I, T="T gilt fiir alle xe A4.

Der folgende Satz liefert eine Verschirfung von 4.2.3:

6.2.1. Satz. Es seien X und %) Experimente wie zu Beginn des Paragraphen,
X (u) das p-assoziierte Experiment von X sowie (I),., eine (fiir das Paar (X,9))
zuldssige Familie. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) X(n)o, Y fir alle ¢> 0.
(2) Es existiert ein TeR(F, Ly) mit T' P=Q; fiir alle iel.
(3) Es existiert ein invarianter Kern Ted(F, Ly) mit T' B=Q, fiir alle icl.

Beweis. Die Aquivalenz (1)< (2) wurde bereits in 4.2.3 gezeigt. (3)=>(2) ist
evident. Zu zeigen bleibt (2)=(3): Nach 4.2.2 ist die Menge .4, konvex und
J -kompakt. Wegen (2) gilt 4;+0. Jede der Abbildungen I, ist affin-linear und
T -stetig (xed): Die J -Stetigkeit der Abbildung T— (S, TV, g,f> von 4, in
R ergibt sich aus der Gleichung (S, TV, g, f>=(TV,g,S, > fir alle geF und
felly (xeA). Nach dem Fixpunktsatz von Markoff-Kakutani bzw. seinen Ver-
schirfungen ([8], Theorem 1), angewendet auf die Menge .4, zusammen mit der
Familie (1), 4, existiert mindestens ein Tye A, mit I, T, = Ty, fiir alle ae A.
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6.2.2. Korollar. Besitzt X zudem die Eigenschaft, daff die Familie (P);.; norm-
total ist in der Menge Ly, so sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) X(w)o,9 fiir alle e>0.

(2) Es existiert genau ein invarianter Kern Te % (F, Ly) mit T' P,=Q, fiir alle
iel.

Beweis. Angenommen es giabe zwei invariante Kerne 7; und T, in £#(F, L)
mit Ty B=Q,=T, P, fir alle icl. Da (P),.; (norm-)total ist in Ly, gilt somit T{ =T,
auf ganz Ly. Die Abbildung T— T” ist aber ein isometrischer Isomorphismus
von Z(F,Ly) in #(Ly, F'), also gilt T, =1T,.

Als Anwendung betrachten wir schlieBlich:

6.3. Translationsinvariante Experimente

Es seien X=(X, %y, (B)ic;) und 9 =(X, Ly, (Q));.,) zwei topologische Experi-
mente, wobei speziell X =1:=G eine lokalkompakte abelsche Gruppe mit ab-
zihlbarer Basis (etwa G:=R" fiir ein n> 1) bezeichnet. G werde additiv geschrie-
ben, das neutrale Element sei 0. Dann induziert die Rechtstranslation R, definiert
durch R,(x):=x+u fiir alle xe X (und festes acG) analoge Abbildungen f—/,
bzw. u— u,, die Rechtstranslationen beliebiger reeller Funktionen bzw. von
W-MaBen auf X. w bezeichne das bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig
bestimmte Haarsche MaB auf G. Wir setzen weiterhin voraus, dall zwei W-Male
P und Q auf (X, ) gegeben seien mit P<w, so daB P=R_;P und Q;=R ;0
fiir alle ie ! gilt. Man definiere fiir jedes xe A:= G die in 6.1 erklédrten Abbildungen
S,und ¥, durch S,: =R, und V,:=R,. Es ist leicht nachzurechnen, da} die Familie
()geq mit LT=R_, TR, fir alle TeA; (€ A) zuldssig ist fiir das Paar (X, 9).
Denn zunéchst gilt

RrxPi=Pi~a:>R—-a ina:Qi

fiir alle xc A, iel. Ferner ist (I), . 4 isomorph zur Gruppe G, daher also insbeson-
dere abelsch.

Sei nun X5 9. Wegen 5.2.1 existiert ein Markoff-Kern T auf (X, %), dessen
Fortsetzung zu einer Abbildung Te%(%y, Fy) die Gleichung T' P=0, fiir alle
iel und LLT=T fiir alle aeA erfiillt. Offenbar sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

() ,T=T(<=R,TR_,=T).
(b) T(x+a, B+a)="T(x,B) fiir alle ae A, Be .
Denn zunichst gilt fiir Indikatorfunktionen 15 auf X (Be¥):

Ra T;CR—a 1B= T;c+aR~zz lB: 7;c+m(18)—a
={(1p)_a () T(x+a,dy)=J 15(y—0) T(x+a, dy)
=j lB+(x(y) T(X+OC, dY)= ’I;—O—a lB+nz
=T(x+0o, B+a)

fiir alle xe X, we A. Ist nun fe %y, so geniigt es, f in Positiv- und Negativteil zu
zerlegen und beide Summanden durch Elementarfunktionen zu approximieren.
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Ausgehend von einem [ -invarianten (d.h. translations-invarianten) Kern T
auf (X, ) definiert T(0,-) ein W-Mal 1 auf (X, W) mit T(x, B)=T(0, B—x)=
A(B—x) fiir alle xe X und alle Be . Umgekehrt sei ein W-MaB 4 auf U vorgege-
ben, so daB die Abbildung x - /(B — x) fiir alle Be 2 meBbar ist. Dann wird durch
T(x, B):=A{B—x) fiir alle xe X, Be ein translationsinvarianter Markoff-Kern
auf (X, ) definiert. Die MeBbarkeit der Abbildung x — A(B—x) fiir alle Be
folgt z.B. aus der Voraussetzung A< w.

In der Tat ist T ein Faltungskern, d.h. Tf=f=*A fiir alle f& %y, wobei 1
ein W-MaB auf (X, ) und A~ die Spiegelung von A am neutralen Element O der
Gruppe G ist (A (B)=A(— B) fiir alle Be¥).

Es sei ndmlich fe.%y. Zundchst gilt fiir alle xe X, Be A:
T1p(x)=T(x, B)=(B—x)=| 15_,(y) 2(dy)
=[15(x+y) A(dy) =] 15(x—y) 4 ().

Approximation durch Elementarfunktionen und Zerlegung von f in Positiv-
und Negativteil liefern:

Tfx)=[f(x—y) A (dy), also Tf=fx*/ .

Im Falle unseres Beispiels hatte der Markoff-Kern T auf (X, ) die Eigenschaft
TP=Q, fir alle iel, d.h. aber:

JTL)PAx)=Q(f) firalle feZy
< ([ f(x+y) A(dy) PAx)=0(f) fiiralle fe %y
<AxP=0Q.

Das gesuchte W-MaB A kann als Losung dieser Faltungsgleichung gewonnen
werden. Seien nimlich P, Q und 7 die verallgemeinerten Fouriertransformierten
der MaBe P, Q und /. (Als Referenz fiir die relevanten Fakten aus der harmonischen
Analyse lokalkompakter abelscher Gruppen konsultiere man etwa [16], ins-
besondere 1.3.3 und 1.7.3.) Es gilt fiir jeden Charakter y von X die Gleichung:

) P)=0.

Bezeichne & das Haarsche MaB auf der Gruppe X aller stetigen Charaktere von X.
Dann findet man, da die Menge B:={yeX: P(x)=0} das ®-Mal 0 besitzt, fiir
die Fouriertransformierte des Malles 1:

%, falls ye[ B,
5 P
A= 00

‘;lp_r?( Pl falls yeB.

Wegen der Eineindeutigkeit der Zuordnung A — 1 ist dadurch 1 eindeutig fest-
gelegt.
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7. Anwendungen und Beispiele
7.1. Placierungsexperimente

Derartige Experimente, eingefiihrt von De Groot ([9], Definition 2.3), werden
bei solchen statistischen Fragestellungen untersucht, bei denen es darum geht,
eine feste Anzahl n von Beobachtungen optimal zu placieren in dem Sinne, dafl

k

man eine natiirliche Zahl k sowie natiirliche Zahlen ny, ..., n, wéhlt mit > n;=n
j=1
und die zugehorigen Experimente studiert. Genauer wird jedem topol(J)gischen
Experiment ¥=(X, Lai» (P)ic;) auf folgende Weise ein weiteres Experiment ¥
zugeordnet: Es sei ¢ die gemdB 2.1 auf (X, U,, B) definierte Zufallsvariable.
Es werde angenommen, daB die Werte der zufilligen Stichprobe (¢,, ..., &) aus
der nach P, verteilten Grundgesamtheit nicht beobachtbar seien, statt dessen es
aber moglich sei, fiir jedes j=1, ..., k die Werte von n; Zufallsvariablen {;4, ..., &;,,
zu messen, welche unter der Hypothese [¢;=x] (xe X) unabhéingig seien mit den
bedingten Verteilungen B, ._,=:0Q(-,x) fiir alle [=1,...,n;. Aus der Unab-
hingigkeit der &,, ..., &, folgt die Unabhiingigkeit der 5“) ..., £% definiert durch

EMi=(lpys s Emn,)  fUr m=1,.. k.
Zu jedem ieI berechnet man nun die gemeinsame Verteilung H; der &;, (j=1,...,k;
k

I=1,...,m). Das Placierungsexperiment X von X vom Grade n= Y n; ist dann als
j=1
das Tripel (X", Ly, (H;); ;) definiert und wird oft mit X (n; k; ny, J , ) bezeichnet.

Falls X dominiert ist, so sind fiir je zwei Placierungsexperimente ¥, und %,
von ¥ wegen 5.2.1 ¥, 5%, und ¥, >%, dquivalent. Man kann somit eine Reihe
von Resultaten aus [9] ohne Schwierigkeit auf die durch folgende Definition
gegebene Situation iibertragen: Innerhalb der Klasse P: =P (X) aller Placierungs-
experimente von X vom Grade n werde ¥, maximal informativ genannt, wenn
%, o X, gilt fiir alle £,eP.

Beispielsweise ergibt sich fiir das Experiment X =(IR, %, (P);;) mit B=v, ,
fiir icR und 62> 0 (dem MaB der Normalverteilung mit Mittelwert i und Varianz
o?) falls Q(+,x):=v, . fiir xeR und 12>0, daB8 ¥(n;n;1, ..., 1) maximal infor-
mativ ist in P. (Siehe [9], 20.)

Der folgende Einschub wird spiter bendtigt werden: Seien X =(X, Ly, (P)ic1)
und YP=(Y, Ly, (Q);c;) zwei diskrete Experimente mit B:= ) p’e, und

k=1
=Y g e, fiir alle icl, wobei (X, );> bzw. (y)i»; Folgen in X bzw. Y sind.
k=1 _
Hierbei bezeichnen offenbar fiir jedes iel p{?:=p?(x,) und ¢?: =q"”(y,) positive

reelle Zahlen mit Z pP?=1und Y g{’=1. Dann ist die Familie offenbar yu-domi-
k=1
niert (belsplelswelse durch das g-endliche MaB p:= Z &, ) Es sei nun (P);; voll-
z1

stindig. Dann gilt X>9 genau dann, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist:
Zu jedem y,eY (k=1) existiert eine Folge (a;);», nichtnegativer reeller Zah-
len a;:=a;(y,) mit der Eigenschaft:

4 00= T 41" () Q
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Dies sieht man sofort mittels 5.2.2 ein, wenn man die Vollstdndigkeit der Familie
(P);; so aufschreibt: Wenn immer Z a; p? (x;)=0 fiir alle i€l so folgt ;=0 fiir

]>1 Damit ist also eine Formel gefunden deren Giiltigkeit aufgrund von 5.2.1
eine Charakterisierung von X=9) liefert.

Ein Experiment, das die an X gestellten Voraussetzungen erfiillt, ist z.B.
X=(X, Lo, P)iey) mit |I|=n,X={x,,..., %}, k<n, Ly=Fy und P, Zp(‘) Ex,

fiir jedes ie I, wobei die Determinante der Matrix (p{”); ;_,, .., von Null verschle-
den ist.
Fiir das Experiment X=(X, %y, (P);c[0,1) Mit X ={x;, x,}, wobei x;,x,€
10,1[, und P:=ie,, +(1—-i)e,, (ie[0,1]) ist das Placierungsexperiment X (n;n;
., 1) nicht maximal informativ innerhalb P, da beispielsweise die Relation
X(n;n;1,...,1)>%X(n; 1;n) falsch ist. Dies liegt daran, daB} die Bedingung (%) fiir
die beiden Placierungsexperimente nicht erfiillt ist.

7.2. Endliche klassische Experimente

Sie wurden bereits von Blackwell in seinen fiir die Theorie bahnbrechenden
Arbeiten [2] und [3] behandelt. Es seien also X=(X, %y, (P);) und P=
(Y, g, (Q:);c;) Experimente mit |I{=:n. Jedem dieser Experimente kann eindeutig
das Standardexperiment zugeordnet werden. Dies wird fiir X etwa auf die folgende
Weise gewonnen: Wegen P.<P’:= ) P, existieren reelle A-meBbare Dichten f;=0

iel
auf X mit P:=f,P". O.B.d. A. sei ) f;=1 gesetzt. Also nimmt f:=(f});.; nur
iel
Werte im Simplex
K:={yeR': y;20(el), Y y,=1}

iel

an. Seien M die Borel-o-Algebra iiber K und #;:=f(P) fiir jedes icl. Dann heift
das Tripel (K, g, (1);c;) das zu X gehdrige Standardexperiment X*. Setzt man
noch 7':= f(P') und normiert man 7', so erhilt man das zu ¥ gehorige Standard-
mafs . Bs errechnet sich der Schwerpunkt x_ von 7 zu (1/n). Umgekehrt bestimmt
jedes W-MaB A auf K mit x,=(1/n) eindeutig ein Standardexperiment. Es gilt
X~ X '

Seien nun p und v die StandarmaBe der Experimente ¥ und 9. Mit

M =M, (K) werde dic Menge aller positiven Radonmafie auf K bezeichnet.
Dann gilt der

Satz. Folgende Aussagen sind dquivalent :
(1) ¥=29).

(2) X*>9*.

(3) X*>P*.

(4) u>v im Sinne von Bishop und de Leeuw, nimlich: u(g)=v(g) fiir alle kon-
vexen, stetigen reellen Funktionen g auf K.

(5) Es existiert eine Dilatation T auf K mit Tv=yp.
4 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 12
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(6) Zu jeder Zerlegung v= Z v; mit v;e M, existiert eine Zerlegung p= Z 1
j=1

mit e M, so daff p; und v; glelche Resultanten besitzen fiir jedes j=1,...,m.

(7) Es existiert ein W-Maf} ¢ auf K x K mit Marginalmafen u,v, so daﬁ fuir

alle stetigen Funktionen g und alle affin-linearen, stetigen Funktionen | auf K gilt:

[ g()1(y)o(dx, dy)= [ g(x) 1(x) v(dx).
Kx K K

Beweis. (1)<>(2) ist klar wegen X* ~ X.

(2)<>(3) ergibt sich als Spezialfall von 5.2.1.

(3)<=>(4) steht bereits in [2], Theorem 4. (Man vergleiche auch [3], Theorem 8.)

Die Aquivalenzen (4)<>(5)<>(6)<=(7) entnimmt man der Arbeit [5]: In [5]
wird (4)<>(6)<>(7) sogar fiir beliebige konvexe, kompakte Mengen K in lokal-
konvexen Hausdorff-Riumen bewiesen. Ist K zusdtzlich metrisierbar, so folgt in
dieser Allgemeinheit auch (4)<(5).

Bemerkung. Es sei die Situation zu Beginn dieses Abschnitts gegeben. Wir
setzen fiir jedes iel:
Ap=[fi=1, ;=0 fir jel, j*i],

dann ist X maximal informativ genau dann, wenn gilt:
P(X \.UI A))=

In der Tat geniigt es wegen X~ X*, das Standardexperiment X* zu betrachten.
Aufgrund des Satzes ((2)<>(4)) ist aber ¥* maximal informativ genau dann, wenn
das zugehorige Standardmal} = maximal ist im Sinne von Bishop und de Leeuw.
7 ist dasjenige eindeutig bestimmte W-MaB auf K, welches von den Eckpunkten
des Simplex K getragen wird, belegt also jeden Eckpunkt von K mit der Masse 1/n.
(Man vergleiche hierzu [14], 231.)

Als Beispiel eines maximal informativen Experiments nennen wir X =(X, %y,
(P)c;) mit B:=e¢, fiir alle iel, wobei x,, ..., x, beliebige Elemente von X sind.

Die Spezialisierung der Voraussetzungen dieses Abschnitts auf den Fall
11| =2 liefert Anwendungen auf die Testtheorie: Es seien durch die Experimente
X=(X, Ly, (P)i-1,2) und D=(X, y, (Q);_1, ), welche als p-dominiert voraus-
gesetzt werden (durch ein o-endliches MaB u auf (X, U)), zwei einfache Tests
definiert: der eine fiir die Hypothese F, gegen die Alternative P, und der zweite
fiir Q, gegen Q,. Wir schreiben diese Testprobleme kurz [R:B] und [Q,;:0,].
Mit f8 bezeichnen wir die zu [ B : B,] gehorige Abbildung von [0, 1] in sich, welche
definiert ist durch

B):=sup{Ep(t): t: X—[0,1],te Ly, Ep(t)<a}.

Analog wird p’ fiir [Q,:Q,] erklért.
Wir erhalten aufgrund des Satzes und der Definition 2.3.1: [R:B]=>{0,:0,]
genau dann, wenn B(x)= f (o) fiir alle a€{0, 1].

Ferner folgt aus [B:P]=>[0Q,:0,] sofort [A:F]1>[0,:0,]
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Setzt man insbesondere Q,:=F, und ist die Familie {F, B, Q,} vom exponen-
tiellen Typ, so ergibt sich aus einem bekannten Satz iiber monotone Dichte-
quotienten ([19], 221) die Relation [B:B]1=>[B:Q,].

Wir geben nun eine noch speziellere Anwendung und zwar auf die 2 x 2-
Kontingenztafel:

Eine Menge von Individuen werde daraufhin untersucht, ob gewisse Merkmale
A und B an ihnen vorhanden sind oder nicht. Man interessiert sich fiir einen Test
fiir die Unabhingigkeit von 4 und B. Die relativen Haufigkeiten von 4 und B
werden mit p:=P(A4) und n:=P(B) (p,n>0) bezeichnet. Wir betrachten dic
Merkmalkombinationen AB, AB, AB und AB unter der Hypothese

H,: A und B sind unabhéngig (d.h. P(4B)=P(4)P(B))
gegen die Alternative
Hi: P(AB)=p mit p+pn(0=sp=1).

Man kann nun der Gesamtheit eine Stichprobe von festem Umfang entnehmen
und dabei auf vier verschiedene Weisen vorgehen. Zum Beispiel kann man die
Stichprobe der Menge derjenigen Individuen entnehmen, die 4 besitzen, und durch
Inspektion des einzelnen Individuums feststellen, ob B vorliegt oder nicht. Man
hat es hierbei also mit einer binomialverteilten Stichprobe zu tun, fiir die

By, (BlA)=n und PHl(B|A):~Z—

gilt.
Das hierdurch beschriebene diskrete Experiment werde mit X; bezeichnet.

X, werde so gewonnen: Man geht von denjenigen Individuen aus, welche B

besitzen, und erhilt:

By (A|B)=p sowie Py (A|B)=".
YA

Da ¥, und X, den Voraussetzungen des Einschubs in 7.1 geniigen, gilt X,>X,,
also X, X, (5.2.1). Die Bezeichnung ist dabei so gew#hlt, daB p<n<3% gilt.
Man kann ferner zeigen ([12], 76/77), daB das unter den vier moglichen Experi-
menten maximal informative dadurch gewonnen wird, daB man das innerhalb der
Grundgesamtheit seltenste Merkmal auswihit.

7.3. Shannon- und Fisher-Informativitdt fiir topologische Experimente
mit Apriori-Verteilung

7.3.1. Es sei X=(X, %y, (P);.,) ein topologisches Experiment, welches p-do-
miniert ist durch ein g-endliches MaB u auf (X, ). Ferner seien § eine o-Algebra
von Teilmengen in I und 7 ein W-MaB auf (I, §). Ein derartiges MaB = heiit auch
Apriori-Verteilung fir X.

Wegen P, < u gilt P=f; p fiir alle iel, wobei die f; die Dichten der P, beziiglich
u sind. Wir definieren nun die reelle Funktion g auf X durch

gx):=[fix)n(di) fiiralle xeX

4%
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und schlieBlich den mittleren Informationsgehalt (die Shannonsche Information)
von X (bei Apriori-Verteilung = auf (I, &) als die reelle Zahl

f £
L Y
g~ Enfloe

jx:zvjx,ﬂ::ER_ En log

_ i)
—}5 If log 200 n(di) P(dx)

7 (di)

sofern die aufgeschriebenen Integrale einen Sinn haben. Mittels des Informations-
operators H, definiert fiir Dichtefunktionen f auf X durch

H(f):=|f(y)log f(y) u(dy),
erhalten wir die Formel X
Iz =E. H(f)—HE,(f).

In [13] zeigt Lindley die folgenden Eigenschaften von .

(1) £ =0.

(2) F£=0 genau dann, wenn f; unabhingig ist von i auBerhalb einer z-Null-
menge (iel).

(3) Fiir das Experiment 3:=X® 9 gilt S <.45.

(4) Fiir X>>3 ergibt sich Jy=.4;.

Definition. Zwei p-dominierte topologische Experimente X und ¥ mit gleicher
Indexmenge I stehen in der Relation %:SJ‘D, d.h. X ist Shannon-informativer
(S-informativer) als ¥), wenn gilt:

(1) I, =Iy, , flr alle W-MaBe n auf (I, §).

(i) Es existiert mindestens ein W-MaB3 n, auf (I, §) mit Iy , =y -

Gilt Gleichheit in (i) fiir alle W-MaBe = auf (I, ¥), so heiBt ¥ S-dquivalent zu
DE~D). s

Sinngemil verwenden wir die Bezeichnung X2 9).

Aus 5.2.1, 4.4 und obigen Eigenschaften (3) und (4) folgt der

Satz. Unter den bisherigen Voraussetzungen gilt:

IoY=X29).

Bemerkung. Die Umkehrung des Satzes ist falsch, wie aus folgendem Beispiel
resultiert ([2], 101 und [13], 997): Man betrachte das Experiment X =(X, %,
(P)icr), wobei X:=1{0,1}, Ly=Fx,I:=1{%, 3} und fiir jedes ic] B:=igo+(1—i)¢,
gesetzt wird.

Als Apriori-Verteilungen n auf (I, §) wihlen wir die MaBle ae,+(1—a)e,
(x€[0, 1]). Dann 1dBt sich ein Experiment 9 =(X, %y, (Q)ie;) mit Q;=0; &0+
(1—a;)e, und a;€]0, 1] fiir alle ie I angeben, so dall zwar X 5 D, nicht aber Xo Y
gilt. In der Tat sind in einem derartigen Fall X und 9 beziiglich der Relation >
sogar unvergleichbar.
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7.3.2. Bei Restriktion auf eine spezielle Klasse von Experimenten kann schlieB-
lich noch der von Fisher eingefiihrte Informationsbegriff mit den bisher erdrterten
in Beziechung gebracht werden. Hierzu gehen wir zunichst von einem topolo-
gischen Experiment X=(X, %y, (P);;) aus mit X =I:=IR, welches u-dominiert
ist durch das Lebesgue-MaB p auf (X, ). Fiir jedes ie! gilt also P.= f; u, wobei
f; die u-Dichte von P, ist. Die durch die Festsetzung

. : :
#20:=] 09| 57 o st | wia)

definierte Funktion #% auf I heiBt, sofern das auftretende Integral existiert, die
Fisher-Information ( F-Information) von X.

Definition. Zwei u-dominierte Experimente ¥ und ¥ der obigen Art (mit
gleicher Indexmenge I:=R) stehen in der Relation x£<y, d.h. X ist Fisher-
informativer (F-informativer) als 9, falls gilt:

FEi)=#%(G0)  fir alle iel.
In [20] gibt Stone hinreichende Bedingungen an fiir die Giiltigkeit der Implikation:
359=x59.
Es ergibt sich also in diesem Fall wegen des Satzes in 7.3.1 sogar:
¥->9P=%x5 9.

Ohne Zusatzbedingung mufB diese Implikation falsch sein, da man leicht Experi-
mente X und Y konstruieren kann, fiir die zwar X > Y erflllt ist, die Funktionen
J* und #? jedoch nicht einmal definiert zu sein brauchen. Im Fall von Lokali-
sationsexperimenten X (o) =(X, Ly, (B)ic;) mit X =1:=R, Ly: =%, und P:=f. p,
wobei u ein o-endliches Maf auf (X, ) und f;(x):=f(o(x —1)) gilt fiir alle xe X
(ie] und festes aeR, «>0), errechnet sich die Funktion #*® unter der Voraus-
setzung ihrer Existenz zu:

a 2
IO ()= | flo(x—1)) [31— logf(oc(x—i))] u(dx)

d 2
=] fw)| .- og @] uldw).

Es folgt somit aus der Isotonie der Abbildung «— #*® sofort a, >ua,(>0)=
F
¥() 5% ().

8. Anhang. Biniire Relationen in Klassen von Experimenten

Zusammenfassend sollen nun einige Resultate der Arbeit in die Sprache der
Theorie der geordneten Mengen gekleidet werden. Mit der Definition der e-In-
formativitit (2.3.1) gewinnt man im Spezialfall konstanter Fehlerfunktion e=0
eine Quasiordnung innerhalb der Gesamtheit E aller Experimente mit gleicher
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(fester) Indexmenge. Das heiBt, fiir je drei Elemente X, 9, 3€E gelten die folgenden
Axiome:

(1) X>X (Reflexivitit).

(2) X9 und P> 3 =X 3 (Transitivitit),

Wir nennen diese Quasiordnung die statistische (oder kurz S- )Quaszordnung
in E. In natiirlicher Weise gibt die §- Quas1ordnung in E AnlaB zu einer Aqui-
valenzrelation in E. Die Menge der Aquivalenzklassen kann sodann geordnet
werden: Fiir je zwei Aquivalenzklassen [¥] und [D] wird [X]=[Y] definiert

durch die Forderung, daB fiir gewisses Xe[X] und gewisses P[] gilt: X Y.
Fiir die Klassen [¥] und [9)] ist das folgende Axiom erfiilit:

(3) [X1=[9] und [Y]=>[¥]=[X]=[D] (Antisymmetrie).

Offenbar ist die S-Quasiordnung nicht total, d.h. es gilt nicht nachstehendes
Axiom:

(4) Wenn immer X, Y €E ist, so gilt entweder X5 oder P> X.

Dies folgt z.B. aus der Unvergleichbarkeit gewisser Elemente aus E (Bemer-
kung in 7.3.1).

Die in 5.1.2 eingefithrte bindre Relation innerhalb der Klasse K aller klassi-
schen Experimente ist fiir die Teilklasse T der topologischen Experimente, welche
zudem dominiert sind, wegen 5.2.1 ebenfalls eine Quasiordnung. Wir nennen sie
die Blackwell-(oder kurz B-)Quasiordnung in T.

Zwei bindre Relationen r bzw. s in Mengen A4 bzw. B, die einander eineindeutig
zugeordnet sind, nennen wir dquivalent, wenn fiir je zwei Elemente a,, a,€ 4 und
zugeordnete Elemente b,, b,eB gilt: a; r a,<b, s b,.

Mit F werde die Klasse aller endlichen klassischen Experimente mit gleicher
(fester) Indexmenge bezeichnet, die ihr eineindeutig zugeordnete Klasse der
Standardexperimente von Elementen in F mit F*. Dann sind die S-Quasiord-
nungen von F und F* in obigem Sinne dquivalent. Dies folgt aus dem Satz in 7.2.

Nach [14], 227 weill man ferner, daB3 die im Satz von 7.2 erklirte Relation
von Bishop und de Leeuw eine Ordnungsrelation in der Menge /4, :=.#, (K)
aller positiven RadonmaBe auf (dem Standardsimplex) K (zur Indexmenge I) ist.
Diese werde die Bishop-de Leeuw-(oder. kurz BD-)Ordnung in .4, genannt.
Uber Existenz und Eigenschaften maximaler Elemente im Sinne der BD-Ordnung
erfdhrt man in [14], 227/228. (Man vergleiche auch unsere Bemerkung in 7.2.)

Des weiteren wurde von Loomis speziell in .4, die in Aussage (6) des Satzes
von 7.2 enthaltene Definition einer biniren Relation gegeben. Diese erweist sich
wegen Aquivalenz mit der BD-Ordnung selbst als eine Ordnungsrelation in .4,
welche wir Loomis-(oder kurz L-)Ordnung nennen wollen. In der Tat sind B-Quasi-
ordnung von F*sowie BD- und L-Ordnung in der Menge der StandardmalBe
von Elementen in F* dquivalent.

Die Diskussion maximal informativer Experimente wird in 7.1 und 7.2
{Bemerkung) angesprochen: In der Klasse P der Placierungsexperimente von
XeE vom Grade n konnen maximal informative Elemente konstruiert werden.
Maximal informative Experimente in F sind eineindeutig maximalen MaBen
im Sinne der BD-Ordnung zugeordnet.
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SchlieBlich sind die in 7.3 eingefiihrten auf Shannon und Fisher zuriickgehen-

den Relationen offenbar Quasiordnungen in denjenigen Teilklassen von E,
die durch die Definitionen von Shannon- bzw. Fisher-Information festgelegt
sind. In der Tat sind dies Teilklassen von K. Aquivalenz dieser Quasiordnungen
etwa mit der B-Quasiordnung liegt nicht vor (Bemerkung in 7.3.1).

Endlich bildet die Klasse T beziiglich der S-Quasiordnung und Produkt-

bildung im Sinne von 2.1.4 wegen 5.3.1 ein quasigeordnetes Gruppoid.

PN

1.
12.
13.

14.
15.
16.
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18.
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