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Summary. The paper concerns sufficient conditions for the existence of least favorable 
distributions. In sections 2 and 3 some partially known results will be noted about the weak* 
topology and convex hulls in the space of bounded additive set functions (contents). By a 
suitable dualization of the linear program for maximin tests it is shown in section 5 that for 
positive level the convex hull of the hypothesis (alternative) contains a content which is least 
favorable. This result is used in section 6 for deriving e.g. the following theorem: If  there are 
tests of arbitrarily high power and of arbitrarily small level on a part of the hypothesis such 
that the complementary part of the hypothesis is uniformly dominated by a finite measure, 
then the least favorable hypothesis is not even a content but a measure. 

1. Einleitung 

In  der Theorie der ungfinstigsten Verteflungen ffir das Testen yon I{ypothesen, 
wie sic etwa in [10]--[12] entwiekelt wurde, warden diese Verteilungen Ms Wahr- 
scheinlichkeitsmaBe fiber Parameterr~umen betrachtet  und angenommen, dag die 
]~Iypothesen- bzw. Alternativmengen durch meBbar parametrisierte Dichten 
gegeben sind. Wenn auch in den meisten der bisher betrachteten Testprobleme 
eine ,,natfirliehe" Parametrisierung vorlag, erweist es sich ffir eine allgemeinere 
Theorie, insbesondere ffir Existenzprobleme, als zweckm/~gig, Verteilungen fiber 
der Menge der I typothesen bzw. Alternativen selbst zu betrachten, wobei die 
megbaren Teilmengen durch inh/~rente Eigenschaften definiert sind. Eine ~hnliche 
Methode wurde bereits in [17], Kapitel  2, zur Mischung von Strategien benutzt.  

Nach einer Betrachtung der schwachen und schwachen* Topologie der Wahr- 
scheinlichkeitsmaBe und -inhalte in Abschnitt  2, die insbesondere der Charakteri- 
sierung der schwachkompakten Teilmengen client, wird in Abschnitt  3 der Begriff 
,,Mischung" und seine ]~eziehung zur konvexen I{fille betrachtet.  Es zeigt sich, 
dag durch ,Parametr is ierung" darstelibare Mischungen auch Misehungen in dam 
bier definierten Sinne sind. In  Absehnit~ 4 wird das Testproblem ffir das Testen 
zusammengesetzter t typothesen gegen zusammengesetzte Alterna$iven bei nicht 
notwendig konstantem Niveau betrachtet,  wobei als t Iypothesen und Alternativen 
aueh WahrscheinlichkeitsinhMte zugelassen warden, und der Begriff der ungfinstig- 
sten t typothese und Alternative Ms Mischungen bezfiglich ungiinstigster Ver- 
teilungen eingeffihrt. In  Abschnitt  5 wird in einem [8], [18] gegenfiber modifizierten 
Ansatz das Problem der ungfinstigsten Verteilungen Ms ein dam Testproblem 
duales aufgezeigt und fiber einen in [3] bewiesenen Dualit/~tssatz gezeigt, dab unter 
sehwachen Voraussetzungen fiber die Niveaufunktion immer ungfinstigste t Iypo-  
thesen und Alternativen existieren, wenn als solehe auch Wahrscheinlichkeits- 
inhalte zugelassen werden. In  Abschnitt  6 wird gezeigt, dub die ungfinstigsten 
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Hypothesen und Alternativen Wahrscheinlichkeitsmal]e sind, wenn die Hypo- 
thesen- bzw. Alternativmengen schwach*-kompakt sind oder, in Verallgemeine- 
rung eines in [10], [14], [16] bewiesenen Satzes, die beiden Mengen bis aufsehwaeh*- 
kompakte Tefle beliebig seharf durch Tests zu trennen sind. 

2. Die Banaeh-R~iume der Vorzeiehen-MaSe und -Inhalte 

Es sei X eine beliebige Menge, 2 ein a-KSrper fiber X und B der Banaeh- 
Raum der 9~-meBbaren beschr~nkten reellwertigen Funktionen fiber X in der 
Supremum-Norm. Der Dualraum B* yon B ist isometriseh isomomorph dem 
Banach-Raum b a(X, 2) der additiven beschr~nkten reellen Mengenfunktionen 
fiber 2 [4; IV.5.1]. Ist  ~ e B ,  m e b a ( X ,  2), so wird im folgenden fq~dm mit 
m[~0] oder /r bezeichnet. Die nieht-negativen Elemente aus ba(X, 2) (d.h. 
m(A) ~ 0 ffir alle A e 2) werden als Inhalte bezeiehnet, die normierten Inhalte 
(d.h. llm[I ---- re(X) = 1) als W-Inhalte; Q = Q(X, 9) sei die Menge aller W- 
Inhalte fiber 2. ca (X, ~), der Banaeh-Raum der a-additiven ree]len besehr~nk- 
ten Mengenfunktionen fiber 2, ist ein abgeschlossener linearer Teflraum yon 
ba(X, 2), da er als Banach-Raum vollst~ndig ist. 

Durch den kanonisehen Isomorphismus yon B* auf ba(X, 2) induziert die 
sehwache* (weak*) Topologie yon B* auf ba(X, !~) eine Topologie, die als die 
schwache* Topologie yon ba (X, 2) bezeichnet werden soll. Es ist dies die grSbste 
Topologie auf b a (X, 2), ffir die alle Funktionen/~,  ~ ~ B, stetig sind. Die dadurch 
auf P = P (X, 9~), der Menge der W-MaBe auf 2, induzierte Topologie wird in der 
Mathematisehen Statistik oft als schwaehe Topologie bezeichnet (etwa in [11]); 
dies kSnnte jedoch mit der sp/iter auftretenden sehwachen Topologie yon ba (X, 2) 
verweehselt werden. In der Terminologie yon [4] ist (naeh Identifizierung von 
b a (X, 9) mit B*) die sehwache* Topologie auf b a (X, 2) die B-Topologie. Ffir eine 
Teilmenge H c ba(X, 91) ist im folgenden 

H die schwaeh*-abgesehlossene Hfille, 

k (H) die konvexe Hfi]le und 

H = k(H) die sehwach*-abgesehlossene konvexe Hfille yon H in ha(X, 2). 

2.1. Satz. (i) Q ist schwach*-kompakt, 
(ii) Ist H c Q, so ist H eine schwach*-kompakte konvexe Teilmenge von Q. 

Beweis. (i) Bezeiehnet ZA die charakteristische Funktion der Menge A e 2, 
so ist naeh Definition yon Q 

Q ---- 1~-2((1}) (~ ('~/L1 ([0, 1]). 

Da die Funktionen ]r ~ e B, sehwach*-stetig sind, ist Q sehwaeh -abgesehlossen. 
Da Q fiberdies normbesehr/~nkt ist, ist nach dem Satz yon Alaoglu-Bourbaki 
[4; V. 4..3] Q sehwaeh*-kompakt. 

(ii) Nach [4; V. 2.1] ist i-t konvex. Da Q konvex und wegen (i) sehwaeh*- 

abgesehlossen ist, gilt H c Q. 
2.2. B e m e r k u n g .  Ist  s ein lokal-konvexer linearer topologischer Raum, :~* 

sein dualer, so existiert zu jedem sehwach*-stetigen linearen Funktional ] fiber ~ *  
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ein Element x e : ~  derart, dal3 / (x*)-= x*(x) ffir alle x e ~ ;  kurz :~** ~--:~. 
([7] 20.2. (3) oder [5] V. 3.9 mit :T* anstatt  :~ und :~ anstatt  1~.) Ist  also ins- 
besondere / ein schwach*-stetiges lineares Fnnktional auf b a (X, 2), so existiert 
ein ~peB mit / = / r  

Die sehwaehe Topologie auf ba(X,  9.I) -- im Sinne yon [4] die ba(X,  9~)*- 
Topologie, d.i. die grSbste, bezfiglich derer alle stetigen linearen Funktionale fiber 
dem Banach-Raum ba(X,  91) stetig shad -- ist naeh [4; V. 3.7] feiner als die 
schwaehe* Topologie. Sie ist i .a .  echt feiner: Es seien X = [0, 1] bzw. eine 
abzi~hlbare Menge, ~ der a-K6rper der Borelmengen bzw. aller Teflmengen yon X. 
Die Menge P aller W-Mal3e fiber ~l ist nicht sehwaeh*-abgesehlossen, da sie sonst 
als Teflmenge von Q nach 2.1 sehwach*-kompakt w~re, was dem Kompaktheits- 
kriterium 2.5 widerspricht. Andererseits ist P konvex und in der Normtopologie 
yon ha(X,  9.I) abgeschlossen, also naeh [4; V. 3.13] schwach-abgesehlossen. Ffir 
Teflmengen yon ca(X,  9~) jedoeh sind sehwache Kompaktheit und schwache* 
Kompaktheit  ~quivalent: 

2.3. Satz. Fi~r H r ca(X,  9~) sind ~iguivalent: 
(i) H ist relativ schwach*-kompalct in ca(X,  9~), 

(fi) H ist relativ schwach*-/olgenlcompalct in ca (X, 9~), 
(fii) H ist relativ schwach-/olgenkompakt in ca(X,  ~), 
(iv) H ist relativ schwach-kompalct in ca(X,  9~). 

Nach Streichung von ,,relativ in ca(X,  9~)" ist die Aussage (i) mit (iv) und die 
Aussage (ii) mit (ili) 5quivalent. 

(Die Terminologie ist die yon [7]; H ist relativ kompakt, wenn die abge- 
sehlossene Hfille kompakt ist; H Jst relativ folgenkompakt in ca, wenn jede Folge 
aus H eine gegen ein Element aus ca konvergierende Teilfolge besitzt, was in [4] 
als ,,sequentially compact" bezeiehnet wird.) Der Beweis beruht u.a. auf 

2.4. Lemma. Ist m e c a ( X ,  ~), so ist ca(m): = { h e c a ( X ,  9.I): h ist absolut-, 
stetig bezi~glich m} ein schwach*-abgeschlossener linearer Teilraum yon ca(X,  9~), 
au ] dem die schwache * T opologie ( d. i. die Relativierung der schwachen * T opologie 
i~ber b a ( X , 9~ ) ) mit der schwachen T opologie i~ber einstimmt. 

Beweis. ca(m) ist offensiehtlieh linearer Raum. Ist hoe ca(m) n ca(X,  9~), so 
existiert zu jedem e > 0  und A ~ 2  mit r e ( A ) = 0  ein hEca(m) mit  [h(A)--ho(A)] 
< e; da h(A) = O, ist ho(A) = 0 und damit h0 absolutstetig bezfiglieh m, also 
hoe ca(m). Als sehwaeh*-abgeschlossener Teilraum yon ca(X,  9~) ist ca(m) aueh 
norm-abgesehlossen in ca(X,  9X), da die Norm-Topologie feiner als die schwaehe* 
Topologie ist. Nach dem Satz yon RADON-NIKODu ist ca (m) norm-isomorph zu 
dem Banach-Raum LI (X ,  ?i, m). Da jedes stetige lineare Funktional fiber L1 
mittels eines ~0 e Loo(X, ~, m) dargestellt werden kann ([4] IV. 8.5) und in der 
~quivalenzklasse ~0 modulo m ein ~ e B (X, ~) enthalten ist, stimmen schwache 
und sehwaehe* Topologie auf ca(m) fiberein. (Der Beweis entsprieht im wesent- 
lichen dem yon [4; IV. 9.5].) 

Beweis yon 2.3. 1. (ii) ist i~quivalent mit (iii): Es sei {ran : n = 1, 2 . . . .  ) eine 
Folge aus H. 

Mit m: = ~, 2-nmn/ (1 + II mn II) gilt {mn } c ca (m) n H. Da ca (m) schwach*- und 
n=>l 

damit aueh schwaeh-abgesehlossen ist, grit wegen 2.4: {ran} konvergiert schwach 
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(schwach*) gegen m0 E ca (X, 91), wenn mo e ca (m) und (ran} schwach* (schwach) 
gegen m0 konvergiert. DamR ist die ~quivalenz, auch unter den Bedingungen des 
Zusatzes, bewiesen. 

2. (i) impliziert (iii) : Ist  H n ca (X, 91) schwach*-kompakt und (ran: n ---- 1,2 . . . .  ) 
eine Folge aus H, so ist R (~ ca(m) schwaeh*-kompakt und enth~lt {ran} (m wie 
in 1.), da naeh 2.4 ca(m) in ca(X, 91) schwach*-abgesehlossen ist. Welter folgt 
aus 2.4, dab H (~ ca(m) schwach:kompakt, also naeh dem Satz yon EBE~L~IN- 
S~VLIA~ [4; V. 6.1] sehwach-folgenkompakt ist. Somit konvergiert eine Teilfolge 
yon (ran) sehwaeh gegen ein mo e ca(X, 91). 

3. DaB (iii) die Aussage (iv) impliziert, folgt unmittelbar aus dem schon zitier- 
ten Satz yon EBERLEIN-SMuLIAN. 

4. (iv)impliziert (i), da die schwache Topologie feiner als die schwache* 
Topologie ist. 

5. J~quivalenz yon (i) und (iv) im Zusatz: Ist  H schwach*-kompakt, so ist H 
schwach*-abgeschlossen, also auch in der feineren schwaehen Topologie ab- 
geschlossen und damit nach dem schon bewiesenen Tefl sehwach-kompakt. Die 
Umkehrung wird wie 4. bewiesen. Aus 2.3 ergibt sich das Kompaktheitskriterium 

2.5. Korollar. Eine Teilmenge H yon ca(X, 91) ist genau dann in ca(X, 91) 
relativ schwach*-Icompal~t, wenn H beschriinlct ist und ein m ~ ca(X, 91), m ~ O, 
existiert so, daft zu ]edem s ~ 0 ein ~ ~ 0 existiert mit: re(A) ~ ~ impliziert 
I h (A) 1 < e/i ir  alle h ~ H und A E 91. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar mit [4; IV. 9.2] und 2.3. 
(Das Kompaktheitskriterinm wird ffir W-MaBe bereits in [13], Seite 146, unter 

Berufung auf [4] zitiert.) 

2.6. B e m e r k u n g .  Ist  H c ca(X, 9I) schwach*-kompakt, so ist es nach'2.3 
relativ schwach*-folgenkompakt und somit als schwach*-abgeschlossene Menge 
schwach*-folgenkompakt. Ist  H c ca(X, 91) jedoch schwach*-folgenkompakt, so 
kann i. ~. die schwache* Kompaktheit nur gefolgert werden, wenn jedes Element 
der schwachen* Hfille limes einer Folge yon Elementen aus His t .  Dies ist z.B. 
immer gesichert, wenn 91 separabel ist: Die schwache* Topologie wird wegen 2.5 
auf H dutch die charakteristisehen Funktionen jedes 91 erzeugenden KSrpers 
induziert. 

3. Misehung yon Inhalten und YIailen 

3.1. Definition. Ist  H c ba(X, 91), so ist ~0(H) der kleinste a-KSrper fiber H, 
bezfiglich dessen alle Funktionen re~H, q~ ~ B, meBbar sind, ~(H)  der kleinste 
a-KSrper fiber H, der alle schwach*-offenen Mengen enth~lt (also der der Borel- 
Mengen) ; dabei ist die sehwaehe* Toplologie fiber H die Relativierung der schwa, 
chen* Toplologie fiber ba(X, 91). 

3.2. B e m e r k u n g .  ~0(H) c ~(H).  

3.3. Lemma. Es sei H c Q und ~ ein W-Marl i~ber (H, ~0(H)). Dann ist P~, 
die ,,,~-Mischung von H", de/iniert durch 

P~(A) -~ ~P(A)d.~(P),  A e91, 
H 
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ein W-Inhalt i~ber (X, 9X), und es gilt 

(*) P~ [9] --~ f P [~o] d~ (P) /iir alle q~ e B .  
H 

Ist i~berdies H c P, so ist P~ ein W-Marl i~ber (X, 2).  Sind alle W-Inhalte aus H 
bezi~glieh eines nicht notwendig endlichen Marles absolut stetig, so auch P ~. 

Beweis. Da 2 ein W-MaB ist, ist  P~ e Q. Zu jedem ~ ~ B und  s ~ 0 existiert  
eine L inearkombina t ion  ~p yon endlieh vielen charakter is t ischen Funk t ionen  zu 
iV[engen aus ~ derart ,  dab l1 ~s - -  ~ I[ < s. Somit  wird 

[ P~[9] - f P [9] d~ (P)[ < 2 s + [ PzEw] - f P [w] d~ (P)[ .  
H H 

Der zweite Su lnmand  der reehten Seite verschwindet  offensiehtlieh, also gilt (,). 
I s t  H r P und {An: n ---- 1, 2, .. .} r ?g eine abnehmende  Folge mi t  leerem Dureh-  
schnitt ,  so konvergier t  {P(An) :  n ---- 1, 2 . . . .  } mono ton  gegen 0 f ib  jedes P E H. 
Naeh  dem Satz yon der monotonen  Konvergenz  konvergier t  somit  P~(A~) 
gegen 0; also ist  P~ ein W-MaB. Sind a]le P ~ H absolut  stet ig bezfiglich eines 
MaBes m fiber (X, 9/) und  gilt re(A) : 0 ffir ein A e 9~, so ist P(A)  -~ 0 ffir alle 
P e H, also auch P~(A) = O. 

I n  der Theorie der ungfinst igsten Verteflungen, e twa [8--12,  18], wurde ffir die 
Kons t ruk t ion  yon Mischungen vorausgesetzt ,  dal] die W-MaBe aus H dureh ein 
a-endliehes Mal] dominier t  werden und  bezfiglich dieses ~aBes  Diehten  besitzen, 
die im Sinne der  Vorausse tzungen von 3.4 meBbar  sind. Der  nachfolgende Satz 
son zeigen, dab die so erhal tenen Misehungen auch Mischungen ira Sinne yon 3.3 
sind. 

3.4. Satz. Es sei H = {P~:  v ~ ~ O} und Z ein ~-Kgrper i~ber O, A' ein W-Marl 
i~ber Z. Es sei m ein (~-endliches Marl i~ber 9.I, das file Pa,  ~9 ~ O, dominiert. Fi~r 
]edes t9 �9 0 8ei Pa Dichte von P~ bezi~glich m derart, daft die Fun/ction (tg, x) 
--> pa (x) X •  9~-merlbar ist. P sei das W-Marl, das dutch die Dichte SPa (x)dA'(tg) 

0 

bezi~glich m gegeben ist. Dann existiert ein W-Marl ~ i~ber (H, ~0(H))  mit P = P~. 

Beweis. Nach einem Satz fiber Produktmal ]e  [5; Beweis yon 36.B] ist die 
Funk t i on  ~9 -+ Po [~ ]  ---- Spa(x)q~(x)dm ftir ~ ~ B X - m e , b a r .  D a m i t  ist aueh die 

X 

Paramet r i s ie rung  z :  v~ --> P.a �9 H X-~0  (H)-melBbar, da ffir r ~ ]~, ~ ~ B, 

~-~ {P �9 H: P [9] =< r} = {~ �9 O: P~ [9] =< r} �9 ~ .  

Nach dem Transformat ionssa tz  ffir MalBe [5; 39.C] gilt ffir das W-Mal] A: = ~' 7~ -1 
fiber ~o(H) ,  dab ffir beliebiges ~ �9 B 

P~ [9] = ] p [9] d2 (P) : ] / ~  (P) d (2' z -1) = ] / r  (~9)) d2'(~9) ---- ] Pa[~s] dA'(~9). 
H H 0 0 

Da nach dem Satz yon F u B I ~ I  der letzte Ausdruck  P [9] ist, ist  der Satz bewiesen. 

3.5. Definition. I s t  H c Q, so ist M ( H )  = {P;,: A W-MalB fiber (H, ~0(H))}  die 
Menge der Misehungen yon H i m  Sinne yon 3.3. 

Der  folgende Satz g ib t  Aufsehlu~ fiber die geometr isehe Lage  der Misehungen 
einer Menge Id c Q. E r  zeigt insbesondere, dab  ffir sehwach*-abgeschlossenes H die 
Mischungen genau die schwaeh*-abgeschlossene konvexe  Hfille yon H ausmaehen.  
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3.6. Satz. F/~r beliebiges H c (21, H + O, ist 

(i) H = {P~: ~ regulgres W-Marl i~ber (H, d ( R ) ) }  und 

(ii) H ck(H)cM(H)cl=l  = M(H). 

Beweis. (i) Naeh 2.1 sind H und H kompakte Teilmengen des lokal-konvexen 
linearen topologisehen Hausdorff-Raumes ba(X,  ~) in der schwachen* Topologie. 

Da fiberdies H konvex ist, gibt es zu jedem regul~ren W-MaB 2 fiber (H, d (H ) )  

genau ein Element Q e H derart, dab ffir jede sehwach*-stetige lineare Funktion [ 

fiber H gilt: 
f / ( P ) d 2 ( P )  = ](Q) 

[2; Satz 2.5.2]. Insbesondere gilt also ffir die Funktionen [~, ~0 e B, 

f P [~0] d2 (P) = S/~(P) d2 (P) = Ir [Q] = Q [q0], 

und damit Q = Pz. Andrerseits bildet nach dem zitierten Satz die Zuordnung 

--> Pz die Menge der regul/~ren W-MaBe ~ fiber d ( H )  auf k(H) ---- H ab. 

(ii) Ist  P c  H, so wird durch 2'({P}) = 1 ein W-Ma] fiber d ( H )  definiert, 
dessen Einsehri~nkung 2 auf d 0 ( H ) P  darstellt: P ~ Pz e M(H). M(H) ist also 
eine konvexe, H umfassende Teilmenge yon Q, und damit k(H) r M(H). 

Es semen Q --  Pz e M (H), l und n natfirliehe Zahlen, 

. . . . .  ( i = l  . . . .  

Das Mengensystem 

ore=  Hc~('lg~ -~ ~ - 1  ~ i=1 [ ' l : -- l + 1 _<_ ki <= l, ki ganzzahlig cdo(H) 

is~ eine endliche disjunkte Zerlegung yon H derart, dab auf jedem G E 5/a die 
Schwankung eines jeden gl hSehstens 1-1 ist. Ist  ffir jedes nichtleere G e~%f PG ein 
beliebig gew/ihltes Element aus G und 

P = X { 2 ( G ) P G :  0 4 G  e , ~ } ,  

so ist P e k(H) und I Q[~0~] - P_[~] l -<- t-1 ffir i = 1, . . . ,  n. Somit ist Q Element 

yon k(H), also M(H) c k(H) = H. Wegen (i) ist H c M(H);  andererseits ergib~ die 

Anwendung des sehon bewiesenen Teils yon (ii) auf H, dab M (H) c H = H. 

3.7. B e m e r k u n g .  Die Relationen c in 3.6 (ii) sind i.a. streng. 

a) Es sei X = [0, 1], 9.[ das System der Borel-Mengen fiber X;  ffir r e [0, 1] 
sei Pr das Ein-Punkt-W-Ma8 Pr({r}) ---- 1. Ist  ~o ~ B(X ,  ~), so ist/q~(Pr) = ~o(r), 
also kann fiber die Parametrisierung r --> Pr e H: = {Pr: r ~ [0, 1]} der (r-K6rper 
do(H) mit 9~ identifiziert werden. Ist  2 ein beliebiges W-MaI~ fiber ~i, so ist ffir 
~ e B  

Pa [~o] = S/r (Pr) d2 (r) = ] ~ (r) d2 (r) = Z [~0] ; 

also ist M (H) die Menge aller W-Mage fiber ~i, w/~hrend k (H) nut  die W-MaBe mit 
endlichem Tr/iger enth/~It. 
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b) Es sei X = {1, 2}, ~i das System der Potenzmengen und 

H ---= { P e  P: 0 < P({1}) < 1}. 

Offensiehtlieh ist H = M(H), w/ihrend H = H = P. 

3.8. B e m e r k u n g e n .  Ist  P e H Extremalpunkt yon H, so ist das dureh 
2({P}) = 1 definierte regulate W-gaB das einzige fiber ~(H),  das P darstellt 

[2; 2.5.6]. Ist  die genge He der Extremalpunkte yon H sehwach*-abgesehlossen, 
so brauehen ffir 3.6 (i) nur regul/~re W-gage zugelassen zu werden, die yon He 
getragen werden [2; 2.5.5]. Aber selbst unter dieser Einsehrs ist das ein 

P e Ft repr/~sen~ierende MaB ~ fiber ~(H)  i.a. nieht eindeutig bestimmt: Es sei 
X = {1, 2, 3}, ~ das System der Teflmengen. Die zubetraehtenden W-Mage 
fiber 92 sollen als Tripel geschrieben werden, wobei die i-Komponente die Belegung 
des Punktes i e X  angibt; es seien P~ = (0, 1/3, 2/3), P2 = (2/3, 1/3,0), 

P3 = (0, 2/3, 1/3), P4 = (2/3, 0, 1/3). Ffir H : = {P~: 1 ~< i --< 4} ist H = H = He. 

P :  = (1/3, 1/3, 1/3) = �89 + P2) = �89 @ P4). 

4. Ungiinstige Verteilungen, Hypothesen und Alternativen 

Es seien Bo: = {~ ~ B: O =< ~ ~ 1} die genge der randomisierten Tests, H 
und K nieht-leere Teilmengen yon Q und he ine  reellwertige Funktion auf H, 
0 ~<h _< 1. Dann ist B(h; H): = {~oeBo: P[~0] ~ h ( P )  ffir alle P e r t }  die 
Menge der,,Tests der Itypothese H zum Niveau h", fl (~; K) : = inf{P [~0] : P e K}, 
~oeBo, die ,,Gfite des Tests 9 gegen die Alternative K" und fl(h; H, K): 
= sup{fl(~, K): ~o e B(h; H)}. Da B(h; H) zumindest die konstante Funktion 
~o = inf{h (P): P e H} enth/flt, ist die letzte Definition sinnvoll, l)blieherweise ist 
he ine  Konstante e e [0, 1], doeh kann es durchaus zweekms sein, auf Teflen 
der Hypothese grSBere Fehler erster Art zugunsten einer besseren Gfite in Kauf  
zu nehmen. 

Die schwaehe* Topologie wird dureh die grSbste Uniformit/~t induziert, 
bezfiglieh der alle ]~, ~0 e B, gleiehm/iBig-stetig sind. Eine bezfiglieh dieser Unifor- 
mitKt gleichm~Big-stetige Funktion soll sehwaeh*-gleiehm/~Big-stetig genannt 

. werden. Ist  he ine  sehwaeh -gMehm/~Big-stetige Funktion auf H, so ist h ein- 
deutig stetig auf H fortsetzbar [6; S. 195]. 

4.1. Definition. Ist  h eine schwaeh*-gleiehm/~Big-stetige Funktion auf H, so 

ist ~(P): ----- inf{~[h]: ~ regul~res W-MaB auf (H, ~(R))  mit P = P~} ffir P ~ H. 

4.2. B e m e r k u n g .  Ist  h eine konstante Funktion mi~ Wert g, so ist 2[~] = 

ffir alle W-gage ~; auch falls h ----/~, yJ ~ B, ist ~ [h] = P [~p] nur yon P e H und 
nicht von dem P repr/~sentierenden W-gaB 2 abMngig. I.a. jedoeh ist 2 [ h ] .  2' [h] 
f/Jr P~=P~, mSglich, insbesondere aueh h ( P ) <  h(P) ffir P E H. Ist  etwa 

H = {P, P1, P2, P3, P4}, P und Pl aus 3.8, so ist 

~(P) ~ Min{h(P), �89 + h(Pu)), �89 + h(P4))}. 

4.3. Lemma. (i) Ist h schwach*-gleichm~i[3ig-stetig au/ H, O <-- h <-- 1, so ist 
B(h; H) = B(~, H). 
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K) = i des e Bo .  

Somit gilt f l (h;H, K ) =  fi(h; H, K). 

Beweis. (i) Da [~, ~o e B, und h auf H schwach*-stetig sind, ist 

B(h; H) c B(h; H). 

Wird P e H durch 2 repr~sentiert, so ist fiir jedes ~o e B(h; -H) 

P[~]  = ~ P[~o] d~(P) < ] h(P)  g2(P) -~ 2[h]. 
H 

(ii) Die linke Seite yon (i) ist nach Definition nicht kleiner als die reehte. Is~ 
andererseits fl (~o; K) = y, so folgt aus 4.2 und (i), dab 

1 - -  ~ v e B ( 1  - -  y ;  K) c B ( 1  - -  y ;  K). 

Lemma 4.3 besagt in der Test-Terminologie: Ist  ~o~ein Test fiir H gegen K 

zum Niveau h mit Gfite y, so ist ~o sogar ein Test ffir H gegen K zum Niveau 

mit Giite y. H ist darfiber hinaus die grSBte Obermenge yon H, fiir die dieser 
Satz bei konstantem Niveau ftir jede Alternative K grit, wie es in 4.6 und 4.7 
pr/izisiert wird. 

4.4. Lemma. Sind H u n d  K 8chwach*-abgeschlossene konvexe dis]unkte Teil- 
mengen von O, so ist 

f i ( ~ ; H , K ) > ~  /iir]edes ~ e ( 0 , 1 ) .  

Beweis. Wegen 2.I ist kt sehwaeh*-kompakt. Naeh einem bekannten Tren- 
nungssatz [4; V.2.10] und 2.2 existieren ~o e B u n d  s, ~ ~ ]R mit 

(*) P[q)] <=e < (3 <_ Q[q)] fiiralle P e H ,  Q s K .  

Da ~ besehrankt ist, ist r :=  sup{~o(x): x e X } u n d  V :=  inf{~v(x): x e X} end- 
lich, und wegen der UngMehung in (*) ist ~ > U. Dureh  ~bergang zu 

<p' :=  (~o --  Min(0, V))/(~ --  U) 

kann angenommen werden, dab ~o e Bo. Ist  e ~ e, so ist 

~o:=(e/e) q ) e B ( e ; H )  und f l (~v ;K)=>(d / s )e>~ .  

Ist  e < g, so ist 
~o : =  [(1 - -  ~) ~o + (~ - -  e ) ] / ( 1  - -  e)  e B ( a ;  H )  

und 
fi(~v; K) = e + (1 -- 0r -- s)/(1 -- e) > e .  

4,5. Korollar. Fi~r H, K c Q sind ;iquivalent 

(i) An =O, 
(ii) es existiert ein ~ e  (0, 1) mit fi(g; H, K) > g, 

(ill) ]iir alle ~ e (0, 1) ist ~(~, H, K) > ~. 

Beweis. Wegen 4.4 folgt aus (i) die Aussage (fii) und damit (ii). Grit umgekehrt 
(ii), so existiert ~o e B(~; H) mit fi(~o; K) > r162 Wegen 4.3 ist dann P[~o] ~ 

fiir alle P e H u n d  Q [~o] > :r fiir alle Q e g,, also gilt (i). 

4.6. Korollar. Es seien G und H Teilmengen yon O. G c (~, /alls 
(i) B( :c ;G)o B(~; H) ]i~r ein ~ ( 0 ,  1), oder 

(ii) fl(~o; G) > fl(~o; H) ]iir alle ~v e Bo. 
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Beweis. Es sei P • I~t, also ~ c~ Ft = 0. (i) Nach 4.5 ist fi(a; H, P) > ~, 
also PC G. (~) ~aoh 4.5 ist ~(}; P, H) > 1, also P r  

4.7. Satz. (i) Ist h eine schwach*-gleichmii/3ig-stetige Funktion iiber H, 

0 <-- h <_ 1, P e  ~t und Qe K, so gilt 

l ~ (h ;  H 'Q)  } > f l ( h ;  H, K) (*) fi(h(P); P'Q) >= [fl(h(P), P, K) = " 

(ii) Ist i~berdies h =- o: E (0, 1), so ist H die grSflte unter den Mengen G c O, 

liar die (*) bei beliebigem K/i ir  alle P ~ G, Q ~ K gilt, und K die gr6fite unter den 
Mengen L c Q,/i~r die (*) bei beliebigem H/i~r alle P ~ H, Q ~ L gilt. 

Beweis. Da fiir H' c H" c H und K' c K" c 13 

(**) fl(h; H",  K")  < fl(h; H', K ' ) ,  

folgt (i) unmittelbar aus 4.3. (ii) Falls G q~ H, gibt es ein Po e G, Po ~ H- Ffir 

K = {Po} ,  P = Q = Po ist  naeh 4.5 f i (e;  P, Q) = ~ < f i (g;  H, K). I s t  L r K, so 

existiert QoeL, Qo~ F,. Ffir H = {Qo}, P = Q =  Po ist fl(~; P, Q ) = ~ < f l ( ~ ;  H, K). 

4.8. Definition. Es seien H, K c O ,  h schwach*-gleiehm&gig-stetig auf H, 

0 --< h --< 1, P ~ H, Q e ~(. Ffir das Testen yon H gegen K zum Niveau h ist 

(i) P ungiinstigste Hypothese, falls fi(h ( P ) ; P ,  K) = fi(h; H, K), 
(ii) Q ungiinstigste Alternative, falls fi(h; H, Q) = fi(h; H, K), 

(iii) (P, Q) simultan ungiinstigst, falls fl(h(P); P, Q) = fl(h; H, K). 

Die P,  Q darstellenden MaBe fiber ~ (H), ~ (K) sind ungiinstigste Verteilungen. 

4.9. B e m e r k u n g .  Falls (P, Q) simultan ungfinstigst ist, so ist wegen 4.7(i) 
P ungfinstigste Ilypothese, Q ungfinstigste Alternative. Umgekehrt jedoch ist 
nicht notwendig jedes aus einer ungfinstigsten I-Iypothese P und ungfinstigsten 
Alternative Q gebildete Paar (P, Q) simultan ungfinstigst: Es sei X = {1, 2, 3, 4, 5}, 
92[ das System der Teilmengen yon X, Po({1}) = Po ({2} )=  / ) i (14})= Pz({5}) 
= qo( {2} )  = Qo({3}) = Qz({3})  - -  Q1({4}) = 1, H ---- {Po,/'1}, K = {Qo, Q1}. 
Es sei :r I). Nach 3.7 ist H = { P o = ( 1 - - o )  P o + ~ P z :  ~e [0 ,1 ]} ,  

g, ---= {Qr = (1 - ~) Qo 4- ~QI :  ~ e [o, 1] } .  

a) Ist  r e B(~; H), so ist Qt[~o] ~ ~ 4- 1 ffir i = 0, 1, also fl(r Qr) =< e 4- �89 
ffir alle ~ ~ [0, 1]; ffir 

ice ffir x - ~ 2  und x = 4 ,  
(x ) :=  fiir x = 3 ,  

sonst, 

wird / ~ ( r  �89 also fl(g; H, K) = e 4- �89 Nach 4.7(i) ist jedes Q e F ,  
ungfinstigste Alternative. 

b) I s t /?  (r K) > :r 4- �89 ffir ein r e Bo, so ist Po [~o] > ~ und P~ [r > :r und 

4 Z. Wahrscheinlichkeltstheorie verw. Geb., Bd. 11 
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damit PQ[~] > ~ fiir alle r G [0, 1]. Mso ist fl(a; P, K) G a + �89 ffir alle PG H; 
alle diese P sind somit naeh 4.7 (i) ungfinstigste Hypothesen. 

c) Ffir 

{O 1 fiir x = 1 , 2 , 5 , }  ist Q t [ ~ ] = I ,  P o [ ~ ] = 0 ,  
(x )=  ffir x = 3 , 4  

also ~(~; P0, Q:) = 1 > ~ -~ �89 Das Paar (P0, Q:) ist somit nicht simultan un- 
giinstigst. 

Die Betrachtung ungfinstigster ttypothesen und Alternativen bezweckt, das 
Aufsuehen ,,guter" Tests ffir H gegen K auf das ,,guter" Tests fiir eine einfache 
tIypothese P gegen eine einfache Alternative Q zu reduzieren, was etwa mit dem 
Lemma yon N~YMAN-PE~so~ wesentlich leichter ist (falls P und Q W-MaBe 

sind). Die in der Definition gestellte Forderung ,,P G H, Q e K" -- sie entspricht 
der klassischen stiirkeren Forderung, daI~ P und Q Mischungen im Sinne yon 3.5 
sind -- bewirkt nach 4.3, dab jeder Test yon H gegen K zum Niveau h auch Test 
yon P gegen Q zum Niveau/t(P) yon nicht geringerer Gfite ist. DaB ,,gute" Tests 
von H gegen K auch ,,gute" Tests yon ungfinstigsten Itypothesen gegen K, yon 
H gegen ungiinstigste Alternativen sind, soll nach einer Pr/izisierung des Begriffs 
,,guter" Test gezeigt werden. 

4.10. Definition. Unter den Annahmen yon 4.8 ist ffir s ~ 0 

B~(h; H, K ) : =  {~eB(h ;  H): fl(~; K) =>fl(h; H, K)--  s} 

die Menge der s-Maximintests yon H gegen K zum Niveau h; 

B(h; H, K) :=  B0(h; H, K) 

ist die Menge der Maximintests yon H gegen K zum Niveau h. 

4.11. B e m e r k u n g .  /~(h; H, K) ist nicht leer, falls etwa H, K : P und H u K 
yon einem a-endlichen MaB dominiert wird (vgl. 6.3). I.a. jedoch kann B leer 
sein, wiihrend nach Definition von ~ die Menge Be ffir jedes e > 0 nicht leer ist. 

4.12. Satz. Unter den Annahmen yon 4.8 gilt /i~r das Testen yon H gegen K 
zum Niveau h, daft [i~r alle s ~ 0 

/ Be(h(P); P, K), /alls P ungi~nstigste Hypothese, 
Be (h; H, K) c I Be (h ; H, Q), /alls Q ungiinstigste Alternative, 

{J~e(h(P); P, Q), /alls (P, Q) simultan ungi~nstig. 

Der Satz folgt unmittelbar aus 4.3 und 4.8. 
Die Aussage, die 4.12 ffir ungiinstigste Hypothesen macht, ist umkehrbar: Gilt 

die erste Inklusion ffir ein P e H und fiir alle e ~ 0 ,  oder im Falle 2~0(h; H, K) ~ 0 
auch nur ffir s ---- 0, so ist P ungfinstigste Hypothese. Ist  namlich q0 G/~e(h; H, K) 
und gilt die erste Inklusion, so ist 

~(h; H, K) >= fl(~, K) > fl(h(P); P, K) - -  s. 

Bis auf die Tatsache, dab hier mehr Mischungen zugelassen sind, sind somit die 
in 4.8 definierten ungfinstigsten Hypothesen genau die ,,least favorable mixtures" 
im Sinn yon [15]. 
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Dureh die Einffihrung eines nicht notwendig konstanten Niveaus h ist eine 
Unsymmetrie zwischen Hypothese und Alternative eh~gef/ihrt worden, die im 
Falle konstanten Niveaus i.a. nieht gegeben ist: 

4.13. Lemma. Is t  
~e [0 ,1 )  und f l : = f l ( c ~ ; H , K ) < l ,  

so ist 
f i ( I  - -  f l ;  K ,  H) = I - -  ~. 

Beweis. Ist  qo e B~(e; H, K), so gilt far  ~o : =  5(1 - -g) ,  @ : =  (1 -- fl)/(1 -- flq- e), 
dag ~ p ~ B ( 1 - - / ~ ; K )  und fl(~o; H) _>-- 1 - - g - - e ( 1 - - ~ ) / ( 1 - - / ~ ) ;  also ist 
fl(1--fi; K, H) >_-- 1 -- c~. W/ire fi(1 -- fl; K, H) > 1 - -g ,  so wiirde ein v /eB (1 --f l ;  K) 
existieren, fiir das fl(~o; H) = : 1 -- e '  > 1 -- :r Damit erg/ibe sich f/it 

: =  9 (1 -- ~o) -t- (1 - -  @), O : =  (i - -  g)/(1 -- ~r 
dab 

~o~B(~;K) und f i ( ~ o ; H ) > = @ f l + ( 1 - - O ) > f l ,  

was fi = fl(e; H, K) widersprieht. 

4.14. Korollar. Es sei ~ e [0, 1) und fi : =  fi(~; H, K) < 1. Is t  P bzw. Q bzw. 
(P' ,  Q') ungi~nstigste Hypothese bzw. Alternative bzw. simultan ungi~nstigst ]i~r das 
Testen yon H gegen K zum Niveau :r so ist Q bzw. P bzw. (Q', P')  ungi~nstigste 
Hypothese bzw. Alternative bzw. simultan ungi~nstigst ]iir alas Testen von K gegen H 
zum 2~iveau 1 - -  ft. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus 4.2, 4.8, 4.13. 

5. Die Existenz ungiinstigster Hypothesen und Alternativen 

Es seien H, K feste nicht-leere Teilmengen yon Q, h e i n e  schwach*-stetige 
Funktion auf H, 0 --< h ~< 1, (was damit ~quivalent ist, dab h stetige Fortsetzung 

, einer schwach"-gleichms Funktion auf H ist). Um das Testproblem 
ffir H gegen K zum Niveau h als lineares Programm formulieren zu k5nnen, 
werden die Banachr~ume 

Y---- B x]R,  Z = C(H) x C(K) x B 

und die lineare Abbildung T yon Y in Z betrachtet, die durch 

definiert ist. (/st ~-- ein topologischer l~aum, so bezeichnet C (~--) den Banach- 
Raum der fiber ~-- stetigen reellwertigen Funktionen in der Sup-Norm.) Dieser 
Ansatz entspricht dem in [8; S. 293] vorgeschlagenen bei Ab~ndertmg yon Z 
und T. Da die Elemente aus H, K W-Inhalte sind, ist die Norm der Elemente 
/~ I R una/~ [ K h~ehste.s I1 ~ II, also 

II T ( ~ ,  5)II --<-- (3 II ~li ~ + 02) 1/2 -<-- 3 II(~, 0)ll, 

und damit T stetig. Weiter ist 

Y*(~,O):=O, ~eB, Oeg 
ein stetiges lineares Funktional auf Y. Als Positivkegel werden wie fiblieh 
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definiert: R+ = {r e R:  r > 0}, 

B+ :=  {~ e B: ~ (x) => 0 fiir alle x} 

C (~-)+ :=  {/e C (~-): / (t) > 0 ffir alle t e 3"}, 

Y+:= B+X]~+, Z + : = C ( R ) + X C ( g ) + X  B+; 

y > 0 bedeute y e  Y+, z ~ 0 bedeute zaZ+.  

5.1. Lemma. Mit z o : = ( h ,  0,1) 6Z  und Yo: = { Y E Y + : z o - -  Ty>=O} gilt 
~(h; H, K) = sup{yo*(y): y e  Yo}. Oberdies ist { y e  Yo: Y*o(Y) = ~(h; H, K)} 
=/~(h; H, K)• {~(h; H, K)}. 

In  der Spraehe des linearen Programmierens besagt 5.1: /~(h; H, K) ist der 
Wert des linearen Programms ,,supyo* ! unter den Nebenbedingungen zo -- T y  > 0", 
und die ersten Komponenten der LSsungen sind genau die Maylmlntests yon H 
gegen K zum Niveau h. 

Der Beweis ergibt sieh unmittelbar aus den vorhergehenden Definitionen 
und der Definition yon ~ und B. 

Wird T* als zu T duale lineare Abbildung yon Z* in Y* definiert, d.h. 
(T ' z* )  (y) = z*(Ty)  fiir a l ley e Y, und 

Y~_ : : {y* e Y: y* (y) > 0 ffir a l l e y  e Y+}, 

Z*:  = {z* eZ*:  z*(z) > 0  ffir alle zeZ+},  

so gilt ffir das ,,duale Programm" folgender Satz [3; ,,Sehwaeher Dualit/itssatz", 
S. 110]: 

5.2. Satz. Mit Zo* = {z* T ' z *  - -  Yo* => 0} gilt: 

(*) sup {y~ (y): y e Yo} -- min{z* (zo): z* eZ~}, 

[alls ein Yo e Y+ existiert derart, daft zo -- Tyo innerer Punkt von Z+ ist, und [alls 
die linke Seite yon (*) endlich ist. 

,,min" bedeutet: ,,Infimum und das Infimum wird angenommen". 

5.3. Satz. Falls inf{h(P): P c  H} - - = :  ~ > O, gilt 

(*) f i ( h ; H , K ) = m i n { r J ~ ( P ) ~ ( Q - - r P ) + ( X ) : r a ~ + , P e H ,  Q e K } .  

Dabei bedeutet (Q - r p)+ den Positivteil yon Q - r P e ha(X,  ~) bei der Jordan- 
Zerlegung [4; III .  1.8]. 

Beweis. Es ist Yo: = (g/2, ~/4) innerer Punkt  von Y+ und 

zo -- Tyo = {h, 0, 1} -- {~/2, -- ~/4, ~/2} > {~/2, ~14,1 -- ~/2} 

innerer Punkt yon Z+. Naeh 5.1 ist die linke Seite von 5.2 (*) endlieh, also gilt 
nach 5.2 

~(h; H, K ) =  min{z*(zo): z* eZo* } . 

Da sich jedes z* aZ* als Summe eines Elements aus C(H)*, C(K)* und B* 
darstellen 1KBt [7; S. 290], ist Z~ = {(/, g, ~) e Z  -+ 211] -? #[g] + v[99] : ), regu- 
1/~res Borel-MaB fiber H, /x regul/~res Borel-MaB fiber K, v Inhalt  fiber (X, ~l)} 
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und ffir z* ---- 2 § # § r eZ~_, (q~, @) e Y: 

( T*  z* - y*) (~, ~) = z* ( T (q~, e)) - -  Y* (~, q) 

= 2[/~1 ~] - / z [ / r  ~] + r[~] § e(~[1] - 1), also 

z *  = (z* = ~ + ~ + ~: ~[I~1 N] - ~[ /~1 g]  + r [~]  
~- @ (# [1] -- 1) ~ 0 ffir alle ~ e Bo, @ ~ JR+; 2, #, v wie bei Z+*). 

Is t /z[1]  < 1, so gibt es kein 2, v derart, dal~ 2 q-/z § ~ e Z * ;  also is6/z[1] =~ 1 
ffir z* eZo*. Ist  z* = 2 + # + v eZo* mit #[1] > 1, so z~: = z*/#[1] e Z  + und 
z~(zo) <= z* (zo), also wegen 3.6 und der Definition yon zo in 5.1: 

~(h; H, K) = min(r~[h]  + v[1]: rP[cf] -- Q[~] § v[~] ~ 0 ffir alle q0 ~ Bo; 

2 regul/~res W-MaI~ fiber H, P ~- P~, Q e K, ~ Inhalt fiber (X, ?I), r e ]~+}. 

Es sei nun dureh 2, P, Q, ~, r eine Stelle gegeben, an der das Minimum 

angenommen wird. Ist  2[h] ~=h(P), so gibt es nach 4.1 wegen P e H ein regul~res 
W-MaI~ 2' mit Pz, = P und 2' [h] < 2 [h]. Damit ist die Nebenbedingung auch fiir 
P,~, erffillt, aber r)/[h] < r2[h] ffir r > 0. Also ist r2[h] ---- rh[P]. W/~re welter 
r[1] < (Q - rp)+[1] = sup((Q - rP) (A) :  A eg~}, so g~be es ein A e 9~ mit 

r(A) ~ v[1] < ( Q -  r P) (A);  

also wfirde dutch ~ -~  ZA die Nebenbedingung verletzb. D~ ~': = ( Q -  rP)  + 
die Nebenbedingung erffillt und ~' [1] __< v [1], ist 5.3 bewiesen. 

5.4. B e m e r k u n g .  Falls ~ = 
= { N ( o ,  1)}, H = {Q} = {2v(1, 
+ ( Q - - r P )  +(X) = ( Q - r P )  + 
jedes r e]~+. 

0, ist 5.3 (*) i.a. falsch. Es sei etwa H ---- (P} 
1)}. Dann ist /~(0; H, K ) : 0 ,  aber r~(P)  
(X)  = (2:r/:) -1/2 f e -x212 (e x-1/2 - -  ~) dx > 0 f~lr 

x>�89 r 

5.5. Satz. Es sei inf{h(P):  P e H} > 0. (P, Q) e H • K ist genau dann simultan 
ungi~nstigst liar das Testen yon H gegen K zum Niveau h, wenn ein r ~ ~+ derart 
existiert, daft (r, P, Q) Minimalstelle liar 5.3 (*) ist. 

Beweis. •ach 5.3 existiert zu P c H, Q ~ ~, ein r e R+ derart, dab 

~(h(P) ;  P, Q) = r~(P)  § (Q ~ rp )+(X) .  

(i) Ist  (P, Q) simuRan ungfinstigst, so ist f l(h(P);  P, Q) = fl(h; H, K), also 
(r, P, Q) Minimalstelle yon 5.3 (*). 

(fi) Ist  (r, P, Q) Minimalstelle yon 5.3 (*), so ist 

f l ( / ;  H, K ) = r h ( P )  + ( Q - - r P ) + ( X )  

=> min(s h(P)  + (Q - sP)+(X):  s e R + )  = fl(h(P); P, Q), 

also (P, Q) simultan ungfinstigs~ wegen 4.7. 

5.6. Korollar. Ist inf(h (P) : P e H} ~ 0, so existiert ein simultan ungi~nstigstes 
Paar (P, Q) liar das Testen yon H gegen K zum Niveau h. 

Beweis, Folgt unmittelbar aus 5.3 und 5.5. 
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Ist  P ungfinstigstes tlypothese, Q ungfinstigste Alternative, so ist nach 4.9 
das Paar (P, Q) nicht notwendig simultan ungfinstigst. Jedoch ]~Bt sich jede 
ungfinstigste Hypothese (Alternative) durch eine geeignete ungfinstigste Alter- 
native (Hypothese) zu einem simultan ungiinstigsten Paar ergi~nzen: 

5.7. Korollar. Ist inf{h(P): P e H} > 0, so gilt/i~r das Testen yon H gegen K 
zum Niveau h: Zu ]eder ungi~nstigsten Hypothese P (Alternative Q) existiert eine 
ungi~nstigste Alternative Q (Hypothese P)  derart, daft (P, Q) simultan ungi~nstigst ist. 

Beweis. Ist  P e H (bzw. Q e ~,), so existiert nach 5.3 ein r e R+ und Q e ~, 

(bzw. R e  H) derart, dal3 ~(h(P);  P, K) (bzw. 3(h; H, Q)) : r h ( P )  + ( Q - r P ) + ( Z ) .  
Ist P (bzw. Q) ungfinstigst, so ist wegen 4.8 (r, P,  Q) Minimalstelle yon 5.3 (*). 
Mit 5.5 folgt daraus, dab (P, Q) simultan ungtinstigst ist. 

5.8. B e m e r k u n g .  Wenn auch fiir inf{h(P): P c  H} ~ 0 mit der bier be- 
nutzten Methode kein simultan ungfinstigstes Paar nachgewiesen werden kann, 
so existiert doch zumindest ffir h ~- 0 eine ungfinstigste Alternative in K: W~re 
3(0; H, Q) > fl: = 3(0; H, K) fiir a]le Qe-K, so wtirde zu jedem Q e K  ein 
~OQ e B(0; H) existieren Init Q[~Q] : : flQ > /5. Da K sehwach*-kompakt ist, 
giibe es eine endliche Menge Ko c K, so dab ffir jedes Q' e K ein Q e Ko existiert 
mit Q'[~Q] > �89 + /5). Ffir ~o: ---- max{~oQ: Q e K0} e B(0; H) w~re dann 
/5 (~o; K) > rain {�89 (flQ +/5) :  Q e Ko} > /5  im Widersprueh zur Definition yon ft. 

5.9. Korollar. Ist inf{h(P): P e H} > 0, so ist P ungi~nstigste Hypothese, Q 
ungiinstigste Alternative, (P', Q') simultan ungi~nstigst ]i~r das Testen yon H 
gegen K zum Niveau h genau dann, wenn 

fi(~(P); P, K) = inf{~(~(P); P, K): R e  H}, 

3(h; H, Q) = inf{fl(h; H, Q): Qe  ~Q, 

~(h(p ' ) ;  P' ,  Q') = inf(3(h(P);  P, Q): P c  H, QE K}. 

Der Beweis ergibt sich unmitte]bar aus 4.7, 4.8 und 5.6. Die in 5.9 formulierte 
Eigenschaft ungfinstigster Verteilungen entspricht der iiblichen Definition, etwa in 
[11]; sie ist jedoch i.a. schwi~cher, da das Infimum grSl~erer Mengen eingeht. 

Analog zu Satz 7 in [8] erlaubt die durch 5.3 gegebene Darstellung ungfinstigster 
Hypothesen und Alternativen eine Charakterisierung der Maximintests: 

5.10. Satz. Es sei inf(h(P):  P e H} > 0 und 9 E B(h; H). 9 e/~(h;  H, K) 
genau dann, wenn r E ~+ und reguli~re W-Marie ~ iiber ~(H) , /~  i~ber 2 ( K )  derart 
existieren, daft 

(1) (P~ -- r P~)+[~] = (P~ -- r P~)+[1], (P~ -- r P~)-[~] = 0, 

(2) Q[~] ----/5(% K) ]iir tt-/ast alle Q ~ K, 
(3) r P[~o] = rh(P)  liar 2-]ast alle P eVt.  

Falls Pv ,  P~ W-Marie sind, Pt* und p~ deren Dichten bezi~glieh Pit + P~, ist (1) 
tiquivalent mit 

(1') qJ(x) = t "  /i~r p~(~) < rp~(x) 
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Beweis. Ffir Mle ~ c B(h; H) und alle Minimalstellen (r, Pz, P~) e I~+• H • K 
yon 5.3 (*) gilt 

(*) fl(h; H, K) -- r[~(P~J = (Pu -- r P~)+[1] => (Pu --  r Pz)~[~ o] 

>= Pu[qq -- r Pa[~] > fi(~; K) -- rh(Pz) .  

Einserseits k6nnen in (*) alle Zeiehen >= durch = genau dann ersetzt werden, wenn 
(1)--(3) gilt. Andrerseits stimmen die linke und die reehte Seite von (*) genau 
dann fiberein, wenn/3(~o; K) = fl(h; H, K), also ~ e B(h; H, K). 

5.11. B e m e r k u n g .  Aus dem Beweis geht hervor, dab ein Maximintest ~v die 
Bedingungen (1)--(3) nieht nur ffir ein Paar (2, #) ung/instiger Verteflungen, 
sondern sogar fiir alle solche Paare erftillen muB, ftir die r2 [h] = r~ (Pz). 

6. Ungiinstigste Hypothesen und Alternativen im Bereich der W-Malle 

In der Testtheorie der Mathematischen Statistik sind Hypothese H und 
Alternative K Mengen yon W-MaBen, und ungiinstigste Hypothesen und Alter- 
nativen nur yon Interesse, wenn sie W-MaBe sind, da dann das Lemma yon 
N~Y~AN-P~ARSO~ (das in 5.10 mit (1') anstatt  (1) formuliert ist) die Bestimmung 
der Maximintestes erleiehter~. Das Arbeiten mit Inhalten ist zum einen schwierig, 
weiI ein Inhalt  nicht eindeutig durch seine Einschriinkung auf einen 9/erzeugenden 
Ring bestimmt ist, zum anderen im Hinblick auf 5.10, well ffir Vorzeichen- 
Inhalte i.a. keine I-Iahn-Jordan-Zerlegung m5glich ist. 

Mit 3.3, 3.6, 4.9, 5.6 and 2.3 ergibt sich unmittelbar: 

6.1. Satz. Sind H u n d  K niehtleere Teilmengen von P, h eine schwach*-gleich- 
mSfiig-stetige Funktion iiber H mit 0 ~-- h ~_ 1 und inf{h(P): P c  H} > O, so 
existiert ]iir das Testen yon H gegen K zum Niveau heine  ungi~nstigste Hypothese 
in P, eine ungiinstigste Alternative in P, bzw. ein simultan ungiinstigstes Paar in 
P • P, wenn H, K, bzw. Hund K in P relativ schwach*-kompakt oder relativ schwach*- 
/olgenkompakt ist. 

Ein Beispiel fiir die Nichtexistenz einer ungfinstigsten tIypothcse wird in [lO] 
gegeben: 

= ~(Pn: = ~1 ( N ( 1 ,  1)~- N(n, 1)): n >n(~)},= K:----{N(0,1)}. H: 

Um dies Beispiel auch im Fall der parameterfreien Theorie verwenden zu k6nnen, 

ist lediglich zu zeigen, dab L: = { ~ rn Pn: rn ~ O, ~ rn = 1} = H (~ P. Often- 

sichtlich ist k c H (~ P. Weiter ist L normabgeschlossen: 
Ist  P E P  und lim]l P - ~ r n ~ p n ] l  = 0 ,  r h i n O  und Z r n ~ =  1, so kann 

i--~- o o  

o.B.d.A. (dutch ~Jbergang zu einer Teilfolge) angenommen werden, dab lira rnt = : rn 
i - -~  c o  

existiert. Wgre ~ rn > 1, so ffir ein geeignetes no und alle hinreichend groBen i 
auch ~ rni ~ 1, was tmm6glich ist. W~re ~ rn = 1 -- 2 (~ ~ 1, so existierte zu 

n g n o  

jedem n ein i(n) derart, dab ~rn~ > d ftir alle i >_ i(no) und damit 
n ~ n o  

~rn iPn([no ,  ~- c~)) > ~/4 fiir alle i ~=i(no), 
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also P([no, -~ ~))  > ~/4 ffir alle no, was ebenfalls unm6glieh is~. Somit ist 
P ~ ~ r n P n  E k. Als norm-abgesehlossene konvexe Menge ist k schwaeh- [4, 
V. 3.13] und damit nach 2.4 schwach*-abgeschlossen in P, also k(H) n P c k. 

6.2. B e m e r k u n g .  Die Kompaktheitsbedingung in 6.1 sichert aueh die Existenz 
ungfinstigster Verteilungen ffir das Testen yon H(n) = {p(n): __-- n-laches unab- 
h~ngiges Produkt yon P, P e H} gegen K(n). In [13; Seite 146] wird n~mlieh 
gezeigt, dab die relativ sehwache* KompaktheR yon H in P die yon H (n) impliziert 
(n >= 1). 

Die Aussage ,,~(h; H, K) ---- minf l (h(P) ,P ,  Q)" gilt also nieht, we,m auf der 

reehten Seite nut  Elemente P E H c7 P, Q ~ K n P zugelassen warden. Sind jedoch 
die Familien H, K dureh ein a-endiiches (und damit aueh dureh ein endliehes) 
MaB dominiert, so grit fl(h; H, K) = inf{fi(~(P); P, Q): P E k ( H ) ,  Qek(K)}.  
Eine Analyse des Beweises des ,,schwaehen Dualit~tssatzes" in [8; Satz 4] zeigt 
n~mlich, dab die Voraussetzungen fiber die Existenz meBbar parametrisierter 
Diehten nicht benutzt werden. Da der Beweis dieser Aussage mit dem der Existenz 
eines Maximintests verbunden werden kann, soll er bier nochmals angeffihrt 
werden. 

6.3. Satz. Es seien H, K nichtleere Teilmengen yon P, h, 0 ~_h ~ 1, eine schwach*- 
gleichm@ig-stetige Funktion au] H mit inf{h(P): P e H} > 0 und m ein H u K 
dominierendes endliches Marl. Dann gilt 

fl(h; H, K) ----- inf{r~(P) + (Q - r P)+(X): (r, P, Q) E]R+Xk(H) • 
(*) = inf{~(h(P); P, Q): Pzk(H), Qek(K)} 

und /~ (h; H, K) :~ 0. 

Beweis. Nach 5.3 grit die zweite Gleichung yon (*) und mit 3.6 

(h; H, K) ~ 7: = inf{r h (P) + (Q - r P)+(X) : (r, P, Q) ~ P~+ • k (H) • k (K)}. 

Zum Beweis yon (*) genfigt es also, ~(h; H, K) ~ 7 zu zeigen. 
a) Nach dem Satz yon ALAOGLV ist die abgeschlossene Einheitskugel in 

L~(X ,  9~, m) ca(m)-kompakt,  da LI (X ,  7I, m) ~--- ca(m) und L*(X,  9~, m) 
L~(X ,  9~, m). Da ffir jedes A e 92 das MaB mA: mA(A') ----- m(A n A ' ) (A '  ~2)  

in ca(m) liegt, ist die den Testfunktionen entsprechende Menge in L~ ca(m)- 
kompakt: 

C: = {TeLoo: 0 g ~ ( x )  < 1 fOxm-fas~allexeX) ---- ( ~  {~eLo~: 0 <mA[q3] <mA [1]} 
Ae2 

ist als Durehsehnitt ca(m)-abgesehlossener 1Vfengen eine ca(m)-abgesehlossene 
Teflmenge der Einheitskugel. 

b) Ist  Ho eine endliche Teflmenge yon H, ]~Ho(P):----inf{2[h]: 2 W-MaB auf 
H0, P~ = P} und Ko eine endiiehe Teilmenge yon K, so existiert nach 5.3 
(r, P, Q) e]R+ xk (H)xk (K)  mit 

fl(h; Ho, Ko) = rhHo(P) -t- (Q -- r P)+(X) > Y, 

da h(P) ~ ~Ho(P) flit P e H o .  Es ist also ffir jedes e > 0 die Mange 

C~(Ho, Ko) : = {~o ~ C: P[~] ~ h(P) fiir P ~ Ho, Q[~] ~ 7 -- ~ fiir Q ~ Ko) 
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eine ca(m)-abgesehlossene nichtleere Teflmenge yon C. Sind s~ > 0, H~ endliehe 
Teilmenge yon H, K~ endliche Teilmenge yon K, (i = 1 . . . .  , n), so ist mit 

e -  rain{E,: l<_i~n}, H o = U H , ,  Ko = U  K,, 

('~ C,,(H~, Kd ~ C,(Ho, Ko) * 0. 

Da C kompakt ist, existiert also ein ~o~(~{Ce(P,Q): s>0 ,  PeH,QeK}.  
Naeh Definition ist P[~0] ~ h(P) auf H, Q[~] ~ ? auf K, also fl(h; H, K) => ? 
und /3  (h; H, K)4= 0. 

6.4. B e m e r k u n g .  Ffir jedes q~ e B0 ist /r eine schwaeh*-stetige Funktion, 
also / : =  sup{]~: q0 e B(h; K)} eine nach unten schwaeh*-halbstetige Funktion. 
Ist  K t~ P sehwaeh*-kompakt, so nimmt / auf K (~ P sein Infimum an [2; S. 13]. 
Somit folgt mit 6.3, in dessen Beweis die Aussage 5.3 nur ffir endliche Mengen 
H, K einging, die Existenz einer ungfinstigsten Alternative bei relativ schwach*- 
kompaktem K in P, falls H dominiert ist. Der so skizzierte Beweisgang entsprieht 
dem WALDschen [17]. 

Falls eine der beiden Mengen H, K c P nicht dominiert ist, kann 6.3(*) ver- 
letzt werden: Es sei X = [0, 1], 91 der a-K6rper der Borelmengen, Pr das Ein- 
Punkt-MaB auf r e [0, 1], P '  das Lebesgue-Mal] auf [0, 1] und 

H : =  {P'}, K : =  {Pr: teE0, 1]}. 

/~(K) ist die Menge der W-Mate Q mit endlichem Trgger fiber [0, 1]. Ist  also 
E [0, 1], so wird dureh 

{10 ffir Q({x})>0} 
(x) = sonst 

ein Test ffir H gegen Q e k(K) zum Niveau ~ und Gfite 1 gegeben. Andererseits 
jedoeh ist naeh 3.8 M(K) die Menge aller W-MaBe fiber (X, 9/) und somit naeh 3.6 
H c ~-(K); also ist wegen 4.5 fl(~; H, K) = ~. 

Wie sehon in 6.4 bemerkt wurde, l&Bt sieh das Aufsuehen einer ungfinstigsten 
Alternative unter den spieltheoretisehen Ansatz WALD'S einordnen, indem man 
B(h; H) als die Strategienmenge des Spielers 1, K als die des Spielers2 und 
P[9~] auf B(h; H) • K als Auszahlungsfunktion einffihrt. Da die in [17], (2.84), 
definierte schwache Kompaktheit  der Strategienmenge des Spielers 2 wegen der 
Linearitgt der hier benutzten Auszahlungsfunktion die schwache* Kompaktheit  
yon K bedeutet, ergibt sieh die in 6.1 behauptete Existenz einer ungfinstigsten 
Verteilung aus [17], Th. 2.20 und 2.25 bei separablem 9~. Falls 9~ separabel ist, 
ergibt sich welter 6.3 aus [17], Th. 2.25 und Vertausehen der beiden Spieler. Das 
Aufsuehen einer ungfinstigsten tIypothese lggt sich zwar im Falle konstanten 
Niveaus h mit 4.14 auf das obige Problem reduzieren, bei niehtkonstantem 
Niveau bietet sieh jedoeh keine spieltheoretisehe Interpretation. Das simultane 
Bestimmen ungfinstigster t typothesen und Alternativen kann bei konstantem 
Niveau dutch den Ansatz in [9] spieltheoretiseh formuliert werden, indem eine 
Linearkombination der Fehler erster und zweiter Art zu minimieren ist. Die Er- 
w/~hnung der gesultate des Kapitels 2 aus [17] erseheint angebraeht, da etwa in 
[10] ffir die Existenz ungfinstigster Alternativen die Resultate des Kapitels 3 
zitiert werden und dabei mit Assumption 3.7 die Kompaktheit  yon K in der Norm- 
Topologie gefordert wird. 
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Die Voraussetzungen yon 6.1, etwa die schwache* Kompaktheit  yon H, 
sichert die Existenz einer ungfinstigsten Hypothese, welches auch die Alternative 
K sein mag. In  [10] wird ffir eine Fami|ie H yon W-Maften fiber dem R n, die durch 
Parameter aus dem ]R ~ stetig indizierte Dichten bezfiglich des Lebesgue-Maftes 
besitzen, die Existenz ungfinstigster Hypothesen gegen Alternativen gezeigt, 
die sich durch geeignete Testfunktionen beliebig scharf yon Teilen der Hypothese 
trennen lassen. Dieser Satz wurde in [14] und [16] auf in der Normtopologie 
lokalkompakte Hypothesen verallgemeinert. Lemma 3.3 und Korollar 5.6 erlaubcn 
es, den Satz auf Hypothesen zu fibertragen, die sich yon K beliebig scharf his auf 
einen schwach*-kompakten Tefl trennen lassen: 

6.5. Satz. Es seien H, K c P, heine schwach *-gleichmSrlig-stetige Funlaion au] H, 
O~_h~l ,o~:=in f {h(P) :  P e H ) > O  und 7 , : = f i ( h ; H , K ) < l .  Zu jedem 
n = 1, 2 . . . .  existiere ein ~n ~ Bo derart, darl 

(i) fl(~0n; K) ~ 1 --  1In und 

(ii) H n : = { P  e H: P[q)n] ~ l l i n  Prelativschwach*-kompakt ist. 

Dann ist jede ungi~nstigste Hypothese /i~r das Testen von H gegen K zum Niveau h 
ein W-Marl, das durch eine Verteilung i~ber Ho :=  lim sup Hn dargestellt werden 
kann. 

Beweis. Ist  Po ungfinstigste Hypothese, so gibt es nach 5.7 r e JR+ und Q e 
so, dab (r, Po, Q) Minimalstelle yon 5.3(*) ist; da fl(h; H, K) < 1, ist r positiv. 
Somit existiert nach dem Beweis yon 5.3 ein P0 darstellendes W-Maft 2 fiber H, 

t t 

ffir das ~[h] ~ h(Po). Ffir n = 1, 2, ... sei ~n e B1/n(h; H, K) und ~n = ~0n ~0n. 
Wegen 4.3 und (ii) gilt 

[!(P) ffir P e H n ,  
P[~pn] g rain (P[~on], P[~o~]) < ffir P ~ H -- Hn. 

Die Mengen Hn sind als sehwaeh*-kompakte Mengen Elemente yon ~o (H), also 

(*) Po[~Pn] = S P[~pn] d2 + .[ P[~n] d). 
-R. H - H .  

1 
~1 ~t (H Hn) < h(Po) ~2(H H n ) +  n . < S h ( P ) d Z  + ~ - -  = - -  _ 

B, 

Ffir P E K ergibt sich mit (i), dab 

(**) p [ ~ . ]  = - p [ ~ . ( 1  - ~ ) ]  + P [ ~ . ]  
, 1 1 2 

>= - -  P [ 1  - -  (Pn] + P[~n]  >--_ - -  1 + 7 , - -  ~ +  1 - -  n =  7 , - - n "  

Wgre c:---~ lira s u p ~ ( H -  H n ) >  0, so wfirde aus (*) und (**) s daft 
fl(~(Po) -- �89 Po, K) >= 7,, was wegen 7, < 1 

fl(h(Po); Po, K) >-- 7' + (1 -- y) 2 -- 2h(Po) + ~c 

impliziert. Dies widerspricht der Voraussetzung, daft Po ungfinstigste Hypo- 
these ist. 
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6.6. Satz. Es seien H, K c P, h, ~ > 0 und 7 < 1 wie in 6.5. Zu jedem n ---- 1, 2 . . . .  
existiere q)~ ~ B (l/n, H) derart, daft 

Kn = {P e K: P[cfn] ~ 1 - 1 }  

in P relativ schwaeh*-kompakt ist. Dann ist jede ungiinstigste Alternative/iir das 
Testen yon H gegen K zum Niveau h ein W-Marl, das dutch eine Verteilung iiber 
Ko : =  lira sup -Kn dargestellt werden kann. 

Beweis. Ffir n ---= 1, 2 . . . .  sei 

%~Bz /n (h ;  H, K), r n = e  o:-l- und ~on:=rnmax(%,cfn). 

Da rn <= h ( P ) /  (h(p) + l )  ffir alle P ~ H, ist 

<=rn h ( P ) + ~  <=h(P) fiir P ~ H ,  

>=rn(y - 1 )  ffir Pe-Kn und P[~p~] 

insbesondere gilt %vn ~ B(h; H). Ist  ~ ein eine ungfinstigste Alternative Po dar- 
stellendes W-MaB fiber -K, so wird 

§ s 

W~re c :---- lira sup A (K --  Kn) > 0, so wfixe wegen )~ < 1 

fl(h; H, Po) >_-- sup Po [~On] > ~ + c(1 -- y) > Y, 

also Po nicht ungfinstigste Alternative. 

6.7. B e m e r k u n g .  Ohne die Voraussetzung ~(h; H, K) < 1 in 6.5 und 6.6 
ist die Behauptung fiber den Tr~ger ungfinstigster Verteilung i.a. falseh, da ffir 

= 1 jedes Paar (P, Q) E H x K simultan ungfinstigst ist. 
Die Voraussetzung ~ > 0 kann naeh einem aus [14] modifiziert fibernommenen 

Beispiel zumindest in 6.6 nicht ersa~zlos entbehrt werden: Es sei X = {0, 1, 2, ...}, 

{0 ffir x = 0  } 
H----{P} mit P ( { x } ) =  2-x ffir x = l , 2 , . . .  ' 

K = { P n :  n = 1 , 2  . . . .  } mit Pn({x}) = - z - -  2 -n ffir x =  . 
s o n s t .  

W/~hlt man zu jedem n = 1, 2, ... eine natfirliehe Zahl kn so, daB 

1 

s o  e r f f i l l t  ~On : = %{i: i = 0 oder i ~_ k~} d i e  Trennungsvoraussetzungen y o n  6 . 6 .  

fl(0; H, K) = 2 -1 und 9 :=  Zlo} ist das maximale Element aus B(0; H). Ist  



60 V. B A ~ :  Eine parameterfreie Theorie der ungiinstigsten Verteilungen 

ein beliebiges W-MaB fiber K, so ist 

P~[9] = ~. 2(Pn). Pn[cf] = 2 -1 + ~ 2(Pn) 2-n > 2-1, 

also Pa n icht  ungfinstigste Alternat ive.  
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