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Bemerkungen zur kiithnen Strategie

W.HANSEN und D. WaLz

Einleitung

In dem Buch “How to gamble if you must” von Dubins und Savage ([1])
wird neben anderen ein Kasino mit der folgenden, durch zwei Parameter w, re(0, 1)
festgelegten Spielregel betrachtet: In jedem Spielgang kann der Spieler jeden
Betrag zwischen Null und seiner augenblicklichen Barschaft setzen. Mit Wahr-
scheinlichkeit 1 —w verliert er seinen Einsatz, mit Wahrscheinlichkeit w gewinnt
er auf seinen Einsatz e den Betrag e¢/r. Das Kasino ist giinstig, fair oder ungiinstig,
je nachdem ob w>r, w=r oder w<r ist.

Der Spieler soll versuchen, mit einem gegebenen Anfangskapital in einer
(endlichen oder unendlichen) Folge von Spielgiingen den Zielbetrag 1 zu erreichen.
Eine Moglichkeit ist die kiihne Strategie, die darin besteht, dal3 der Spieler bei
Barschaft unterhalb von r stets seine gesamte Barschaft setzt und im iibrigen
gerade so viel, wie notwendig ist, um bei Gewinn den Zielbetrag 1 zu erreichen.
Die Frage ist nun, ob diese kiihne Strategie optimal ist, d.h. ob bei ihrer Ver-
wendung der Betrag 1 mit groBtmoglicher Wahrscheinlichkeit erreicht wird.

In dem genannten Buch wird darauf die folgende Antwort gegeben: Fiir
w<r ist bei unendlicher Spieldauer die kiihne Strategie optimal. Bei Begrenzung
der Spieldauer auf endlich viele Spielgiinge n ist die kithne Strategie jedenfalls
optimal in dem Spezialfall w<% und r=1 (Rot und Schwarz) und in dem Spezial-
fall w=1% und r=1 (besteuerte Miinze). Fiir w<r<% wird gezeigt, daB bereits
bei drei Spielgidngen die kiihne Strategie nicht optimal ist. Ebenso fiir2 <w<r<2~%
bei vier Spielgidngen.

In der vorliegenden Arbeit wird vollstindig beantwortet, fir welche Para-
meter w, r die kithne Strategie bei endlicher Spiellinge optimal ist: Bei zwei oder
weniger Spielgingen ist die kithne Strategie trivial optimal. Bei drei oder mehr
Spielgédngen ist die kithne Strategie genau dann optimal, wenn w <4 und r=1 ist.

Die Darstellung ist vollig elementar. Wahrscheinlichkeitstheorie geht nur
insofern ein, als man zur Interpretation der verwendeten Definitionen und ge-
wonnenen Sétze die folgenden beiden Aussagen bendtigt: Eine Strategie besteht
darin, fiir jede Barschaft =0 bei m noch verbleibenden Spielgingen einen Ein-
satz e=q(a,m)<a zu wihlen. Gibt P?(a) die Wahrscheinlichkeit dafiir an, bei
Befolgung der Strategie ¢ in »n Spielgingen mit dem Ausgangskapital a den
Betrag 1 zu erreichen, so gelten folgende Rekursionsformeln:

0 0<a<1
¢ — 3 = >
35 (a)—{l, az1,
po 0 ela,n+1)
29 (@)=wP a—qo(a,n+1)+~»-;— +(1—w)P?(a—¢(a,n+1)).
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Die Aussagen bis zum ersten Korollar sind trivial und natiirlich nicht neu. Sie
werden nur der geschlossenen Darstellung halber aufgenommen.

1. Optimalitit der kiihnen Strategie

Es seien w,re(0,1), w=1—w, F=1—r. Es sei R* dic Menge aller nicht-
negativen reellen Zahlen, Ny ={0, 1,2, ...} und ¢ die Menge aller Abbildungen ¢
von R* xN, in R* mit ¢(a, n)<a fiir alle acR* und neN,. Fiir jedes e
sei P¢ rekursiv definiert durch

ra-{y 2t )
P (a)=wE" (a+$ olan+ 1)) +#% P?(a—p(a,n+1)). @)
Weiter sei ¢, (die kithne Strategic) unabhingig von n definiert durch
a, 0<a<r,
o(a, )= %(1—61), r<asl, 3)
0, azl.

Fiir r<a<1 ist dann ndmlich a+ (F/r) ¢4 (a, n)=1. Setzen wir P, = P?°, so bedeutet
Optimalitéit der kithnen Strategie daher P =sup{E®: pc®}.

Durch volistindige Induktion erhilt man sofort, daB fiir alle nelN,, gilt

0, falls a=0,
(a)—{

Ea)= 1, falls a=1.

n

Fiir P, erhalten wir daher aus (2) und (3) die Rekursionsformel

(2)

Mit (1) erhalten wir beispielsweise

0, 0<a<r,
B(@=iw, r=a<l,
1, az=l.

Lemma 1. Fiir alle neN, ist P, isoton.

Beweis. Wegen (1) ist P, isoton. Es sei P, isoton fiir ein nelN,. Dann ist a —
w B (a/r) isoton, also E,,, isoton in [0,#] wegen (2'). Ebenso ist B, isoton in
[7,1] und [1, co). Daher ist auch B, , isoton.

Lemma 2. Sei nelN, und 0<e=<a mit a+(r/r)e=1. Dann ist

wE (a+e) + W Ba—0=E (0.
:
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Beweis. Es ist

7 a r 7 a-—-r
aér(a—i——e)gr und a—"€=T—T(a+-—8)§ —
r r r r r
also

wh (a+Le) +7Ra-aswwh () <R
<e

Lemma 3. Fiir alle 0<e¢<a und n=0,1 ist

wP, (a—i——:—e) +wh(a~e)<Ph . (a).

Beweis. Wegen Lemma 2 diirfen wir uns auf a + (r/r)e <1 beschrinken. Dann
ist aber

w%(a+%w)+®%@—@=0§ﬂwy
Fiir a<r ist
whB (a—l—%e)—I—WPl(a—e)éwPl(i)zPZ(a).
Fiir az=r ist wegen a+(F/r)e<l1
wB <a+~:~e>+v_vPl(a—e)§ww+v_vw:w§P2(a).

Korollar. Fiir n=0,1,2 gilt P=sup{E?: pe®}.

Beweis. Wegen (1) ist die Behauptung trivial fiir n=0. Sie gelte fiir ein ne {0, 1}.
Fiir alle pe® und a=0 ist dann wegen Lemma 3

BoA@=wE? (a+L olan+1)+7E?(a=p(a n+D)

H/\

wP (a—I— o(a, n+1)> W E(a—o¢(a, n+1))
=h£a).
Also ist auch B% <P, und damit P, _,=sup{P% : pe®} wegen @ .
Lemma 4. Es sei w3, r23, nelN, und fiir alle 0Se=<a

wﬂ(m%?%+Wﬁw—d§ﬂHm)

Dann gilt fiir alle y=0 und o, Be[0, 7]
w(B (@) +BB)Zh.,(r~Py+7(+p), (4)
WE@+BE)S@—w)+ B (r=T)y+F (2 +p)). ()
Beweis. Sei y=0 und o, fe[0,y], etwa f=<o. Mit

a=ra+7f, e=r(u—7p)
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ist dann =
0<e=<a, a—i——re:oc, a—e=1J,

also nach Voraussetzung

i) wh(@+WEB)=E (ra+7h).
Wegen r=1 ist r—720, also ra+7f=(r—F)a+F(a+p)<(r—7)y+7(x+p) und
daher wegen der Isotonie von B,

(i) Boy(ratFHZE L ((r—F)p+TF(+f)).
Wegen w=1 ist w<w, also

(iii) w(R()+R(B)=w F(2)+WE(B)
und

(iv) W(B @+ B(B)S(W—w)+wE @)+ wE(p)
wegen P (2)<1. Aus (iii), (i) und (ii) folgt (4). Aus (iv), (i) und (ii) folgt (5).

Satz. Es sei w<% und r=%. Dann gilt fiir alle neN,: Fiir alle 0Legaist
WP <a+~;e)+WR,(a—e)§B,+1(a).

Beweis. Fiir n=0 ist die Behauptung in Lemma 3 enthalten. Sie gelte fiir ein
nelN,. Wir zeigen, daB sie dann auch fiir n+1 gilt.

Es sei 0 e<a. Wegen Lemma 2 diirfen wir uns auf a +(7/r) e <1 beschridnken.
Wir unterscheiden vier Fille.

L a+(F/resr.

Dann ist

o ) emtaamane (o2 407) o (2]

II. aZr=Za+(r/r)e.
Dann ist

Whis (a+$e) +WE,,,(a—e)=w (wwg (ﬁi(’/_r)i) L EwWP ( a—e)

7

=wi+ww < > (H(F/_r)e_r) +B, ( a;e>>'
(

~

Es ist
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also 2

Es ist

a+(F/re—r _a+Fra—r a—r?
o= — § — — — ='))’
7 7 Fr

a—e _(@F)=(/F)latFre) _ (@/f)—(/A)r -

pe= r ¥ ¥
und
_ _ 1 1 5 r r
(r—r)y+r(oc+ﬁ)=(f~~) (a—r)+(a+~e—r) +—(a—e)
Foor r r
1 2 a—r?
=—dad——= =

F F F

Nach (4) in Lemma 4 ist daher

wB@+RE)SEL (55).

also

= 2
r — 5 = a—r
wPB_., (a+7e)+w}3,+1(a—e)§w +w13,+1( = )

2 2
a—r F—r
=

Wegen =y ist das

a—-r? a
=w2+w P( )= P <~)=P .
wiww b — whil n+2(@)

III. a—e<r=a.
Zunichst ist wie in Fall IT

wP ., (a—i—;e) +WPB, ([a—e)=w*+ww ( ) (a+(7/f)e—-r) +F, ( a;e )> .

Es ist

(r—f)-i—?(

a+(F/r)e—r+ a—e)_a a—r
—_— r -

Nach (5) in Lemma 4 (mit y=1) ist daher

T a—r
whb (a-i-’—e) +WPB, (a—e)Swi+w (v'v—w—{—E,ﬂ (——~—+r)>
4 r

23 Z.Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 20
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Wegen ajr =(a—e)+—_r— (a+Le) ——f—gr+4—;=r ist dies
F r ¥ Foor
—w+iE (“20) =R (0.
IV. a—ez=r.
Dann ist
'f
( — )+WB,+1(a e)
o ( B. a+(r/r) )>+v_v(w+v—an(a—f—r)
r
SIS
F F r

II/\
€I

By ( ) B (@.

Damit ist die Behauptung auch fiir n+1 bewiesen.

Wie bei Lemma 3 erhalten wir aus diesem Satz durch vollstindige Induktion
das folgende

Korollar. Es sei w<% und r=%. Dann ist fiir alle nelN,

B =sup{R?: pcd}.

2. Gegenbeispiel

In allen Féllen, in denen die Optimalitdt der kiihnen Strategie nicht durch
die beiden Korollare des vorangegangenen Abschnittes nachgewiesen ist, ist die
kithne Strategie tatsichlich nicht optimal. Das zeigt der folgende

Satz. Es sei ¢ definiert durch
Q(r*+27r?, 3)=27r?

und @ =q, sonst. Es sei n=3 und

a,=r""1(1427).
Ist dann r<% oder w>3%, so ist
E?(a,)>E(a,)-
Beweis. Wegen |2r—1| <1 ist
rP+2Frt=r+rFQr—-1<i1, (%)
also
a,<r">.

Durch vollstindige Induktion folgt daher zunichst aus (2) und (2)
BY (@) =w'= P20 427 ),
B(a)=w""3P,(r*+2Fr%).



Bemerkungen zur kithnen Strategie 331

Nach Definition von ¢ und (2) ist
PP(r* +2Fr)=wPB?(r* +2F r)+ W B (r?)
=wB(r+7r)+wh(r?)
=w(w+wE(r)+WwwB(r)
=w2+2W w2
Sei zuniichst r <. Wegen (x) ist dann sogar r>+2Fr?<r, also
B(r*+2Fr)=wPh(r+2Fr)=w(w+wE(2r))
=w?+Wwl<w?+2W w?.
Sei nun r21 und w>%. Wiederum wegen (x) ist dann r? 427 r? =, also
B(r?+27r)=w+Wwh(r(2r—1)
=w+wwP(2r—-1)=
wegen 2r—1<r. Wegen 2w>1 ist aber
w=w?+ww<w?+2ww
In beiden Fillen ist also BP(r?+27r?)> B (r*+277%) und damit auch P?(a,)>
P (a,)

n
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