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Nachtrag 
zu m e i n e m  A u f s a t z  in B a n d  X V I I ,  S. 187 des I n g e n i e u r - A r c h i v s :  

, ,Die  e n e r g e t i s c h e  B e r e c h n u n g  des i n d u z i e r t e n  W i d e r s t a n d e s " .  

Von W, Kaufmann. 

Herr E. Truckenbrodt 1 hat mich freundlicherweise darauf aufmerksam gemacht, dab die in 
Abb. 3 meiner obigen Arbeit aufgetragene Funktion 72h]=f(~) bei elliptischer Flfigel-Auftriebs- 
verteilung ffir ~ -+ 0 nicht gegen oe geht, sondern einen endlichen Grenzwert besitzt. 

Eine besondere Entwicklung in der Umgebung der Stelle ~ = 0  ist also in diesem Falle nicht  
notwendig. Der Ausdruck ffir den induzierten Widerstand lautet dann unter Zusammenfassung 
der beiden Anteile aus Gleichung (8) und (15) einfacher 

IV~ = 0,934~- - ~  dr] , (1) 

wobei das Integral durch graphische Integration fiber den ganzen Bereich 0 =<)~ =< I bestimmt 
werden kann. Obwohl sich dadurch an dem yon mir mitgeteilten Zahlenwert praktisch niChts 
5ndert --  auch Herr Truckenbrodt berechnet nur eine einprozentige Abweichung gegenfiber dem 
Prandtlschen Wert --, m6chte ich nachstehend doch die yon Herrn Truckenbrodt durchgeffihrte 
Grenzwertbetrachtung in etwas erweiterter Form wiedergeben, da  sie mir ffir die Anwendung des 
Verfahrens yon Bedeutung erseheint. 

Unter Beaehtung der Gleiehungen (2) und (18) meiner Arbeit und nach Einf/ihrung der Ab- 
kfirzung c=(x l - -x ) /a  kann Gleiehung (17) wie folgt gesehrieben werden: 

1 a 2 

oder wegen (3) 

~:~-~ (Vi+2~-l+~ ~) (0<~-<= _1). 
Dureh Differentiation naeh c folgt daraus 

f i § 
d~ 1 \ 1/1-+ 2 c 2 

~ i~ 1/r,+2~-~+c~ 
und dureh Grenzwertbildung 

[ -Lo = 1/4 
Nun wird wegen c=(x~--x)/a und unter Beaehtung von Gleiehung (16) und (18) der obigen Arbeiu 

lira = lira ~- / t - ~  
r)---~ 0 c - + 0  

~ = x  

Da aber 

so folgt 

4 

= a lira / ~ b / 2 ~ - - -  / 
x---~b/2 ~ f "7ed~ I 

2 dy~ 

= a'J  m ( /" 
x.-*-b/2 ~-- ~ 

~ e = b 2  

"f 7~. ds~ = 7~, 
~=b/2 

o 

l i~ = - - ~ a  ]/ Lw~-~ Jx=~,,,2=-J"39s~L ,,,~ j.,~,,,,2 
r/--,> 0 

wobei 7x=I~/['o die dimensionslose Flfigelzirkulation darstellt. FOhrt man noeh die dimensions- 
|osen Werte ~ = 2  x/b und a = 2  a/b ein, so erhfilt man sehliel~lieh den von Herrn Truckenbrodt: 

1 Ansehrift: Dr -Ing E. Truckenbrodt, (20b) Braunsehweig, Andreeplatz 5. 
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gefundenen Grenzwert 

lira ( ~ ) = - - 1 , 3 9 5  ~ [  d-(-~) ] 
n--~O L d'~ J(~=l)" 

I m  Falle elliptiseh verteilter Flfigelzirkulation 
7~=1-'~// 'o=7i--~z wird unter Beachtung von (2a) 

lim ( ~ ) = 2 , 7 9 ~ = 2 , 7 9 7 - = 2 , 1 9 .  
~--+0 

Herr Truckenbrodt hat darfiber hinaus den induzierten 
Widerstand f/ir el|iptische, parabolische und dreiecks- 
fSrmige Verteilung der Flfigelzirk~lation nach dem 
vorliegenden Verfahren berechnet und mit  den ent- 
sprechenden Werten nach der Prandtlsehen T heorie 
verglichen. Die Ergebnisse seiner Rechnung sind in 
der Tabelle und in nebenstehender Abbildung zu- 
sammengestellt. Aus der Tabelle ist die gute Uberein- 
stimmung beider Theorien erkennbar. 

(h,. \ 

1 /  ~ _  d ~ o ~  I 

o :a o,~ 4~ o,# ,zo r/ 

Abb, 1, Zuordnung-~ 07) fi~r versehlede~e Zirkulafionsverteilungen, 

Zirkulationsverteilung Induz. Widerstand lVi 

i 
e lliptiseh 1Fi----x~ 4 8 z i 8 .~ 

- I 2 ~s176 l 
paraboliseh 1--x ~ -]- 0 ~ 1,0i qF~ 

dreieeksf6rmig - x W 0 In , 1,01 In . . . .  

Bei beliebig vorgegebener, zwischen Ellipse und umbeschriebenem Rechteck liegender Zirku- 
lationsverteilung kann man, wie ich an anderer StelIe gezeigt habe ~., die Flfigelzirkulation an- 
genahert durch den Ausdruck darstelten 

F~ = ro [ 1 -  t-=~-/J ( 2 ~ V ]'i~' 
wo 'v > 2. In diesem Falle geht [7~/~]]v=0 ~ co, so dab man zweekmaBig GI6iehung (20) meiner 
obigen Arbeit benutzen wird. 

Wfirde man dagegen, worauf Herr Truckenbrodt hinweist, die Zirkulationsverteilung dutch 

1 2 x  
denBe t z sehenAnsa t z  ]~  =_F'ol ~ / / ~ ' '  ~ ~A~(~---)~~ 2x ~ 

oo 

darstellen, so wfirde sich [72/~7],~=0 stets endlich ergeben, solange ~ A= # ~ wird. In diesem Falle 
o 

wfirde die obige Gleichung (1) anzuwenden sein, da jetzt die grapMsche Integration fiber den 
ganzen Bereich 0 ~ ~ ~ 1 keine Schwierigkeiten bereitet. 

Die kritischen Bemerkungen des Herrn Truckenbrodt und die yon ibm durchgerechneten Bei- 
spiele stellen eine wesentliche Erg~nzung meiner Arbeit dar, ffir die ich ihm aufrichtigen Dank sage. 

Zum Schlul3 m6chte ich noch einen Druckfehler in meiner Arbeit richtigstelten. Auf S. t92 
Zeile 3 mug es, wie man Ieicht t~ststellt, richtig heigen 

[1._(l_~),~]2/n _2 ___~ 1 

1 IV. Kaufmann. Sitzungsber. Bayer. Akad. Wiss. Matbm.-Naturwiss. AbL 1946, S. 119. 

(Eingegangen am 27. September 1949.) 
Ansehrift des V erfassers: Professor Dr.-Ing. Walter Kaufmann, (13b) Miilrchen, Technische Hochschule. 


