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§ 1. Einfiihrung

Die Darstellung der Wahrscheinlichkeitstheorie durch die Theorie von Mafien
iiber Booleschen Algebren ist fiir viele wahrscheinlichkeitstheoretische Fragen sehr
zufriedenstellend. Doch scheint sie noch nicht vollig ausreichend zu sein, um alle
in der Physik erscheinenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffe zu erfassen,
denn es treten groBle Schwierigkeiten auf, wenn man diese Auffassung als Modell
fiir den wahrscheinlichkeitstheoretischen Aufbau der Quantentheorie anzuwenden
versucht. Diese Schwierigkeiten sind weitgehend darauf zuriickzufiihren, daf der
enge Zusammenhang zwischen der Menge der Zufallsverinderlichen und der
Booleschen Algebra von meBbaren Mengen, der in der gewdhnlichen MaGtheorie
vorhanden ist, anscheinend kein Gegenstiick in der Theorie der Operatoren im
Hilbertraum besitzt. Um diesen Sachverhalt konkreter zu schildern, betrachten
wir den Spektralsatz der Theorie der selbstadjungierten Operatoren im Hilbert-
raum ([21], Kap. 7, § 108). Dieser Satz ist das Gegenstiick eines in der Theorie von
MaB und Integral erscheinenden Satzes, der besagt, dafl jede meBbare Funktion
durch Treppenfunktionen monoton approximiert werden kann. In dem Beweis des
Satzes treten die Projektionen im Hilbertraum dort auf, wo die meBbaren Mengen
in dem gewdhnlichen maBtheoretischen Satz auftreten, und es liegt nahe, die
Klasse der Projektionen im Hilbertraum als das Gegenstiick zur Klasse der
mefbaren Mengen zu betrachten. Der Haken dabei ist jedoch, daB die Projektionen
zwar einen Verband, aber keine Boolesche Algebra bilden. Die Verbandsstruktur
ist in der Tat viel mehr der einer projektiven Geometrie als der einer Booleschen
Algebra dhnlich. Diese Tatsacheistein Grund dafiir, warum viele Autoren, die an der
,»Quantenlogik®‘ Interesse gehabt haben, u.a. vox NEUMANN ([17], [20]), BIRKHOFF
([2])und VARADARATAN ([25]), sich sehr viel mit Verbinden beschéaftigt haben, die
der projektiven Geometrie sehr dhnlich sind. In diesem Zusammenhang ist vielleicht
auch die folgende Bemerkung von Interesse: Es wird manchmal versucht, eine
Boolesche Algebra in der Weise einzufithren, daf man die Einheitskugeloberfliche
im Hilbertraum als eine Grundmenge und irgendeine Boolesche Algebra von
Untermengen der Oberfliche als die meBbaren Mengen zu betrachten versucht.
Dem Verfasser scheint dieser Vorgang unzweckmaBig zu sein, denn die Quanten-
theorie scheint eindeutig darauf hinzuweisen, daBl eine Untermenge des Hilbert-
raumes ein abgeschlossener Unterraum sein muB, wenn sie physikalisch wichtig
sein soll ([17]). Die Untermengen der Kugeloberfliche, die verniinftigerweise in
Betracht gezogen werden konnen, sind also die Durchschnitte der Oberfliche mit
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den abgeschlossenen Unterrdumen. Solche Mengen bilden jedoch keine Boolesche
Algebra, und der Versuch, eine erzeugte Boolesche Algebra zu betrachten, fithrt
rasch zu Mengen, denen man keine verniinftige physikalische Bedeutung zu-
schreiben kann, d.h. zu Mengen, die im mathematischen Aufbau der Quanten-
theorie keinen wichtigen Platz einnehmen.

Die Schwierigkeit, die wahrscheinlichkeitstheoretische Struktur der Quanten-
theorie in die gewohnliche abstrakte Wahrscheinlichkeitstheorie einzuordnen,
fihrt natirlich zur Frage der Verallgemeinerung der abstrakten Wahrscheinlich-
keitstheorie. Die ersten Schritte in dieser Richtung hat voN NEUMANN gemacht.
In seiner im Jahre 1928 erschienenen Arbeit ([18]) betrachtet er die Algebra U
aller beschrinkten Operatoren tiiber einem separablen Hilbertraum als eine
Verallgemeinerung der Algebra aller beschrinkten komplexen Zufallsverdnder-
lichen iiber einem Mafiraum. Er definiert dann eine ,,Erwartung’ als eine gewisse
Art von Linearform auf 9. Diese Erwartung soll als das Gegenstiick einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung dienen. Das Hauptergebnis seiner Arbeit ist die volle
Charakterisierung aller Erwartungen. Dieses Resultat werden wir unter etwas
verdnderten Voraussetzungen noch einmal ableiten (§ 3). Aus der Charakterisierung
der Erwartungen ist der Begriff einer quantenmechanischen ,,Mischung* ent-
standen. Hierunter fallen als Grenzfille die quantenmechanischen Zustédnde, und
zwar als Extremalpunkte der konvexen Menge aller Mischungen (Erwartungen).
Es wurde spiter von voN NEUMANN gezeigt ([19]), daB die Mischungen fiir die
Behandlung der Quantenstatistik geeignet sind.

Hiermit ist das allgemeine Problem der Wahrscheinlichkeitstheorie jedoch
noch nicht geldst worden, denn es gibt in der von Neumannschen Theorie z.B.
nichts von der Art des Satzes der monotonen Konvergenz, d.h. eines Satzes, der
nicht nur die Ordnungsstetigkeit einer in Betracht gezogenen Erwartung sichert,
sondern auch die Existenz eines passenden Supremums fiir jede monotone Folge
mit begrenzten Erwartungswerten. Hieriiber wollen wir spéter ausfithrlicher
diskutieren. Die von Neumannsche Theorie ist also in gewisser Hinsicht noch
unvollstindig.

Im Jahre 1953 ist eine weitere Arbeit von 1. E. SEcAL iiber die Verallgemeine-
rung der Integrationstheorie erschienen ([23]). Diese Theorie, die ,,nichtkommu-
tative Integrationstheorie®, legt ebenfalls eine Algebra von Operatoren im Hilbert-
raum zugrunde und zeigt, dall man, wenn man einmal eine gewisse nichtnegative
Funktion m (,,gage* ([23])) auf den Projektionen einer von Neumannschen Algebra
([5], [9]) in einem Hilbertraum § hat, eine vollstindige Integrationstheorie mit
einem verniinftigen Satz von der monotonen Konvergenz aufbauen kann. Es ist
jedoch etwas schwierig, diese Theorie in der Quantentheorie anzuwenden, denn
es wird in [23] immer vorausgesetzt, daf m unitirinvariant ist. Im Fall, dal 2
die Gesamtheit aller beschrankten Operatoren iiber einem separablen Hilbertraum
ist, kann m nur ein Vielfaches der ,,Spur® sein, was auf keinen Fall ein quanten-
mechanischer Zustand (Mischung) sein kann. Linearformen, die nicht unitér-
invariant sind, kommen auch in der Segalschen Arbeit vor, besitzen aber keine
Lebesgue-Monotonkonvergenzeigenschaft.

Andere Arbeiten iiber den Zusammenhang zwischen den von Neumannschen
Algebren und der Integrationstheorie stammen von Dy ([7]) und Drxurer ([6])
und sind etwa gleichzeitig mit der Arbeit von SEGAL erschienen.
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Ferner ist die im Jahr 1963 erschienene Verdffentlichung von E. M. ALFSEN
(f0]) zu nennen. In dieser Arbeit werden projektivinvariante Intervallfunktionen
auf Verbénden diskutiert. Es wird gezeigt, daBl viele der wichtigsten Sétze der
gewohnlichen Wahrscheinlichkeitstheorie auch fiir allgemeinere Verbédnde gelten,
aber die Arbeit scheint nicht auf Untersuchungen der wahrscheinlichkeitstheoreti-
schen Struktur der Quantentheorie angelegt zu sein. In der vorliegenden Arbeit
zeigen wir, dafl die Theorie von ALFSEN trotzdem in der Quantentheorie — in
einem gewissen technischen Sinn — angewandt werden kann. Diese Anwendung
wird jedoch durch die Projektivinvarianz der Intervallfunktionen sehr erschwert.
Die Wahrscheinlichkeiten, die in der Quantentheorie auftauchen, sind nie auf
naive Weise projektivinvariant. Wie wir jedoch sehen werden, ist es immer
moglich, einen von der Wahrscheinlichkeitsverteilung abhéngigen moduldren
Verband von Operatoren so auszuwéhlen, daf} die gegebene Verteilung projektiv-
invarjant auf diesem Verband ist. Der so ausgewahlte Verband hingt aber sehr
stark von der Verteilung ab, was eine heuristische Rechtfertigung der Methode
praktisch unméglich macht. Die Verbdnde, die auf diese Weise in Erscheinung
treten, haben in gewisser Weise ad-hoc-Charakter, und sie kdénnen kaum eine
besondere Rolle beim mathematischen Aufbau der Quantenphysik spielen. Man
bekommt den Eindruck, dafl die Alfsensche Theorie nur mit Hilfe von Begriffen
angewandt werden kann, die in der Untersuchung der wahrscheinlichkeitstheore-
tischen Struktur der Quantentheorie belanglos sind. Es ist auBlerdem nicht von
vornherein selbstverstindlich, daf Verbinde in der Untersuchung der allgemeinen
Wahrscheinlichkeitstheorie unentbehrlich sind. Die Hauptbegriffe und Hauptsitze,
die wir spéter einfithren und beweisen werden, kommen sogar ohne Verbands-
oder Ringstruktur aus.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir nun wahrscheinlichkeitstheoretische
Fragen von einem abstrakteren Standpunkt aus betrachten. Wir werden die
Anfangsstufen einer abstrakten Wahrscheinlichkeitstheorie so zusammenbauen,
daB es ziemlich klar wird, wie man den Fall der Operatoren iiber einem Hilbert-
raum wahrscheinlichkeitstheoretisch am besten erfassen kann. Grundbegriff dieser
Uberlegungen ist der Begriff des abstrakten Kegels. Die herkémmliche Wahrschein-
lichkeitstheorie taucht hier in einer abstrakten Gestalt wieder auf, wenn man
annimmt, dafl der Grundkegel eine natiirliche Verbandsstruktur besitzt. Wir
nehmen jedoch nicht immer an, dafl diese Verbandsstruktur vorhanden ist. Welche
weiteren Strukturannahmen statt dessen gemacht werden sollen, um die Verbands-
struktur zu ersetzen, werden wir hier nur schwach andeuten, denn es werden sich
schon mit geringen Voraussetzungen interessante Ergebnisse ergeben. Der Ver-
fasser hofft, da eine weitere Uberpriifung der Spezialfille (z.B. des Aussehens
der Theorie fiir allgemeine von Neumannsche Algebren) zu einfachen Ideen fiir
einen reichhaltigeren Aufbau der Theorie fithren wird.

Es ist nun verniinftig, nach dem Grund dafir zu fragen, daB wir mit Kegeln
und nicht mit halbgeordneten Linearriumen als Grundbegriff anfangen. Um diese
Frage zu beantworten, bemerken wir, dafl ein halbgeordneter Vektorraum nicht
unbedingt von seinem positiven Kegel erzeugt zu werden braucht. Dasselbe gilt
fiir den Dualraum. Bei Kegeln entfillt der erste dieser Nachteile automatisch.
Der zweite entféllt, wenn man den ,,Dualkegel* als den Kegel aller nichtnegativen
Affin-formen definiert. Ein heuristischer Grund dafiir, warum man nur nicht-
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negative Affinformen zuldft und keine gréBere Klasse, liegt auf der Hand, denn
die nichtnegativen Affinformen sind genau die Homomorphismen des gegebenen
Kegels auf den Kegel aller nichtnegativen Zahlen. In diesem Schema tauchen
halbgeordnete Linearrdume nun auf natirliche Weise auf, denn jeder abstrakte
Kegel K 148t sich bekanntlich in einen erzeugten halbgeordneten Linearraum,
dessen positiver Kegel K ist, einbetten. Auf Grund der Okonomie scheint es
deswegen verniinftig, den Begriff des Kegels und nicht den des halbgeordneten
Linearraumes hier als Grundbegriff einzufithren.

Im folgenden Abschnitt dieser Arbeit definieren wir einige der Grundbegriffe
(Kegel, Dualkegel usw.), die in unseren weiteren Uberlegungen gebraucht werden.
In §3 diskutieren wir den Kegel aller beschrinkten Operatoren iiber einen
separablen Hilbertraum, um nichttriviale Beispiele der im ersten Abschnitt
definierten Begriffe vorzufithren. Hier fiigt sich auch die in [18] gegebene
Charakterisierung der Erwartungen ein. Am Ende dieses Abschnittes erliutern
wir einige Resultate, die dem Leser zeigen sollen, wie typische Eigenschaften des
gewdhnlichen Raumes L! auch beim Kegel der Operatoren auftreten. Einige dieser
Resultate scheinen noch nicht in der allgemeinen Literatur vertffentlicht worden
zu sein! Im darauf folgenden Abschnitt (§4) fahren wir mit der allgemeinen
Theorie fort. Wir definieren ein ,,Elementarsystem (Definition (4.6)), und wir
beweisen einen abstrakten Integralerweiterungssatz, der u.a. besagt, dal eine
Elementarsystem im wesentlichen genau eine Integralerweiterung besitzt. Wir
geben dann den Zusammenhang zwischen dieser abstrakten Theorie und der
Segalschen bzw. der gewdhnlichen Wahrscheinlichkeitstheorie an.

Im letzten Abschnitt wenden wir den Erweiterungssatz an, um die Integral-
erweiterung des Kegels der beschrinkten nichtnegativen Operatoren im Hilbert-
raum zu betrachten. Auch hier werden wir bekannten Eigenschaften von L1
begegnen.

§ 2. Aligemeine Begriffe

Definition (2.1). Ein abstrakter Kegel K iiber den nichtnegativen reellen
Zahlen {2} ist eine additive Abelsche Halbgruppe (mit Einheit = 0) mit skalarer
Multiplikation Az (4 = O reell, x € K) derart, daBl die folgenden Rechenregeln
gelten:

i) M+ A)o= 1z dew; A1(lew) = (A1 hda) 2,

i) Mz+y)=2iz+ 1y,

iii) lex=u2,
iv) z+y=0 ergibt x =y =20,
V) z -+ y = z -+ y dann und nur dann, wenn z = 2.

In einem Kegel K gibt es eine natiirliche Halbordnung. Wir sagen, dal = y,
wenn es z € K mit = y 4 2 gibt. Jeder Kegel K 148t sich in einem halbgeord-
neten Linearraum so einbetten, daf dieser Raum von K erzeugt wird und K als
positiven Kegel besitzt. (Um diesen Raum zu konstruieren, geht man zunéchst von
der Menge {(z, y)|x € K, y € K} geordneter Paare aus.) Diesen erzeugten Raum
werden wir, wie in der Literatur tiblich ist, durch K — K bezeichnen.

Definition (2.2). Ein Kegel K heifit o-vollstindig, wenn jede aufsteigende
Folge {x;}, fiir die es y € K mit y = xy, fiir alle k gibt, ein Supremum x € K besitzt.
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Bemerkung (2.1). Ist K g-vollstindig und {xz} eine lineargeordnete Folge aus
K und gibt es ein y € K mit y = ; fiir alle ¢, so gilt: Es existieren inf{y — x;}
und inf{z;}, und

y —sup{x} =inf {y — a},
y —inf {#;} =sup{y — a:}.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die erste Gleichung. Sei z < y — «; fiir alle ¢:
Dann ist #; <y — 2 und y — 2z = sup{x;} oder z = y — sup{x;}. Hieraus folgt
die erste Gleichung. Nun merken wir, daB die lineargeordnete Folge {y — #}
durch y beschrankt ist. Durch Ersetzen der Folge {#;} durch {y — ;} in der ersten
Gleichung bekommen wir die zweite.

Bemerkung (2.2). Ein Corollar zur Bemerkung (2.1) ist: Jede absteigende
Folge aus einem ¢-vollstandigen Kegel K hat ein Infimum in K.

Bemerkung (2.3). Sei {«;} und {y;} aufsteigende Folgen aus einem g-voll-
stindigen Kegel K. Es existiert sup{x; 4 y;} genau dann, wenn sup{z;} und
sup {y;} existieren. In diesem Fall gilt

sup {@; + yi} = sup {i} + sup {g:} .

Beweis. Seien 2. = sup{z;} und y. = sup{y;}. Offenbar gilt ze + Yoo =
= sup{®; + yi}. Sei z = ap + yy fiir alle k. Es gilt 2 = gy fiir alle & und 2z = 9o
Sei ko beliebig fest gewdhlt und & = ko. Es gilt 2z = a5 4+ v = 24, + yx und
z — @y, = yy fiir alle & = ko. Hieraus folgt 2 — x5, = yoo und 2z — yoo = x,. Da
ko beliebig ist und z — yo = 0, folgt jetzt 2 — Yoo = oo und 2 = 2o + Yoo, welche
zeigh, dall 2o + Yoo = sup {2 + ¥i}.

Ein Corollar zu Bemerkung (2.3) ist

Bemerkung (2.4). inf{w; 4 y;} = inf{x;} 4 inf{y,}.

Beweis. Sei ko fest gewahlt. Die Folgen {x;, — zx} und {y;, — yx} sind auf-
steigend fiir £ — — oo. Sie sind aulerdem durch z;, bzw. y,, beschrinkt. Wegen
Bemerkungen (2.1) und (2.3) ergibt sich jetzt

Ty, + Yo — Inf{ms 4 i} = sup {wg, + Y5, — (2 + 9:)}
= sup{zy, — %} + sup{ys, — ¥i}
== xku — inf{xi} + yko — inf{yq,}

= T, + Yro — (lnf{x@} + inf{yz})!
woraus die Behauptung folgt.

Definition (2.3). Eine Abbildung @: K; — K3 von einem Kegel K; auf einen

Kegel Ky heiBt ein Homomorphismus, wenn gilt

Pr+y) =P+ Py (@yek),

OAry=ADP(x) (Areell =0, xzcK).
Sie heiBt ,normal” (DixMIER [§]), wenn sie ordnungsstetig ist, d.h. fiir jede
monotone Folge {#;} aus K mit
2 = sup{x;} (T—co = inf{x;})

gilt

D (o) = sup {D (%)} (P (X-00) = Inf {D (a;)}) .

22 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 6
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Man iberzeugt sich leicht, daBl jeder eineindeutige Homomorphismus (Iso-
morphismus) normal ist.

Bemerkung (2.5). Sei @: K; - K3 ein Homomorphismus von K; auf einen
o-vollstindigen Kegel K5. Die Abbildung @ ist genau dann normal, wenn fiir
jede Folge #1 = 23 = 23 = -+ mit inf{x;} = 0 gilt inf{@D (%)} = 0.

Beweis. Sei {z;} eine aufsteigende Folge aus Ky mit xe = sup{z;}. Die Folge
{%eo — ;} aus K ist absteigend. Ist y < 2 — z fiir alle &, s0 ist #eo — Yy =k
und % — Y = Zo. Hieraus folgt y =0 und 0 = inf{x, — z;}. Dies ergibt
inf{@ (xe — x;)} = 0 und es folgt aus Bemerkung (2.1) die Gleichung @ (x.)
= sup {D (x;)}. Sei nun {x;} eine absteigende Folge mit #_o, = inf{x;}. Ist y < @ —
— 2o fiir alle k, so ist y 4 2o < xz oder ¥ + %o < %o und y = 0. Es folgt
0 = inf{® (¥ — o)} Nunist D (v_o) =< D(z) fiir alle k, und aus Bemerkung
(2.4) folgt

inf{® (x;)} = inf{D (#;) — D (¥—o) + D (2—0)}
= inf{@(x; — 2c0) + D (%)
= D (%)

Definition (2.4). Der Dualkegel K’ eines Kegels K ist der Kegel aller normalen
Homomorphismen von K auf den Kegel R+ der nichtnegativen reellen Zahlen.

Bemerkung (2.6). Der Dualkegel K’ eines Kegels K ist immer g-vollstindig.

Beweis. Sei f1 =< fa < f3 < -+« < f eine Folge aus K'. Fiir jedes z € K existiert
limf, (%) = feo(x). Um zu zeigen, daB fe in K’ liegt, kénnen wir Bemerkung (2.5)

7
benutzen. Ist also w3 = 29 = #3 = +-- eine Folge aus K mit inf{x,} = 0, so gilt,
wegen der Monotonie in ¢ und =,
lim lim f; (%1 — 2p) = lim lim f; (21 — 25)

n 7 % k(3
und Hm f; (xy) = 0, weil f; € K’ fiir jedes 7. Es folgt: lim foo (24)
n n
— Tim lim fy () = Lim im (fs 1) — (@1 — @n)) = fon (1)
— lim lim filxr — zg) = foo (21) — li.m lim f; (21 — Z0) = foo (#1)

n K] ? n

— lim lim f (1) + lim im f (wn) = foo (¥1) — foo (1) = 0.

Sei nun K ein Kegel und y € K. Wir nennen y einen ,,inneren Punkt von K,
wenn es fiir jedes Element z € K ein reelles 4 = 0 mit z < Ay gibt. Ist y € K ein
innerer Punkt, so ist Fy(-) ein Element von (K')’ = K", wobei Fy(-) durch

Fy() =1) (feK’)

definiert wird. Die Funktion F(-) hat die Eigenschaft: Ist f; < fo < f3 < ... eine
Folge aus K’ mit sup {Fy(f))} < oo, 50 existiert foo = sup {fs} in K’ und Fy(f)

= lim Fy(f;). Diese Monotonkonvergenz-Eigenschaft halten wir mit einer Defini-
:
tion fest.

Definition (2.5). Ein Infegral fo iiber einem o-vollstdndigen Kegel K ist ein
Element aus K’ mit der Eigenschaft: Ist x; < 22 =< x3 = ... eine Folge aus K mit
sup {fo(x:)} << o0, 80 existiert zo, == sup {#;} in K und fo (#e,) = Lim fo (2s).
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Wir haben also: Fy, ist ein Integral iiber K’, falls y ein innerer Punkt von K ist.
Jedes Integral iiber K ist ein innerer Punkt von XK', denn es gilt der Satz:

Satz (2.1). Ist fo ein Integral iber dem o-vollstindigen Kegel K und f ein Homo-
morphismus von K auf dem Kegel Rt der nichinegativen reellen Zahlen, so gibt es ein
reelles A = 0 mit

[(@) = Afo(x),  (xeK)

und es folgt, daf jeder Homomorphismus f normal ist und zu K’ gehdrt.

Beweis: Gidbe es kein solches A, so gébe es eine Folge {#,} aus K mit fo(zy) = 1
(n=1,2,3,...yund f(xy) — oo. Sei A1, 42, A3, ... eine Folge nichtnegativer reeller
Zahlen mit » }; < co und sei ¥, durch

Yn =2 Mii

=1

definiert. Es gilt fo(yn) = > A < oo fiir alle n.

Es existiert also o, = sup {y;} € K mit

o0

Jaf (1) = f(yeo)

i=1

und es konvergiert z Aif () fiir jede beliebige Folge {4;} mit den schon genannten
Eigenschaften. Das kann aber nur bei beschrinkter {f(x;)} moglich sein, in Wider-
spruch zur Annahme.

Definieren wir nun einen reflexiven Kegel K durch die Eigenschaft, daf die
natiirliche Abbildung von K in K" ein Isomorphismus ist, so sehen wir, daB die
Menge aller Integrale iiber einem reflexiven Kegel K genau die Menge der inneren
Punkte von K’ ist. Diese Art von Reflexivitdt kommt 6fters vor, z. B. ist jeder
L1.Raum beziiglich eines ¢-endlichen MaBes reflexiv in diesem Sinn.

Besonders wichtig ist der Spezialfall, in dem die natiirliche Halbordnung des
Kegels eine Verbandsstruktur induziert. Solche Kegel werden wir Simplexkegel
nennen ([4], [1]). Der von einem Simplexkegel § erzeugte Linearraum § — Sist ein
Vektorverband mit S als einem erzeugenden Unterverbandl. Schon im Fall eines
Simplexkegels begegnet man vielen Eigenschaften, die Verallgemeinerungen von
entscheidenden S#tzen aus der MaB- und Integraltheorie sind. Ist z. B. 21, 29, 23, ...
eine Folge aus § — 8, so ist die Ordnungskonvergenz dieser Folge gegen
x eS8 — 8 eine Verallgemeinerung der beschrinkten Fastiiberall-Konvergenz von

Funktionenin I1. Bezeichnen wir diese Ordnungskonvergenz durchz=lim x; € §— &8,
¢
so gilt fiir jedes f € &'
lim () = f (i )
2

%

Dies ist eine abstrakte Version des Lebesgueschen Satzes von der beschrinkten
Konvergenz. Der Dualkegel 8’ eines Simplexkegels ist wieder ein Simplexkegel

1 Zwischen den Paaren (, y) und (w, v), mit «, ¥, v und v aus S, definiert man die Ver-
kniipfang: (2, y) V(. v) = ((x + v} V(% + y), ¥ + v). Hierdurch wird die Erweiterung der
Verbandsstruktur V und A von 8 auf den ganzen Raum S — § erméglicht.

22%
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und es gelten fiir f1, fa € § die Formeln

(f1V f2) (@) = fa(x) 4 sup [f1(y) — f2(9)]

Y=z

(f1 Afe) () = fo () + inf [f1(y) — f2(%)].
ES

Der Beweis fiir diese Aussage lauft wie der Beweis von Theorem A, § I5, Chapt.
Il in [74]. Hierzu bemerken wir, dafl aus der Ungleichung

—fh@=h) —f2y) =h®)

—fa(x) = inf[f1(y) — f2(y)] = sup [f1(y) — fo(¥)] = f1(®)
=z

y=a

folgt

und damit die Normalitdt von f1 \/ fa und f; Afe.

Dieser Aussage entspricht in der Maltheorie die Verbandsstruktur der Menge
aller endlichen Ladungsverteilungen. Sei nun fq ein Integral tiber dem Simplex-
kegel 8. Es gilt: Sei {x;} eine Folge aus § mit lim inf fy(2;) < co. Dann existiert

K]

(im verbandstheoretischen Sinn) lim inf #; € § und
i

fo (hm inf x,-) é lim inf f() (x,) .

Dies ist das Lemma von FATovU in abstrakter Gestalt.

§ 3. Der Operatorkegel

Wir betrachten nun den Kegel K(9) aller symmeti'ischen (= selbstadjun-
gierten) nichtnegativen iiberall definierten2 Operatoren in einem komplexen
separablen Hilbertraum $. Der Kegel K(9) ist kein Verband in der additiven
Halbordnung, denn wire er eine, so wére fiir jede Projektion £ e K (9) der Kegel
{EAE|A € K(9)} ein Unterverband von K (§). Das gilt insbesondere, wenn B
eine zweidimensionale Projektion ist. Betrachten wir also K (2), wobei $2 ein
zweidimensionaler Hilbertraum ist. Dieser Kegel besteht aus den 2 x 2 Matrizen

al bl —_ ibg
b1 + iby as
deren beide Eigenwerte nichtnegativ sind, d.h. 41 4+ 22 = 0 und 4142 = 0 er-

fiillen. Dieser Kegel ist in den Vektorraum aller geordneten Quadrupel (a1, a2, b1, ba)
eingebettet. Die Untermenge

V = {(a1, az, by, bo) | a1 + a2 = 1}

ist eine affine Untermannigfaltigkeit dieses Raumes und schneidet K ($2) in der
Menge der Quadrupel mit

) (a1, az, by, ba reell),

a1 tar=M0-+4=1,
Jde=ajas — (b7 + 3 =0,

2 Nach dem Satz von HErLiNeEr und TorpLrTz ([21]) sind solche Operatoren immer be-
schrinkt.
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und der so definierte Schnitt V' erzeugt K ($2) = {ak|o = 0, h € V1}. Die Rand-
punkte des Schnittes V7 sind die Quadrupel mit den Eigenschaften

a1+a2=1,
a1a2=b%—l~b%.

Hieraus folgt die folgende Beziehung zwischen a4, by und by
d(ag— D242+ 4b2=1,

welche ein Ellipsoid beschreibt. Das zeigt, daBl der Schnitt ¥V N K ($3) in jedem in
V definierten linearen Koordinatensystem wie ein Ellipsoid aussieht, nicht wie ein
Simplex. Es folgt ([1], [4]), daB K (H2) und K(9H) keine Verbande beziglich ihrer
natiirlichen Halbordnung sein konnen.

Es gibt eine bemerkenswerte Klasse von Kegeln, die in K($2) enthalten und
Simplexkegel sind. Das Zentrum Z des Ellipsoids V N K ($Hg) wird durch das
Quadrupel (4, §, 0, 0) dargestellt. Dieses Quadrupel entspricht einem Vielfachen
der Einheitsmatrix. Sei v eine Gerade in V, die durch Z geht. Die abgeschlossene
Strecke v N K (H2) ist ein Simplex und erzeugt mit dem Nullpunkt (0, 0, 0, 0)
einen Simplexkegel. Dieser Simplexkegel ist der positive Kegel einer maximalen
Algebra im Raum aller symmetrischen 2x2 Matrizen. Weiterhin kénnen alle
solchen maximalen Algebren auf diese Weise erzeugt werden.

Wir wollen nun einige der in § 2 fiir Kegel definierten Begriffe im konkreten
Fall K(9) genauer ansehen. Sei {¢;} eine orthonormierte Basis in $. Wir definieren,
auf die iibliche Weise, die Spur:

Sp{d} =S (gndp)  (AcK(9).
i=1

i=
Aus einfacher Anwendung des Satzes von Fusini folgt die Gleichung ([5])
Sp {BB*} = Sp {B* B}
fir jeden beschrénkten Operator B in $. Hieraus folgt
i) Sp{d}=Sp{UAU*},
ii) Sp {AV2BAV2} = Sp {BV2A4 B2}
fiir alle unitdren Operatoren U und alle 4 und B aus K (9). Aus i) folgt die Unab-
hingigkeit der Definition der Spur von der Wahl der Basis {g;}.
Sei nun J ein Klement aus dem Dualkegel K’ ($) des Kegels K () (Def. (2.4)).

Durch
J(B) = J(Bt) — J(B")

erweitern wir den Definitionsbereich von J auf die Gesamtheit aller beschrinkten
symmetrischen Operatoren B, wobei B = B+ — B-(B*, B~ e K(9)) ([21], Kap. 7,
§ 108). Durch die triviale Identitédt

A+B=(A+ Bt—(A+ By-=A+— A- 4 B+ — B-
beweist man leicht, daf das erweiterte J linear ist. Wir erweitern J noch einmal,
indem wir fiir einen beliebigen beschrdnkten Operator O = C1 + {C2(C4, C2
symmetrisch) J (C) durch
J(O) = J(C1) 4 1J (C2)
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definieren. Hierdurch kann J als eine komplexe Linearform iiber den Bereich aller
beschriankten linearen Operatoren angesehen werden. Sei nun v, ¢ aus . Wir
definieren den Operator By, ¢ durch

By, o&)=(p, Oy  (£€9).

Zur Verkiirzung werden wir B statt Hg, o schreiben. Es ist offensichtlich, dafl

oy, 9) = J(Hy,q)
eine komplexe Bilinearform iiber § ist. Da Ey in K (9) liegt und E, < I aus
@] ==1 folgt, ist
O=SJ(Hy) =J(I) <o,
Die Bilinearform g ist also positiv und beschrankt. Folglich gibt es genau einen
Operator aus K () — den wir wieder mit JJ bezeichnen wollen — mit
J(Ey,0) = (@, Jy) -
Ist p] = 1,s0ist
J (By) = (p, Jp) = Sp {HyJ Hy} .
Nun sei E eine Projektion. Da $ separabel ist, ist auch der Unterraum E $

separabel und wird von einer abzéhlbaren orthonormierten Basis {y;} aufgespannt.
Es gilt
n
B = sup { z B ?1)1}
n i=1

und, wegen der Monotonstetigkeit von J und Sp {-}, gilt

?

J(E) =lim 3 J(Hy)

n i=1

ki3
= lim > Sp {By,J By}

n t=1

=lim > Sp {JV2E, JV2}

n t=1

= lim Sp {J1/2( z E,)JY?} = Sp {Jl/ZEJl/Z} .
n =1

Ist 4 € K(9), so ist A das Supremum einer ansteigenden Folge {4}, in der
jedes A4, eine endliche positive lineare Zusammensetzung von Projektionen ist.
Daraus ersiecht man, dag

J(A) = Sp {J12 4 12} = Sp {AV2J A2}
fiir alle 4 € K(9), und daB Sp {J} = J(I) < co. Ist andererseits J € K () mit
Sp{J} < oo, s0ist
J():J (4) = Sp {J124 JU2} — Sp{4V2J 412}
ein Element aus K' (). Diese Uberlegungen fithren zu

Satz (3.1). Der Dualkegel K'($) von K (9) ist zu dem Kegel W aller Operatoren

J € K () mit Sp{J} < oo isomorph. Diese Isomorphie wird durch die Formel
J(4) = Sp{AVeJ 412} = Sp{Juz 4 Ju2}
eindeutig festgelegt.
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Weil Sp{J} << oo ist, gibt es fiir J eine Schmidt-Hilbert-Entwicklung

J — Z ‘u'i E W
i=1
wobei g = 0 fur alle ¢ ist und X'y; << 0. Es folgt aus der Monotonstetigkeit von
Sp{-}, daB J(4) auf die folgende Weise entwickelt werden kann:

J(d) =2 piSp{AV2Ey AV2} =3 Sp{Hy A By}
& .

i= =1

oder

J(A) =2 iy, Ayr) .
i=1

Die letzte Entwicklungsformel ist die einer ,,Mischung*‘ im Sinne von §1.
Satz (3.1) entspricht der in [18] aufgefithrten Charakterisierung der Erwartungen
von J. v. NEUMANN. Eine dhnliche Charakterisierung der normalen Linearformen
ither einer allgemeinen v. Neumann-Algebra wird in [5] angegeben. Betrachten wir
nun weiter diesen Kegel W der nichtnegativen Operatoren J mit Sp {J} <C oo.
Uber W ist die Spur eine Linearform, und zwar ein Element aus W’. Sie ist in der
Tat ein Integral (Def. (2.5)) tiber W. Diese Eigenschaft der Spur weist man am
besten durch die der Definition (2.4) vorausgehenden Bemerkungen nach. Die
Identitéitsabbildung I vom Hilbertraum £ auf sich ist ein innerer Punkt vom
Kegel K (9). Hieraus folgt, daB die auf K' (D) definierte positive Linearform

Fr(Jy=J() (JeK'(9)

ein Integral iiber K'(9) ist. Wegen der Isomorphie zwischen K’ () und W ist also
Sp{J} = J(I) ein Integral iiber W. Es ist Gibrigens nicht schwierig, den Beweis
direkt mit Hilfe von Eigenschaften des Hilbertraums durchzufiihren.

Diese Eigenschaft, daBl die Spur ein Integral ist, ermdglicht eine volle Charakte-
risierung der Bidualkegel K" (9) von K (). Es stellt sich heraus, da K($) (und
auch W) ordnungsreflexiv ist.

Satz (3.2). Durch

[PA]) =T(4), (JeK(D)

entsteht eine Abbildung @: K (D) — K" (9). P ist ein Isomorphismus (Def. (2.3) Be-
merkung ) zwischen K(9) und K’ (9).

Beweis: Wir wollen zunéchst zeigen, dal der Dualkegel W’ von W auf passende
Weise mit K () isomorph ist.

Sei A € W'. Wir betrachten den Raum § aller Operatoren J mit J = J; -+ i.J3,
wobei Jy und J» symmetrisch und §p{]J1|} < oo, Sp{|J2|} < co sind. Wie im
Beweis von Satz (3.1) konnen wir A (-) als eine komplexe Linearform iiber S an-
sehen. Da B, 4 € S fir y, p € 9, ist

oy, @) = A(Ey,q)

eine Bilinearform auf $. Weiterhin, weil die Spur ein Integral iiber W ist, gilt fiir
passendes 1 = 0

olp: ) =A(By) < ASp{By} = A| 9|2,
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eine Folgerung des Satzes (2.1). Die Bilinearform p ist also beschrinkt und es gibt
genau ein 4 € K (H) mit

A'(Ew,w)z(%fi?/)) (1/):97552))
Wie im Beweis des Satzes (3.1) konnen wir nun zeigen, dafl
A(J) = Sp{AL2J A2} — Sp{JV2 4 J1/2}

fiir alle J € W. Hieraus folgt, daB die Zuordnung 4 <~ 4 ein Isomorphismus
zwischen W' und K(9) ist. Sei 4(-) ein Element des Bidualkegels K" (H) von

K (D). Wegen Satz (3.1) kann A(-) als eine normale nichtnegative Linearform
iiber W betrachtet werden. 4 ist also gleichzeitig ein Element aus W’ und es gibt

genau ein 4 aus K ($) mit A~(J) = Sp{J124 J1/2}, Es gilt also
A(J) = Sp{J12AJV2} = J (4)

fir alle J in K’ () und der Satz ist bewiesen.

Aus diesem Reflexivitdtssatz folgt, dafl die Integrale iitber W (=~ K'(9)) genau
die inneren Punkte von K (§), d. h. die reguliren Operatoren aus K () sind.

Sei nun L1($) der Linearraum aller symmetrischen Operatoren J mit
Sp {|J]} < o. In [22] wird bewiesen, daB L1($) mit der Norm |[J[; = Sp{|J|}
ein Banachraum ist. Wie wir im Satz (3.1) gezeigt haben, ist der positive Kegel W
von L1(§) mit den Erwartungen tiber K (D) zu identifizieren. In W gilt auch die
L-Norm-Eigenschaft

)4+ Bji= |4+ Bl (4,BeW).

Eine tieferliegende Eigenschaft, die auch fir verbandstheoretische L-Raume
gilt, ist Folgendes: Fiir jedes J € L1($) gibt es genau eine Zerlegung J = J+ — J-
mit Jt, J-e W und | J |1 = [ Jt|1 + | J~|1. Diese Aussage, die in der gewohn-
lichen L-Raum-Theorie eine Anwendung in der Ergodentheorie findet ([10] Kap. 2,
§ 2), ist eine alternative Charakterisierung der Aufspaltung von J in seinen positi-
ven und seinen negativen Teil. Um sie zu beweisen, nehmen wir an, daf es aufler
J = J*+ — J~ eine weitere Zerlegung

J=J;—Js (Ji,Jae W)

mib
(AFESE BAY Pl AT B
gibt. Hieraus folgt
1=+ 171 =]z,
Ji=dJ, J1=0.
und weil |J; — J{1 = Sp{J1 — J}, gilt
Sp{J+} + Sp{/~} = Sp{J1} + Sp{J1} — Sp{J*} + Sp{J},

welche Sp {J1} = Sp{J+} ergibt. Aber E+J 1 E+ = E+JE+ = J*, wobei E* der
Tréger von J+ ist. Es gilt nun

Sp{J+} = Sp{J1} = Sp {JI2E+JY?} = Sp{B+J, E+} = Sp{J+}.
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Aus Sp{Ji} = Sp{Ji?E+JI?} folgt, daB Jy = J}2E+JI2 denn J; =
= J}2E+J}2. Hieraus folgt, daf E+ mindestens so groB wie der Triger von J ist
und E+J 1 B+ = Jy. Es gilt also J; = J+ und aus Sp{J1} = Sp{J+} folgt dann

= J+

Wir erwihnen jetzt noch eine Eigenschaft von L1($), die in der Theorie der
L-Réume von Bedeutung ist. Den Beweis jedoch werden wir in dieser Arbeit nicht
durchfiihren.

Satz (3.3). Die Abbildung J+: L1(D) — W st stetig in der L1 (H)-Norm.

Wir definieren nun den Raum L%($) als den Raum aller beschrinkten Opera-
toren R in § mit Sp{RR*} = Sp{R* R} < co. Dieser Raum ist bekanntlich
([22]) ein Hilbertraum mit der Norm

| B2 = [Sp{R* R}]>.

Weiterhin ist R* R € W und jedes Element von W ist auf diese Weise darstellbar.
Die R aus L2($) konnen genauso gut wie die Elemente aus W benutzt werden,
um die Elemente von K'($) darzustellen, denn es gilt, fiir J = R* R,

Sp{JV2AJV2} = Sp{AV2J AV2} = Sp{AV2 R* R AV2}
=Sp{RAV2AV2 R*} = Sp{RA R*}.

Diese enge Beziehung zwischen L1($) und L2() ist offensichtlich ein Analogon
bekannter Sitze aus der gewdhnlichen MaB- und Integraltheorie. Der folgende
Satz tiber die Beziehung zwischen Konvergenz in L1($) und in L2(§) zeigt, daf
diese Analogie noch tiefer geht.

Satz (3.4). Sei {An} eine Folge aus K (H) mit AZe W fiir alle n. Dann konvergiert
{A2} in der L'(9)-Norm genau dann, wenn {44} in der L2(§)-Norm konvergiert.
Ist Ao =limAy, in der L2(9)-Norm, so ist Aewe K(9) und A2, =1limA42 in

n

der L1(9)-Norm.

Das Analogon dieses Satzes in den gewdhnlichen MaB- und Integraltheorie ist
beinahe trivial zu beweisen. Der Beweis fiir Satz (3.4) ist schwieriger, soll aber in
dieser Arbeit nicht durchgefithrt werden.

§ 4. Integralerweiterung

Definition (4.1). Sei K ein ¢-vollstindiger Kegel und f ein Integral iiber K.
Das Paar (K, f) heiit ein Integralsystem, falls die Halbordnung in K durch K’
bestimmt ist, d.h. sind z, y € K, so ist # = y dann und nur dann, wenn g (z) =g (»)
fir alle g K'.

Es ist offenbar, daB ein solches Paar (K, f) automatisch ein Integralsystem ist,
wenn K reflexiv ist.

Wir werden nun in diesem Abschnitt einen Satz beweisen, der als die kegel-
theoretische Gestalt des Fundamentalsatzes der MaB- und Integraltheorie gelten
kann. Wir behandeln die Frage, ob es fiir einen gegebenen Kegel K und ein
gegebenes funktional f € K ein Integralsystem (K, f) mit K ¢ K und f(z) = ()
fir alle z € K gibt. AuBerdem werden wir uns der Frage der Eindeutigkeit des
Paares (K, f) fiir gegebenes (K, f) zuwenden. Wir fahren jetzt mit einigen elemen-
taren Deﬁmtlonen fort.
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Definition (4.2). Ein Unterkegel Ky von K ist ein Kegel, dessen Elemente in
K, enthalten sind und dessen Halbordnung mit der von K» induzierten Halb-
ordnung fibereinstimmt, d.h.ist # — ye Ko mit z, ye K1, s0ist ¢ — ye K1. Ky
heiBt dicht in K2, wenn K1 ein Unterkegel von Ky ist und wenn die Supremum-
und Infimumbildungen ibereinstimmen, d.h. fiir jede monotone Folge {x;} aus
K mit zeo = sup {a;} bez. K1 (¥ = inf{w;} bez. K;) gilt auch z. = sup {x:}
bez. Ky (#_oo == inf {;} bez. Kj).

Der Sinn des Begriffs ,,dicht” kann vielleicht besser auf folgende Weise
erklart werden. Sei z; < «3 < 23 < -+ eine Folge aus K;. Das Supremum von
{w;} bez. K1 wire ein Element x,, mit 2w € K1 und x. = #; fiir alle ¢. Ist y € K3
mit y = w; fur alle ¢, so mul ¥y = x,, gelten. Es kann jedoch passieren, daB es ein
7y € Ko, mit § = x; fiir alle ¢ gibt, welches die Eigenschaft § = x., nicht hat. Die
Dichtheit von K; in K schlieBt diese Moglichkeit aus. Man merke, dafl dann fir
%; € Ky die Existenz von . = sup {z;} bez. K die Existenz von %, = sup {z;}
bez. K> ergibt.

Im folgenden werden wir einen Unterkegel, der selbst vollsténdig ist (Definition
(2.2)), einen g-vollstindigen Unterkegel nennen.

Die Unterkegel eines Kegels K sind genau die Mengen K N E, wobei E irgend-
einen vollen Unterraum von K — K Dbezeichnet. Der Durchschnitt einer
beliebigen Menge von Unterkegeln ist auch ein Unterkegel.

Definition (4.3). Ein Unterkegel K1 von K3 heilt ein abgeschlossener Unter-
kegel in Ky, wenn fiir jede monotone Folge {#;} aus K; mit 2o = sup{a;} bez.
Ko (%o = inf{a;} bez. Ks) gilt oo € K1 (200 € K1).

Ist Ky ein o-vollstindiger Kegel, so ist jeder abgeschlossene Unterkegel von
K5 auch dicht in Ky und a-vollstindig. Sei K3 ein o-vollstindiger Kegel und Ky
ein Unterkegel von Ks. K, ist dicht in Kp genau dann, wenn fiir jede Folge
X S @ S a3 = 0 < oo aus Ky mib e = sup{a} bez. Ki gilt zeo = sup {w;}
bez. K. Das Analogon gilt fiir abgeschlossene Unterkegel. Man braucht in
diesemm Fall also nur nachzupriifen, ob Suprema von aufsteigenden Folgen aus

K; in K, liegen. Eg gelten nun — wie leicht zu sehen — die folgenden Aussagen

ia) Ein beliebiger Durchschnitt von dichten o-vollstdndigen Unterkegeln
eines o-vollstindigen Kegels K ist wieder ein dichter g-vollstdndiger Unterkegel
von K.

iia) Ein beliebiger Durchschnitt von abgeschlossenen Unterkegeln eines
o-vollstindigen Kegels K ist wieder ein abgeschlossener Unterkegel von K.

Ist also K g-vollstindig und & eine Untermenge von K, so gibf es einen
kleinsten (von E erzeugten) o-vollstindigen dichten Unterkegel von K, der £
enthalt. Analog existiert auch ein von E erzeugter Unterkegel und ein von £
erzeugter abgeschlossener Unterkegel von K. Sei z.B. £ ein Raum, & ein Mengen-
kérper in 2(2 € &) und B der von & erzeugte Borelkdrper. Ist K der Kegel aller
anf 2 definierten nichtnegativen Funktionen und E die Menge aller Indikator-
funktionen I (G € &), so ist der Kegel aller §-meBbaren nichtnegativen Treppen-
funktionen auf 2 der von E erzeugte Unterkegel von K. Es gelten auch:

ib) Der von E erzeugte dichte o-vollstindige Unterkegel von K ist der
Kegel aller beschrinkten B-mefibaren nichtnegativen Funktionen auf 0.
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ii b) Der von E erzeugte abgeschlossene Unterkegel von K ist der Kegel aller
B-meBbaren nichtnegativen Funktionen auf 0.

Der Beweis dieser Aussagen geht iiber klassische elementare Satze aus der
Theorie der meBbaren Mengen und Funktionen ([8]). Auf Grund dieses Beispiels
fithren wir die folgende Bezeichnungsweise ein:

Definition (4.4). Ist K; ein Unterkegel eines o-vollstindigen Kegels Ks, so
sagen wir, daBl Ky durch K; ,.gemessen wird”, wenn der von K; erzeugte ab-
geschlossene Unterkegel von K» dem ganzen Ky gleichzusetzen ist.

Ist K; ein Unterkegel eines ¢-vollstindigen Kegels K3, so wird der von Ky
erzeugte abgeschlossene Unterkegel Ko von K3 durch K; gemessen, denn jeder
abgeschlossene Unterkegel von Ko ist auch als Unterkegel von K3 abgeschlossen.

Die folgenden weiteren Definitionen enthalten die Hauptbegriffe fur den Haupt-
satz dieses Abschnitts. Zunéchst fiihren wir die Bezeichnung K' fiir den Kegel
aller positiven Linearformen auf K ein. Hat K ein Integral, so gilt, wegen des
Satzes (2.1), die Gleichung K' = K.

Definition (4.5). Ist K ein Kegel und M eine Untermenge von KT, so heiit M
fundamental oder ein ,,fundamentales System®, falls f(x) = f(y), (f € M), stets
z = y in K impliziert.

Definition (4.6). Ist K ein Kegel und fy € K¥, so heilt das Paar (K, fo) ein
,,Elementarsystem®, falls die Menge

My, = {f|fe Kt f < fo}
fundamental tiber K ist.

Wir werden mit Kf, den von M, erzeugten Unterkegel von KT bezeichnen.
Ein Element f € KT gehort zu K}, genau dann, wenn es 1 = 0 mit f < Af gibt.
Aus Satz (2.1) folgt: Jedes Integralsystem ist ein Elementarsystem.

Definition (4.7). Ist (X, fo) ein Integralsystem (Definition (4.1)), K ein Kegel
und fo € K’, so sagen wir, daB (K, fo) eine Integralerweiterung von (K, fo) ist,
wenn die folgenden Bedingungen gelten:

i) K wird durch K gemessen (Definition (4.4)).
ii) Ist f € My, so kann f zu fe Kt erweitert werden.
iii) Die Einschrankung von fy auf K ist genau fo.

Sei nun f € My,. Die nach ii) existierende Erweiterung f € K von f ist eindeutig
bestimmt: Sind f und f in Kt mit f(z) = f(z) = f («) fiir alle z € K, so ist die
Menge {y|ye K, f(y) = 7(y)} ein K enthaltender abgeschlossener Unterkegel
von K, also gleich K selbst. AuBerdem gilt, nach Satz (2.1), daB es fiir jedes
fe R’ ein passendes 1 = 0 mit f < Afy gibt. Die Einschrinkung von f auf K
gehért also zu Kj,. Hierdurch ist KT mit K}, isomorph. Das ergibt, da8, wenn
(K, fo) eine Integralerweiterung von (K, fo) ist, so ist (K, fo) ein Elementar-
system. Die obigen Uberlegungen liefern auBerdem eine Alternative zu Definition
@.7).

Definition (4.7)’. (X, fo) ist eine Integralerweiterung von (K, fo), wenn

i) K durch K gemessen wird,
if) K" mit K, durch die Einschrinkungsabbildung isomorph ist,
iii) die Einschrinkung von fy auf K genau fo ist.
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Definition (4.8). Seien Ki, Ky Kegel, f1 € K, fo € K. Die Paare (K1, f1)
und (K3, f2) sind isomorph, falls es eine Kegel-Isomorphie @ : K; — K5 (§ 2) gibt
mit f1(x) = fo (D () fur alle x € K;.

Man sieht leicht, daB die Abbildung @ gemiB [P (f)](x) = f(D(x)) einen
Isomorphismus @T: Kj - K] definiert. Ist ein Elementarsystem (K1, f1) mit
(K2, f2) isomorph, so ist (K2, f2) ein Elementarsystem und die Abbildung &7, ein-
geschrinkt auf Kj,, ist ein Isomorphismus @1: Kj, — KJ,. Jetzt beweisen wir

Satz (4.1). Zwei Integralsysteme sind genau dann isomorph, wenn sie Integral-
erweiterungen von isomorphen Elementarsystemen sind. Ist @ die Isomorphie
zwischen den betreffenden Elementarsystemen, so kann die Isomorphie @ zwischen
den Integralsysiemen auf genau eine Weise so gewdhlt werden, daf sie eine Erweite-
rung der Abbildung @ ist.

Beweis. Seien (Ki,f1), (Ka,fs) Integralerweiterungen von (Ki,f1) bzw.
(K2, f2). Mit dem Isomorphismus @ : K; — K5 haben wir auch den Isomorphismus
@' : Kf, — K},. Mittels der Einschrankungsabbildungen (Definition (4.7)") kon-
struieren wir eine Isomorphie @' : K} — K] mit den Eigenschaften

@ () (@) =f(@ @) (@eKi,fekK)),

D' (f2) =f1.
Wir betrachten nun den Kegel Ky aller e By aller z € Ky , fiir welche es 2" € K
mit

(B'(f) @) =Ff) (feK)
gibt. Sind 2, y € K1 mit « = y, so gibt es z € By mit x = y + z und
(D) (@) = (BT (M) (v) + (PN () (feK).
Es gilt also
fe)=fly) (feK)

und weil K} fundamental iiber Ky ist, gilt 2’ = y', d.h. es gibt 2’ mit 2’ =y’ + 2’
und

J@)=f)+7E) (feK)
oder

(@) (@) = @) () +F&) (FeK)

und &(f) (z) = f(') fiir alle f € K}. Also gehért z zu K1 und @ = y in K. Ky ist
also ein Unterkegel von K1. Nun beweisen wir, daB K ;in K1 abgeschlossen ist.
Sei {zn} cine aufsteigende Folge aus K; mit e = sup {z,} € K1. Es gilt
sup {f1(@n)} < oo und sup{(®'(f2)) (xa)} < oo oder sup{fa(v;)} < co. Da f; ein
Integral tber K ist, ist sup {«,} = %, ein Element von Kj mit f(x.,) = limf(x,)

fiir alle f € K. Hieraus folgt nun
flals) =1im f(xn) = lim (D' () (za) = (DT () (2e0)

und oo EKl. Man folgert nun sehr leicht, da f(l ein K, enthaltender abge-

schlossener Unterkegel von K7 ist. Da K durch K; gemessen wird, muB K; = K;
sein.
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Wir definieren jetzt @: K1 — K durch @ (x) = «’. Diese Definition ist sinnvoll,
weil K] fundamental iber K ist. Die Abbildung @ ist eindeutig, weil ®': Kj— K]
eine Isomorphie und K] fundamental iiber K ist. Ist Ky der Bildraum von K,
unter @, dann beweist man dhnlich wie oben, daf f(z ein K, enthaltender ab-
geschlossener Unterkegel von Ko ist. K 2 ist also gleich Ky und @ ist ein Isomorphis-
mus von K auf Ks. Da fi(x) = (D' (f2)) (#) = fo(@(2)) fiir alle x € K1, ist D eine
Isomorphie zwischen (K1, f1) und (K2, f3). Offenbar ist die Isomorphie @: K; — K
als eine Erweiterung von @: K; — K, eindeutig festgelegt, denn zwei solche
Abbildungen @ miiBiten auf einem K; enthaltenden abgeschlossenen Unterkegel
von K; iibereinstimmen. Weil jedes Integralsystem eine Integralerweiterung von
sich selbst ist, ist der Satz bewiesen.

Wir beweisen jetzt den fundamentalen Erweiterungssatz.

Satz (4.2). Sei (Ko, fo) ein Elementarsystem. Dann gibt es ein Integralsystem
(R, f) derart, dap (R,f) eine Integralerweiterung eines zu (Ko, fo) isomorphen
Elementarsystems (K, f) ist.

Beweis. Sei, wie vorhin, K}, = {f|fe K¥, 31 = 0 mit f < Af,}. Durch

[u@]1() =f@), (fekKf)
definieren wir die Abbildung u: K — (K}, und mit
fX)=X(fo) (Xe(K})N

definieren wir ein Integral iiber dem Kegel (K})!. Das Paar ((K})",7) ist ein
Integralsystem. Die Abbildung u: K¢ — p(Ko) ist eine Isomorphie zwischen Ky
und dem Unterkegel u(Ky) von (K})'. Es gilt auch f(u(z)) = fo(x) und das
Elementarsystem (Ko, fo) ist durch g mit dem Elementarsystem (u(Ko),f)
isomorph. Wir definieren K als den von u(Kjy) erzeugten abgeschlossenen Unter-
kegel von (K})'. Die gewiinschte Integralerweiterung des Satzes ist das Paar
(K, J)-

Uber die Vielfachheit der moglichen Integralerweiterungen eines gegebenen
Elementarsystems konnen wir einiges sagen.

Satz (4.3). Sei K ein o-vollstindiger Kegel und K ein Kegel mit K ck (im
mengentheoretischen Sinne). Sei ferner f € KT beliebig. Sind (K1, f1), (Ka, fo) zwei
Integralerweiterungen von (K, f), deren Kegel K1 und R dichte Unterkegel von K
sind, so gilt (K1, f1) = (Ka, f2), d.h. (K, f) besitzt hichstens eine Integralerweiterung,
deren Kegel ein dichter Unterkegel von K ist. Auferdem ist K ein Unterkegel von K.

Beweis. Aus Satz (4.1) folgt, daB es eine Isomorphie & von K; auf K; mit
f1(x) = f2(D(x)) fir alle x € Ky gibt, die auf K die Identititsabbildung ist. Sei
K1 der Kegel aller x € K1 mit # = @(z). Es gilt K c Ky. K1 ist ein Unterkegel von
K, denn sind », y € K1 mit # = y + 2, wobei z € K1, so ist &(z) = ®(y) + B (2)
und x =y + @(2) = y + 2z oder z = @(2) und z € K;. Andererseits ist Kic Ks
und man beweist wie oben, dafi K ein Unterkegel von K ist. Sei nun x; < 2 <
< x3 = +-- eine Folge aus K; mit sup{wx;} bez. K1 vorhanden. Dann ist auch
sup {z;} bez. Ky = sup{®(x;)} bez. Ky = P(sup{x;} bez. K1) in K vorhanden
und es folgt aus der Dichtheit von K1 und Kz in K, daf sup {x:} bez. K1 = sup {x;}
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bez. K = sup {z;} bez. Kz, oder sup{x;} bez. K = @ (sup{x;} bez. K1), was
beweist, daB auch sup {;} bez. Kqin K, ist. Da K3 g-vollstindig ist, mull K; ein
K enthaltender abgeschlossener Unterkegel von K; sein und K; = K. Es folgt

# = @ () fiir jedes z € K1 und, daB @ die Identititsabbildung von Kj in K ist.
R ist, also mit Ky = @ (K;) identisch und f; = fo. DaB K ein Unterkegel von K
ist, folgt trivial aus der Tatsache, daf K; ein Unterkegel von K ist.

Die Frage der Existenz einer in K enthaltenen Integralerweiterung ist natiir-

lich nicht trivial. Die Integralerweiterung innerhalb eines gegebenen Kegels wie K
einzubetten, entspricht einer Konkretisierung der Integralerweiterung. Solche
Fragen fallen unter die iblichen Abhandlungen der MaBtheorie in konkreten
Funktions- oder Operatorrdumen ([8], [23]). Wir kénnen jetzt eine Anwendung

des Satzes (4.3) anfiihren. Sei £ ein Punktraum, K der Kegel aller nichtnegativen
endlichen Funktionen auf . Sei auBerdem der Unterkegel Ko von K ein Unter-

verband von i{o’ und y e K;f, mit der Eigenschaft: Ist f; < fa < f3 =< --- eine Folge
von Funktionen aus Ky, und f ¢ Ko mit f < limf,, so gilt imu(f,} = u(f). Auf

bekannte Weise kann man mittels y eine nicﬁtnegative Fugktion u* < oo auf
dem ganzen Kegel K 50 definieren, daB sie die Eigenschaften ([10], Anhang, Kap. 9)
i) p* ist monoton,
i) p* () = p(f) fiir fe Ko,
iif) p*(Af) = Ap*(f) fir A reell > 0,
iv) ist {f;} eine Folge aus Ko, so ist

R DN )
1=0 D)

0

M

besitzt.

Sind f und g aus IZ’O, so schreiben wir f ~ g, wenn u*(|f — g|) = 0, und wir
bezeichnen mit K den Kegel der Aquivalenzklassen beziiglich ,, ~“‘. Dieser Kegel
K ist in der Tat o-vollstindig. Die Inklusionsabbildung @: Ko—> K ist eine
normale Homomorphie von Ko auf K und man definiert durch

SHVP@=D({Vg),

PNHADPN=D( A,
eine natiirliche Verbandsstruktur in K. Dadurch wird K zu einem Simplexkegel
gemacht. Das Bild K = @ (Ky) von Ko unter @ ist ein Unterkegel von K, und 7
ist ein Element aus Kt mit der Eigenschaft: Aus x € K mit u(x) = 0 folgt x = 0.
Sei nun Ky der von K, erzeugte abgeschlossene Unterkegel von Ko. Dann ist
K = @ (K,) ein abgeschlossener Unterkegel von K. Bs gilt sogar: K ist der von K
erzeugte abgeschlossene Unterkegel von K. Mit Hilfe von Eigenschaften von
Banachverbanden ([10]) beweist man, daB u* ein Integral iiber K ist und daB das
Paar (K, u*) eine Integralerweiterung von (K, u) ist. Dieses Integralsystem
(K, u*) ist das in der MaB- und Integraltheorie immer auftretende System.
Satz (4.3) besagt, daB (K, u*) die einzige verniinftige, in K enthaltene Integral-
erweiterung von (K, u) ist.
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Wir beweisen nun zwei Lemmas, die wichtige Folgerungen haben.

Lemma (4.1). Sei (K, f) ein Integralsystem und K ein o-vollstandiger Unterkegel
von K. Ist die Einschrinkung von f auf K ein Integral auf K, so ist K abgeschlossen
in K.

Beweis. Sei #1 < 29 < wg =< +-- eine Folge aus K mit £ = sup {x;} bez. K.
Weil f(x;) < f(%o) fiir alle 4, muB {z;} ein Supremum beziiglich K besitzen.
Offensichtlich gilt wo = Fo. Aullerdem gilt

floe) = lim f(2) = f(Fer)

und (%o — Foo) = 0. Hieraus folgt o = 20 € K.

Lemma (4.2). Sei (K, f) ein Integralsystem, K ein Unterkegel von K und f die
Einschrinkung vonf auf K. Der Kegel K ist genaw dann ein dichter Unterkegel von K,
wenn fe K'.

Beweis. Ist K dicht in K, so folgt f € K’ trivial aus der Definition von Dichtheit.
Sei, umgekehrt, f € K. Ist 1 < 29 < 23 < - eine Folge aus K mit z., = sup {z;}

bez. K, so gibt es &, = sup {x;} bez. K. Es gelten z., = & und

Flioe) = Tim f(a) = lim f (1) = f (@) = f (o)

Es folgt f(xeo — &oo) = 0, und 2o = Zeo.

Aus Lemma (4.1) folgt

Satz (4.4). Ist (K,f) ein Integralsystem, dann ist seine Integralerweiterung
eindeutig bestimmt und gleich (K, f).

Aus Lemma (4.2) folgt

Satz (4.5). Ist (K, f) eine Integralerweiterung von (K, f), so ist K genau dann
ein dichter Unterkegel von K, wenn fe K’ gilt.

Die in Definition (4.8) definierte Abbildung @, die auch in Satz (4.1) auftauchte,
kann als ein Automorphismus erscheinen, d.h. eine Abbildung vom Integral-
system (K, f) auf sich. Im Fall, daB K der Kegel W (Satz (3.1)) und f die Spur
iiber W ist, kann man solche @ vollig charakterisieren. Sie sind die Abbildungen
der Gestalt @(4) = UJ U1, wobei U ein beliebiger unitérer oder antiunitirer
Operator ist ([19], [11]). In der gewohnlichen MaBtheorie kommt @ ofters als eine
eindeutige maBtreue Abbildung von einem Mafraum auf sich vor.

Die vorhergehenden Sitze geben wenig Aufschluf, wie man eine Integral-
erweiterung konstruieren kann. Unter gewissen Bedingungen ist es méglich, solche
Konstruktionen anzugeben. Sei (K, f) ein Elementarsystem. Ist f' € K}, so kann
man [ bis auf K — K erweitern, indem man

@) =@ — )

definiert. AuBerdem ist K; — K} mit dem Raum {f; — fs|f1, fz € K}} isomorph.
Dieser ist wiederum der Raum aller Linearformen ' iiber K — K, fiir die es reelles
A=0mit — Af(x) < f(x) < Af(®) (x e K) gibt, denn f’ = (f + Af) — Af, und
{ + Af € KT folgt aus der Ungleichung.

Wir kénnen jetzt durch

[/ oo = inf {2 = 0| — 2/ < ' < Af}
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eine Norm in Kf — K} definieren. Durch
[z]i=sup|f(x)] (xeK—K)
1Flle=1

definieren wir auch eine Norm in K — K. Es ist leicht zu sehen, daB |z ], = f(z)
fiir z € K. Unter Benutzung dieser Eigenschaft beweist man leicht, dafl der Raum
der normstetigen Linearformen iiber K — K genau Kj — K} ist. Sei nun L die
Banachraum-Vervollstindigung von K — K. Wir bezeichnen mit L+ den Kegel
aller Elemente x aus I mit der Eigenschaft, daf f' (z) = 0 fiir alle f' € K}. L+ ist
offensichtlich normabgeschlossene Untermenge von L, welche K enthélt. Es kommt
hiufig vor, daB die abgeschlossene Hiille K von K in L ein Unterkegel von L+ ist.
Ist dies der Fall, so ist die natiirliche Halbordnung in K véllig von K} bestimmt,
d. h. K} ist ein ,,fundamentales System iiber K. Ist f die normstetige Erweiterung
von f auf K, so ist dann (X, f) ein Integralsystem. Es ist vollig trivial, daB die Be-
dingungen ii) und iii) von Definition (4.7) erfillt sind. Unter einer weiteren Voraus-
setzung, die auch haufig vorkommt, ist (X, f) sogar eine Integralerweiterung von
(K,f) und K — K ist gleich L. Aus L = K — K und der Annahme, daf K ein
Unterkegel von L ist, schlieBt man leicht, daB K mit L+ identisch ist. Die notige
weitere Voraussetzung geben wir in einem Satz an.

Satz (4.6): Ist K ein Unterkegel von L+ und existiert fiir jedes y € K — K eine
Zerlegung y = y+ — y~ mat y*,y- € K und |yly = |y*]1+ [y~ |1, s0 ist (K,[)
eine Integralerweiterung von (K, f), und es gilt L = K — K mit L+ = K.

Beweis: Sei z € L. Bs existiert eine Folge %1, xo, #3, ... aus K — K mit z; — =
in der | - |{-Norm. Es kann natiirlich angenommen werden, daB |[@; — 2|1 < % .

Wie im Beweis des Satzes von Fiscaer-R1ESZ schreiben wir
n—1
Tp =1+ > (¥p-1 — k) -
k=1

BEs gilt nun (2g1 — %) = @k — o6)T — @1 — @x)” mit [z — 2% )s
= [ (@p+1 — 26)* |1 + | (#r+1 — 2%)~ |1, und

n—1
|2 @1 — 2t |1 = D (e — @)1 =

F=1 k=1
n—1 n—1 1
< Dlee — a1 = D o3
=1 F=1
<1.

Da (K, f) ein Integralsystem ist, muB es ein zj; € K geben mit 25 = sup {z;" }
bez. K, und

lod — 2t =Jed — &) =Fed) — feh) 0.

n—1
Es konvergiert also z;7 = > (wg+1 — )+ gegen 25, in K.
b=1

n—1 _
Analog beweist man, dall Z (#g+1 — wx)~ gegen 2, € K konvergiert. Es gilt
k=1 _
also & = 21 + 2% — 27 mit 2 4 2% € K und 22 € K. Hieraus folgt ze¢ K — K,
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was beweist, daB L = K — K ist. Ist auBerdem z € K, so ersieht man leicht aus
dem Vorhergehenden, daB z im von K erzeugten abgeschlossenen Unterkegel von
K liegt, denn z; -+ zJ; und 2z liegen dort. Es ergibt sich daraus, daB K von K ge-
messen wird, und der Satz ist bewiesen.

In den mit Satz (4.6) zusammenhingenden Uberlegungen kam der Banach-
raum L auf ziemlich natirliche Weise vor. Trotzdem war es notwendig, weitere
Voraussetzungen zu machen, um einen nennenswerten Satz zu beweisen. Daf} die
Banachraum-Theorie mit der Integrationstheorie irgendwie in Beziehung steht,
ist natiirlich keine Uberraschung, und die Frage liegt nahe, welche Eigenschaften
man in die Kegeltheorie einbauen mufl, damit diese Beziehung am natirlichsten
hervortritt. Die Tatsache, daBl es sich an dieser Stelle um Kegel handelt, die in
halbgeordnete Banachriume eingebettet sind, 146t hoffen, dall Arbeiten wie z. B.
die von KrREIN und RuTMaN ([13]) tiber allgemeine Eigenschaften solcher Systeme
uns von Nutzen sein kénnen.

§ 5. Zusammenhang mit anderen Integrationstheorien

Die Beziehung zwischen den in §4 aufgefiihrten Uberlegungen und den iib-
lichen Darstellungen der Integrationstheorie haben wir schon in der Bemerkung
angedeutet, die unmittelbar nach dem Beweis des Satzes (4.3) folgte. Die tiblichen
Begriindungen der Wahrscheinlichkeitstheorie konnen als konkrete Konstruktio-
nen von Integralerweiterungen konkreter Systeme (K, u) angesehen werden, wobei
K der Kegel @ (Kj) (§ 4) und K, der Kegel aller beziiglich eines gegebenen Mengen-
korpers meBBbaren nichtnegativen Treppenfunktionen ist. Ein wichtiges Endziel
dieser Konstruktion ist, einen Beweis dafiir anzugeben, dal die Integralerweite-
rung durch Aquivalenzklassen von meBbaren Funktionen dargestellt werden kann,
d. h., daB ihr Kegel K mit dem Kegel @ (K) tibereinstimmt (s. oben § 4, und vgl.
Aussage iib), §4). Um nichts als die Existenz und Eindeutigkeit der Integraler-
weiterung von (K, u) zu beweisen, braucht man jedoch nur nachzuweisen, dal}
(K, u) ein Elementarsystem ist. Um dies zu tun und auch eine Anwendung des
Satzes (4.6) zu finden, konnen wir allgemeiner vorgehen, indem wir K als einen
allgemeinen Simplexkegel betrachten. Wir beweisen also den folgenden abstrakten
Satz.

Satz (5.1). Ist K ein Simplexkegel und fc Kt mit x = 0 fiir alle x € K mit
f(x) = 0, soist (K, f) esn Elementarsystem.
Beweis: Ein passendes Fundamentalsystem von Elementen aus KT definieren
wir auf folgende Weise. Sei z € K. Dann definieren wir f5 () (y € K) durch
fo(y) = lim f(nz A\ y).

n—> 00

Esgiltfir 4 > 0
fo(Ay) = lim f(nz AAy)

n—o0

= 2lim (5o Ay) = 21s(0).

n—>00

Auflerdem beweist man mittels der Ungleichung = A{y1 + y2) < =z Ay1 +
+ z Ayz2 = 22 A(y1 + y2) (s. auch Karurawt [12]), daB f(y1 + v2) = fz(y1) +
-+ fz(y2). Da f(nx Ay) =< f(y), gehort f, zu K;f fiir jedes x € K. Wir dehnen f, auf

23 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 6
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natiirliche Weise auf den ganzen Vektorverband K — K aus. Es gilt f.(y)
== fz(y*) — fz(y) fiir alle y € K — K. Sei nun y1, y2 € K mit fz(y1) = f»(y2) fiir
alle z € K. Es gilt dann

fz(y1 — ye2) = fo((y1 — ¥2)) — fa((y1 — y2)7) = 0.
Da n(y1 — y2)~ Alyr — y2)* = 0 fiir alle », ist
0= f((?/l - ?/Z)_) = f(m—yz)—((yl - yz)_) = —f(yl—yz)- (yl - ?/2) =0,

und (y1 — y2)~ = 0 was beweist, daB 1 = y2 und damit den Satz.

Wir wollen nun den Satz (4.6) anwenden, um zu beweisen, dafl die Integraler-
weiterung (K, f) von (K, f) zuginglich ist. Hierzu betrachten wir wieder die Ba-
nachraum-Vervollsténdigung L von K — K mit der Norm ||z[; = sup |f (z)].

EY S

Sind #, y € L, so definieren wir & Ay und z \/y durch
@ Ny = lim 2; Ay
k3

@ Vy = lima; Vy
?

wobei {x;} und {y;} Folgen aus K — K sind, die gegen x bzw. y normkonvergieren.
Die Normkonvergenz der Folgen {x; Ay;} und {; \/y;}, die Zuldssigkeit der De-
finition und die Normstetigkeit von V/ und A sind mittels der Ungleichungen
|z Vy — &Vy| < |o— & und |o Ay — & A\y| = |« — Z| zu beweisen. AuBer-
dem gilt fiir den ganzen Raum L

lela=f(|=]

und L ist ein L-Raum mit KX — K als Unterverband. Jedes Element z aus L mit
# = 0 kann durch eine Folge aus K approximiert werden, denn ist {z;} eine Folge
aus K — K die gegen » normkonvergiert, so konvergiert {=; \V0} gegen 2 V0 = =.
Hieraus folgt, da die abgeschlossene Hiille von K in L gleich dem positiven Kegel
von L ist. Fiir die positiven Elemente z aus L gilt also f' (z) = 0 fiir alle ' in K}r .
Die positiven Elemente in L liegen also ganz in L* (Satz (4.6)). Ist y € L+ mit
yVO +y, so gilt y~ = —(y AO) + 0. Hieraus folgt, daB f,.(y) = —f,-(y")
= —fy*) =— | y*]1 < 0, was ein Widerspruch zu y € L+ ist. Es folgt nun, daBl
L+ dem positiven Kegel von L gleichzusetzen ist und, dall L+ die abgeschlossene
Hiille K von K ist.

Trivialerweise ist nun K ein Unterkegel von L+ und wegen der Zerlegung
z=at — - mit |z]1 = |at]1 4+ ||~ |1, konnen wir Satz (4.6) anwenden. Es gilt
also

Satz (5.2). Ist K ein Stmplexkegel und fe Kt mit x = 0 immer dann, wenn
f(x) = 0, so ist (K, ) ein Elementarsystem mit (K, f) als Integralerweiterung, wobei
K die normabgeschlossene Hiille von K in der Banachraum- Vervollstindigung von
K — K und f die stetige Erweiterung von f auf K ist. In diesem Fall ist K ein L er-
zeugender Simplexkegel mit K als Unterverband.

Wir wollen uns nun mit der Segalschen ,nichtkommutativen Integrations-
theorie® ([23]) befassen (§1). Bei dieser Theorie fingt man mit einem ,,gage
space’ an, d.h. ein Tripel (9, A, m), wobei $ ein Hilbertraum, U eine v. Neu-
mannsche Algebra in  und m ein ,,gage’ ist. Nach Definition ([23]) soll ein



Verallgemeinerung abstrakter Integrationstheorie 339

»gage'’ m eine nichtnegative, g-additive, unitdrinvariante Funktion auf den Pro-
jektionen in ¥ sein. Sie hat auBlerdem die Eigenschaft, dafl jede Projektion in 9
das Supremum von Projektionen mit endlicher m sein soll. Ist § separabel, so ist
diese letzte Bedingung eine g-Endlichkeits-Forderung an m. Am meisten interes-
siert man sich fiir den Fall, da8 m regulér ist, d. h., da8 E = 0 aus m (&) = 0 folgt.
Als primitiven Kegel K wihlt man den Kegel aller nichtnegativen ,,Elementar-
operatoren®. Ein Elementaroperator ist ein beschrinkter Operator, dessen Tré-
ger3 F die Eigenschaft hat, daB sein gage m endlich ist. Satz 10 der Segalschen
Arbeit besagt, daB m auf den ganzen Kegel K erweitert werden kann und daB
K — K ein zweiseitiges Ideal in U ist mit m (4 B) = m(BA) fir 4 e K — K und
B e «. Uber K hat m die folgende weitere Stetigkeitseigenschaft. Sei Z eine Pro-
jektion in ¥ mit m(E) < co und Uz die Operatoren aus 4, die in E ,,wohnen*,
d. h. Operatoren der Gestalt EAE(A € ). Die Funktion m ist beziiglich der
starken Operator-Topologie stetig auf Ag. Diese Eigenschaft sichert, dal m ein
Element aus K’ ist. Seien nun 4, B € K mit m(E A E) = m (E B E) fiir alle Projek-
tionen K aus K. Setzen wir K dem Tréger von (4 — B)~ gleich, so gilt

0 <m(E(4 — B)E)=m(—E(4 — B)-E)
= —m(E(A— ByE)<0.

Hieraus folgt, dal (4 — B)~ = E(4 — B)E gleich Null ist, denn (4 — B)~
liegt in K. Es gilt also 4 = B. Da m(EAE) = m{AY2E AV2) < m(A) fiir alle 4
in K, liegen alle Funktionen m(EAE) von A in K} und es folgt, daB (K, m) ein
Elementarsystem mit einer Integralerweiterung (K, m') ist. Wir wollen zeigen, daB
das Segalsche Integralsystem ([23]) solch eine Integralerweiterung sein muf, d. h.,
daB es eine konkrete Darstellung von (K, m’) liefert. Zunichst wollen wir zeigen,
dafl die Norm | -{1, die in [23] (Def. (3.2)) erscheint, mit unserer in § 4 definierten
Norm | - |1 iibereinstimmt. Diese Tatsache ergibt sich aus dem folgenden Lemma.

Lemma (5.1). Der Banach-Dualraum vom Raum K — K aller Elementaropera-
toren ([23]) mit der Norm | A[1 = m(|4]|) (4 € K — K) ist genaun die Menge aller
Linearformen ' auf K — K mit der Eigenschaft, daff es ein reelles A =0 mit
—Aim(4) ' (4) = Am(4) fir alle A € K gibt. Die Dualnorm |f' | von ' kann
durch die Formel

£ oo = inf {A] — Am < ' < 4m}
Az0

berechnet werden.

Um dieses Lemma zu beweisen, ist es zweckmiBig, erst folgendes zu bemerken.
Sei E eine beliebige Projektion aus K, $r der Bildraum von £ und Uz die ,,redu-
zierte’ Algebra von % (DixMIER [5]). U wird als die Algebra aller Einschrinkun-
gen von B A (4 e W) auf Hg definiert ([6]), und sie ist eine v. Neumannsche Algebra
iber Hg ([5]). Durch

mg(B) =m(BE) (Belg)

definieren wir ein gage tiber Ag. Das Tripel (D, Uz, mz) ist ein (endlicher) ,,gage
space’ und mg ist reguldr. Aus Lemma (14.1) in [23] folgt: Ist « = O eine reelle
Zahl und » eine Linearform tiber Az mit 0 < n < am, so gibt es genau einen

3 Der Triger eines Operators ist das orthogonale Komplement seines Nullraumes ([6]).

23*
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symmetrischen nichtnegativen Operator T aus g mit »(B) = mg (T B) fiir alle
B e %g. Hieraus folgt: Ist # eine Linearform auf K mit 0 < n < am, so gibt es
einen symmetrischen nichtnegativen Operator 7'e Ug mit n(d) = m(T 4) fiir
alle 4 € K — K mit Tréger in Hg.

Beweis von Lemma (5.1). DaBl jedes stetige ' eine Ungleichung — Am < ' < Am
erfillt, ist klar. Umgekehrt ist diese Ungleichung erfiillt, dann sei B € K — K mit
B = B+ — B~ und | B| = Bt + B~. Es gelten die Ungleichungen

—Am(BY) = f'(BY) = Am(B*),
—Am(B7) = f(— B") = Am(B")

und — Am(| B|) < f'(B) < im(| B|), was beweist, dal f' normbeschrénkt ist. Sei
nun f' eine normbeschrinkte Linearform iiber K — K. BEs existiert ein reelles
Az0mit—Am=f < Amund0Z§f + Am < 24m. Weill f/ = (f' + Am) — Am,
ist es klar, daB f in der Gestalt f' = f; — f, ausgedriickt werden kann, wobei
0= f{ < JAimund 0 < fé =< Jgm fiir passende reelle 1; und Ap. Wir definieren u
durch

[/ (4)]

m([A])

p = sup
4+0

und wir wihlen eine Folge {4} aus K — K mit

e (AR
““h,’f‘ m{| Ax]) *

Fiir jedes k ist der Tréger Ey von Ay eine Projektion aus K, und es gibt zwei
symmetrische nichtnegative Operatoren T3 und 7 in Hz, mit

fi(d) = m(T}4),
fa(4) = m(T}4)
fiir alle 4 aus K — K mit Trigerin $z, . Bs folgt
‘ Ay =m(Tr4),
wobei T symmetrisch und beschrinkt ist mit Trager in $y,. Es gelten weiterhin
[F(4)] = [ Tr[wm(4])

und
4|
m( 4l =1 Tel
Bs ist jedoch trivial, ein By € K mit Triger in y, so zu wihlen, daf
1 m(TeBr)| _ |/ (B
| Tl — 5 < AEEEL LB <y

indem man fiir By, eine geeignete Projektion aus der Spektralschar von 7'y wihit.
Aus der letzten Ungleichung folgt
1 [f (Ax)| 1

|#(Br)|
“mBy =1 Tele—5=

und es ergibt sich hieraus, daf3

m([Ag]) ~ %’

B 1P (4R
=ty = o (4]
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Die Folge {By} aus K ist also genauso gut wie {4z}, um das Supremum y zu
erreichen, und

Ao By

m(IA]— m(B)

sup

A*0 ) 0+ BeK

Lemma (5.1) ist also bewiesen.

Mittels des Satzes von HAAN-BANACH ist es nun leicht zu sehen, daf die zwei
Norm-Begriffe iibereinstimmen. Es ist jetzt moglich, die Bedingungen von Satz
(4.6) der vorliegenden Arbeit nachzuweisen. Aus der Definition ([23]) des Integrals,
Corollar (12.1) und Corollar (13.1) folgt, daB die nichtnegativen integrablen Opera-
toren in der |-||; — abgeschlossenen Hiille K von K liegen.

Durch Anwendung von Corollar (11.2) in [23] beweist man leicht, daf die
Menge der nichtnegativen integrablen Operatoren genau K ist. Man beweist auch
durch Corollar (11.2), daB K ein Unterkegel von L+ (s. oben Satz (4.6)) sein muB.
Weil

| Bl =m(B* + B-) = m(BY + m(B) = | B|y + | B-]y

mit B = B+ — B~ sind die Bedingungen des Satzes (4.6) erfiillt und es folgt, dall
(K, m"), wobei m’ die stetige Erweiterung von m auf K bezeichnet, eine Integral-
erweiterung von (K, m) ist. Dal} dies das Integralsystem von SEGAL ist, ist jetzt
klar.

In unserem Beweis, daB das Segalsche Integralsystem eine Integralerweiterung
im obigen Sinne ist, haben wir weitgehend gewisse tiefgehende Aussagen der
Segalschen Arbeit beniitzt. Es wére interessant, einen primitiveren Beweis dafiir
zu finden, daB die Voraussetzungen von Satz (4.6) erfillt sind, d. h. einen Beweis,
der direkt von den Eigenschaften des Kegels K zur Anwendung des Satzes (4.6)
fihrt, ohne iiber den Umweg der tieferliegenden Corollare zu gehen. Hierdurch
wiire es vielleicht moglich, die von SEcAL durchgefiihrte explizite Konstruktion
besser von der abstrakten Theorie abzutrennen, die Beziehung zwischen ihnen
besser zu erkennen und die primitiveren Aspekte der Segalschen Theorie in unsere
allgemeinen Uberlegungen besser einzuordnen.

§ 6. Die Integralerweiterungstheorie fiir den vollen Operatorkegel

Wir wollen jetzt die Integralerweiterung, welche fir die Quantenstatistik
wichtig ist, ansehen. Es wére naheliegend, mit dem Kegel K ($) aller nichtnegati-
ven, symmetrischen, itber einem separablen Hilbertraum 9 definierten Operatoren
zu arbeiten. Es ist jedoch zweckmiBliger, mit etwas Primitiverem anzufangen.
Hierzu bezeichnen wir durch K den Kegel aller nichtnegativen symmetrischen
entarteten (das bedeutet: der Bildraum hat endliche Dimension) Operatoren auf
dem separablen Hilbertraum . Dies sind Operatoren 4 der Gestalt

A= Z Ay, ,
i=1
wobei die nichtnegativen reellen Zahlen 7; fast alle Null sind. Die Bezeichnung E,
ist schon in § 3 erklért worden und bedeutet eine eindimensionale Projektion in der
Richtung des aus £ gewihlten Einheitsvektors ;. Dieser Kegel K ist ein dichter
Unterkegel des Kegels K () (Def. (4.2)) und K (§) ist der von K erzeugte o-voll-
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stindige Unterkegel von K ($). Betrachten wir nun die Elemente J(-) aus K’ (9).
Jedes solche J (+) ist, nach Satz (3.1), durch genau ein J € W durch die Formel

J(4) =Sp{JV2AJV2} (AeK (D))

darstellbar. Die Elemente J (-) sind stetig beziiglich der || - | o-Norm in K ($) — K (9).
Auch ist die Einschrankung J(-) von J () auf K — K normstetig. Es existiert also
die natiirliche Norm | J 1, und es gilt | J|1 = Sp{J}. Ist umgekehrt J(-) € KT,
dann ist J (E,) eine symmetrische nichtnegative quadratische Form auf $. Wenn
wir J () als eine Wahrscheinlichkeit ansehen wollen, dann soll J(4) < 1 fiir alle
A e K mit A < I sein. Hieraus folgt |J |1 = 1. Aulierdem ist J(£y) nun eine
beschrinkte quadratische Form, und J(Ey) = (v, Jy), wobei J =0, Sp{J}
= | J|l1 =< 1. Es gibt weiterhin genau eine Erweiterung J(-) € K’ (9) von J (), und
es gilt | J|1 = J(I). Wir wihlen nun eine regulére (4 € K, J(4) = 0 ergibt A = 0)
Linearform J(-) € KT mit || J ||y = 1 (J(I) = 1). (Kommen Fille vor, wo es giinstig
ist, eine nichtreguldre Linearform zu benutzen, so kann man den Triger von J ()
als den Hilbertraum $ betrachten. Entsprechend mufl man dann mit Aquivalenz-
klassen vorgehen.) Wir untersuchen das Paar (K, J (+)), um zu beweisen, dafi es ein
Elementarsystem ist. Um die Menge M, = {J' € KT|J' < J} (und deswegen auch
K1) zu beschreiben, brauchen wir nur die entsprechenden Elemente aus W zu
studieren. Sie sind, wie man leicht sieht, genau die Operatoren J’' € W der Gestalt
J = JUV2AJV2 wobei A € K($) mit |4 | =< 1. Die Elemente von K sind also
durch J’ € W der Gestalt J1/24 J1/2 mit 4 € K(9) dargestellt. Die entsprechenden
Linearformen J' (-) werden mittels J' € K (§) durch die Formel

J'(B) = Sp{BY2J' BV2} (BeK)

angegeben. Diese Charakterisierung folgt zum Teil aus der Regularitit von J(-).
Seien 4, B e K mit J'(4) = J'(B) fiir alle J'(-) in K}. Dann gilt fiir jedes y € §
Sp{Av2Jyz g, JUz A1z} > Sp{BY2J12 ], JU2 B1/2} oder, was dasselbe ist,
(JV2q, AJV2y) = (JV2yp, BJV2y). Weil der Bildraum von J1/2 normdicht in
liegt, ergibt nun die letzte Ungleichung 4 = B, und dall das Paar (K, J) ein Ele-
mentarsystem ist, ist bewiesen. Wir wollen nun zeigen, dafl eine Integralerweite-
rung von (K, J) iibersehbar ist. Hierzu wollen wir unsere Uberlegungen auf eine
geeignete Weise dndern. Sei

J1/2 = OZO: M:/Z EW
i=1

eine feste Schmidt-Hilbert-Entwicklung des Operators J1/2 (J und JV2 sind
kompakt) mittels der orthonormierten Basis {y;} in $. Wir bezeichnen mit $o den
von der Menge {y;} erzeugten Linearraum. Selbstverstindlich liegt o normdicht
in $. Aus der Regularitit von J () folgt weiterhin, da8 keins der x}/? Null sein kann.

Mit §* bezeichnen wir den o-vollstindigen Kegel aller nichtnegativen Bilinear-
formen ¢ (¢, v), die fiir alle ¢ und y in Ho definiert sind. Hierunter fallen die Bili-
nearformen ¢, (-,-) der Gestalt d4(p, y) = (p, Ayp), wobei 4 € K (D). Es ist klar,
daB A durch ¢4 eindeutig bestimmt ist und daB es auf diese Weise moglich ist, den
Kegel K () als einen dichten Unterkegel von &* zu betrachten. Wir bezeichnen
den Kegel aller solcher ¢4(4 € K(9)) durch K*(9). Als dichter Unterkegel von
K*(9) (und auch von §*) kénnen wir den Kegel K* aller ¢4 mit A € K auszeich-
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nen. Auf K* kann weiterhin die Linearform J*(-) durch
J*(ha) = J(4)

definiert werden. Das Paar (K, J) ist also mit (K*, J*) isomorph. Wir konstruieren
nun eine Integralerweiterung von (K*, J*) (vgl. Satz (4.2)).
Wir definieren erstens die Linearform J*(-) auf &* durch die Formel

T*(¢) Eﬁwﬁ(% ¥i)

1

= ZS’S(JMW’ J129;) < oo,

t=1
und wir bezeichnen durch K* den in §* dichten Unterkegel aller ¢ € &%, fiir die
J*($) < oo. Die Linearform J*(-) ist ein Integral auf K*. Es gilt fir 4 € K

o0

J*(da) = Z (i, JUZAJTV29) = J (A)

1=1
= J*(Pa)

und J* ist eine endliche Erweiterung von J* auf K*. Wir wollen nun zeigen, daB
der Kegel K* mit dem Kegel W der nichtnegativen Operatoren mit endlicher Spur
kegelisomorph ist und daB diese Isomorphie @ die Formel

J¥($) =8p(@(¢)), ($eK¥)

erfiillt. Man tiberzeugt sich leicht, daBl das Paar (W, Sp{-}) ein Integralsystem ist,
und die Existenz einer solchen Isomorphie @ beweist, daB auch (K*, J¥) ein Inte-
gralsystem ist. Um die Isomorphie @ zu definieren, bemerken wir, da8 die Bilinear-
form

(g, ) = ¢ (T2, JV2y) (@, y € Ho)

fiir jede ¢ aus {* definiert ist und es gilt, wenn ¢ € K*, die Formel
2,7 (e i) = 2, pud (i, i) = T ($) < 0.
t ?

Hieraus folgt, dal sz(-,-) beschrinkt ist und daB sie durch 7 (g, p) = (¢, 4 )
mit 4 € W dargestellt werden kann. AuBlerdem ist 4 eindeutig durch ¢ bestimmt
und es existiert die Abbildung @(¢) = 4. Diese Abbildung @: K* — W ist linear
und eineindeutig. Sie ist auch surjektiv, dennist 4’ € W, so ist

¢ (g, p) = (J V2, A" J12y)

eine auf $o definierte Bilinearform. Es gilt aulerdem
> wid (e wi) = 2 (wi, A i),
i=1 i=1

und ¢’ gehdrt zu K*. Weiterhin gilt

7 (@, y) = ¢ (JV2g, J12y),
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was zeigt, daBl @ (¢') = A’ ist und daB ¢’ das Urbild von A’ unter @ ist und @ ist
also eine Kegelisomorphie zwischen W und K¥*. Es gilt auch

TE($) =2 pud (pu, ) = §¢(J1/Zzpi, JV2q)
i=1

i=1
= f (s, w) = f (91, B ($)ws)
i=1 i=1

=8Sp{B(#)},

die gewiinschte Beziehung zwischen Sp{-} und J*(-). Betrachten wir nun die
Unterkegel K*(9) und K* von &*. Fiir jedes ¢4 auf K*(9) gilt g4 (@, v) = (¢, Ayp)
und @ (d4) = J12A4J12, Mit Wy bezeichnen wir das Bild @ (K*) von K* unter @.
Wy ist ein dichter Unterkegel von W. Wenn wir nun beweisen, dafl (W, Sp {-}) eine
Integralerweiterung von (Wy, Sp{-}) ist, so haben wir sofort das Ergebnis, daB
(K*, J*) eine Integralerweiterung von (K*, J*) ist. Hierzu weisen wir die Voraus-
setzungen von Satz (4.6) nach. Erstens ist es trivial zu sehen, dall (W, Sp{-}) ein
Elementarsystem ist, denn es ist mit (K*, J*) isomorph. Zweitens ist, wie man
leicht ausrechnen kann, die Norm Sp{|A4|} in Wo — W, genau die in Satz (4.6)
erwiahnte Norm || |;. Betrachten wir jetzt den Kegel Wy = @ (K*). Er besteht
aus allen Operatoren in W, die durch J/24JV2 mit entartetem A4 ausgedriickt
werden kénnen. Sie sind genau die Operatoren der Gestalt

Ay = Z MEgy,,
i=1
wobei die nichtnegativen reellen Zahlen 4; fast alle Null sind und wobei die ¢; alle
zum Bildraum von J%/2 gehoren. Ist A in Wy — Wy, so liegen A+ und 4~ in W.
Diese Tatsache folgt daraus, daB es sich im wesentlichen um endlich-dimensionale
Operatoren handelt. Wir beweisen nun das folgende Lemma.

Lemma (6.1). Im Banachraum L'(9) ist W die normabgeschlossene Hiille von
Wo.

Beweis. Wir beginnen mit der Beobachtung, dafl aus der Konvergenz einer
Folge {&;} von Vektoren in $ gegen ein £ § die Konvergenz von | E:, — B¢y
= Sp{| B¢, — E¢|} gegen Null folgt. Diese Tatsache beruht darauf, daB der
Operator E,, — I niemals inehr als zwei nichtverschwindende Eigenwerte haben
kann und dal diese Eigenwerte gegen Null streben miissen. Um dies nachzuweisen,
schreibt man fir p € 9,

[(Be, — Ee)pll = [&:&isp) — EE p)| =
sl&E—E&p)| +1E-&Ep] =
= (&) + 18D & — &y -

Da die || &; | gleichméfBig beschrankt sind, gibt es ein M = 0 mit || (B, — E¢) p| =
= M|& — &| ||w]- Hieraus folgt, daBl

1B — Bglloo = M| & — &) und | By — Beloo 0

als §; — &. Es folgt also die Behauptung, da die Eigenwerte von E;, — E¢ gegen
Null streben und daB ihre absolute Summe | E; — F¢|1 ebenfalls gegen Null
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strebt. Um den Beweis des Lemmas zu vervollsténdigen, sei 4 € W. Es gibt eine
Schmidt-Hilbert- Entwicklung

A ='Z:1MEW (z Ay << o0)

mit 4; = 0 fiir alle ¢. Fiir jedes 7 gibt es ein ¢; im Bildraum von J1/2 (er liegt
dicht in $) mit |, — E;[1. AuBerdem kann eine natiirliche Zahl # noch so

[o=] »
gewihlt werden, daB > 4 < e.Ist A, = 3 1, Bj;, so ist Ay in Wo, und fiir & = n

i=n =1
k o0
|Ak— AL S5l By — By + 1D 1 Bylr <
1=1 t=k+1
k o0
< Sht S (Al ).
i=1 i=k+1

Da & > 0 beliebig ist, haben wir das Lemma bewiesen.

Aus diesem Lemma folgt, daB der Raum L1 ($) = W — W eine Bapachraum-
Vervollstindigung von Wy — Wy ist. Sei nun 4 € Lt (s. oben Satz (4.6)). Es gilt
fir jedes p e $ die Ungleichung (JV2yp, AJV2y) = 0. Weil der Bildraum von
J1/2 normdicht in § legt, ergibt diese Ungleichung 4 = 0 und 4 € W. Es gilt also
L+ = W und weil W die normalgeschlossene Hiille von Wy ist, gilt die erste Vor-
aussetzung des Satzes (4.6). Fiir jedes 4 € Wo — Wy gilt aullerdem die Zerlegung
A =4 — A~ mit A+, A~ Wound | Ay = [4*+|1 + |4~ 1. Satz (4.6) ergibt
somit, daB (W, Sp{-}) eine Integralerweiterung von (W, Sp{-}) ist.

Bevor wir den ersten ins Auge gefafiten Satz formulieren, ist es zweckmaBig,
zu bemerken, daBl die Linearform J* auf ®&* auch weniger umsténdlich aus-
gedriickt werden kann. Bs gilt: Sei {g;} eine beliebige orthonormierte Basis in 9.
Dann gilt

TEH =3 BV gr, T12g), (eRH).
i=1
Diese Formel folgt aus der Tatsache, da8 die Bilinearform z (g, p) = ¢ (J V2@, J12¢)
beschrinkt ist und daB die Spur mittels einer beliebigen orthonormierten Basis
berechnet werden kann.

Satz (6.1). Sei K der Kegel aller entarlelen symmetrischen nichinegativen
Operatoren in einem separablen Hilbertraum 9 und J(-)e K¥ mit J(4)
= Sp{J1V2A4JV2} eine regulire Linearform mit der Schmidi-Hilbert-Entwicklung

T =S B, (3 <o),
k=1 E=1

Das Paar (K, J) ist ein Elementarsystem. Seien weiterhin o der von der Menge
{wr} erzeugte Linecarraum, &* der Kegel aller iiber o definierten Bilinearformen
&, K*(9) der Kegel aller ¢4 e KF mitda(p, v) = (p, Ay) fir passendes Ac K (9)
und K* der Kegel aller ¢a mit A € K. Die Linearform J*(¢,) = J(A) (AcK)
ist ein regulires Element aus K*T. Es gelten: K ist ein dichier Unterkegel von
K () und K (D) ist der von K erzeugte abgeschlossene Unterkegel von K (§). Der
Kegel K* ist ein dichter Unterkegel von K% und K*(9) ist der von K* erzeugte
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dichle o-vollstindige Unterkegel von &% (vgl. Aussage i. b) § 4). Durch die Ab-
bildung Y(A) = ¢ ist K mit K*, K(©) und (K, J) mit (K*, J*) isomorph, und
(K*, J*) ist ein Elementarsystem. Durch @(¢q) = JVY2ZAJV? definieren wir eine
Abbildung von K* in W, und wir setzen Wy = @(K*). Durch @ enisteht eine
Isomorphie zwischen (K*, J*) und (Wo, Sp{-}) was zeigt, dafauch (Wo,Sp{-})
ein Klementarsystem tst.

Es ist oben bewiesen worden, dafl Wy in einem sehr giinstigen Verhéltnis zu
der Banachraum-Vervollstindigung L1($) von Wy — Wy steht. Andererseits
gibt es eine Isomorphie zwischen (K*, J*) und (Wy, Sp{-}). Diese Abbildung @
induziert eine isometrische lineare Abbildung von L1($) auf die Banachraum-
Vervollstandigung von K* — K* unter der Norm |||y (§ 4). Wir kénnen also ein
dhnliches Verbéltnis zwischen K* und der Banachraum-Vervollstindigung von
K* — K* unter dieser Norm erwarten.

Satz (6.2). Sei L die Banachrawm-Vervollstindigung von K* — K* unter der
Norm | da|1 = | JV2AJVE| . Ist K* die normabgeschlossene Hiille von K* in L,

so st der Dualkegel K¥* zuy K* fundamental iber K* und L = K* — K*. st
auflerdem ¢ € K*, so gibt es genau eine Zerlegung ¢ = ¢+ — ¢~ mit ¢+, ¢~ e K*
und | ¢l = ¢+ 1+ |71

Mit Hilfe von Lemma (6.1) haben wir auch den folgenden Satz bewiesen.

Satz (6.3). Der Kegel K* aller ¢ € §* mit J* () < oo ist ein dichter Unterkegel
von R%. Das Paar (K¥, J*) ist eine Integralerweiterung von (K*,J*) und das
Integralsystem (K*, J*) ist mit dem Integralsystem (W, Sp{-}) isomorph. Zwischen
diesen Integralsystemen gibt es genau eine Isomorphie @, die auf K* mit @: K* W,
iibereinstimmt. Der Kegel K* ist die abgeschlossene Hiille von K* im Sinne von Satz

(6.2), also gleich K *, und K* — K* ist eine Banachraum- Vervollstindigung von
K* — K* unter der ||-|1-Norm.

Aus Satz (4.3) folgt, daB es keine weitere verniinftige, in ®* liegende Integral-
erweiterung von (K*, J*) gibt. Da das Integralsystem (K*, J*) mit (W, Sp{-})
isomorph ist, ist eine Integralerweiterung von (K*, J*) ein reflexiver Kegel mit
einem Integral und es gibt fiir jedes ¢ € K¥ — K* genau eine Zerlegung ¢ = ¢+ — ¢~
mit ¢+, =€ K* und | |1 = [|$*]|1 + [ #~]1. AuBerdem ist ¢+ normstetig in ¢
(Satz (3.3)).

Mit Hilfe der Isomorphie @ : K — W, die in diesen Sétzen auftauchte, ist es
nun leicht zu sehen, wie man einen modularen Verband von Elementen aus K*
so wihlen kann, dal J* iiber diesem Verband projektivinvariant ist: Man braucht
nur zu beachten, dall die Spur eine projektivinvariante Funktion (Dimension)
iiber dem modularen Verband der Projektionen in W ist. Die Elemente des in K*
liegenden Verbands sind die Urbilder von den Projektionen in W unter ®. Sie
liegen sogar im Kegel K*, der trivialerweise mit K isomorph ist. Hierdurch kann
man einen Verband L in K finden mit der Eigenschaft, dafi J projektivinvariant
iiber List. Eine Anwendung der in § 1 erwidhnten Theorie von ALFSEN ([0]) scheint
jedoch in diesem Fall trivial zu sein. Weil auBlerdem @ sehr von J abhingig ist,
hingt L ebenfalls von J ab, was in § 1 als Einwand gegen diesen Ausgangspunkt
erhoben wurde.

Wie im Fall des Kegels W, hat auch der Kegel K* eine Hilbertraum-Darstel-
lung. Sei ¢ € K*. Die Bilinearform n(p, p) = ¢(J1/2¢, JU/2y) ist beschrankt,
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und es gibt einen beschrankten Operator 7' in § mit der Eigenschaft ¢ (JV2qp,J1/2y)
= (T, T'y) fir alle ¢,y in . Die Bilinearform ¢ wird also durch ¢(gp, p)
= (Be, By) fir alle ¢, p € Do dargestellt, wobei B durch B = T'J~1/2 itber $o
definiert ist. Auferdem gilt

(B, B) = > pi(Byi, By)

=zm¢(w,w) =z¢(J1/2"Pi; J12 ;)

und 7T € L2(9). Ist andererseits T € L2(D), so ist ¢(p, p) = (T'JV2¢, T'J-112y)
eine iiber $o erklirte Bilinearform in K*. Durch T = BJ1/2 entsteht also eine
Isomorphie zwischen dem Hilbertraum aller 7 in L2($) und dem Hilbertraum
aller iiber o definierten B mit (B, B) < oo, und der Kegel K* besteht aus den-
jenigen ¢ € ®* der Gestalt ¢ (¢, v) = (Bg, By) mit (B, B) < co. Man iiberzeugt
gich leicht, daB der Raum aller solcher Operatoren B der von K () erzeugte
Hilbertraum beziiglich des inneren Produkts (B, B) ist. Es ist auch bemerkens-
wert, dal es B gibt, die keine dicht definierten adjungierten Operatoren B*
besitzen. Einen solchen Operator B konstruiert man leicht auf folgende Weise:
Sei, wie immer, JV2 = > ull B, mit > p; =1 (u; > 0). Wir definieren
13 7

By =72 volyi, ¢),
i

wobei ¢ ein beliebiger Vektor aus §o ist und |wol] = 1. Es gilt (B, B) < oo,
aber B* existiert nicht fir (y, w¢) =0, denn sei p* € H mit (p*, ;) = (p, Byy)
fiir alle . Dann gilt (p*, pg) = (p, wo) +0 fiir alle &, und die Summe 2 | (p*, p) |2
divergiert. k

Zum SchluB bemerken wir, daB die Isomorphismen wie @, die frither auf-
getaucht sind, nur in sehr speziellen Féllen algebraische Isomorphismen, d.h. auch
mit der multiplikativen Struktur der betreffenden Kegel vertauschbar sind. Die
algebraische Eigenschaft ist natiirlich vorhanden, wenn @ in einem Funktionen-
raum durch eine Transformation des Grundraumes induziert wird. In Satz (6.3)
hat die dort auftauchende Isomorphie @ kaum etwas mit der Ringstruktur zu tun.
Viel wichtiger fiir unsere Uberlegungen scheinen die Kegelisomorphien zu sein,
die die Integrale ineinander iberfithren. Die Ringstruktur spielt im allgemeinen
nur eine sehr sekundére Rolle und ihr auffilliges Auftreten in der gewdhnlichen
MagBtheorie kann zum Teil darauf zuriickgefithrt werden, daB es unter sehr all-
gemeinen Bedingungen moglich ist, eine algebraische Ringstruktur in einem
Vektorverband ohne weiteres zu definieren.
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