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w 1. Einiiihrung 
Die Darstellung der Wahrscheinlichkeitstheorie durch die Theorie yon Mal~en 

fiber Booleschen Algebren ist ffir viele wahrscheinlichkeitstheoretische Fragen sehr 
zufriedenstellend. Doch seheint sie noch nicht vSllig ausreichend zu sein, um alle 
in der Physik erscheinenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Begriffe zu erfassen, 
denn es treten grol~e Schwierigkeiten auf, wenn man diese Auffassung als Modell 
ffir den wahrscheinlichkeitstheoretischen Aufbau der Quantentheorie anzuwenden 
versucht. Diese Schwierigkeiten sind weitgehend darauf zurfickzuffihren, dab der 
enge Zusammenhang zwischen der Menge der Zufallsver~nderlichen und der 
Booleschen Algebra yon meBbaren Mengen, der in der gewShnlichen Mal~theorie 
vorhanden ist, anscheinend kein Gegenstfick in der Theorie der Operatoren im 
Hflbertraum besitzt. Um diesen Sachverhalt konkreter zu schildern, betrachten 
wir den Spektralsatz der Theorie der selbstadjungierten Operatoren im Hilbert- 
raum ([21], Kap. 7, w 108). Dieser Satz ist das Gegenstfick eines in der Theorie von 
Mal~ und Integral erseheinenden Satzes, der besagt, dab jede mel~bare Funktion 
durch Treppenfunktionen monoton approximiert werden kann. In  dem Beweis des 
Satzes treten die Projektionen im tt i lbertraum dort auf, wo die mel~baren Mengen 
in dem gewShnliehen maBtheoretischen Satz auftreten, und es liegt nahe, die 
Klasse der Projektionen im Hilbertraum als das Gegenstfick zur Klasse der 
me]~baren Mengen zu betrachten. Der t taken dabei ist jedoch, dal~ die Projektionen 
zwar einen Verband, aber keine Boolesche Algebra bflden. Die Verbandsstruktur 
ist in der Tat  viel mehr der einer projektiven Geometrie als der einer Booleschen 
Algebra iihnlieh. Diese Tatsache ist ein Grund daffir, warum viele Autoren, die an der 
,,Quantenlogik" Interesse gehabt haben, u.a. vo~ N~,UMA~ ([17], [20]), B~K~OFF 
([2]) und VA~ADARAJA~ ([25]), sich sehr viel mit Verbanden besch~iftigt haben, die 
der projektiven Geometrie sehr ahnlich sind. In diesemZusammenhang ist vielleicht 
auch die folgende Bemerkung yon Interesse: Es wird manchmal versucht, eine 
Boolesche Algebra in der Weise einzufiihren, dal~ man die Einheitskugeloberfliiche 
im tIi lbertraum als eine Grundmenge und irgendeine Boolesche Algebra yon 
Untermengen der Oberfl~che als die mel~baren Mengen zu betrachten versucht. 
Dem Verfasser scheint dieser Vorgang unzweckmaBig zu sein, denn die Quanten- 
theorie scheint eindeutig darauf hinzuweisen, dal~ eine Untermenge des Hilbert- 
raumes ein abgeschlossener Unterraum sein muB, wenn sit physikalisch wichtig 
sein soll ([17]). Die Untermengen der Kugeloberflache, die vernfinftigerweise in 
Betracht gezogen werden kSnnen, sind also die Durchschnitte der Oberfli~che mit 

* Diese Arbeit entstand im Rahmen eines yon der Deutschen Forschungsgemeinschaft 
finanzierten Forschungsvorhabens. 
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den abgeschlossenen Unterr~umen. Solche Mengen bilden jedoch keine Boolesche 
Algebra, und der Versuch, eine erzeugte Boolesche Algebra zu betrachten, fiihrt 
rasch zu Mengen, denen man keine vernfinftige physikalische Bedeutung zu- 
schreiben kann, d.h. zu Mengen, die im mathematischen Aufbau der Quanten- 
theorie keinen wichtigen Platz einnehmen. 

Die Schwierigkeit, die wahrscheinlichkeitstheoretische Struktur der Quanten- 
theorie in die gewShnliche abstrakte ~ahrscheinlichkeitstheorie einzuordnen, 
fiihrt natfirlich zur Frage der Verallgemeinerung der abstrakten Wahrscheinlich- 
keitstheorie. Die ersten Schritte in dieser l~ichtung hat vo~ N E v ~ A ~  gemacht. 
In  seiner im Jahre 1928 ersc}fiencnen Arbeit ([18]) betraehtet er die Algebra 9~ 
aller beschrs Operatoren fiber einem separablen Hilbertraum als eine 
Verallgemeinerung der Algebra ~ller beschr~nkten komplexen Zufallsveriinder- 
lichen fiber einem Ma6raum. Er  definiert dann eine , ,Erwartung" als eine gewisse 
Art yon Linearform auf 7(. Diese Erwartung sol1 als das Gegenstfick einer Wahr- 
scheinlichkeitsverteilung dienen. Das ttauptergebnis seiner Arbeit ist die volle 
Charakterisierung aller Erwartungen. Dieses Resultat werden wir unter etwas 
veri~nderten Voraussetzungen noch einmal ableiten (w 3). Aus der Charakterisierung 
der Erwartungen ist der Begriff einer quantenmechanischen ,,Mischung" ent- 
standen. Hierunter fallen als Grenzf~lle die quantenmechanischen Zust~nde, und 
zwar als Extremalpunkte der konvexen Mcnge aller Mischungen (Erwartungen). 
Es wurde sps yon vo~ 5T~uMAN~ gezeigt ([19]), dal3 die Mischungen ffir die 
Behandiung der Quantenstatistik geeignet sind. 

Hiermit ist das allgemeine Problem der Wahrscheinlichkeitstheorie jedoch 
noch nicht gelSst worden, denn es gibt in der von Neumannschen Theorie z.B. 
nichts yon der Art des Satzes der monotonen Konvergenz, d.h. eines Satzes, der 
nicht nur die Ordnungsstetigkeit einer in Be~racht gezogenen Erwartung sichert, 
sondern auch die Existenz eines passcnden Supremums ffir jede monotone Folge 
mit begrenzten Erwartungswerten. Hierfiber wo]len wir spi~ter ausffihrlicher 
diskutieren. Die yon Neumannsche Theorie ist also in gewisser Hinsicht noch 
unvollst/indig. 

Im Jahre 1953 ist eine weitere Arbeit yon I. E. SEGAL fiber die Verallgemeine- 
rung der Integrationstheorie erschienen ([23]). Diese Theorie, die ,,nichtkommu- 
tative Integrationstheorie", legt ebenfalls eine Algebra yon Operatoren im tIilbert- 
raum zugrunde und zeigt, dad man, wenn man einmal eine gewisse nichtnegative 
Funktion m (,,gage" ([23])) aufden Projektionen einer yon Neumannschen Algebra 
([5], [9]) in einem Hilbertraum ~ hat, eine vollstiindige Integrationstheorie mit 
einem vernfinftigen Satz yon der monotonen Konvergenz aufbauen kann. Es ist 
jedoch etwas schwierig, diese Theorie in der Quantentheorie anzuwenden, denn 
es wird in [23] immer vorausgesetzt, dal~ m unit~rinvariant ist. Im Fall, dal~ 9~ 
die Gesamtheit aller beschr~nkten Operatoren fiber einem separablen Hflbertraum 
ist, kann m nut  ein Vielfaches der ,,Spur" sein, was auf keinen Fall ein quanten- 
mechanischer Zustand (Misehung) sein kann. Linearformen, die nicht unit~r- 
invariant sind, kommen auch in tier Segalschen Arbeit vor, besitzen aber keine 
Lebesgue-Monotonkonvergenzeigenschaft. 

Andere Arbeiten fiber den Zusammenhang zwischen den yon Neumannschen 
Algebren und der Integrationstheorie stammen yon DYE ([7]) und D I x ~ I ~  ([6]) 
und sind etwa gleichzeitig mit der Arbeit yon SEG~ erschienen. 
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Ferner ist die im Jahr  1963 erschienene VerSffentlichung yon E. M. Anrs~N 
([0]) zu nennen. In  dieser Arbeit werden projektivinvariante Intervallfunktionen 
auf Verbs diskutiert. Es wird gezeigt, dal~ viele der wichtigsten S~tze der 
gewShnliehen Wahrscheinliehkeitstheorie aueh fiir allgemeinere Verb~nde gelten, 
aber die Arbeit scheint nicht auf Untersuchungen der wahrseheinlichkeitstheoreti- 
sehen Struktur der Quantentheorie angelegt zu sein. In der vorliegenden Arbeit 
zeigen ~ r ,  dal~ die Theorie yon A ~ r s ~  trotzdem in der Quantentheorie --  in 
einem gewissen teehnischen Sinn --  angewandt werden kann. Diese Anwendung 
wird jedoeh durch die Projektivinvarianz der Intervallfunktionen sehr erschwert. 
Die Wahrseheinlichkeiten, die in der Quantentheorie auftauehen, sind hie auf 
naive Weise projektivinvariant. Wie wir jedoch sehen werden, ist es immer 
mSglich, einen yon der Wahrseheinlichkeitsverteilung abh~ngigen modulgren 
Verband yon Operatoren so auszuw~hlen, dal~ die gegebene Verteilung pro]ektiv- 
invariant auf diesem Verband ist. Der so ausgew~hlte Verband hangt abet sehr 
stark yon der Verteilung ab, was eine heuristische Rechtfertigung der Methode 
praktiseh unmSglieh macht. Die Verbgnde, die auf diese Weise in Erscheinung 
treten, haben in gewisser Weise ad-hoc-Charakter, und sie kSnnen kaum eine 
besondere Rolle beim mathematischen Aufbau der Quantenphysik spielen. Man 
bekommt den Eindruek, dal~ die Alfsensehe Theorie nur mit Hilfe yon Begriffen 
angewandt werden kann, die in der Untersuehung der wahrscheinlichkeitstheore- 
tischen Struktur der Quantentheorie belanglos sind. Es ist aul3erdem nieht yon 
vornherein selbstverst~ndlieh, dal~ Verb~nde in der Untersuchung der allgemeinen 
Wahrseheinliehkeitstheorie unentbehrlich sind. Die ttauptbegriffe und Itaupts~tze, 
die wir spgter einfiihren und beweisen werden, kommen sogar ohne Verbands- 
oder Ringstruktur aus. 

In  der vorliegenden Arbeit wollen wir nun wahrseheinlichkeitstheoretisehe 
Fragen yon einem abstrakteren Standpunkt aus betrachten. Wir werden die 
Anfangsstufen einer abstrakten Wahrscheinliehkeitstheorie so zusammenbauen, 
da~ es ziemlieh klar wird, wie man den Fall der Operatoren fiber einem Hilbert- 
raum wahrscheinliehkeitstheoretisch am besten erfassen kann. Grundbegriff dieser 
Uberlegungen ist der Begriff des abstrakten Kegels. Die herkSmmliehe Wahrsehein- 
liehkeitstheorie taueht hier in einer abstrakten Gestalt wieder auf, wenn man 
annimmt, da~ der Grundkegel eine natiirliehe Verbandsstruktur besitzt. Wir 
nehmen jedoeh nicht immer an, dal~ diese Verbandsstruktur vorhanden ist. Welehe 
weiteren Strukturannahmen start dessen gemaeht werden sollen, um die Verbands- 
struktur zu ersetzen, werden wir bier nur sehwach andeuten, denn es werden sieh 
sehon mit geringen Voraussetzungen interessante Ergebnisse ergeben. Der Ver- 
fasser hofft, dal~ eine weitere •berprfifung der Spezialf~lle (z. B. des Aussehens 
der Theorie fiir allgemeine yon Neumannsehe Algebren) zu einfaehen Ideen fiir 
einen reiehhaltigeren Aufbau der Theorie fiihren wird. 

Es ist nun vernfinftig, naeh dem Grund daftir zu fragen, dab wir mit Kegeln 
und nieht mit halbgeordneten Linearr~umen als Grundbegriff anfangen. Um diese 
Frage zu beantworten, bemerken wir, dab ein halbgeordneter Vektorraum nicht 
unbedingt yon seinem positiven Kege] erzeugt zu werden braucht. Dasselbe gilt 
ffir den Dualraum. Bei Kegeln entf~llt der erste dieser Naehtefle automatiseh. 
Der zweite entf/~llt, wenn man den,,Dualkegel" als den Kegel aller nichtnegativen 
Affin-formen definiert. Ein heuristischer Grnnd dafiir, warum man nur nieht- 
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negative Affinformen zul/~Bt und keine grSBere Klasse, liegt auf der Hand, denn 
die nichtnegativen Affinformen sind genau die Homomorphismen des gegebenen 
Kegels auf den Kegel aller nichtnegativen Zahlen. In diesem Schema tauchen 
halbgeordnete Linearr~ume nun auf natfirliche Weise auf, derm jeder abstrakte 
Kegel K 1/iSt sich bekanntlich in einen erzengten halbgeordneten Linearraum, 
dessen positiver Kegel K ist, einbetten. Auf Grund der 0konomie scheint es 
deswegen vernfinftig, den Begriff des Kegels und nicht den des halbgeordneten 
Linearraumes bier als Grundbegriff einzuffihren. 

Im folgenden Abschnitt dieser Arbeit definieren wit einige der Grundbegriffe 
(Kegel, Dualkcgel nsw.), die in unseren weiteren Uberlegungen gebraucht werden. 
In w 3 diskutieren wir den Kegel aller beschrankten Operatoren fiber einen 
separablen Hilbertraum, um nichttriviale Beispiele der im ersten Abschnitt 
definierten Begriffe vorzuffihrcn. Hier ffigt sich auch die in [18] gegcbene 
Charakterisierung der Erwartungen ein. Am Ende dieses Abschnittes erl~utern 
wir einige Resultate, die dem Leser zeigen sollen, wie typische Eigensehaften des 
gew6hnliehen Raumes L 1 auch beim Kegel der Operatoren auftreten. Einige dieser 
Resultate scheinen noch nicht in der allgemeinen Literatur verSffentlicht worden 
zu sein! Im darauf  folgenden Abschnitt (w 4) fahren wir mit der allgemeinen 
Theorie fort. Wir definieren ein , ,Elementarsystem" (Definition (4.6)), und wir 
beweisen einen abstrakten Integralerweiterungssatz, der u.a. besagt, dab eine 
Elementarsystem im wesentlichen genau eine Integralerwciternng besitz~. Wit 
geben dann den Zusammenhang zwischen dieser abstrakten Theorie und der 
Segalschen bzw. der gewShnlichen Wahrscheinlichkeitstheorie an. 

Im letzten Abschrritt wenden wir den Erweiterungssatz an, um die Integral- 
erweiterung des Kegels der beschr/~nkten nichtnegativen Operatoren im gilbert-  
raum zu betrachten. Auch bier werden wir bekannten Eigenschaften yon L 1 
begegnen. 

w 2. Allgemeine Begriffe 

Definition (2.1). Ein abstrakter Kegel K fiber den nichtnegativen reellen 
Zahlen {~} ist eine additive Abelsche Halbgruppe (mit Einhcit = 0) mit skalarer 
Multiplikation ~x (4 ~ 0 reell, x ~ K) derart, dab die folgenden Reehenregeln 
gelten: 

i) (2z -F X2)x = ~lx -F ~2x; Xl(~2x) = ( ~ l ~ 2 )  X,  

fi) ,~(x + y) = ~x + ]~y, 
iii) 1 " x =  x,  
iv) x A- y ~ 0 ergibt x ----- y =- 0, 
v) x ~- y --~ z ~- y dann und nur dann, wenn x ---- z. 

In  einem Kegcl K gibt es eine natfirliche Halbordnung. Wir sagen, dab x > y, 
wenn es z E K mit x = y + z gibe. Jeder Kegel K l~$t sich in einem halbgeord- 
neten Linearraum so einbetten, da$ dieser Raum von K erzeugt wird and K als 
positiven Kegel besitzt. (Urn diesen Raum zu konstruieren, geht man zun/~chst von 
der Menge {(x, y)]x e K, y e K)  geordneter Paare aus.) Diesen erzeugten Raum 
werden wir, wie in der Literatur fiblich ist, dutch K -- K bezeichnen. 

Definition (2.2). Ein Kegel K heiBt ~-vollst/~ndig, wenn jede aufsteigende 
Folge {xi), ffir die es y e K mit y >__ xk ffir alle k gibt, ein Supremum x e K besitzt. 
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B e m e r k u n g (2.1). I s t  K a-vollst~ndig und  {xi } eine line argeordnete  Folge aus 
K und  gibt  es ein y e K mi t  y ~= xi fiir alle i, so gilt : Es  exist ieren inf{y - -  x~} 
und  inf{x~}, und  

y - -  sup {xi} ---- inf  {y - -  xi}, 
y - -  inf  {xi} = sup{y - -  xt}. 

Beweis. Wir  beweisen zun~chst  die erste Gleichung. Sei z ~ y - -  xi fiir alle i: 
Dann  ist x~ ~ y - -  z und  y - -  z ~ sup {x~} oder z ~ y - -  sup {x~}. I-Iieraus folgt 
die erste Gleichung. N u n  merken  wir, dal~ die l ineargeordnete Folge { y -  xl} 
durch y beschr~nkt  ist. Dureh  Erse tzen der Folge (x~} dureh (y - -  x~} in der ersten 
Gleichung b e k o m m e n  wir die zweite. 

B e m e r k u n g  (2.25. Ein  Corollar zur Bemerkung  (2.15 ist:  J ede  absteigende 
Folge aus e inem a-vollst~ndigen Kegel  K ha t  ein I n f i m u m  in K.  

B e m e r k u n g  (2.35. Sei {x/} und  {yi} aufsteigende Folgen aus einem (r-voll- 
st~ndigen Kegel  K.  Es  exist iert  sup{x~-[-y~} genau dann,  wenn snp{x~} und 
sup {yl} existieren. I n  diesem Fall  gilt 

s u p  + = s u p  { x , )  + s u p  { y , ) .  

Beweis. Seien zoo = sup {x~} und y~ = sup {y~}. Offenbar gilt zoo q- yoo 
sup {xi ~- Yt}- Sei z ~ xg q- yk ffir alle k. Es  gilt z >= Yk fiir alle k und  z ~ y~. 

Sei /Co beliebig lest  gew~hlt  und  /C ~/Co. Es  gilt z ~ xg q- Yk ~ xk, q- Yg und  
z - -  xk0 ~ y~ fiir alle /C ~/Co. Hieraus  folgt z - -  xk0 >= y~ und  z - -  yoo ~ xk0. Da  
/Co beliebig ist  und  z - -  y~o >= 0, folgt je tz t  z - -  yoo ~ x~ und  z ~ x~ q- y~o, welche 
zeigt, dab  xoo -~ yoo = sup {xi q- Yt}. 

Ein  Corollar zu Bemerkung  (2.35 ist 

B e m e r k u n g  (2.45. inf{xi q- Yt} = Jnf{x~} q- inf{yi}. 

Beweis. Sei/Co fest gewahlt .  Die Folgen {x~0 - -  xg} und {y~0 - -  yg} sind auf- 
steigend fiir/C --> - -  c~. Sie sind auBerdem durch x~0 bzw. y~0 beschr~nkt.  Wegen  

Bemerkungen  (2.1) und (2.3) ergibt  sich je tz t  

x~0 -~ y~0 - -  inf{x~ ~- y~} ----- sup {x~~ -~ y~0 - -  (x~ -~ y~)} 

= s u p  - + s , p  - 

---- x~0 - -  inf{x~} -~ y~0 - -  inf{y,} 

= xe0 ~- y~0 - -  (inf{x~} q- inf(y~}), 
woraus die Behaup tung  folgt. 

Definition (2.3). Eine Abbi ldung r  K~ -~ Kz yon einem Kegel  Kz auf  einen 
Kegel  Ke heil~t ein t Iomomorph i smus ,  wenn gilt 

q) (x ~- y) = ~b (x) ~- ~b (y) (x, y e K ) ,  

(2 x) ---- 2 r (x) (2 reell ~ 0, x e K 5 . 

Sie he i s t  , ,normal"  ( D ~ x ~ I ~  [5]), wenn sie ordnungsstet ig  ist, d .h.  ffir jede 
monotone  Folge (xl} aus K mi t  

x ---- sup {x~} (x_~ ~-- inf{x~}) 

gilt 

~b (xoo) = sup {~b (x~)} ( r  (x-oo) = i n f { r  (x~)}). 

22 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 6 
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Man fiberzeugt sich leicht, dab  jeder eineindeutige H o m o m o r p h i s m u s  (Iso- 
morphismus)  normal  ist. 

B e m e r k u n g  (2.5). Sei ~b: K1 --> K2 ein H o m o m o r p h i s m u s  yon K1 auf  einen 
a-vol ls t~ndigen Kegel  K2. Die Abbi ldung r ist genau dann  normal ,  wenn fiir 
jede Folge xl  ~ x2 ~ xs ~ -'" mi t  inf{xi} = 0 gilt inf{~b(x~)} = 0. 

Beweis. Sei {xi} eine aufsteigende Folge aus K I  mi t  x~ = sup {xi}. Die Folge 
{x~ - -  x~} aus K1 ist  absteigend.  I s t  y < x - -  x~ ffir alle k, so ist  x~ - -  y => xk 
und  x o o - - y  ~> x~. Hieraus  folgt y--~ 0 und  0 ~ i n f ( x o o -  xi}. Dies ergibt  
in f{~5(x~o-  xi)}--~ 0 und  es folgt aus Bemerkung  (2.1) die Gleichung ~ ( x ~ )  
= sup {~b (x/)}. Sei nun  {x,} eine absteigende Folge mi t  x_~ = inf{x,}. I s t  y __< x ~ -  
- -  x-oo ffir alle k, so ist  y -~ x-oo ~ xk oder  y -~ x - ~  ~ x-oo und  y = 0. Es folgt 
0 = inf{~b(xi - -  x_~)}. N u n i s t  q}(x-oo) ~ q)(x~) ffir alle k, und  aus Bemerkung  
(2.4) folgt 

i n f { ~  (x~)} = inf{q) (xt) - -  ~b (x_~) ~- ~5 (x-oo)} 
= inf{~b(xi - -  x--~) -~ ~b(x_~) 
= ~ ( x - ~ ) .  

Definition (2.4). Der  Dualkegel  K '  eines Kegels  K ist der Kegel  aller normalen  
t t o m o m o r p h i s m e n  yon  K auf  den Kegel  R + der n ich tnegat iven  reellen Zahlen. 

B e m e r k u n g  (2.6). Der  Dualkegel  K '  eines Kegels  K ist immer  (~-vollst~ndig. 

Beweis. Sei/1 ~ / 2  g / ~  g "'" =~ / eine Folge aus K ' .  Ffir jedes x e K exist iert  
l im/n (x) = - / ~  (x). U m  zu zeigen, da$/oo in K '  liegt, k5nnen wir Bemerkung  (2.5) 

n 

benutzen.  I s t  also xl  ~ x2 ~ x3 ~ " "  eine Folge aus K mi t  inf{xn} = 0, so gilt, 
wegen der Monotonie in i und  n, 

lira lira ft (Xl - -  xn) = lim l im / t  (Xl - -  xn) 
n i i n 

und  l i ra / i  (xn) = O, weft/~ e K '  fiir jedes i. Es folgt:  l i r a /~  (xn) 

= l i e  l i E / ~  (Xn)  = J i m  J i m  (/~ ( X l )  - - / t  ( X l  - -  xn)) = 1r ( X l )  
n i n i 

- -  l im lim/~ (xl - -  Xn) -~ /~ ( X l )  - -  l im l i ra / t  (xl - -  xn)  ~ /oo ( x l )  
n i i n 

- -  lira l im/ t  ( x ~ )  -~ l im l im/ I  (xn)  = ] ~  (x~) - - / ~  ( x l )  -=  O .  
i n i n 

Sei nun  K ein Kegel  und  y e K.  ~ i r  nennen y einen ,,inneren P u n k t "  yon K,  
wenn es ffir jedes E]ement  x ~ K ein reelles ~ > 0 mi t  x < ~y gibt. I s t  y e K ein 
innerer  Punk t ,  so ist Fy (.) ein E lemen t  yon (K ' ) '  ~ K", wobei Fy (.) dureh 

2y(/) =/ (y)  (]eK') 

definiert wird. Die Funk t ion  Fy( . )  ha t  die Eigensehaf t :  I s t / 1  ~ / ~  _--< ]3 ~ .-. eine 
Folge aus K '  mi t  sup {Fy(/~)} < c~, so exist iert  /oo = sup (/~} in K '  und  Fy(/) 
~-- l im Fy  (/i). Diese Monotonkonvergenz-Eigensehaf t  ha l ten  wir mi t  einer Defini- 

i 
t ion lest. 

Definition (2.5). Ein  Integral /o fiber einem ~-vollst/~ndigen Kegel  K ist  ein 
E lemen t  aus K '  mi t  der Eigenschaf t :  I s t  x~ =< x2 ~< x3 ~ . . .  eine Folge aus K mi t  
sup {/0 (xl)} < 0% so exist iert  x~ : sup (xt} in K und  ]0 (xr162 : l i ra/0 (x~). 

i 
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Wir  haben  also: Fy  ist ein In tegra l  fiber K ' ,  falls y ein innerer P u n k t  yon K ist. 
Jedes  In tegra l  fiber K ist ein innerer P u n k t  yon K', denn es gilt der Satz : 

Satz (2.1). Ist /o ein Integral i~ber dem ~-vollstgndigen Kegel K und ] ein Homo- 
morphismus yon K au/ dem Kegel R +der nichtnegativen reellen Zahlen, so gibt es ein 
reelles h ~ 0 mit 

/(x) ~ h/o(x) , ( x e K )  

und es ]olgt, daft ]eder Homomorphismus ] normal ist und zu K' geh6rt. 

Beweis: Gs es kein solehes h, so g~be es eine Fo]ge {xn} aus K mit ]o (Xn) -~ 1 
(n ----- 1, 2, 3 . . . .  ) und  ] (xn) ---> r Sei hi, h2, h3 . . . .  eine Folge n ichtnegat iver  reeller 
Zahlen mi t  ~ he ~ c~ und  sei yn durch 

yn = ~ he x~ 
i ~ 1  

definiert. Es  gilt [o (Yn) ~ ~ he < c~ fiir a l len.  
i 

Es exist iert  also y~o ---- sup {Yi} ~ K mi t  
r  

~ h~/(x~) ~ / ( y ~ )  

und es konvergier t  ~ hi/(x~) ffir jede beliebige Folge {2i} mi t  den schon genannten  
Eigenschaften.  ]:)as kann  aber  nu t  bei besehr~nkter  {/(xi)} mSglieh sein, in Wider-  
spruch zur Annahme.  

Definieren ~Sr nun  einen reflexiven Kegel  K durch die Eigenschaft ,  dal~ die 
natfirliche Abbi ldung yon K in K"  ein I somorph i smus  ist, so sehen wir, daI~ dig 
Menge aller In tegra le  fiber einem reflexiven Kegel  K genau die Menge der inneren 
P u n k t e  yon  K '  ist. Diese Ar t  yon  Reflexivi t~t  k o m m t  5frets vor,  z. B. ist jeder 
L1-Raum bezfiglieh eines a-endliehen MaiZes reflexly in diesem Sinn. 

Besonders  wichtig ist der Spezialfall, in dem die natfirliehe I t a lbo rdnung  des 
Kegels  eine Verbandss t ruk tu r  induziert .  Solche Kegel  werden wit  Simplexkegel  
nennen ([4], [1]). Der  yon einem Simplexkegel  S erzeugte L inea r raum S - -  S ist ein 
Vek to rve rband  mi t  S als e inem erzeugenden U n t e r v e r b a n d  1. Schon im Fal l  eines 
Simplexkegels  begegnet  m a n  vielen Eigenschaften,  die Veral lgemeinerungen yon 
entscheidenden S~tzen aus der Mal~- und  In tegra l theor ie  sind. I s t  z. B. xl, x2, x3 . . . .  
eine Folge aus S - -  S, so ist  die Ordnungskonvergenz dieser Folge gegen 
x e S - -  S e i n e  Veral lgemeinerung der besehr~nkten Fast f ibera l l -Konvergenz yon  
Funk t ionen  in LL  Bezeiehnen wir diese Ordnungskonvergenz dutch  x~- lira xi e S - -  S, 

i 
so gilt fiir jedes / e S '  

lira / (x~) -~ ] (lira xi) 
i i 

Dies ist  eine abs t rak te  Version des Lebesgueschen Satzes v o n d e r  beschri~nkten 
Konvergenz .  Der  Dualkegel  S '  eines Simplexkegels ist wieder ein Simplexkegel  

1 Zwischen den Paaren (x, y) und (u, v), mit x, y, u und v aus S, definiert man die Ver- 
kniipfung: (x, y) V(u, v) -= ((x + v)V(u + y), y + v). Hierdurch wird die Erweiterung der 
Verbandsstruktur V und /~ yon S aufden ganzen Raum S -- S erm6glicht. 

22* 
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und es gelten fiir/1, f2 ~ S die Formeln 

(/1 V/2) (x) = / 2  (x) • sup [/1 (Y) -- 12 (Y)] 
y ~ x  

(/1 A/2) (x) = / 2  (x) -~ inf [/1 (Y) -- ]2 (y)]. 
y ~ x  

Der Beweis ffir diese Aussage lauft wie der Beweis yon Theorem A, w I5, Chapt. 
XII in [14]. tIierzu bemerken wir, da$ aus der Ungleichun g 

--  Is (Y) g / 1  (y) - - / 2  (y) ~ 11 (Y) 
folgt 

- -  12 (X) ~ i n f  [/1 (y) -- 12 (Y)] g sup [/1 (Y) -- 18 (Y)] g / 1  (X) 
y~_x y~_x 

und damit die Normalitat von/1 V/2 und/1 A/2. 

])ieser Aussage entsprieht in der MaBtheorie die Verbandsstruktur der Menge 
aller endlichen Ladungsverteilungen. Sei nun /0  ein Integral fiber dem Simplex- 
kegel S. Es gilt: Sei {xt} eine Folge aus S mit lim inf/0 (x~) < oo. Dann existiert 

i 

(ira verbandstheoretischen Sinn) lim inf x~ e S und 
i 

/0 (lira inf xi) ~ lim inf/0 (xi). 
i i 

Dies ist das Lemma yon FATOU in abstrakter Gestalt. 

w 3. Der 0peratorkegel 

Wir betrachten nun den Kegel K(~)  aller symmetrisehen (-~ selbstadjun- 
gierten) nichtnegativen fiberall definierten 20pera to ren  in einem komplexen 
separablen Hilbertraum ~. ])er Kegel K(~)  ist kein Verband in der additiven 
ttalbordnung, denn ware er eine, so ware fiir jede Projektion E e K(~)  der Kegel 
{ E A E I A  ~ K(~)} ein Unterverband yon K(~).  ])as gilt insbesondere, wenn E 
eine zweidimensionale Projektion ist. Betrachten wir also K(~2), wobei ~2 ein 
zweidimensionaler tIilbertraum ist. ])ieser Kegel besteht aus den 2 • 2 Matrizen 

( a l b l  -f- ib2 b l - - i b2  ) 

deren beide Eigenwerte niehtnegativ sind, d. h. Xx A- X2 > 0 und X122 > 0 er- 
ffillen. Dieser Kegel ist in den Vektorraum aller geordneten Quadrupel (al, a2, bl, b2) 
eingebettet. Die Untermenge 

V ~- {(al, a2, bl, b2) lal ~- a2 -~-- l )  

ist eine affine Untermannigfaltigkeit dieses Raumes und schneider K(~2) in der 
Menge der Quadrupel mit 

al ~- a2 = X1 ~- ~2 ~ 1, 
/~l/t2 = al a2 -- (b~ -~- b22) ~ O, 

2 Nach dem Satz von HELLINGER und TO]~L~TZ ([21]) sind solche Opera~oren immer be- 
schrankt. 
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und der so definierte Sehnitt V1 erzeugt K(~2) • {eh I e >= 0, h ~ V1}. ])ie Rand- 
punkte des Sehnittes V1 sind die Quadrupel mit den Eigensehaften 

a l - } -a2 -~  l , 
ala2 = b~ -t- b~. 

Itieraus folgt die folgende Beziehung zwisehen al, b2 und bl 

4 (a l - -  �89 + 4b~ ~- 452 ~ = 1, 

welche ein Ellipsoid beschreibt. Das zeigt, dab der Schnitt V (~ K(~2) in jedem in 
V definierten linearen Koordinatensystem wie ein Ellipsoid aussieht, nieht wie ein 
Simplex. Es folgt ([1], [4]), dab K ( ~ )  und K(~) keine Verb~nde bezfiglich ihrer 
natfirlichen ttalbordnung sein kSnnen. 

Es gibt eine bemerkenswerte Klasse yon Kegeln, die in K(~2) enthalten und 
Simplexkegel sind. Das Zentrum Z des Ellipsoids V n K(~2) wird dutch das 
Quadrupel (�89 �89 0, 0) dargestellt. Dieses Quadrupel entspricht einem Vielfachen 
der Einheitsmatrix. Sei v eine Gerade in V, die durch Z geht. Die abgeschlossene 
Strecke v n K(~2) ist ein Simplex und erzeugt mit dem Nullpunkt (0, 0, 0, 0) 
einen Simplexkegel. Dieser Simplexkegel ist der positive Kegel einer maximalen 
Algebra im Raum aller symmetrischen 2 • 2 Matrizen. Weiterhin kSnnen alle 
solchen maximalen Algebren auf diese Weise erzeugt werden. 

Wit wollen nun einige der in w 2 fiir Kegel definierten Begriffe im konkreten 
Fall K ( b  ) genauer ansehen. Sei {~l} eine orthonormierte Basis in ~.Wir definieren, 
auf die fibliche Weise, die Spur: 

i = 1  

Aus einfacher Anwendung des Satzes yon FvBI~I folgt die Gleiehung ([5]) 

Sp {BB*} = Sp {B,B}  

fiir jeden besehr/~nkten Operator B in ~. Hieraus folgt 

i) sp {d} = sp {uA v,}, 
ii) Sp {A1/2BA1/2} = Sp {B1/2A B 1/2} 

fiir alle unitgren Operatoren U und alle A und B aus K (~). Aus i) folgt die Unab- 
hgngigkeit der Definition der Spur yon der Wahl der Basis {~vi}. 

Sei nun J ein Element aus dem Dualkegel K'  (~) des Kegels K (~) (Def. (2.4)). 
Dureh 

J ( B )  = J ( B  +) - -  J ( B - )  

erweitern wir den Definitionsbereich yon J auf die Gesamtheit aller besehr/inkten 
symmetrisehen 0peratoren B, wobei B = B + -- B- (B +, B-  e K (~)) ([21], Kap. 7, 
w 108). Dureh die triviale Identitgt 

A + B = (A + B) + -  (A + B)- = A+- -  A - - k  B+- -  B-  

beweist man leieht, dal] das erweiterte J linear ist. Wir erweitern J noch einmal, 
indem ~ ffir einen beliebigen beschr~nkten Operator C ~ C 1 - k  iC~(C1, C2 
symmetrisch) J (C) durch 

J (C) = J (C~) Jr i J  (C2) 
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definieren. Hierdurch kann J als eine komplexe Linearform fiber den Bereich aller 
besehriinkten linearen Operatoren angesehen werden. Sei nun 9, ~ aus ~. Wir 
definieren den Operator E~, r durch 

E~,+(~) = (~, ~)~ ($e ~ ) .  

Zur Verkiirzung werden ~_r E+ start  Er ~ schreiben. Es ist offensichtlich, dab 

~ (yJ, qJ) =- J (Ev, r 

eine komplexe Bilinearform fiber ~ ist. Da E~ in K(~)  liegt und E~ =< I aus 
[[ V ]] = 1 folgt, ist 

0 ~ J (Ev)  <= J ( I )  < co. 

Die Bilinearform Q ist also positiv und beschriinkt. Folglieh gibt es genau einen 
Operator aus K (~) --  den wir wieder mit J bezeichnen wollen --  mit 

J (E~, +) = (q~, J y~) . 
Ist  ]l ~0 ]l = 1, so ist 

J (Ev) = (y~, J ~p) -~ Sp {E~J  Ev} . 

Nun sei E eine Projektion. Da ~ separabel ist, ist auch der Unterraum E 
separabel und wird yon einer abz~ihlbaren orthonormierten Basis {~0i} aufgespannt. 
Es grit 

n 

E = sup  { 
n i = 1  

und, wegen der Monotonstetigkeit yon J und Sp {'}, gilt 

J(E)  = lim ~ J(E~,) 
n i = l  

n 

---- lim ~ Sp {E~,JE~,} 
n i=l 

= lira ~ Sp {J1/2E~,J1/2} 
n i = 1  

= lim Sp {ji/2 ( ~  E~,)ji/2} = Sp { j i /2EJi /~} .  
n i = 1  

Is t  A a K(~) ,  so ist A d a s  Supremum einer ansteigenden Folge {An}, in der 
jedes An eine endliche positive lineare Zusammensetzung yon Projektionen ist. 
Daraus ersieht man, dall 

J ( A )  =- Sp {J1/2A j1/~} = Sp {A1/2JA 1/2} 

ffir alle A a K(~) ,  und dab Sp {J} ---- J ( I )  < c~. Ist  andererseits J a K(~)  mit 
Sp {J} < c~, so ist 

J (.): J (A) = Sp {j1/2 A ju2} = Sp {AI /2JA ug'} 

ein Element aus K'  (~). Diese l~berlegungen ffihren zu 

Satz (3.1). Der Dualkegel K'  (~) yon K (~) ist zu dem Kegel WalIer Operatoren 
J e K (~) mit Sp {J} < ~ isomorph. Diese Isomorphie wird durch die Yormel 

J (A) = Sp {A1/~ JAt/~} = Sp {J1/~A ju2}  

eindeutig ]estgelegt. 
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Weft Sp {J} ~ co ist, gibt es ffir J eine Schmidt-Hilbert-Entwicklung 
c o  

J ~-- ~ #lE~,,  
i = l  

wobei #i > 0 ffir alle i ist und X#i ~ co- Es folgt aus der Monotonstetigkeit yon 
Sp {.}, dab J (A) auf die folgende Weise entwiekelt werden kann: 

o o  o ~  

J(A) = ~ tti Sp {A1/2E~,A 1/2} ---- ~ Sp {E~AEv,  } 
i = l  i = 1  

oder 

J(A) ~ }. ttt (YJi, A ~ ) .  
i ~ 1  

Die letzte Entwicklungsformel ist die einer ,,Mischung" im Sinne yon w 1. 
Satz (3.1) entsprieht der in [18] aufgeffihrten Charakterisierung der Erwartungen 
yon J. v. NEUMA~N. Eine/s Charakterisierung der normalen Linearformen 
fiber einer allgemeinen v. Neumann-Algebra wird in [5] angegeben. Betrachten wir 
nun weiter diesen Kegel W der nichtnegativen Operatoren J mit Sp {J} ~ c~. 
~Tber W ist die Spur eine Linearform, und zwar ein Element aus W'. Sie ist in der 
Tat ein Integral (Def. (2.5)) fiber W. Diese Eigensehaft der Spur weist man am 
besten durch die der Definition (2.4) vorausgehenden Bemerkungen nach. Die 
Identit/~tsabbildung I vom Hilbertraum ~ auf sich ist ein innerer Punkt  yore 
Kegel K(~).  Hieraus folgt, dab die auf K ' (~)  definierte positive Linearform 

FI(J)-~ J(I)  ( Jeg ' (~ ) )  

ein Integral fiber K'  (~) ist. Wegen der Isomorphie zwisehen K'  (~) und W ist also 
Sp{J} ~ J(I)  ein Integral fiber W. Es ist fibrigens nicht schwierig, den Beweis 
direkt mit Itilfe yon Eigenschaften des Hilbertraums durchzuffihren. 

Diese Eigenschaft, dab die Spur ein Integral ist, erm6glicht eine volle Charakte- 
risierung der Bidualkegel K"  (~) yon K(~).  Es stellt sich heraus, dab K(~) (und 
auch W) ordnungsreflexiv ist. 

Satz (3.2). Durch 
[q~(A)](J) ---- J(A) ,  (JeK(.~)) 

entsteht eine Abbildung q~:K (~) --+ K"  (~). q5 ist ein Isomorphismus (De/. (2.3) Be- 
merkung) zwischen K (~) und K" (~). 

Beweis: Wir wollen zun/~ehst zeigen, dab der Dualkegel W' yon W auf passende 
Weise mit K(~) isomorph ist. 

Sei A e W'. Wir betraehten den Raum Saller Operatoren J mit J ---- J1 ~- i J~, 
wobei J1 und J~ symmetrisch und Sp{[ 511} < co, Sp{ I J21} < co sind. Wie im 
Beweis yon Satz (3.1) k6nnen wir A(.) als eine komplexe Linearform fiber S an- 
sehen. Da E~, r e S ffir ~, q0 ~ ~, ist 

(~, ~) = f i  (E~, r 

eine Bflinearform auf ~. Weiterhin, well die Spur ein Integral fiber W ist, gilt fiir 
passendes ~ ~ 0 

(~, ~) -~ A (Er < ~ Sp {Er = ~ H ~ I] 2 , 
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eine Folgerung des Satzes (2.1). Die Bi]inearform ~ ist also beschr/~nkt und es gibt 
genau ein A e K (~) mit 

Li(E~, ~) = (~, A~) (~, ~e  ~). 

Wie im Beweis des Satzes (3.1) kSnnen wit mm zeigen, daI3 

A(J)  = Sp {A1/2JA 1/2} ---- Sp (J1/2A j1/2} 

ffir alle J e W. Hieraus folgt, dab die Zuordnung A ~ - A  eiu Isomorphismus 

zwischen W' und K(~)  ist. Sei A(.) ein Element des Bidualkegels K " ( ~ )  yon 

K(~) .  Wegen Satz (3.1) kann A(.) als eine normale niehtnegative Line~rform 
fiber W betrachtet  werden. A ist also gleiehzeitig ein Element aus W' und es gibt 

genau ein A aus K (~) mit i f ( J )  = Sp {J1/2A j]/2}. Es gilt also 

(J) ---- Sp {J1/2 A J1/~} = J (A) 

ffir alle J in K'  (~) und der Satz ist bewiesen. 
Aus diesem Refiexiviti~tssatz folgt, dal] die Integrale fiber W ( ~ K '  (~)) genau 

die inneren Punkte yon K(~) ,  d. h. die reguls Operatoren aus K(~)  sind. 
Sei nun LI(~)  der Linearraum aller symmetrischen Operatoren J mit 

Sp {Ig]} < oo. In  [22] wird bewiesen, dab i l ( ~ ) m i t  der Norm ]lJJ[1 ~ Sp{[J]}  
ein Banaehraum ist. Wie wir im Satz (3.1) gezeigt haben, ist der positive Kegel W 
yon L 1 (~) mit den Erwartungen fiber K($2) zu identifizieren. In W gilt auch die 
L-Norm-Eigenschaft 

II A ~- B II 1 = li A It 1 -~ I1 B ]]1 (A, B e W). 

Eine tieferliegende Eigenschaft, die auch fiir verbandstheoretische L-R~ume 
grit, ist Folgendes: Ffir jedes J e L 1 (~) gibt es genau eine Zerlegung J ~- J+ --  J -  
mit g+, J -  e W und II g II 1 = [[ J+ ]t 1 ~- ]1 J -  J[i. Diese Aussage, die in der gewShn- 
lichen L-Raum-Theorie eine Anwendung in der Ergodentheorie finder ([10] Kap. 2, 
w 2), ist eine alternative Charakterisierung der Aufspaltung yon J in seinen positi- 
yen und seinen negativen Tell. Um sie zu beweisen, nehmen wir an, dab es auBer 
J ---- J+ -- J -  eine weitere Zerlegung 

mi~ 

gibt. Hieraus folgt 

J ---- J1 -- Ju (J1, J2 E W) 

I[ J II 1 ---- II J1 II 1 ~- I[ J2 II1 

]] J ]]1 : ]] J1 ]l 1 ~- l] J1 -- J ]]1, 

J l ~ J ,  J l ~ 0 .  

und weft [[ Zl -- J i[x -~ Sp {Jx -- J}, gilt 

Sp {Z+} -k Sp {J-} = Sp {J1} -~ Sp {J1} - -  Sp {J+} q- Sp {J -} ,  

welche Sp{J1} = Sp{J  +} ergibt. Aber E+J~E + >= E+JE+ -~ J+, wobei E + der 
Tr/~ger yon J+ ist. Es gilt nun 

: { J ,  E J 1 } ~  Sp{J  +} Sp{J1} ~ Sp 1/z + 1/z Sp{E+J1E +} >= Sp{J+}. 
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11121~.+ I1/2 Aus Sp{J1}-=Sp{J~/~E+J~/2} folgt, dab J1 -1 ~ - 2  , denn J1 
I1121~,+I1/2 

= - - 1  ~ - - 1  " Hieraus folgt, daB E+ mindestens so groB wie der Trs yon J1 ist 
nnd E+J1E+ ~- J1. Es gilt also J1 ~ J+ und aus Sp{J1} ---- Sp{J  +} folgt dann 
J1 ---- J+. 

Wir erws jetzt noch eine Eigenschaft yon L 1(~), die in der Theorie der 
L-Ri~ume yon Bedeutung ist. Den Beweis jedoch werden wir in dieser Arbeit nicht 
durchffihren. 

Satz (3.3). Die Abbildung J + : L 1 (52) --> W ist stetig in der L 1 ( ~ )-Norm. 

Wir definieren nun den Raum L 2 (~) als den I~aum aller beschr~nkten Opera- 
toren R in ~ mit Sp{RR*} = Sp{R*R} < r Dieser Raum ist bekanntlich 
([22]) ein Hilbertraum mit der Norm 

]1Rll2 - -  [Sp{R*  R}] 1/2. 

Weiterhin ist R* R e W und jedes Element yon W ist auf diese Weise darstellbar. 
Die R aus L 2 (~) kSnnen genauso gut wie die Elemente aus W benutzt werden, 
um die Elemente yon K'  (~) darzustellen, denn es gilt, for J ---- R* R, 

Sp (j1/2 A j1/~} .= Sp {A 1/2 J A  1/2} -~- Sp {A1/2 R*  RAl lY}  

--~ Sp{RA1/2A1/2  R *} = Sp{RA R*}. 

Diese enge Beziehung zwischen L 1(~) und L 2 (~) ist offensichtlich ein Analogon 
bekannter S~tze aus der gewShnlichen MaB- und Integraltheorie. Der folgende 
Satz fiber die Beziehung zwischen Konvergenz in L 1 (~) und in L~ (~) zeigt, dab 
diese Analogie noch tiefer geht. 

Satz (3.4). Sei {An} eine Folge aus g ( ~ ) mit A~ e W ]i~r allen. Dann  lconvergiert 
{An 2} in der L 1 (~) .Norm genau dann, wenn {An} in der L 2 (~)-Norm konvergiert. 
Is t  Ar limAn in der L2(~)-Norm,  so ist A c ~ e K ( ~ )  und A 2 ---- limA2n in 

der L 1 (~)-Norm.  

])as Analogon dieses Satzes in den gewShnlichen MaB- und Integraltheorie ist 
beinahe trivial zu beweisen. Der Beweis for Satz (3.4) ist sehwieriger, soll aber in 
dieser Arbeit nicht durchgeffihrt werden. 

w 4. Integralerweiterung 

Definition (4.1). Sei K ein g-vollst~ndiger Kegel und ] ein Integral fiber K. 
Das Paar (K, ]) heiBt ein Integralsystem, falls die Halbordnung in K dureh K '  
bestimmt ist, d.h. sind x, y ~ K,  so ist x ~ y dann und nut  dann, wenn g (x) ~ g (y) 
fOr alle g e K ' .  

Es ist offenbar, daB ein solches Paar (K, ]) automatisch ein Integralsystem ist, 
wenn K reflexly ist. 

Wir werden nun in diesem Absehnitt einen Satz beweisen, der als die kegel- 
theoretische Gestalt des Fundamentalsatzes der MaB- und Integraltheorie gelten 
kann. Wir behandeln die Frage, ob es for einen gegebenen Kegel K und ein 
gegebenes funktional / ~ K'  ein Integralsystem (/~, f)  mit K c /~  und f ( x )  ~ / (x) 
for alle x ~ K gibt. Au~erdem werden wir uns der Frage der Eindeutigkeit des 
Paares (/~, f)  for gegebenes (K, ]) zuwenden. Wir fahren ]etzt mit einigen elemen- 
taren Definitionen fort. 
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Definition (4.2). Ein Unterkegel Ki  von K~, ist ein Kegel, dessen Elemente in 
K2 enthalten sind und (lessen I-IMbordnung mit der yon K2 induzierten Halb- 
ordnung iibereinstimmt, d.h. ist x -- y e K2 mit x, y e K i ,  so ist x -- y e Ki.  KI  
heil3t dicht in K2, werm K1 ein Unterkegel yon K2 ist und wenn die Supremnm- 
und Infimumbildungen fibereinstimmen, d.h. ffir jede monotone Folge {xi} aus 
K1 mit  = sup{x } bez. K1 = inf{x } bez. K 0  gilt auch = sup{x } 
bez. K2 (x-~o ~ inf(x~} bez. K2). 

Der Sinn des Begriffs ,,dicht': kann vielleicht besser auf folgende Weise 
erkl/~rt werden. Sei Xl ~ x2 ~ x3 ~ "'" eine Folge aus K1. Das Supremum yon 
{xi} bez. Ki  wire  ein Element xoo mit xoo e Ki  und xoo _--> xi ffir alle i. Ist y e K1 
mit  y ~ x~ ffir alle i, so mull y > x~o gelten. Es kann jedoeh pussieren, dal~ es ein 

e K2, mit ~ ~ xl ffir alle i gibt, welches die Eigenschaft ?) ~ xoo nieht hat. Die 
Dichtheit yon Ki  in K2 sch]iel~t diese MSglichkeit aus. Man merke, dal] dann ffir 
x~ e K1 die Existenz yon x~ = sup (x~} bez. Ki  die Existenz yon xo~ --~ sup [x~} 
bez. K~ ergibt. 

Im folgenden werden wir einen Unterkegel, der selbst vollst/~ndig ist (Definition 
(2.2)), einen ~-vollsti~ndigen Unterkegel nennen. 

Die Unterkegel eines Kegels K sind genau die Mengen K (~ E, wobei E irgend- 
einen vollen UntelTaum von K -  K bezeichnet. Der Durchschnitt einer 
betiebigen Menge yon Unterkege]n is~ auch ein Unterkegel. 

Definition (4.3). Ein Unterkegel K1 yon K2 heil3t ein abgeschlossener Unter- 
kegel in K~, wenn fiir jede monotone Folge {xi} aus Ki  mit x~ ~-- sup {x,} bez. 
K2 (x_~ = inf{x~} bez. K~.) gilt x~o e Ki  (x_~ e Ki). 

Ist  Ke ein a-vollst/indiger Kegel, so ist jeder abgeschlossene Unterkegel yon 
K~ ~uch dicht in K2 und a-vollstitndig. Sei K2 ein a-vollstindiger Kegel und K1 
ein Unterkegel von Ku. K i  ist dicht in K~ genau dann, wenn fiir jede ~olge 
Xl =< x2 ~ x3 ~ " "  ~ x~ aus g i  mit Xoo ~-- sup {x~} bez. Ki  gilt xoo = sup {x~} 
bez. K2. Das Analogon gilt ftir abgeschlossene Unterkegel. Man braueht in 
diesem Fall also nur naehzuprfifen, ob Suprema von aufsteigenden Folgen aus 
Ki  in Ki  liegen. Es gelten nun --  wie leicht zu sehen -- die folgenden Aussagen 

i a) Ein beliebiger Durchschnitt  yon dichten a-vollsti~ndigen Unterkegeln 
eines a-vollstiindigen Kegels K ist wieder ein dichter a-vollstiindiger Unterkegel 
v o n  g .  

fi a ) E i n  beliebiger Durchschnitt  yon abgeschlossenen Unterkegeln eines 
a-vollsti~ndigen Kegels K ist wieder ein abgeschlossener Unterkegel yon K. 

Ist  also K a-vollst/~ndig und E eine Untermenge yon K, so gibt es einen 
kleinsten (yon E erzeugten) a-vollstindigen dichten Unterkegel yon K, der E 
enthitlt. Analog existiert auch ein yon E erzeugter Unterkegel und ein yon E 
erzeugter abgesehlossener Unterkegel yon K. Sei z.B. Y2 ein gaum,  ~ ein Mengen- 
kSrper in Y2 (L2 e ~) und !l~ der yon ~ erzeugte Borelk6rper. Ist  K der Kegel alter 
auf Y2 definierten niehtnegativen Funktionen und E die Menge aller Indikator- 
funktionen Ia  (G e ~), so ist der Kegel aller ~-mel~baren nichtnegativen Treppen- 
funktionen auf ~ der yon E erzeugte Unterkegel yon K. Es gelten aueh : 

i b) Der yon E erzeugte dichte a-vollstiindige Unterkegel yon K ist der 
Kegel aller beschriinkten ~-mellbaren niehtnegativen Funktionen auf ~.  
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fi b) Der yon E erzeugte abgeschlossene Unterkegel von K ist der Kegel aller 
~-mel3baren nichtnegativen Funktionen auf [2. 

Der Beweis dieser Aussagen geht fiber klassisehe elementare S~tze aus der 
Theorie der mel~baren Mengen und Funktionen ([8]). Auf Grund dieses Beispiels 
ffihren wir die folgende Bezeiehnungsweise ein: 

Definition (4.4). Ist  K1 ein Unterkegel eines a-vollst~ndigen Kegels K2, so 
sagen wir, dab K~ durch K1 ,,gemessen wird", wenn der von K1 erzeugte ab- 
geschlossene Unterkegel yon Ks dem ganzen Ks gleichzusetzen ist. 

Ist  K1 ein Unterkegel eines a-vollst~tndigen Kegels K3, so wird der yon K1 
erzeugte abgeschlossene Unterkegel Ks yon K3 durch K1 gemessen, denn jeder 
abgeschlossene Unterkegel yon Ks ist auch als Unterkegel yon K3 abgesehlossen. 

Die folgenden weiteren Definitionen enthalten die Hauptbegriffe ffir den Haupt- 
satz dieses Abschnitts. Zun~chst ffihren wir dig Bezeichnung Kt  ffir den Kegel 
aller positiven Linearformen auf K ein. Hat  K ein Integral, so gilt, wegen des 
Satzes (2.1), die Gleichung K'  ---- Kt. 

Definition (4.5). Ist  K Gin Kegel und M eine Untermenge yon Kt, so heiBt M 
fundamental oder ein ,,fundamentales System", falls ](x) ~ ](y), (] ~ M), stets 
x ~ y in K impliziert. 

Definition (4.6). Ist  K ein Kegel und ]0 e Kt, so heiBt das Paar (K,/0) ein 
,,Elementarsystem", falls die Menge 

Mjo - { ] l / e g * ,  / <= ]o} 
fundamental fiber K ist. 

Wir werden mit K~o den yon M/o erzeugten Unterkegel yon Kt  bezeichnen. 
Ein Element ] e Kt  geh6rt zu K~o genau dann, wenn es ~ ~ 0 mit ] ~ 2]0 gibt. 
Aus Satz (2.1) folgt: Jedes Integralsystem ist ein Elementarsystem. 

Definition (4.7). Ist  (K, f0) ein Integralsystem (Definition (4.1)), K ein Kege] 
nnd ]0 e K',  so sagen wit, dab (/~,fo) eine Integralerweiterung yon (K, ]0) ist, 
wenn die folgenden Bedingungen gelten: 

i) /s wird dureh K gemessen (Definition (4.4)). 

fi) Ist  ] e M/o, so kann ] zu f ~/~t  erweitert werden. 

fii) Die Einschr~nkung yon f0 auf K ist genau ]0. 

Sei nun ] e 1]///o. Die naeh ii) existierende Erweiterungf e / ~  yon ] is t  eindeutig 
bestimmt: Sind f u n d  7 in j~t mit ] (x) = /(x) = ] (x) fiir alle x e K, so ist die 
Menge {y]y e /~ , / (y )  ---- ] (y)} ein K enthaltender abgesehlossener Unterkegel 
von /s also gleich /s selbst. AuBerdem gilt, nach Satz (2.1), dab es ffir jedes 
] e /~ '  ein passendes 2 ~ 0 mit ] ~ 2]0 gibt. Die Einschr~nkung yon ] auf K 
geh6rt also zu K~o. Hierdureh ist /~t mit K~o isomorph. Das ergibt, daB, wenn 
(/~,f0) eine Integralerweiterung yon (K, ]0) ist, so ist (K, ]o) Gin Elementar- 
system. Die obigen Uberlegungen liefern aul~erdem eine Alternative zu Definition 
(4.7). 

Definition (4.7)'. (K, fo) ist eine Integralerweiterung yon (K, ]o), wenn 
i) /s dutch K gemessen wird, 

ii) /~t mit Kf*~ durch dig Einschr~nkungsabbildung isomorph ist, 
iii) die Einsehr~nknng yon /o  auf K genau ]o ist. 
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Definition (4.8). Seien K1, K2 Kegel, /1 s K~, /2 e Kg. Die Paare (K1,/1) 
und (Ks,/2) sind isomorph, falls es eine KegeLIsomorphie ~b : K1 -+ K2 (w 2) gibt 
mi t /1  (x) = ]2 (05 (x)) ffir alle x e K1. 

Man sieht leicht, daI~ die Abbildung ~b gemi~l~ [~bt(/)] (x) ---- ] (qb (x)) einen 
Isomorphismus ~bt: Kt2--> K1r definiert. Ist  ein Elementarsystem (K1,/1) mit 
(K2,/2) isomorph, so ist (K2,/2) ein Elementarsystem und die Abbildung ~bt, ein- 
gesehr/inkt auf K~, ist eL1 Isomorphismus q~t: K}, -~ K~I. Je tz t  beweisen wir 

Satz (4.1). Zwei Integralsysteme sind genau dann isomorph, wenn sie Integral. 
erweiterungen von isomorphen Elementarsystemen sind. Ist qb die Isomorphie 
zwischen den betre//enden Elementarsystemen, so kann die Isomorphie ~) zwischen 
den Integralsystemen au] genau eine Weise so gewbhlt werden, daft sie eine Erweite- 
rung der Abbildung q~ ist. 

Beweis. Seien (/~1,fl), (/~2,f2) Integralerweiterungen yon (K1, [1) bzw. 
(K2,/2). Mit dem Isomorphismus ~5 : K1 --> K2 haben wir auch den Isomorphismus 
~bt : K~ --> K~I. Mittels der Einschr/inkungsabbildungen (Definition (4.7)') kon- 
struieren wir eine Isomorphie ~ l  :/~2 r - -~/~ mit den Eigenschaften 

(~'+ (i)) (x) = / ( ~  (x)) (x e K1, ] e  R~), 
=k. 

Wir betraehten nun den Kegel )~1 aller x e/~1 aller x e/~1, ffir welche es x' e/~2 
mit 

(~t(]))  (x) = / ( x ' )  ( feRn)  

gibt. Sind x, y e/~x mit x ~ y, so gibt es z ~/~1 mit x ---- y + z und 

(~t(f))  (x) ---- (~t  (j~) (y) + ((~t (/)) (z) (fete*) . 

Es gilt also 

/(x') >/(v') 
und w e l l / ~  fundamental fiber R2 ist, gilt x' ~ y', d.h. es gibt z' mit x' = y' + z' 
und 

i(x,) =/(y,) 
oder 

(/)) (x) = (/)) (y) + / ( z ' )  

und #r (f) (z) = f(z ')  ffir a l l e f  e R~. Also gehbrt z zu/~1 und x ~ y in/~1./~1 ist 
also ein Unterkegel yon/~1. Nun beweisen wir, dal~ /~1 in/~1 abgeschlossen ist. 
Sei {xn} eine aufsteigende Folge aus /~1 mit xoo = sup {Xn} e/~1.  Es gilt 

sup{f2(Xn) } < oo. Da s ein sup{A(xn)} < oo und sup{(~t(]e))(Xn)} < co oder - " 
Integral fiber/~2 ist, ist sup {Xn} ~- x~ ein Element y o n / ~  mit f ( x~ )  = limf(z~) 

n 

ffir a l l e /  e K~. IIieraus folgt nun 

f ( ~ )  : l imf(xn) = lira ( ~  (f)) (xn) ((~t (f)) (xoo) 

und x~o e K~. Man folgert nun sehr leieht, dal~ /~1 ein K1 enthaltender abge- 
schlossener Unterkegel v o n / ~  ist. D a / ~  durch K1 gemessen wird, mui~/~ ----/~ 
sein. 
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Wir definieren ]etzt ~: K1 -~/~2 durch ~ (x) ~ x'. Diese Definition ist sinnvoll, 
weft/~2' fundamental fiber/~2 ist. Die Abbildung ~ ist eindeutig, weft ~ :  /~--~ K*~ 

eine Isomorphie u n d / ~  fundamental fiber/~1 ist. Ist  K2 der Bfldraum yon/~1 

unter ~,  dann beweist man/~hnlich wie oben, dab /~2 ein K2 enthaltender ab- 
gesch]ossener Unterkegel yon/~2 ist./~2 ist also gleieh/~2 und ~ ist ein Isomorphis- 

mus yon -~1 auf R2. Da f~ (x) = (~r (/2)) (x) = f2 (~(x)) ffir alle x e K1, ist ~ eine 
Isomorphie zwischen (R1, fl) und (R~, f2). Offenbar ist die Isomorphie ~b: K1-->Ru 
als eine Erweiterung yon ~b:K1--> K2 eindeutig festgelegt, denn zwei solche 
Abbildungen ~ mfiBten auf einem K1 enthaltenden abgesehlossenen Unterkegel 
yon R1 fibereinstimmen. Weft jedes Integralsystem eine Integralerweiterung von 
sich selbst ist, ist der Satz bewiesen. 

Wir beweisen jetzt den fundamentalen Erweiterungssatz. 

Satz (4.2). Sei (Ko, lo) ein Elementarsystem. Dann gibt es ein Integralsystem 
(R, f)  derart, daft (J~,f) eine Integralerweiterung eines zu (Ko, 1o) isomorphen 
Elementarsystems (K, l) ist. 

Beweis. Sei, wie vorhin, K~o - { l l l  e K*, ~2 ~ 0 mit [ ~ ~1o}. Durch 

[# (x)] (l) = [ (x), (l e g~o) 

definieren wir die Abbildung #: K --> (K}o)t, und mit 

f ( x )  = X(lo) ( x  e (K~o)*) 

definieren wir ein Integral fiber dem Kegel (K~o)r Das Paar ((K}o)t,f) ist ein 
Integralsystem. Die Abbildung #: K0 --> # (Ko) ist eine Isomorphie zwischen K0 
und gem Unterkegel /~(K0) yon (K}o)*. Es gilt aueh f ( # ( x ) ) =  [0(x) und das 
Elementarsystem (K0,/0) ist durch # mit dem Elementarsystem (/~(Ko),f) 
isomorph. Wir definieren/~ als den von # (Ko) erzeugten abgesehlossenen Unter- 
kegel von (K]o)r Die gewfinsehte Integralerweiterung des Satzes ist das Paar 
(/~,f). 

Uber die Vielfachheit der mbglichen Integralerweiterungen eines gegebenen 
Elementarsystems k6nnen wir einiges sagen. 

Satz (4.3). Sei K ein a-vollst5ndiger Kegel und K ein Kegel mit K c I~ (ira 
mengentheoretischen Sinne). Sei /erner [ e Kt beliebig. Sind (K1,/1), (J~2,/2) zwei 
Integralerweiterungen von (K, /), deren Kegel K1 und K2 dichte Unter]cegel yon 
sind, so gilt (-K1, fl) = (/~2, f2), d.h. (K, ]) besitzt h6chstens eine Integralerweiterung, 
deren Kegel ein dichter Unterlcegel yon K ist. Au/3erdem ist K ein Unterkegel yon K. 

Beweis. Aus Satz (4.1) folgt, dab es eine Isomorphie ~ von/~1 a u f / ~  mit 
[l(x) = [~((P(x)) ffir alle x e/~1 gibt, die auf K die Identit/itsabbildung ist. Sei 
K1 der Kegel aller x a/~1 mit x = ~ (x). Es gilt K c K1. K1 ist ein Unterkegel yon 
/ ~ ,  denn sind x, y ~ K1 mit x -~ y + z, wobei z e/~1, so ist ~ (x) = ~ (y) -~ ~ (z) 
und x ~- y -~ ~5 (z) -~ y + z oder z ~ ~ (z) und z ~ K~. Andererseits ist KI c / ~  
und man beweist wie oben, dab Ki  ein Unterkegel yon/~2 ist. Sei nun x~ ~ x2 

xa ~ "" eine Folge aus K~ mit sup {x~} bez. /~1 vorhanden. Dann ist aueh 
sup{x~} bez. / ~  ---- sup{~(xi)} bez. / ~  = ~(sup{x~} bez. /~1) i n / ~  vorhanden 
und es folgt aus der Dichtheit von/~1 u n d / ~  in/~, dab sup {xt} bez./~1 = sup {xi} 
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bez. K = sup{xi} bez. /~2, oder sup{xi} bez. R1 = ~(sup{x~} bez. /~1), was 
beweist, dab auch sup {xt} bez./~z in K1 ist. Da/~1 ~-vollstandig ist, muB K1 ein 
K enthaltender abgeschlossener Unterkegel yon g l  sein und K1 = / s  Es fo]gt 
x = ~(x) ffir jedes x ~/~1 und, dab ~ d i e  Identit~tsabbfldung yon/~z i n / ~  ist. 

/~z ist, also mit R2 = ~ ( g l )  identiseh und [1 -~/2- DaB K ein Unterkegel yon 

ist, folgt trivial aus der Tatsaehe, dab/~1 ein Unterkegel yon /~  ist. 
Die Frage der Existenz einer in K enthaltenen Integralerweiterung ist natfir- 

lich nicht trivial. Die Integralerweiterung innerhalb eines gegebenen Kegels wie/~ 
einzubetten, entspricht einer Konkretisierung der Integralerweiterung. Solche 
Fragen fallen unter die fibliehen Abhandlungen der MaBtheorie in konkreten 
Funktions- oder Operatorr~umen ([8], [23]). Wir k6nnen jetzt eine Anwendung 

des Satzes (4.3) anftihren. Sei ~ ein Punktraum, Ko der Kegel aller nichtnegativen 

endlichen Funktionen auf Y2. Sei auBerdem der Unterkegel Ko yon K0 ein Unter- 

verband yon K0, und/ t  e K0t mit der Eigenschaft: Ist /1 g [2 g / 3  < "'" eine Folge 
yon Funktionen aus K0, and / e Ko mit / < lim/n, so grit lim/t(/n) >/x(/) .  Auf 

bekannte Weise kann man mittels # eine niehtnegative Funktion #* < oo auf 

dem ganzen Kegel/~o so definieren, daI3 sie die Eigenschaften ([10], Anhang, Kap. 9) 

i) #* ist monoton, 

ii) /t* (/) = /~  (I) ffir / e K0, 
iii) /t*(),/) ~ 2/t*(/) ffir 2 reell > 0, 

iv) ist {/,} eine Folge aus K0, so ist 

~*(Yh) =< Y~*(h) 
i = 0  i = 0  

besitzt. 
Sind / und g aus/~o, so schreiben wir ] ~ g, w e n n # * ( [ / - - g l )  = 0, und wir 

bezeiehnen m i t / ~  den Kegel der J~quivalenzklassen bezfiglich ,, N ". Dieser Kegel 

/~ ist in der Tat a-vollst/indig. Die Inklusionsabbildung ~b: /~o--->/~ ist eine 

normale ttomomorphie yon Ko auf K und man definiert dutch 

r V'~(g)-- r Vg), 
'~ (1) A ~ (g ) -  ~ (1 A g), 

eine natfirliehe Verbandsstruktur in /~ .  Dadurch wird /~  zu einem Simplexkegel 

gemaeht. Das Bild K = ~5 (K0) yon K0 unter ~b ist ein Unterkegel yon/~,  und tt 
ist ein Element aus Kt  mit der Eigenschaft: Aus x ~ K mit # (x) = 0 folgt x = 0. 

Sei nun /~o der yon K0 erzeugte abgeschlossene Unterkegel yon Ko. Dann ist 
/~ -- ~ (/~o) ein abgeschlossener Unterkegel yon K. Es gilt sogar:/~ ist der yon K 

erzeugte abgeschlossene Unterkegel yon K. M_it I=[ilfe yon Eigensehaften yon 
Banaehverb/inden ([10]) beweist man, dab #* ein Integral fiber R ist und dab das 
Paar (K, #*) eine Integralerwei~erung yon (K, tt) ist. Dieses Integralsystem 
(/~, tt*) ist das in der MaB- und Integraltheorie immer auftretende System. 
Satz (4.3) besagt, dab (/~, :t*) die einzige vernfinftige, i n / ~  enthaltene Integral- 
erweiterung yon (K, #) ist. 
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Wir  beweisen nun  zwei Lemmas ,  die wichtige Folgerungen haben.  

L e m m a  (4.1). Sei ( R,  f )  ein Integralsystem und K ein a-vollstSndiger Unterlceget 
von _K. Ist die Einschr~inkung von f au] K ein Integral au/ K, so ist K abgeschlossen 
in R.  

Beweis. Sei Xl ~ x2 _--< xa _--< "'" eine Folge aus K mi t  2,o0 = sup {xr bez. /~. 
Well  f(x~) <__ ](2.00) ffir alle i, muB {x~} ein Sup remum beziiglich K besitzen. 
Offensiehtlich gilt  xoo >_-- 2,00. AuBerdem gilt 

/(xoo) ---- l im/(x , )  ---- f(2,oo), 
i 

und  f(xoo - -  2,00) = 0. I-Iieraus folgt 2,00 = xoo e K.  

L e m m a  (4.2). Sei (/f, f )  ein Integralsystem, K ein Unterkegel yon _R und / die 
Einsehriinlcung von f au/ K. Der Kegel K ist genau dann ein dichter Unterkegel von R,  
wenn [ e K'.  

Beweis. I s t  K dicht  in /~ ,  so fo]gt ] e K '  t r ivial  aus der Definition yon Dich~heit. 
Sei, umgekehr t ,  / E K ' .  I s t  Xl =< x2 --_< xa =< ""  eine Folge aus K mi t  xoo = sup {xt} 
bez. K,  so gibt  es 2,00 = sup {xf} bez . /~ .  Es  gelten xoo >_-- 2,00 und  

f(2oo) = l imf (xd  ---- l im / (x d ---- / (x~) = f(xoo). 
i i 

Es folgt f(xoo - -  2,00) = 0, und  Xoo = 2,00. 

Aus L e m m a  (4.1) folgt 

Satz (4.4). Ist (R, f )  ein Integralsystem, dann ist seine Integralerweiterung 
eindeutig bestimmt und gleich (/s f) .  

Aus L e m m a  (4.2) folgt 

Satz (4.5). Ist (K, f )  eine Integralerweiterung yon (K, [), so ist K genau dann 
ein diehter Unterkegel yon _K, wenn I e K" gilt. 

Die in Definition (4.8) definierte Abbi ldung 4 ,  die auch in Satz (4.1) auf tauehte ,  
kann  als ein Automorph i smus  erscheinen, d .h .  eine Abbi ldung v o m  Integra l -  
sys tem ( R , f )  auf  sieh. I m  Fall, d a b / ~  der Kegel  W (Satz (3.1)) und  f die Spur  
fiber W ist, kann  m a n  solehe ~ v611ig eharakterisieren.  Sie sind die Abbi ldungen 
der Gesta l t  ~b (A) ---- U J  U -1, wobei U ein beliebiger unit/~rer oder  antiunit / irer  
Opera tor  ist  ([15], [11]). I n  der gew6hniiehen MaBtheorie k o m m t  ~b 6fters als eine 
eindeutige maBtreue Abbi ldung yon einem MaBraum auf  sieh vor.  

Die vorhergehenden Sgtze geben wenig Aufsehlug, wie m a n  eine In tegra l -  
erweiterung konstruieren kann.  Un te r  gewissen Bedingungen ist es m6glich, solche 
Kons t ruk t ionen  anzugeben.  Sei (K , / )  ein E lementa rsys tem.  I s t  ] '  e K] ,  so kann  
m a n  [ '  bis auf  K - -  K erweitern, indem m a n  

r X I ((  , y ) )  - l '  ( x )  - I r ( y )  

definiert. AuBerdem ist  K} -- K] mit  dem R a u m  {If - -  ]2111,1"2 ~ K~} isomorph.  
Dieser ist wiederum der R a u m  aller L i n e a r f o r m e n / '  fiber K - -  K,  ffir die es reelles 
,t >--_Omit -- 2](x) <= ]" (x) <~ ~/(x) (x ~ K) gibt,  d e n n / ' = ( f ' - ~ l ) - - ~ / , u n d  
]' q- 21 e K t  folgt aus der UngMehung.  

Wi t  k6nnen je tz t  dureh 

II/ ' = inf{~ >= O[ - -  ~ / < :  1' =< 2/} 
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eine N o r m  in K]  - -  K~ definieren. Du tch  

]I x [I1 = s u p  [ / '  (x) I (x ~ K - -  K )  
llI'[[o~_s 1 

definieren wit  anch eine N o r m  in K - -  K. Es ist leieht zu sehen, dab II x Ill ---- / (x) 
fiir x ~ K. Un te r  Benu tzung  dieser Eigenschaft  beweist man  leicht, dab der R a u m  
der normstet igen Linearformen fiber K - -  K genau K} - -  K~ ist. Sei nun  L die 
Banachraum-Vervol ls t~ndigung yon  K - -  K. Wir  bezeichnen mit  L + den Kegel 
aller Elemente  x aus L mit  der Eigensehaft ,  dai~/ '  (x) ~ 0 ffir alle ] '  e K}. L+ ist 
offensiehtlich normabgeschlossene Untermenge  yon  L, welche K enth~lt.  Es k o m m t  
hs vor, dab die abgesehlossene t t i i l le /~  yon  K in L ein Unterkegel  yon  L + ist. 
I s t  dies der Fall, so ist die natfirliche Ha lbordnung  i n / ~  v51lig yon  KJ best immt,  
d. h. K} ist ein , , fundamentales Sys tem" fiber/~. I s t f d i e  normstet ige Erwei terung 
yon  / auf /~ ,  so ist dann  (/~, f') ein In tegra lsys tem.  Es ist vSllig trivial, da~ die Be- 
dingungen ii) und  iii) yon  Definition (4.7) erffillt sind. Unte r  einer weiteren Voraus- 
setzung, die auch h~ufig vorkommt ,  ist (/s f )  sogar eine Integralerweiterung yon  
(K, / )  u n d / ~  - - / ~  ist gleich L. Aus L = / {  - - / ~  und  der Annahme,  dab /~ ein 
Unterkegel  yon  L i s t ,  schlie~t m a n  leicht, dal~/~ mi t  L + identisch ist. Die nStige 
weitere Voraussetzung geben wit  in einem Satz an. 

Satz (4.6) : I s t  I~ ein Unterlcegel yon L+ und  existiert /i~r ]edes y e K - -  K eine 

Zerlegung y = y+ - -  y -  mi t  y+, y -  e K und  II y Itl = II y+ ill + I[ y-II 1, 8o ist ( g ,  / )  
eine Integralerweiterung von (K,  /), und  es gilt L = I~ - -  R mi t  L+ = I~. 

Beweis:  Sei x ~ L. Es  existiert eine Folge xl, x2, x3, . . .  aus K - -  K mit  xi -> x 
1 

in der ]l" ]11-Norm. Es kann  natfirlich angenommen werden, dab ]] xl - -  x ]11 g 2~+i" 

Wie ira Beweis des Satzes yon  FIscHs~-RIEsz  schreiben wir 

n - - 1  

x ~  = ~i + ~ (xk- i  - x k ) .  

Es gilt nun ( x t + i - - x D = ( x k + i - - x k )  + -  (Xk+l - -Xk) -  mit  IlXk+l--XkHi 
= n (x~+i - -  xk) + I] 1 + II (xk+i - -  x~)-][i, und  

n - - 1  n - - 1  

b=l b=l 

n - - 1  n - - 1  1 

}=1 k=l 

--<1. 

I)a (/~, f) ein lntegralsystem ist, muI~ es ein z + ~/~ geben [nit z + ---- sup {z + } 
bez. 1~, lind 

I[ z +  - z+ Ill = f ( z  + - z + )  = f ( ~ + )  - f ( z + )  ~ o .  

n - - 1  

Es konvergier t  also z + --- ~. (xk+x - -  x~) + gegen z + in /~ .  
k----1 

~ - - 1  

Analog beweist man,  dab ~ (xg+i - -  x~)- gegen z~o e / {  konvergiert .  Es gilt 
k = l  

also x = xi -k z + - -  z~o mit  xl ~- z + e / s  und  z~o e K. t t ieraus folgt x e g - - / s  
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was beweist, dab L ----/~ - - / ~  ist. Ist  auBerdem x e/<,  so ersieht man leicht aus 
dem Vorhergehendcn, dab x im yon K erzeugten abgeschlossenen Unterkegel von 
/~ liegt, denn Xl + z + und z~ liegen dort. Es ergibt sich daraus, dab /~  von K ge- 
messen wird, und der Satz is~ bewiesen. 

In den mit Satz (4.6) zusammenh/~ngenden ~berlegungen kam der Banach- 
raum L auf ziemlich natfirhche Weise vor. Trotzdem war es notwendig, weitere 
Voraussetzungen zu machen, um einen nennenswcrten Satz zu beweisen. DaB die 
Banachraum-Theorie re_it der Integrationstheorie irgendwie in Beziehung steht, 
ist natfirlich keine l~berraschung, und die Frage liegt nahe, welche Eigenschaften 
man in die Kegeltheorie einbauen muB, damit diese Beziehung am natfirhchsten 
hervortritt .  Die Tatsache, dab es sich an dieser Stelle um Kegel handclt, die in 
halbgeordnete Banachr/iume eingcbettet sind, 1KBt hoffen, dab Arbeiten wie z. B. 
die yon K~wi~ und RVTMA~ ([13]) fiber allgemcine Eigenschaften solcher Systeme 
uns yon Nutzen sein kSnnen. 

w 5. Zusammenhang mit anderen Integrationstheorien 

Die Beziehung zwischen den in w 4 aufgeffihrten Uberlegungen und den fib- 
lichen Darstellungen der Integrationstheorie haben wit schon in der Bemerkung 
angcdeutet, die unmittclbar nach dem Beweis des Satzes (4.3) folgte. Die fiblichen 
Bcgrfindungen der Wahrschcinlichkeitstheorie kSnnen als konkrete Konstruktio- 
nen yon Integralerweiterungen konkreter Systeme (K,/~) angesehen werden, wobei 
K der Kegel ~b (K0) (w 4) und K0 der Kegel aller bezfiglich eines gegebenen Mengen- 
kSrpers meBbaren nichtnegativen Treppenfunktionen ist. Ein wichtiges Endziel 
dieser Konstruktion ist, einen Beweis daffir anzugeben, dab die Integralerweite- 
rung durch ~quivalenzklassen yon meBbaren Funktionen dargestellt werden kann, 
d. h., dab ihr Kegel /{  mit dem Kegel ~b (/{0) fibercinstimmt (s. oben w 4, und vgl. 
Aussage lib), w 4). Um nichts als die Existenz und Eindeutigkeit der Integraler- 
weiterung yon (K,/~) zu beweisen, braucht man jedoch nur nachzuweisen, dab 
(K,/a) ein Elementarsystem ist. Um dies zu tun und auch cine Anwcndung des 
Satzes (4.6) zu finden, kSnnen wir allgemeiner vorgehcn, indem ~ K als einen 
allgemeinen Simplexkegel betrachten. Wir beweisen also den folgenden abstrakten 
Satz. 

Satz (5.1). Ist  K ein Simplexkegel und [ ~ K t  mit x = 0 /iir alle x ~ K mit  
] (x) = O, so ist (K, ]) ein Elementarsystem. 

Beweis: Ein passendes Fundamentalsystem yon Elementen aus K t definieren 
wir auf folgende Weise. Sei x ~ K. Darm definieren wir [x (Y) (Y ~ K) durch 

[z(Y) = l i m / ( n x  /~ y) .  
~ - - - >  o o  

Es gilt ffir 2 > 0 

/x(~Y) = l im/ (nx  A),Y) 
n - -+  o o  

= X l i m / ( ~ x  A Y )=  ~[x(y) .  
n ---> oo 

AuBcrdem beweist man mittels der Ungleichung x A ( y l  + Y2)<= x A y l  + 
<- x Ay2 < 2x A(yi -~ y2) (s. auch KAKUTA~I [12]), dab/x(Yl -t- y2) = / x ( Y i )  + 
~-/x(Y2). D a / ( n x  Ay) < / ( y ) ,  geh6rt ix zu K~ ffir jedes x e K. Wir dehnen ]x auf  

23  Z. W a h r s c h e i n l i c h k e i t s ~ h e o r i e  v e r w .  Geb . ,  B d .  6 
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natfirliche Weise auf  den ganzen Vektorverband K -  K aus. Es gilt /x(Y) 
= / x  (Y+) - - / x  (Y-) ffir alle y ~ K - -  K.  Sei nun  yl, y2 ~ K m i t / x  (Yl) ~ ]x (Y2) fiir 
alle x e K. Es gilt dann  

ix(Y1 -- Y2) = / x ( ( Y l  -- y2) +) - - / x ( ( Y l  -- Y2)-) ~ 0 .  

D a n  (yl - -  y~)- A (yl - -  y2) + ---- 0 ffir alle n, ist 

0 ~_~ / ( (yl  - -  y2)-) : ](yl-y2)-((yl - -  y2)-) = --f(yl-y2)-(Yl - -  y2) ~ 0 ,  

und  (Yl - -  Y2)- -~ 0 was beweist, dab Yl ~ y2 und  dami t  den Satz. 
Wir  wollen nun  den Satz (4.6) anwenden,  u m  zu beweisen, dab die Integraler-  

weiterung (/~, f )  von (K, / )  zug~nglich ist. Hierzu bet raehten wir wieder die Ba- 
naehraum-VervollstKndigung L yon  K - -  K mit  der ~Torm II xlI1 = s u p  I / ' ( x )  I. 

-fSf' ~ f  
Sind x, y e L, so definieren ~ x A y  und  x Vy  dureh 

x A Y ---- l im x~ A Y~ 
i 

x V Y = lira x~ Vyl 
i 

wobei {x~} und  {Yi} Folgen aus g - -  K sind, die gegen x bzw. y normkonvergieren.  
Die Normkonvergenz  der Folgen {x~ Aye} und  {x~ Vy~}, die Zul~ssigkeit der De- 
finition und  die ~%rmstetigkeit  yon  V und  A sind mittels der Ungleiehungen 
I vy- vyl _-< . n a  I Ay- Aul < z .  beweisen. AuBer- 
dem gilt ffir den ganzen R a u m  L 

tl xlI: =/(1 
und L ist ein L - R a u m  mit  K - -  K als Unterverband.  Jedes  Elemen~ x aus L mit  
x ~ 0 kann  durch  eine Folge aus K approximiert  werden, denn ist (x~} eine Folge 
aus K - -  K die gegen x normkonvergier t ,  so konvergiert  (x~ V0} gegen x V0 ~ x. 
Hieraus folgt, dab die abgeschlossene Hiille yon  K in L gleieh dem posit iven Kegel 
yon  L i s t .  Ffir die posit iven Elemente  x aus L gilt also ] '  (x) ~ 0 ffir alle ] '  in K].  
Die posit iven Elemente  in L liegen also ganz in L+ (Satz (4.6)). I s t  y e L+ mit  
y V 0  :~ y, so gilt y -  - - - ( y A 0 )  :~ 0. Hieraus folgt, dab /u§ = --/y+(y+) 
~- - -  ] (Y+) ------ II y+ ]] ~ < 0, was ein Widerspruch zu y e L+ ist. Es folgt nun, daB 
L+ dem posit iven Kegel yon  L gleichzusetzen ist und, dab L+ die abgeschlossene 
Hfil le/~ yon  K ist. 

Trivialerweise ist nun  /~ ein Unterkegel  yon  L+ und  wegen der Zerlegung 
x : x + - -  x -  mit  It x ]11 ---- I1 x+ II 1 -~ U x-I1 l, kSnnen wir Satz (4.6) anwenden. Es gilt 
also 

Satz (5.2). Ist K ein Simplexlcegel und ] ~ K r  x -~ 0 immer dann, wenn 
] (x) ---- O, so ist (K, / )  ein Elementarsystem mit (_~, f )  als Integralerweiterung, wobei 
I~ die normabgeschlossene Hi~lle von K in der Banachraum-Vervollstgndigung von 
K --  K und f die stetige Erweiterung yon [ au/I~ ist. In  diesem Fall ist R e i n  L er- 
zeugender Simplex]~egel mit K als Unterverband. 

Wir wo]len uns nun  mit  der Segalschen , ,n ichtkommutat iven In~egrations- 
theorie" ([23]) befassen (w 1). Bei dieser Theorie f~ngt man  mit  einem ,,gage 
space" an, d . h .  ein Tripel (~, 9~, m), wobei ~ ein Hilber t raum, 9~ eine v. Neu- 
mannsche Algebra in ~ und  m ein , ,gage" ist. Naeh  Definition ([23]) soll t in  
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,,gage" m eine nichtnegative, a-additive, unitgrinvariante Funktion auf den Pro- 
jektionen in 9~ sein. Sie hat  auBerdem die Eigensehaft, dab jede Projektion in 9~ 
das Supremum yon Projektionen mit endlieher m sein soll. I s t  ~ separabel, so ist 
diese letzte Bedingung eine a-Endliehkeits-Forderung an m. Am meisten interes- 
siert man sich ffir den Fall, dab m reguliir ist, d. h., dab E ---- 0 aus m(E) = 0 folgt. 
Als primitiven Kegel K wghlt man den Kegel aller nichtnegativen ,,Elementar- 
operatoren".  Ein Elementaroperator  ist ein besehrgnkter Operator, dessen Tr/i- 
ger 3 E die Eigensehaft hat, dab sein gage m end]ich ist. Satz 10 der Segalschen 
Arbeit besagt, dab m auf den ganzen Kegel K erweitert werden kann und dab 
K - -  K ein zweiseitiges Ideal in N ist mit  m(A B) ~ m ( B A )  ffir A e K --  K und 
B E N. Uber K hat  m die folgende weitere Stetigkeitseigensehaft. Sei E eine Pro- 
jektion in ~ mit  m(E) < 0o und ~E die Operatoren aus A, die in E ,,wohnen", 
d .h .  Operatoren der Gestalt E A E ( A  z ~). Die Funktion m i s t  bezfiglich der 
starken Operator-Topologie stetig auf ~E. Diese Eigenschaft sichert, dab m ein 
Element aus K '  ist. Seien nun A, B z K mit  m ( E A E )  ~ m ( E B E )  ffir alle Projek- 
tionen E aus K. Setzen ~ E dem Trgger yon (A - -  B) -  gleieh, so gilt 

0 ~ m ( E ( A  -- B ) E ) - - - - m ( - - E ( A  -- B ) -E )  
= - - m ( E ( A - -  B ) -E )  ~ O. 

Hieraus folgt, dab (A -- B) -  = E (A -- B ) - E  gleich Null isb, denn (A --  B) -  
liegt in K. Es gilt also A ~ B. Da m ( E A E )  ---- m(A1/~EA1/e) ~ m(A)  ffir alle A 
in K, liegen alle Funktionen m ( E A E )  yon A in K* mund  es folgt, dab (K, m) ein 
Elementarsystem mit  einer Integralerweiterung (/~, m') ist. Wir wollen zeigen, dab 
das Segalsche Integralsystem ([23]) solch eine Integralerweiterung sein muB, d. h., 
dab es eine konkrete Darstellung yon (K, m') liefert. Zuni~chst wollen wir zeigen, 
dab die Norm ll" II1, die in [23] (Def. (3.2)) erscheint, mit  unserer in w 4 definierten 
Norm ]l" II ~ iibereinstimmt. Diese Tatsaehe ergibt sich aus dem folgenden Lemma.  

Lemma (5.1). Der Banach-Dualraum vom Raum K -- K aller Elementaropera- 
toren ([23]) mit der Norm IIA 111 - m ( l A  I) (A e g - -  K) ist genau die Menge aller 
Linear/ormen /' au[ K -  K mit der Eigenscha/t, daft es ein reelles ~ ~ 0 mit 
- - ~ m ( A )  ~ /' (A) ~ ~m(A)  /i~r alle A e K gibt. Die Dualnorm 11/' Boo von /' Icann 
durch die Formel 

II/' i[~ ---- inf {2 [ - -  2m ~ 1' ~ 2m} 
~_~o 

berechnet werden. 
Um dieses Lemma zu beweisen, ist es zweckms erst folgendes zu bemerken. 

Sei E eine beliebige Projektion aus K, ~E der Bildraum yon E und 9~ E die ,,redu- 
zierte" Algebra yon 9~ (DIxMIwR [5]). 9~ E ~ r d  als die Algebra aller Einschr~nkun- 
gen yon E A  (A e 9~) auf ~E definiert ([5]), und sie ist eine v. Neumannsche Algebra 
fiber ~E ([5]). Durch 

mE(B) =-- re(BE) ( B e 2 ~ )  

definieren wir ein gage fiber 9~E. Das Tripel (~E, 9~E, mE) ist ein (endlicher) ,,gage 
space" und mE ist regular. Aus Lemma (14.1) in [23] folgt: I s t  ~ ~ 0 eine reelle 
Zahl und n eine Linearform fiber 9~E mit  0 ~ n ~ ~r so gibt es genau einen 

3 Der Tr~ger eines Operators ist das orthogonale Komplement seines Nullraumes ([6]). 

23* 
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symmetr ischen niehtnegat iven Operator  T aus ~I~ mit  n (B) = m E ( T  B) ffir alle 
B e ?IE. t I ieraus folgt:  I s t  n e i n e  Linearform auf  K mit  0 --< n --< ~m, so gibt  es 
einen symmetr ischen niehtnegat iven Operator  T e 9~E mit  n(A)--= m ( T A )  ffir 
alle A + K - -  K mit  Tr/iger in ~E. 

Beweis yon Lemma (5.1).  DaB jedes stetige 1' eine Ungleichung - -  ~m ~ / '  g Am 
erffillt, ist Mar. Umgekehr t  ist diese U n g M c h u n g  erffillt, dann  sei B ~ K - -  K mit  
B = B+ - -  B -  und  I BI = B+ + B- .  Es gelten die Ungleiehungeu 

- - , ~ m ( B  +) <= ]' (B +) ~ ,~m(B+) , 
- -  )~m(B-) g J' ( - -  B - )  <= 2 m ( B - )  

und - -  ~m ([ B ]) g 1' (B) _--< ~ m (I B ]), was beweist, d a b / '  normbeschrgnkt  ist. Sei 
nun  ] '  eine normbeschrgnkte  Linearform fiber K - -  K. Es existiert ein reelles 
2 ~ 0 m i t - - ~ m ~ / ' = < 2 m u n d 0 ~ / ' + ~ m = < 2 ~ m .  Weft / '  = (/' + Am) - -  2m, 

t 

ist es k l a r ,  dab [ '  in der Gestalt  ] '  = [1 - -  (2 ausgedrfickt werden kann, wobei 
t 

0 _--< ]1 <_--~lm und  0 ~ / ~  _--< 22m ffir passende reelle 21 und  22. Wir  definieren/ t  
(lurch 

[/'(A)[ 
/t = sup 

A.O m(lAI) 

und wit w~hlen eine Folge {Ak} aus K - -  K mit  

/~ ----= lim t/'(A~)I 
m(lA~l) " 

Ffir jedes/c ist der Trgger E~ yon  Ak eine Projekt ion aus K, und  es gibt zwei 
symmetr ische nichtnegat ive Operatoren T 1 und  2 �9 T~ m ~E~ mit  

t 

11 (A) = m ( T ~ A ) ,  

/'2(A) = m ( T ~ A )  

ffir alle A aus K - -  K mit  Tr~ger in ~E~. Es folgt 

] ' (A) = m ( T 1 c A ) ,  

wobei T~ symmetr isch und  beschri~nkt ist mi t  Trgger in ~E~. Es gelten weiterhin 

I / ' (A)I  =< II T II m(IAI) 
und  

II ' (A~)I < 1[ T,~[Ioo 
m(IA, l) = 

Es ist jedoch trivial, ein B~ ~ K mit  Trgger in ~E~ so zu wghlen, dab 

IIT,~ oo--~<-_ m(B~) - -  m(B~) = 

indem man  ffir B~ eine geeignete Projekt ion aus der Spektralschar yon  Tk wghlt. 
Aus der letzten Ungleichung folgt 

l I I '(A~) I 1 I/'(B~)I >I IT~I I~176 m(IA~l)  k re(Bit) = = ' 

und es ergibt sich hieraus, dab 

/~ = lira l/'(Bk)] - -  lira !/'(A~)I 
k m(B~) ~ m(IA~l)  " 
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Die Folge {B~} aus K ist also genauso gut wie {A~}, um das Suvremum/~ zu 
erreiehen, und 

sup [/'(A)I [/'(B)I 
/ ( [A i ) -oSUp  re(B) --II/'ll~176 

A * 0  . B e K  

Lemma (5.1) ist also bewiesen. 
Mittels des Satzes y o n  HAHN-BANACH ist es nun leicht zu sehen, dab die zwei 

Norm-Begriffe fibereinstimmen. Es ist ]etzt m6glich, die Bedingungen yon Satz 
(4.6) der vorliegenden Arbeit nachzuweisen. Aus der Definition ([23]) des Integrals, 
Corollar (12.1) und Corollar (13.1) folgt, dab die niehtnegativen integrablen Opera- 
toren in der ll" 1] 1 -- abgeschlossenen Hiille/~ yon K liegen. 

Dnreh Anwendung yon Corollar (11.2) in [23] beweist man leicht, dab die 
Menge der niehtnegativen integrablen Operatoren genau / s  ist. Man beweist auch 
durch Corollar (11.2), dab/~  ein Unterkegel yon L + (s. oben Satz (4.6)) sein muB. 
Weft 

]l BIll ---- re(B+ + B-) ---- re(B+) + re(B-) = il B+]]I + ]l B - I l l  

l i t  B = B+ -- B- sind die Bedingungen des Satzes (4.6) erffillt und es folgt, dab 
(/~, m'), wobei m' die stetige Erweiterung yon m auf /~  bezeiehnet, eine Integral- 
erweiterung yon (K, m) ist. DaB dies das Integralsystem von S]~G)m ist, ist jetzt 
klar. 

In unserem Beweis, dab das Segalsche Integralsystem eine Integralerweiterung 
im obigen Sinne ist, haben ~ weitgehend gewisse tiefgehende Aussagen der 
Segalschen Arbeit benfitzt. Es wi~re interessant, einen primitiveren Beweis daffir 
zu finden, dab die Voraussetzungen yon Satz (4.6) erffillt sind, d. h. einen Beweis, 
der direkt yon den Eigensehaften des Kegels K zur Anwendung des Satzes (4.6) 
ffihrt, ohne fiber den Umweg der tieferliegenden Corollare zu gehen. Hierdurch 
w~re es vielleicht m6glich, die yon SEGAL durchgeffihrte explizite Konstruktion 
besser von der abstrakten Theorie abzutrennen, die Beziehung zwischen ihnen 
besser zu erkennen und die primitiveren Aspekte der Segalschen Theorie in unsere 
allgemeinen ]~berlegungen besser einzuordnen. 

w 6. Die Integralerweiterungstheorie fiir den vollen Operatorkegel 

Wir wollen jetzt die Integralerweiterung, welche ffir die Quantenstatistik 
wichtig ist, ansehen. Es w/~re naheliegend, mit dem Kegel K(~) aller nichtnegati- 
yen, symmetrisehen, fiber einem separablen ttilbertraum ~ definierten Operatoren 
zu arbeiten. Es ist jedoch zweekm/iBiger, l i t  etwas Primitiverem anzufangen. 
ttierzu bezeichnen wir dureh K den Kegel aller niehtnegativen symmetrischen 
entarteten (das bedeutet: der Bildraum hat endliehe Dimension) Operatoren auf 
dem separablen Hilbertraum ~. Dies sind Operatoren A der Gestalt 

o o  

A = ~ b i e r , ,  
i = 1  

wobei die nichtnegativen reellen Zahlen ~ fast a]le Null sind. Die Bezeichnung Ev, 
ist schon in w 3 erkli~rt worden und bedeutet eine eindimensionale Projektion in der 
Richtung des aus ~ gewi~hlten Einheitsvektors ~i. Dieser Kegel K ist ein dichter 
Unterkegel des Kegels K(~) (Def. (4.2)) und K(~)  ist der yon K erzeugte a-roll- 
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st~ndige Unterkegel yon K(~) .  Betrachten wir nun die Elemente j ( . )  aus K'  (~). 
Jedes solehe ] ( . )  ist, nach Satz (3.1), durch genau ein J e W dureh die Formel 

j ( A )  = S p { j 1 / 2 A J  1/2} (A e K ( ~ ) )  

darstellbar. Die Elemente ] (.) sind stetig bezfiglieh der ]I" [[oo-Norm in K (~) -- K (~). 
Aueh ist die Einschr/inkung J( .)  yon j ( - )  auf K -- K normstetig. Es existiert also 
die natfirliehe Norm [[ g [[ 1, und es gilt ][ J ll1 = Sp {J}. Ist  umgekehrt J (.) e Kr 
dann ist J (Ev) eine symmetrische nichtnegative quadratisehe Form auf @. Wenn 
wir J( . )  als eine Wahrseheinlichkeit ansehen wollen, dann soll J (A)  ~ 1 f/Jr alle 
A e K mit A ~ I sein. Hieraus folgt ]] J I[1 ~ 1. AuBerdem ist J(Ew) nun eine 
beschr/inkte quadratische Form, und J(Ezv)= Op, J~) ,  wobei J ~ 0, Sp{J} 
= ][ J [[ 1 ~ 1. Es gibt weiterhin genau eine Erweiterung ] (.) e K '  (~) yon J (.), und 
es gilt I] J H 1 = J (I). Wir w/~hlen nun eine regul/~re (A e K, J (A) = 0 ergibt A ---- 0) 
Linearform J( .)  e Kr mit ]I J i l l  ---- 1 ( ] ( I )  = 1). (Kommen Falle vor, woes g/instig 
ist, eine nichtregulKre Linearform zu benutzen, so kann man den Triiger yon J( . )  
als den t t i lbertraum ~ betrachten. Entspreehend mug man dann mit Aquivalenz- 
klassen vorgehen.) Wir untersuchen das Paar (K, J (.)), nm zu beweisen, dal] es ein 
Elementarsystem ist. Um die Menge M j  ---- {J' e Kt  ] J '  ~ J} (und deswegen aueh 
KCj) zu beschreiben, brauehen wir nur die entspreehenden Elemente aus W zu 
studieren. Sie sind, wie man leicht sieht, genau die 0peratoren J '  e W der Gestalt 
J '  ~ JI/2AJ1/2, wobei A e K(~)  mit HA ]]~ ~ 1. Die Elemente von Keg sind also 
durch J '  e W der Gestalt J1/2A j1/2 mit A e K (~) dargestellt. Die entsprechenden 
Linearformen J '  (.) werden mittels J '  e K (~) durch die Formel 

J '  (B) ---- Sp {B1/2J ' B 1/2} (B ff K) 

angegeben. Diese Charakterisierung folgt zum Teil aus der Regularit/it yon J(.).  
Seien A, B ~ K mit J ' (A)  ~= J ' (B)  ffir alle J ' ( . )  in Ktj. Dann gilt ffir jedes ~p e 
Sp{A1/2j1/2EwJ1/2A 1/2} ~= Sp{B1/2J1/2EwJ 1/2B1/2}, oder, was dasselbe ist, 
(j1/2y~, A j1/2y~) ~ (j1/2y~, Bj1/2yO. Weft der Bildraum yon j1/2 normdieht in 
liegt, ergibt nun die letzte Ungleichung A =~ B, und dab das Paar  (K, J) ein Ele- 
mentarsystem ist, ist bewiesen. Wir wollen nun zeigen, dab eine Integralerweite- 
rung yon (K, J)  fibersehbar ist. Hierzu wollen wir unsere Uberlegungen auf eine 
geeignete Weise itndern. Sei 

r  

J1/2 ~ ~ ,,1/2 ~,, 
i=1 

eine feste Schmidt-Hilbert-Entwieklung des Operators j1/2 ( j  und j1/~ sind 
kompakt) mittels der orthonormierten Basis (y~t} in ~. Wir bezeichnen mit ~0 den 
yon der Menge (Y~i} erzeugten Linearraum. Selbstverst~ndlich liegt ~0 normdicht 
in ~. Aus der Regularit~t yon J (.) folgt weiterhin, dal~ keins der/z 1/u Null sein kann. 

Mit ~* bezeichnen ~ den g-vollst~ndigen Kegel aller nichtnegativen Bflinear- 
formen ~ (~, ~), die ffir alle ~ und ~p in ~0 definiert sind. Hierunter fallen die Bili- 
nearformen 5A(" ,') tier Gestalt 5A(Cf, IP) "-- (q), Aye), wobei A ~ K(~) .  Es ist klar, 
dab A dureh CA eindeutig bestimmt ist und dal~ es auf diese Weise mSglich ist, den 
Kegel K(~)  als einen diehten Unterkegel yon E* zu betrachten. Wir bezeichnen 
den Kegel aller solcher CA (A ~ K(~))  durch K* (~). Als dichter Unterkegel yon 
K* (~) (und auch yon E*) kSnnen wir den Kegel K* aller CA mit A e K auszeich- 
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nen. Auf K* kann weiterhin die Linearform J*  (-) durch 

J*(r ------ J (A)  

definiert werden. Das Paar (K, J) ist also mit (K*, J*) isomorph. Wit konstruieren 
nun eine Integralerweiterung yon (K*, J*) (vgl. Satz (4.2)). 

Wir definieren erstens die Linearform J*  (.) auf ~* dureh die Formel 

g~(r - ~ r  ~) 
i = 1  

= ~ r  Ji/2~pi ) ~ ~ ,  
i = l  

und wit bezeichnen durch K* den in ~* dichten Unterkegel aller r e ~*, ffir die 
J*  (C) < ~ .  Die Linearform J*  (-) ist ein Integral auf K*. Es gilt fiir A e K 

J~ (CA) = ~ (V~, Ji/~ A ji/~ ~0i) ---- J (A) 
i = 1  

= J*  (CA) 

und J--* ist eine endliche Erweiterung yon J*  auf K --~. Wir wollen nun zeigen, dab 
der Kegel K* mit dem Kegel W der nichtnegativen Operatoren mit endlicher Spur 
kegelisomorph ist und dab diese Isomorphie ~b die Formel 

J*  (C) ---- SP(~(C)), (Ceg*)  

erffillt. Man tiberzeugt sieh leicht, dab das Paar (W, Sp {.}) ein Integralsystem ist, 
und die Existenz einer solchen Isomorphie ~ beweist, dab aueh (K*, J*) ein Inte- 
gralsystem ist. Um die Isomorphie ~ zu definieren, bemerken wir, dal] die Bilinear- 
form 

~(~0, y~) --- C(ji/2~, ji/2~p) (~0, V e ~0) 

ffir jede C aus ~* definiert ist und es gilt, wenn C e K-*, die Formel 

o o  o o  

~ ~(~, ~) = ~ ~ C ( ~ ,  ~ )  = ~ ( C )  < oo .  
i i 

Hieraus folgt, dab ~(., .) beschr~nkt ist und dab sie dureh z(~, V) ---- (~, AV) 
mit A e W dargestellt werden kann. AuBerdem ist A eindeutig durch r bestimmt 
und es existiert die Abbildung ~(r  - A. Diese Abbildung qS:K* --~ W ist linear 
und eineindeutig. Sie ist auch surjektiv, denn ist A' e W, so ist 

r (q~, ~o) ~ (J-1/2 qj, A '  J-1/2 ~f) 

eine auf ~0 definierte Bilinearform. Es gilt aul~erdem 

' A '  , 

i = l  i = l  

und r gehSrt zu K*. Weiterhin grit 

7e' (q;, V) =- r (j1/2q~, jII~V) ' 
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u 

was zeigt, dab ~5 (r = A' ist und dab r das Urbild yon A'  unter ~ ist und ~ ist 
also eine Kegelisomorphie zwisehen W und K-*. Es gilt auch 

c o  o o  

i = l  i = l  
r  co 

= = 

i = 1  i = l  

= S p  

die gewiinschte Beziehung zwischen Sp{.} und J-*(.). Betrachten wir nun die 
Unterkegel K* (~) und K* yon ~*. Ffir jedes CA a u f K *  (~) gilt CA (~, ~V) : (~, A ~) 
und ~ (CA) ---- J1/2A j1/2. Mit Wo bezeiehnen wir das Bild ~ (K*) yon K* unter ~.  
W0 ist ein dichter Unterkegel yon W. Wenn wir nun beweisen, dal] (W, Sp {.}) eine 
Integralerweiterung von (W0, Sp{'}) ist, so haben wir sofort das Ergebnis, dab 
(~-$, ~ )  eine Integralerweiterung yon (K*, J*) ist. Hierzu weisen wir die Voraus- 
setzungen yon Satz (4.6) naeh. Erstens ist es trivial zu sehen, daf~ (W0, Sp {.}) ein 
Elementarsystem ~st, denn es ist mit (K*, J*) isomorph. Zweitens ist, wie man 
leieht ausrechnen kann, die Norm Sp{[A I} in We --  W0 genau die in Satz (4.6) 
erw~hnte Norm H'111" Betrachten wit jetzt  den Kegel W0 : ~)(g*). Er besteht 
aus allen 0peratoren in W, die durch J1/2AJ1/2 mit entartetem A ausgedrfickt 
werden kSnnen. Sie sind genau die Operatoren der Gestalt 

Ao -= ~ ~Er 
i = 1  

wobei die nichtnegativen reellen Zahlen ~l fast alle Null sind und wobei die ~ alle 
zum Bildraum von j1/2 gehSren. Ist  A in We --  We, so liegen A+ und A -  in W0. 
Diese Tatsaehe folgt daraus, dal~ es sich im wesentlichen um endlich-dimensionale 
0peratoren handelt. Wir beweisen nun das folgende Lemma. 

Lemma (6.1). I m  Banachraum L 1 (~) ist W die normabgeschlossene Hi~lle yon 
We. 

Beweis. Wir beginnen mit der Beobaehtung, dab aus der Konvergenz einer 
Folge {~i} yon Vektoren in ~ gegen ein ~ e ~ die Konvergenz yon 1] E~, -- E~ I] 1 
- - - -Sp{]E~,-  E~I } gegen Null fo]gt. Diese Tatsache beruht darauf, dal~ der 
Operator E~, --  E~ niemals mehr als zwei nichtversehwindende Eigenwerte haben 
kann und dab diese Eigenwerte gegen Null streben mfissen. Um dies nachzuweisen, 
sehreibt man fiir y~ e ~, 

Da die ]] ~ U gleichm~l~ig beschr/~nkt sind, gibt es ein M > 0 mit ]I (E~, --  E~) y~ I] < 
< M n ~ -- ~ I] ]] ~ ]]- Itieraus folgt, dal~ 

]I E~, --  E~ I] oo =< M ]] ~ --  ~ ]I und ]] E~, --  E~ ]] ~ -+ 0 

als Si --> ~. Es folgt also die Behauptung, da$ die Eigenwerte yon E~, -- E~ gegen 
Null streben und dab ihre absolute Summe ]] E ~ , -  E~I]~ ebenfalls gegen Null 
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strebt. Um den Beweis des Lemmas zu vervollsti~ndigen, sei A e W. Es gibt eine 
Schmidt -I-Iilbert-Entwicklung 

c o  

d < co) 
i = l  i 

mit hi ~ 0 fiir alle i. l~fir ]edes i gibt es ein 9-~ im Bildraum von j1/2 (er liegt 
dicht in G) mit [I E~, -- E~-, 1[ 1- AuBerdem kann eine n~tfirliche Z~hl n noch so 

gew~hlt werden, dab ~ ).t < e. Ist  An ~- 2~EN, so ist An in Wo, und fiir/c ~ n 
i ~ n  i ~ 1  

k 

II A 111 ----< H - -  E ,lll + II  iE ,ll  --< 
i = l  i = k + l  

k co 

/ = 1  i = k + l  

Da e > 0 beliebig ist, haben wir das Lelnma bewiesen. 
Aus diesem Lemma folgt, dab der Raum L 1 (G) = W -- W eine Banachraum- 

Vervollstandigung yon W0 -- W0 ist. Sei nun A e L + (s. oben Satz (4.6)). Es gilt 
ffir jedes ~ e G die Ungleichung (j1/2~o, AJ1/2~f) >= O. Weil der Bfldraum yon 
j1/2 normdicht in G liegt, ergibt diese Ungleichung A >~ 0 und A e W. Es gilt also 
L+ = W und weft W die normalgeschlossene Hfille von W0 ist, gilt die erste Vor- 
aussetzung des Satzes (4.6). Ffir jedes A e W0 --  W0 gilt auBerdem die Zerlegung 
A = A+ --  A-  mit A+, A - e  W0 und ][A[[1 ---- ]IA+[[1 + [IA-]]I. Satz (4.6) ergibt 
somit, dab (W, Sp {" }) eine Integralerweiterung yon (W0, Sp {- }) ist. 

Bevor wir den ersten ins Auge gefagten Satz formulieren, ist es zweckm/~Big, 
zu bemerken, dab die Linearform J*  auf ~* auch weniger umstgndlieh aus- 
gedriickt werden kann. Es gilt: Sei {9,} eine beliebige orthonormierte Basis in G. 
Dann grit 

o o  

(r = ~ . r  j 1 / 2 9 / ) ,  (r ~ ~ * ) "  
i = l  

Diese Formel folgt aus der Tatsache, dab die Bilinearform ~ (9, ~) ~ r (j1/2 9, j1/2 ~) 
beschr~nkt ist und dab die Spur mittels einer beliebigen orthonormierten Basis 
berechnet werden kann. 

Satz (6.1). Sei K der Kegel aller entarteten symmetrischen nichtnegativen 
Operatoren in einem separablen Hilbertraum G und J ( . ) ~ K *  mit J(A)  
= Sp (J1/2AJ1/2} eine reguliire Linear/orm mit der Schmidt-Hilbert-Entwicldung 

o o  

J1/2 ~? ,,112 E co) = z . - ~  ~, ( ~ <  
k = l  k = l  

Das Paar (K, J )  ist ein Elementarsystem. Seien weiterhin Go der yon der Menge 
(~v~} erzeugte Linearraum, ~* der Kegel aller i~ber Go definierten Bilinear/ormen 
r K* (G ) der Kegel aller CA ~ ~* mitr ~V) -= (9, A ~) /i~r passendes A ~K (G ) 
und K* der Kegel aller ~A mit A ~ K. Die Linear/orm J * ( r  ~ J ( A )  (A ~ K)  
ist ein regul5res Element aus K *~. Es gelten: K ist ein dichter Unterlcegel yon 
K(G ) und K(G ) ist der yon K erzeugte abgeschlossene Unterlcegel yon K (G)" Der 
Kegel K* ist ein dichter Unterkegel yon ~* und K* (G) ist der von K* erzeugte 
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dichte (~-vollstdndige Unterkegel von ~* (vgl. Aussage i. b) w 4). Dutch die Ab- 
bildung ~ ( A )  ~ CA ist K mit K*, K(~) und (K, J )  mit (K*, J* )  isomorph, und 
(K*,  J*)  ist ein Elementarsystem. Durch ~(r  = J1/~A j1/2 definieren wir eine 
Abbildung yon K* in W, und wir setzen Wo = ~ ( K * ) .  Durch ~) entsteht eine 
Isomorphie zwischen (K*, J*)  und (Wo, Sp {. }) was zeigt, da[3auch (Wo, Sp {. }) 
ein Elementarsystem ist. 

Es ist oben bewiesen worden, dab W0 in einem sehr gfinstigen Verhi~Itnis zu 
der Banachraum-Vervollsti~ndigung LI (~)  yon W 0 -  W0 steht. Andererseits 
gibt es eine Isomorphie zwischen (K*, J*) und (W0, Sp {. }). Diese Abbildung ~b 
induziert eine isometrische lineare Abbildung yon L 1(~) auf die Banachraum- 
Vervollsti~ndigung yon K* -- K* unter der ~qorm ]]. ]I1 (w 4). Wit k6nnen also ein 
~hnliches Verh~ltnis zwischen K* und der Banachraum-Vervollst~ndigung yon 
K* -- K* unter dieser Norm erwarten. 

Satz (6.2). Sei L die Banachraum. Vervollst5ndigung yon K* --  K* unter der 

Norm If CA Ill = ][j1/2AJ1/21]l. Ist t~* die normabgeschlossene Hi~lle yon K* in L, 

so ist der Dualkegel K "~' zu I ~  ]undamental i~ber K ~* und L - ~  I ~ -  I ~ .  Ist 
au  rde.  r K*, so g bt es ei e Zer eg  g r = r --  r  mit r r K* 

IIr ill = tl r lt l + II r 
Mit Hilfe yon Lemma (6.1) haben wir auch den folgenden Satz bewiesen. 

Satz (6.3). Der Kegel K* aller r e ~* mit J* (r < oo ist ein dichter Unterkegel 
yon ~*. Das Paar (-K -~, -J*) ist eine lntegralerweiterung yon (K*, J*) und das 
Integralsystem (K*, ~ )  ist mit dem Integralsystem ( W, Sp {. }) isomorph. Zwischen 
diesen Integralsystemen gibt es genau eine Isomorphie q~, die au] K* mit r K *-+ Wo 
i~bereinstimmt. Der Kegel ~ ist die abgeschlossene Hi~lle yon K* im Sinne von Satz 

(6.2), also gleich /~*, und K* -- K* ist eine Banachraum-Vervollstiindigung yon 
K* -- K* unter der II" I[1-N~ 

Aus Satz (4.3) folgt, dab es keine weitere vernfinftige, in ~* liegende Integral- 
erweiterung yon (K*, J*)  gibt. Da das Integralsystem (K*, J*)  mit (W, Sp {. }) 
isomorph ist, ist eine Integralerweiterung yon (K*, J*)  ein reflexiver Kegel mit 
einem Integral und es gibt ffir jedes r e K* --  K-~ genau eine Zerlegung r = r -- e -  
mit r 4 - e ~  und ]lr = 11r247 + I I r  Aui~erdem ist r normstetig in r 
(Satz (3.3)). 

Mit Hilfe der Isomorphic ~ : K -+ W, die in diesen S/~tzen auftauchte, ist es 
nun leieht zu sehen, wie man einen modularen Verband yon Elementen aus K * 
so w/~hlen kann, dab ~ fiber diesem Verband projektivinvariant ist: Man braucht 
nur zu beachten, dab die Spur eine projektivinvariante Funktion (Dimension) 
fiber dem modularen Verband der Projektionen in W ist. Die Elemente des in 
liegenden Verbands sind die Urbilder yon den Projektionen in W unter ~ .  Sie 
liegen sogar im Kegel K*, der trivialerweise mit K isomorph ist. Hierdurch kann 
man einen Verband L in K finden mit der Eigensehaft, dab J projektivinvariant 
fiber Lis t .  Eine Anwendung der in w 1 erw/~hnten Theorie yon ALFSE~ ([0]) seheint 
jedoch in diesem Fall trivial zu sein. Weft auBerdem ~ sehr yon J abh/ingig ist, 
h/~ngt L ebenfalls yon J ab, was in w 1 als Einwand gegen diesen Ausgangspunkt 
erhoben wurde. 

Wie im Fall des Kegels W, hat  auch der Kegel K* eine Itilbertraum-Darstel- 
lung. Sei r  Die Bilinearform z(~,  ~p)= r ist beschrKnkt, 
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und es gibt einen beschri~nkten Operator T in ~ mit der Eigenschaft r (j1/2~, j1/29) 
-----(T~o, Tg)  ffir alle ~o, 9 in ~. Die Bilinearform r wird also durch r 9) 
= (B~, B9)  ffir alle ~, 9 e ~0 dargestellt, wobei B dureh B =- T J  - l m  fiber ~o 
definiert ist. Au~erdem gilt 

(B, B) -- ~ / t g ( B g i ,  Bg~ ) 
i 

i i 
= (Tg , Tg ) = Sp{T* T},  

i 

und T e L2(~). Ist  andererseits T e L2(~), so ist r 9)  = ( T J - 1 / 2 q  ~, T J - 1 / 2 V  J) 
eine fiber ~0 erkl~rte Bilinearform in K*. Durch T .-~ B J  1/2 entsteht also eine 
%somorphie zwischen dem Hilbertraum aller T in L 2 (~) und dem Hi]bertraum 
aller fiber ~0 definierten B m i t  (B, B) ~ 0% und der Kegel K* besteht aus den- 
jenigen r e ~* der Gestalt r 9) ~ (B~, B9)  mit (B,  B )  ~ ~ .  Man fiberzeugt 
sich leicht, dab der Raum aller solcher 0peratoren B der yon K(~)  erzeugte 
IIilbertraum bezfiglich des inneren Produkts (B, B) ist. Es ist auch bemerkens- 
wert, da[~ es B gibt, die keine dieht definierten adjungierten 0peratoren B* 
besitzen. Einen solchen Operator B konstruiert man leicht auf folgende Weise: 
Sei, wie immer, j1 /2  ~/-.,~ ~i'P/2E~, mit ~ / ~  --~ 1 (#4 ~ 0). Wir definieren 

i i 

B v = 90(9 , v),  
i 

wobei ~ ein beliebiger Vektor aus ~0 ist und ][ 9o H ~- 1. Es grit (B, B) < c~, 
aber B *  existiert nicht ffir (9, 90)40,  denn sei 9 " ~  ~ mit (9", yJl) ~ (9, B9~) 
ffir alle i. ])ann gilt (9", 9~) = (9, 9o) :~0 ffir alle k, un4 die Summe ~, ] (9", 9~)l z 
divergiert, k 

Zum Schlul~ bemerken wir, dal~ die Isomorphismen wie ~,  die frfiher auf- 
getaucht sind, nur in sehr speziellen Fi~llen algebraische Isomorphismen, d.h. auch 
mit der multiplikativen Struktur der betreffenden Kegel vertauschbar sind. Die 
algebraische Eigenschaft ist natfirlieh vorhanden, wenn ~ in einem ~unktionen- 
raum dureh eine Transformation des Grundraumes induziert wird. In  Satz (6.3) 
hat die dort auftauchende Isomorphie ~ kaum etwas mit der Ringstruktur zu tun. 
Viel wichtiger ffir unsere ]~berlegungen seheinen die Kegelisomorphien zu sein, 
die die Integrale ineinander fiberffihren. Die Ringstruktur spielt im allgemeinen 
nur eine sehr sekundiire Rol]e und ihr auff~lliges Auftreten in der gewShnlichen 
Mal~theorie kann zum Tell darauf zurfickgeffihrt werden, dal~ es unter sehr all- 
gemeinen Bedingungen mSglich ist, eine algebraische Ringstruktur in einem 
Vektorverband ohne weiteres zu definieren. 
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