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Ftir homogene M.K., bestehend aus einer aperiodischen rekurrenten Klasse, ist 
bekannt, daB die terminale a-Algebra das 0 - 1-Gesetz erftillt. Der erste Teil dieser 
Arbeit behandelt die Giiltigkeit des 0-1-Gese tzes  fiir transiente Ketten, far die 
eine Folge ko, kl, k2, k 3 . . . .  von Zustiinden existiert mit P(3 n X ,  = k z+ l lXo = kz) 
=1,  V I 6 N .  Das herzuleitende Kriterium wird nur von dieser Folge und den 
Stoppzeiten, y o n  k l nach kg+ 1 zu gelangen, abhgngen. Eine Anwendung auf 
Harrisirrfahrten wird uns dort konkrete Aussagen liefern. 

w 1. Definition und Hilfsmittel 

Gegeben sei eine homogene M.K. (f2, ~,  P~), der Grundraum f2 von der Gestalt ~2 
= I N, N die natfirlichen Zahlen, I der Zustandsraum, ~- eine a-Algebra, P = (Pij), i, 

j ~ I  die Matrix der Obergangswahrscheinlichkeiten, ~z die Anfangsverteilung. Mit 
X n, neN,  werden die Koordinatenabbildungen f2~(coo, COl, CO2,-..) ~ X,(CO) = co, e I  
bezeichnet. ~ ( X , ,  X , +  1 . . . . .  Xm) sei die von X , ,  . . . ,  X m aufgespannte a-Algebra, 
~ ( X , ,  X,+ 1,.-.)= ~-" die von X,, X,+ 1 " ' "  aufgespannte. Die terminale a-Algebra 

oo 

(~ ~ "  werde mit ~o~ bezeichnet. Der Einfachheit halber bestehe die Kette aus 
n = 0  

einer Klasse und die Anfangsverteilung ~z sei ftir festes i yon der Form ~(j)= 6ij 

={10 sonst'i=J d . h . ~ z i s t e i n P u n k t m a l 3 m i t M a s s e a u f i .  1 

~-o~ sei/-trivial, falls ftir alle A ~  ~ P~(A) = P ( A  I X  o = i) = 0  oder 1 gilt. L~iBt sich 
yo~ i -trivial ftir jedes i zeigen, so gilt das 0 - 1-Gesetz ffir jede Anfangsverteilung 
~r. 2 Wir sprechen dann von ~-~ 

1 Ftir allgemeine Wahrscheinlichkeitsmal3e ~ siehe [7], w 1 
2 Siehe [7] 
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Eine Harrisirrfahrt ist eine spezielle Markovket te  mit I=2~ und den 
Obergangswahrscheinlichkeiten 

Pi j=0 fiir j 4 = i - l , i , i + l ,  

Pl,Pi l=ql ,  

Pi, i=ri, 

Pi, i+l=pi ,q i+r i+Pi=l ,  V i i i .  

Ftir rekurrente Zust~inde ist folgender Satz bekannt:  

(1.1) Satz. Sei I eine rekurrente, aperiodische Klasse, so erfiillt die terminale or- 
Algebra das O -  1-Gesetz. 

Beweis. Siehe hierzu z.B. Freedman [3]. 
Ein Beweis dazu sei hier nur skizziert. 
Anstatt  f2 betrachtet man f2 '= {co~f2lco,=i unendlich oft}. Jedes co wird in 

BliScke zerlegt, und zwar beginnt jeder Block mit  i und endet vor dem n~ichsten i. 

co=( {, co l , co2, CO3 "" COn, i , i, con+ 3, ";) 

[h •2 ~3 

]~k(CO) bedeute den k-ten Block und B sei die abz~ihlbare Menge der B16cke. Dann ist 
die Abbildung/J = (/J1, fi2,...): f 2 ' ~  B ~ bijektiv und meBbar, ]~-1 ist mel3bar, und 
p~ fi-  1 ist das Produktmal3 auf dem Produkt raum B ~. Eine symmetrische Menge 
A c~ f2' ergibt auch in B N eine symmetrische Menge fl(A c~ O'). Nach dem Hewitt- 
Savage 0 - 1-Oesetz folgt Pi/~- l(fi( A c~ f2')) = Pi(A) = 0 bzw. 1. 

Fiir rekurrente aperiodische M.K. findet man den folgenden Satz2.1 in der 
Originalarbeit Orey [4], oder in [1], [3] unter ,,a theorem of Orey". Die 
Verallgemeinerung geschieht ohne groge Schwierigkeiten. 

(1.2) Satz. Sei X o, X 1, X2 .. . .  eine Markovkette. Folgende Aussagen sind 

;~quivalent. 

i) ~ o  /-trivial 
ii) lira (P~(B I ~ " )  - P~(B)) = 0 V B ~ , ,  

n ~ o o  

iii) lira sup IP~(Ac~B)-P~(A).P~(B)I=O V B E ~ ,  
n ~ o o  A ~ o  ~ n  

iv) lira sup I P~(A c~ B) - PdA). P~ (B)] = 0 
n ~ o ~  A ~ , . ~  n 

ffir B aus dem Erzeugendensystem (B~= {Xm=j},  meN,  jEI} von ~,, 
m n - - m  n _ _  v) lira ~ Pl,jo IPjo,j -Pi ,  j [ - 0 ,  Vm~N, Vjo~l. 

n ~  j e l  

Beweis. (i) ~ (ii) ~ (iii) ist fiir allgemeine Prozesse bekannt.  3 
Fi.ir (iii) r162 (iv) ben~Stigt man die Markoveigenschaft.  
Ebenfalls wegen der ME reicht es A ~ ( X , ~ )  zu w~hlen. Mit B=Bjo und A 

= {co I X,(co) = J, PTgJ" "PT, j > 0} folgt (iv) ,~- (v). 

I-2], S. 95, Problem 6. [51, S. 18, Theorem 4.1 
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w 2. Entwicklung eines Kriteriums fiir transiente M.K. 

In der Beweisskizze hatten wir die unabh, id. verteilten Stoppzeiten von i nach i 
eingeftihrt. Far  transiente Ketten nehmen wir an, es gibt eine Folge yon Zust/inden 
i, kl, k2,. . . ,  mit der Bedingung B 

(B) Pk , (3n>OX,=kz+l )= l  VIeN. 

Der folgende Satz besagt, es geniigt, sich nur auf diese Zust/inde zu beschr/inken. 
W/ihle als Abkiirzung A(i, k)= {m[p'Jk > 0} und H(i, k) das von A(i, k) -A( i ,  k) 

= {m = ml - m2 Ira, m2 eA(i, k)} bzgl. 2g erzeugte Hauptideal. 

(2.1) Satz. ~-oo i-trivial ist iiquivalent zu 

lim s u p ~  n-re' n 0 Pkj -Pkj = 
n ~  j e I  

Vke{i,  kl, k 2 .... } gm' eH(i, k). 

Beweis. , , ~ "  Man wende Kriterium v) aus Satzl.2 an. Sei joel ,  meA(i, jo) , 
ke{i, kl,k2, ...} mit Pjo(3nX,=k)=l ,  so gilt 

lim sup ~ Ipj~o7~-pi~j] 
n~co  j ~ /  

l n - m  ~ ~Cl n -  l 
=lira sup ",kPjo,j - -  .d., Y i , k P k ,  j 

n~oo j ~ l  l l = 0  

- P ( X . = j A  ~tO<_l<n:Xl=k[i),  

dabei ist f lk  =P/(X~(co) = k A Xj(co) + kVO < j  < 1), 

< l i m s u p ~  ~ f l  I . . . . . .  tl __ Y i , k  ' P J o , j  - - P k , j  
n~oo  j ~ l  l=O 

+lira sup Z ~ f~Ik[PYo.j"[ 
n~oo j r  l = n + l  

+ l i m s u p ~ P ( X , = j A  ?r Xl=kl i  ). 
n ~  j s I  

Der zweite und dritte Limes sind 0; fiir den ersten wende man dominierte 
Konvergenz anl da ~ f l k < 1 und der Betrag gleichm~iBig durch 2 beschr~inkt ist. 

0<- l<_n 

Damit gilt welter 

< ~ f l  l i m s u p ~  r . - m - r  = ",k "o ,kPk,  j 
l n ~ c o  j E I  1 

oo 

- + - P ( X  n _ m = j A  ~ O < ~ l  _ n - m  X r = k l j o ) -  o , k P k d  
l v~ n - m  

< ~ f / l  l i m s u p ~  V ~ "  ' . . . .  r .-1 / ' ,  J j o , k  IPk, j - - P k ,  j I , k  
l = 0  n~oo  j E I  I ' = 0  

+lira sup ~ P(Xn_m=j A $O < l' <_n-m X r=klJo) 
n~o~ j e I  

+lira sup ~ ~ f}o', k "-I  Pk,  j �9 
n~o3 j s l  l ' = n - m + l  
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Der zweite und dritte Limes sind wiederum 0, fiir den ersten wende man dominierte 
Konvergenz an: 

oo ~_~ ~ , n - m -  l' n -  l 
< ~ f l ,  k ~ f s  j --Pk,j  [ 

l = O  l ' = O  n ~ o a  j e I  

lim s u p ~  "-"*' " - = IPk, a - P k , j l - 0 .  
n+oo j e I  

Dabei ist m' = m + l' - l beliebig aus A = A( jo ,  k) + A(i, jo ) - A(i,  k). 
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt diese Behauptung fiir das yon A 

erzeugte Ideal. Dies ist aber genau H(i, k). 

lim sup ~ I P ~ ; " -  PT, j l m = m I - m2, ml ,  m 2 eA( i ,  k) 
n ~ o o  j ~ I  

>_lim sup ~ . . . .  +m2 n+m2 n+ttl 2 t /  - IPk~ -P i j  I+l im sup ~ IP,j --Pkjl- 
n ~ m  j e l  n ~ m  j ~ I  

Aus Kriterium 1.2 folgt die Behauptung. q.e.d. 
Wegen der Dreiecksungleichung reicht es im obigen Satz, m' das erzeugende 

Element dik yon H ( i , k )  zu  w~ihlen, bzw, wegen H(i,  k i ) c H ( i ,  kl) fiir j < l , d  
= min dik = limd~k zu w~ihlen. Ist die Markovkette rekurrent oder i wesentlich, 

�9 J 
k~{i ,  kl , . . .}  j ~ o o  

so ist d gerade die Periode von i. 
Sei eine Folge (/=/Co, k>. . .} mit der Eigenschaft B gegeben. 

, , ( i n f { n > O X , ( o J ) = i }  

z~te)) = l ~  falls inf unbestimmt. % wird induktiv gegeben dutch 

~inf{n > Z k, _ ~ X ,( c~ ) = kl } 

~k, = (oe falls inf unbestimmt. 

Setze zur Abkiirzung 

Zk,+~--Zk,=Z v 1=1,2, . . .  

m - - 1  

Sin= ~ Z l = Z k ~ - - z l .  
l=O 

S~ sei die m-te Partialsumme flit die Folge {k~,...}. 
Aus Bedingung B ergibt sich Pk~(S~< oC)= 1 VmeN.  
Die ZV. Z t sind unabh/ingig nach Definition, aber nicht mehr notwendigerwei- 

se identisch verteilt. 
Man beachte, dab obige Stoppzeiten Zk, nicht die Zeit angeben, zum ersten Mal 

k, zu durchlaufen 

v - J i n f { m > O I X ~ ( c ~  
k , - - ~  sonst. 

Nehmen wir an, es gelte 

P~(T~, * vk,) > 0 

und I sei die kleinste Zahl, ftir die das gilt, 
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Dann durchl/iuft das Teilchen kl, bevor es in einem Zustand kso(S o < l) gewesen 
ist. Da dies Teilchen f.s noch nach kso gelangen mul3, gilt 

Pk,(3 n>  0 X . = k j - -  1, 

wegen Bedingung B aber auch 

Pkso(3n >O X,,=kl)= l, 

d.h. der Zustand kso ist rekurrent. 
Sind alle Zust~inde transient, so gilt Bedingung C. 

(C) P(zkz+Vk)=O ffir alle feN. 

(2.2) Satz. Ffir yoo i-trivial ist hinreichend 

lim sup ~ ]P(S[,=I)-P(S~=I-m')]=O Vr~N 
m ~  1 = 0  

r - -  r Vm' E{n=nl--nzl3m: P(Sm-nl)>O,P(Sm=n2)>O }. 

Unter Bedingung C gilt auch Notwendigkeit. 

Beweis. , ,~" W~ihle das Kriterium aus dem vorhergehenden Satz. Sei speziell k r = k 

lim s u p ~  .-m, . [Pk,- j --Pk~ jl 
n ~ o o  j e I  " ' 

n - m '  

= lim sup ~ ~o P(X,_,,,  =j, S:;, = l] kr) 
n ~ o o  j s I  l 

+ ~ P(X,-m'=jc~S~=llkr) 
l = n - m '  + l 

- ~ P(X,=j,S~=llkr) 
/ = 0  

- ~ P(X.=j,S~=Ilk~) 
/ = n + l  

n 

Z ~m _ .  r l-m'lkr) _< lim sup P(X,_m, --J, Sm = 
n ~ o o  j ~ I  l =  ' 

- ,=o ~ n(x'=j'S;"=Ilk~) l 

p _ _  �9 r ! +lira sup ~ (X._m,_j ,S , .>n_ m Ik~) 
n ~  j ~ I  

+lira sup ~ P(X,--j,S~>nlk~). 
n ~  j ~ I  
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Sei diese Version der bedingten Wahrscheinlichkeiten auch ffir Nullmengen 
wohldefiniert. 

<l im sup ~ ~=~ o P ( X ' - m ' = J l S ~ = l - m ' ) P ( S ~ = l - m ' l k r )  
n ~ o o  j ~ l  

- P ( X , - = j I S ~  = l) P(S~ = llkr) 

+ lim sup P(S~ > n -  m']k~) + lim sup P(S~ > n lkr) 
n ~ o o  n ~ c o  

=< lira sup ~ i P ( X ,  = j lS~m = l) I P(S~ = l -  m'Ikr) - P(S~ = I I k,)l 
n ~ o o  j e I  l = 0  

=l im sup ~ I P(SL = l -  m')- P(S~ = I) 1 
n ~ o o  / = 0  

r r = I P(S~ = 1 - m') - P(S~ =/)1. 
l = 0  

Bilden wit den Grenziibergang m--* oo, so folgt die Behauptung unter Beachtung 
yon H(i, ki) ~ H(kr,  k~) = {m = m 1 - m 2 I P(S~_~ = ml)  > O, P(S~_r = m2) > 0} flit j > r. 

, ,~".  Diese Richtung folgt mit der Ungleichung (1) 

n o - m '  n o 
[Pk~, k --Pk,,kl 

k e I  

>= ~ I P ( X , o _ m , + , = k , S ~ , o > n O - m '  + t l k r )  
k e l  

- P ( X , o §  = k, s~ o =>no + tlk,)l 
n o + t  1 

+ ~ IP(S~ ,o=n-m ' l k r ) -P(S~ ,o -=n lkr )  [ (1) 
n - -  no  

fiir alle t e N ;  mit Limesbildung fiber t ergibt sich: 

> ~ IP(S~.o=n-m'lk~)-P(S~.o=nlkr)l 
n ~  no 

= ~ [P(S•o = n -  m') - P(S•o --= n) l. 
n = O  

Mit der Limesbildung auf beiden Seiten fiber n o ergibt sich die Behauptung. 
Der Beweis der Ungleichung (1) geschieht durch Induktion nach t: 
i) Ftir t --- 0, m > 0 gilt: 

no  - m '  no  
[Pk~,k [ - -  P k ~ , k  

k e l  

> ~ ] P ( X , o  ~ , = k c ~ S , o = n o - m  lkr) 
k e l  

-P(X,o=knS~o>nolk,)l. 
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Dies ist aber erfiillt, wenn man beachtet, dal3 S~o > n o nach Definition gilt. 
ii) Fiir den Induktionsschlul3 multipliziert man in der Formel 

[P(X.o-m, +t=kc~ g'.o >-no-m' + tlk,j 
k E I  

-P(X,o+t=kc~S~o>=no + t[kr)[ 

den Betrag jeweils mit ~ pk,k,=l, vertauscht die Summationsreihenfolge und 
k ' E I  

erb~ilt mit der Dreiecksungleichung: 

> ~, [ ~ Pk,k'(P(X~o-m'+t=kc~S'~o>no-m'+tlkr) 
k ' E I  k r  

k t k n o  +r+ l 

kc~ .o>=no + t[k~)[ - P ( X . o  + t = S~ 

+ ~ P~o~+~.k ~ JP(X.o_,n,+t=k.o+,.+l ~S~o>no-m'+t]k~) 
k ' r  

- P(X,o+t=k,o+~+ l c~Xr~o>=no + tlk,)l. 

Verwende nun Bedingung C 

= ~ ]P(X.o_~,+t+~=k',S~o>->=no-m'+t+llk~) 
k ' ~ l  

- P(X.o+t+ 1 =k', S'~o >n o + t+ 11 k~) I 

+ ]P(S.o+r=no-m' + tlk~)- P(S~.o=no + tlk~)l . 

Im Weiteren ben6tigen wir den Hilfssatz 2.3. 

(2.3) 

Tin= ~ Y~, To=0. 
i = l  

tl~ sei deJiniert durch 

2--tl ~ ~ I P ( ~ = J ) - P ( Y t = j - l o ) l ,  l, lo~N. 
j ~ I N  

Aus ~ tll ~ = oO JoIgt 
l = 1  

lira ~ IP(Zm=j)-P(rm=j-Io) l=O.  
n ~  m j s N  

Beweis. Siehe hierzu R6sIer [6]. 

(2.4) Kriterium. Sei k o=i ,k l ,k2. . ,  eine 
VnelN, Z z wie bisher. 

2 - t 7 " =  ~ I P ( Z , = j ) - P ( Z ~ = j - m ' ) I ,  leN. 
j e g g  

m' = gr6flter gemeinsamer Teiler yon {m]pi'k z > 0, l eN}. 

Aus ~ t'~'= oo folgt f f ~  i-trivial. 
Cv~ 

1=0  

Hilfssatz. Y~, ieN, seien unabhi~ngige ZuJa/lsvariablen mit Werten in N, 

Folge mit Pkr(3m>0 Xm=kn+l)=l ,  
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Beweis .  Wende Satz 2.2 und Hilfssatz 2.3 an. 

~ =  t~ = t~ ~ lim ~ [ P ( S , ~ - j ) - P ( X m - J - m ' ) l : O  
I = 0  l = r  m ~ o o  j e N  

ftir alle reN.  q.e.d. 
Folgerung 2.5. Ist i rekurrent, so ist No~ /-trivial. Als Folge werde (i, i, i, ...) 

gew~ihlt, m' ist die Periode yon i. 

w 3. Anwendung des Kriteriums 2.4 auf Harrisirrfahrten 

Sei I =2g der Einfachheit halber eine Klasse. 
Die Harrisirrfahrten werden eingeteilt in die rechtslaufenden, d.h. P~(3 n > 0 X, 

= i+  1)= 1 V i>  0 (bzw. linkslaufenden) und die bier uninteressanten iibrigen, die, 
wie man sich iiberzeugt, 

(*) Po(Vn>0 X , > 0 ) > 0  und Po(Vn>0 X , < 0 ) > 0  erf'fillen. 

Die Irrfahrten mit (.) haben immer nicht 0-triviale terminale a-Algebra, da 
(V n > no,: X, > 0), (V n > n~ :X,  < 0) terminale Ereignisse sind mit Mal3 ungleich 0 
bzw. 1. 

Rekurrente Harrisirrfahrten sind speziell auch rechtslaufend und besitzen, 
Proposition 2.5, immer 0-triviale Terminal-a-Algebra. 

Seien ftir diesen Paragraphen alle r, gleich Null, d.h. die Periode d i gleich 2. 

(3.1) Satz. Fiir eine rechts laufende Harr is i rr fahr t  mi t  Per iode  d o = 2 ist goo  O-trivial 

genau dann, fa l l s  ~,  q,-= oo erfii l l t  ist. 
n ~ O  

Beweis .  , , ~"  

Sei A =  (~ 0 {Xl=l},  As~-~,  so ist bis auf eine Nullmenge A 
n ~ 0  l = n  

= {(0, 1, 2, 3, 4, 5,...)}. Es gilt Po(A) = 1~ Pi = 0 bzw. 1. (1 ist unmSglich, da wegen d o 
i = 0  

= 2 mindestens ein Pi, i>  0, kleiner als 1 ist.) 
Es folgt 

oo = ~ (1--pi)= ~ q / .  
i = 0  i = 0  

Als Folge mit Eigenschaft B (und auch C) w~ihle 0, 1,2, 3,4, .... Sei Z , = z , +  1 
- ~n, n = 1, 2, 3,... die Stoppzeit, um yon n zum ersten Mal nach n + 1 zu gelangen. 

s 2 s  mit Kriterium2.4. folgt nun die Hilfssatz 3.2 liefert t,,, + 1 = 
Behauptung. , = o , = o 

(3.2) Hilfssatz. Gegeben sei eine Harr is i rr fahr t  au f  I = Z - u { 0 ,  1}. Al le  r, seien 
Nul l ,  p 1,1 = 1 und Po(3 n X,  = 1) = 1. Dann ist f d, 1 = Po(X , = 1, V l' < h X v =t = 1) mono- 
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ton Jallend fiir l> 1 und l - -1  rood2,  und es gilt: 

Z Ifo~,, -JoZ,qe I -- 2Jd~, 1 = 2Po,1 
I E Z  

Beweis. i) N e h m e n  wir eine Nul lmenge  aus O heraus und bet rachten den Prozel3 auf  
dem fast sicheren Ere ignis raum 

s0-- {coe~21o.+~ = o . - -  1V (.On+ 1 = o ) . -  1 v a) ,+l  =c%-k i g n e N }  

B l =  {co e f21 c9 o = 0 A co~= 1V j=> l} 

A t= {co.Oleo o = 0  A co z = 1 zum ersten Mal} 

P( ~ A ' I O ) - - P ( ? I  X~-- llO)-- 1. 
I E N  

AI,= {cgeAl[erstes M i n i m u m  bei n}. 

Erstes M i n i m u m  bei n soll bedeuten:  falls co o < c)1, so setze n--O; andernfalls sei n 
der kleinste Wert,  ftir den cg,<con_~, con+ ~ gilt. 

l 

UAln=A '. 
n=O 

Durch  die Funk t ion  g~ ordne man  j edem co~A t e in  (co', a)") zu, indem man  be im 
ersten M i n i m u m  noch das Stack  v bzw. /x einftigt. 

Koordinate t ,% 

i 

Zustdnde 

(.O 

I I ,,C, 
/ oJ' 

[ I ,,<n; 
, ' % ,  ( o  ,t 

i i i  

gl. AI__+Bt+2• 

g t(oo) = (co', oo") 

Sei co~A l.. 

(D'i=(-Oi=OO I' V i <=n 
II e)',+ 1 =oo , - -  1 m ,+ l  = o o , +  1 

t l! ~0i+2=(.0i=~0i+2 gi>=n. 

Mit dieser Defini t ion ist g Z eine Funk t ion  auf  den angegebenen R~iumen. 
ii) Ftir den Teil iv) wollen wir die Beziehung 

l l + 2  

U (Yl(gl(Atn)) U Y2(gt(Aln))~At+2 = U A~ +2 V l ~  1 
n = O  n = O  

durch Angabe  einer Funk t ion  h t: A t+ 2 .__+ A l beweisen. Y1, I12 seien die Projekt ionen 
Bt+ 2 x BI+ Z___~ BZ+ 2" 
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Z u  j e d e m  05 ~A l + 2, 1 > 1, sei n(05) = n das  k le ins te  fi ~N,  fiir das  05~ = eS. + 1 - 1 und  
cSn+ 3 > 05~ gilt. n ist wohldef in ier t ,  d a  die K o o r d i n a t e  des a b s o l u t e n  M i n i m u m s  
ob ige  E igenschaf t  besi tzt .  

Fa l l s  05n+1= 05~+2 gilt, so setze 

(h ~(05))~ = @ i < n - 1 

(h t(05))i = oSi + 2 i > n - 1 

u n d  d a m i t  

hl(ch)EA l. 

(Vergle ich:  P fad  aus  Bild ii zu  Pfad  aus  Bild i.) 

Fa l l s  05.+2 = 05. gilt, so setze 

(h~(oS))i = @ V i < n  

(hl(05))i~-05i+ 2 V i > n  

u n d  d a m i t  

hZ(cS)sA z. 

(Vergle ich:  Pfad  aus  Bild iii zu  e n t s p r e c h e n d e m  Pfad  aus  Bild i.) 
H i e r d u r c h  ist h z vollst~indig als F u n k t i o n  b e s t i m m t ,  h z o r dne t  n a c h  K o n s t r u k -  

t ion  j e d e m  05 c A  z+ 2 ein E l e m e n t  aus A ~ zu, so d a b  fiir gl(h~(05))= (co', co") e n t w e d e r  
co' = 05 (erste Fa l l sbe d i ngung )  ode r  co" = e5 (zweite  Fa l l sbed ingung )  gilt. 

iii) A z schre ib t  sich als ( T - S h i f t t r a n s f o r m a t i o n )  

n + 2  I A Z . = { O } x { - 1 } x . . . x { - n } x { - n + l } x T  (A,). 

Wei t e r  gilt 

P(AZ. O ) = p o  - 1 . . .  P - . +  1 , - . P - . , - . + 1 P ( T " + 2 ( A t . ) I - n +  1), 

P(YI(gZ(A'.))IO) 

= P o , - 1 . . . P - , + I , - , P - , , - , - t P , - 1 , - , P  . . . .  +1 

�9 P(T"+2(At.) I - n +  1), 

P(Y2(g~(AZ.))[O) 

= P o , - 1 . " P - . + I , - . P - . , - . + l P - . + I ,  .P . . . . .  +1 

�9 P(T"+Z(A~.)I-n+I ). 

H i e r a u s  e rg ib t  sich die in iv b e n 6 t i g t e  Bez iehung :  

P(Y~(g Z(A z.)) I 0) + P( Y2(g ~(A z.)) [ 0 ) 

=P(At . IO)[P- . , - . -~  P - . - ) , - .  + P-.,--n+ l P- .+ 1_, -"]~ 
<= 1 <=2 

<=P(AZ.IO). 
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i v , ,  ' Jo,~ =P(A~IO) =n A,]O = ~ P(A~,I O) 
n i7=0 

l 

~ (P( Yl(g '(A '.)) I o) + P(Y2(g '(A '0) I 0)) 
n=0 

>P (,,_Oo(Yl(gZ(Al,,))Y2(g'(AlO))[O) 

~p(Al+21 /+2 o ) = / , ; , ,  . 

oo 
_ [ 1 + 2  - -  ~ 1 / l + 2  v) F, IJo',, ,o, ,  - __ IJo, l - J o , ,  

I c Z  l= - 1 

=Jo'., + F, ()~,1 - ~ ' +  2~ �9 J0,1 ] 
I=0 

~,  ~r 
= J ~ , , +  J L ~ -  .o, ,  

I=O /=o 

= 2 J o  1, 1 

=2po,  1. 

w 4. Anwendungen auf aperiodische Harrisirrfahrten 

I =2~ sei eine Klasse mit Per iode 1. Jcdem Pfad co wollen wir eindeutig ein co'~f2 
zuordnen,  welches die Reihenfolge der verschiedenen Zust~inde yon co angibt, und 
ZV. Yo,~,,(co), n~N, die angeben, wie oft das Teilchen in co', verbleibt. 

r i, i eN,  seien Stoppzeiten, induktiv definiert durch r~ 0, 

i zn+ l(co}=~ n f { m > z  (co), corn =l: co~, (o,) 
" " (c~ falls infunbest immt.  

U m  P(z"< or 1 ftir alle h e n  zu erhalten, mfissen wir fordern: r, < 1 fiir a l len.  
Weiterhin sei 

f :  f2--, W = {coef2 Ico~ + co~+ a V i~N} 

Der  ProzeB X',: f2'--+ I ist wieder Markovsch  

X~, ((f(co) o, f(co) 1 . . . .  ) = (/(co)), 

mit dem Mal3 P f -1  
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X'. bildet eine Harrisirrfahrt mit Periode 2 und den 
Ubergangswahrscheinlichkeiten 

P, q y _  q, 
P'~- 1 - r , '  1 - r , "  

A' 

Pf(X ' ,=i[ 'X 'm=jm~X'~_l=jm~lc~ . . . c~X 'o- -Jo  ~ o .E .n>m 

Pf(X ' ,= i r~A ' )  P ( f - I ( X ' ) c ~ f - I ( A ' ) )  
- o.E. Pf(A') > 0 

PY(A') PY(A') 

= p ( f  -a (X',) [ f - 1 (A ')) = P (X~, (o~) = i[ X~m (o~) =ira) 

= P f  (X ' ,= i lX~=j ) .  

Pjf -- P(X~2(~)--j + I[X~I (o~)=j)=- pj-}-rj pj + r 2 p j +  ... 

Pj 
- 1 - r j "  

Vide Eigenschaften, wie Rekurrenz, Klasse, tibertragen sich yon 0 auf ~2'. 
Interessant ist besonders, wie lange ein Teilchen aus 0 in einem Zustand 

verweilt. Diese Z.V. haben eine Verteilung yon der Art 

P(Yi =J)=(1 -r i )  ~J- 1 = pi(zl =j).  

(4.1) Proposition. Seien Yi, i~N,  unabh. Z .K  mit Vert. P ( Y , = j ) = ( 1 - r , ) r  j 1 flit  
j a N ,  O< r, < 1, und sei S, die n-re Partialsumme. 

Dann gilt, aus ~ r, = oe folgt  
~ E N  

lira ~ IP(S, = j ) - P ( S ,  = j -  1)1 =0 .  
n ~  oo j ~ N  

Beweis. P (Y ,= j )  ist monoton fallend ftir j >  1 und daher gilt 

I P ( Y , = j ) - P ( Y , = j - 1 ) I  
] e N  

09 

= P(Y, = 1) + ~ (P(Y, = j - 1) - P(Y, =j)) 
j = 2  

= 2P(Y, = 1) = 2(1 - r,). 

Wende nun Kriterium 2.4 an, so folgt die Behauptung. 

(4.2) Satz. Ist eine Harrisirrfahrt eine Klasse mit Periode 1 und rechtslaufend, so 
sind 5quivalent 

i) ~-o~ O-trivial 
ii) Po({~[ ~ r(f(o,)b = ~ } ) =  1. 

j e N  

Beweis. , ,~"  
Sei ] ~  O-trivial und Po({(ot ~ r(f(~))j=oo})+l, so erhiilt man sofort 

P0({ ~. r(f(o))j < ~ } ) =  1. j~N 
j E N  
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Benutze nun folgende Erwei terung von Borel-Cantel l i  (Breiman [-2])�9 
Sei Yo, I11 ..- ein beliebiger Prozel3, A , ~ ( Y o ,  ..., Y,). D a n n  gilt f.s. 

{o lcoeA n unendlich oft} = {col ~, P(An+ 11 }7o,..., Y,) = oo}. 
n - - 0  

Sei je tzt  An={o)]co ,=co,+l}  , so folgt nach dem oben zitierten Satz 

1 = P(A n endlich oft) = P(o)] 3 n(o)) V n > n(co) : co n + 1 = con -+ 1). 

Die beiden terminalen Ereignisse 

B = {co n + n unendlich oft gerade} ~ c ~  

B' = {co n + n unendlich oft ungerade} ~ ~-oo, 

B'uB=~2 ,  Po(Bc~B')=Po(Anunendl ichof t )=P(~ry(ob=oo)=O 
j s N  

liefern nun den Widerspruch.  
Sei o.E.d.A Po(B) > 0  und Poo > 0 ,  so gilt wegen {0 x B} c B '  

1 = Po(B ~ B') = eo(B) + fo(B') >= Po(B) + poo Po (B) 

und daher  1 > Po(B) > 0. Widerspruch.  

v~ sei eine Stoppzei t  auf  f2' 

v~(co') = inf({m] ~, I(P(Sm(co; ... co') = j )  
j ~ I  

-P (S~(o f  o ... co'~)=j-  1)[ <e} w { oo}). 

Dabe i  ist 

sA~;,...,~o;,)= ~ z?~ ,,~, 
/ = 1  

Z F  i . . . . .  ~= %,~ . . . .  i, l = 1 , 2 ,  . . . ,m.  

P o f -  1( v,(oY) < ~ )  = Po( v,(f(~o)) < ~ )  

_-> P0(lim sup ~ ] P(Sm(o~) . . . .  , o~0) = j )  - P(Sm(~O'o... ~o'~) = j  - 1)1 < e) 
ra~o~ j E I  

>Po( ~ r(f(~))j = ~ ) =  1. 
j e N  

Wende  zum Nachweis  der Trivialit~it Satz 2.1 an 

lim ~ Ip~,~-p~,j l  k > 0  
n ~  ~ j E N  

> l i m  ~ ~ P f - i ( x ' o = c o '  o .. . .  , X ~ , = ~ , )  
n ~ oe m = 0 {x6 = o 6  . . . . .  x~.  = co~ } c {v~(o ' )  - m} 

�9 ~, I P k ( X , _ l = j i X ' o = O ' o ,  ...,X;,=co~) 
j s N  

! t ! - P k ( X , = j i X ' o = m o ,  .--,Xm=Com) l. 
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Ganz  analog zum Beweis , , ~ "  yon Satz 2.2 folgt (beachte die etwas andere 
Definit ion von S,(...)) 

< l im ~ ~ P k f - ~ ( X ' o = o g ' o  ... X',,,=og") 
n ~ m  m~N{v~=m} 

�9 ~ ]P(S~(Og~ ... o9;,):  1 - 1) - P(S , , (ogo , . . . ,  o9;,) :  l) l 
l = 0  

<=e. P ( L J  < oo)=e .  

D a  e beliebig war, folgt die Behauptung.  
Eine rekurrente  I r r fahr t  erftillt das Kr i t e r ium aus 4.2., da, es sei o.E. r o + 0, der 

Zus tand  0 unendlich oft besucht  wird. Auch aus rechtslaufend und ~ % -  oo folgt 
0-triviale Terminal -a-Algebra .  ,= o 

Fiir ~ q , <  oo und ~ r ,<  oo ist das Mal3 yon co =(0,  1, 2, ...) ungleich 0 und 1 
h e n  n6N 

und dami t  ist ~ -~  nicht 0-trivial. 
FOr ~ q , =  oo und ~ r ,<  oo seien zwei Teilergebnisse ftir rechtslaufende 

n e N  n~N 

t ransiente  I r r fahr ten mit  Periode 1 angegeben,  r,, < 1, neN.  

P, S _  q ,  und  %, rekurs iv  gegeben  du t ch  (4.3) Proposition. Sei  wie  oben  / ,  - 1 - r, ' q" - 1 - r, 

/ .  
gOo = 1, ( ]gn+ 1 - -  f 

1 - q, r exp( - r,,) 

~ O-trivial ist 5qu iva len t  zu  I ] (P~=0 .  
h e n  

Beweis .  r ,  sei die Stoppzei t  in f2', den Zus tand  n zum ersten Mal  zu erreichen. 
Y,+l(og) gebe die Anzahl  der Besuche in n vor ~,+1(o9) an. Z , + l  sei die Z.V. 

, k ro~ j. ( Z , +  0 bezeichne die k-fache Fal tung von Z , +  r D a m i t  gilt: 
j =  ~n 

c o  

P f ( Z , +  ~ = x) = ~ P f ( Y , +  1 = k) .  P f ( ( Z * )  k -  1 = x - kr,,). 
k = l  

Die Fotge ~ o , ( t ) = E ( e x p ( - t Z , ) )  erfiillt den rekursiven Z u s a m m e n h a n g  

(p,+ l(t) = E ( e x p ( -  t Z , +  1)) 

= S ~ exp( - t k r.) P f ( I I ,  +1 = k) 
k = l  

�9 e x p ( -  t (x  - kr,)) Pf((Z*) k - t = x - k%) dx  

~ e x p (  ; f k - 1  k-1 = -- t lcr , )p , , (q . )  q), (t) 
k = l  

exp( - r, t) 

= P~ 1 - q~ ~o,(t) exp( - r, t)" 
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Das Produkt der charakteristischen Funktionen ~[ %,(0 gleich 0 for alle t =~ 0 ist 
oo n E W  

iiquivalentzul=P(~lZ,=~176176176176 ~ 
trivial. Da der Prozel3 sich ab gewissem N(co) stets in positiven Zust~inden befindet, 
kann man o.E.d.A qo = 0 = r o setzen und erh~ilt damit Cpo(t ) = 1. Setzt man t = 1 folgt 
eine Richtung, die andere folgt aus (po(t) ist monoton steigend ftir t<0,  und 
monoton fallend ftir t >0. 

(4.4) Beispiel. Aus ~ r, = m folgt ~-~o 0-trivial. 

Beweis. 
/ .  p*. 

=<FI d 
1-q~  ( 1 - r . + ' ~ )  

(p,+r,-@)(1-r,)~ p"r22 

l p.  

< rain(1 - r,) ~ r. z '  

rain(1 -~;) ist gr613er Null wegen ~ r, < c~. Das Produkt gleich Null ist ~iquivalent 
n~IN 

Z U  

,;(1 

und dies ist nach Voraussetzung erftillt. 
Fiir das n~ichste Beispiel mit ~ ~<oo setze man qo=0 (rein technische 

nfflN 

Annahme bei rechtslaufenden Harrisirrfahrten) und berechne, ~ihnlich wie in der 
vorigen Proposition 

E Z Z,  - Ri(oo) 
\n= 1 / "~N Pi 

mit 

~, i v~=l ,  v i-qi+*'''q~+a R i (  oo ) = Vn , 
n = O  a P i + l  P i + j  
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k 

i ist das i n v a r i a n t e  end l i che  M a g  ftir die I r r fahr t  in  f2', s t a r t end  in  i u n d  Ri(k) = ~ v, 
n = 0  

q{:O. 
Beispiel. Sei q " < c <  1 ffir a l l e n  gr6Ber als e i n em  no, so ist o ~ ~ 1 7 6  n ich t  tr ivial .  Z u m  

Pn 
1 - r .  

Beweis zeigt man ,  Rn(oe) ist gleichm~iBig beschr~inkt  u n d  p. > 1 + c fiir a l l en .  D a m i t  

ist die  E r w a r t u n g  v o n  ~ Z .  end l i ch  u n d  die B e h a u p t u n g  folgt. 
n 
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