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Fiir homogene M.K., bestehend aus einer aperiodischen rekurrenten Klasse, ist
bekannt, daB die terminale o- Algebra das 0 — 1-Gesetz erfiillt. Der erste Teil dieser
Arbeit behandelt die Giiltigkeit des 0 — 1-Gesetzes fiir transiente Ketten, fiir die
eine Folge ky, ky, k,, ks, ... von Zustdnden existiert mit P(AnX, =k, ,|X,=k,)
=1, VIleN. Das herzuleitende Kriterium wird nur von dieser Folge und den
Stoppzeiten, von k, nach k;,, zu gelangen, abhingen. Eine Anwendung auf
Harrisirrfahrten wird uns dort konkrete Aussagen liefern.

§1. Definition und Hilfsmittel

Gegeben sei eine homogene M.K. (€, #, P,), der Grundraum Q von der Gestalt
=I™ N die natiirlichen Zahlen, I der Zustandsraum, & eine ¢-Algebra, P =(py), i,
jel die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten, = die Anfangsverteilung. Mit
X, neN, werden die Koordinatenabbildungen Q3(w,, w,,®,,...)=> X (0)=w,el
bezeichnet. #(X,,X,.,...,X,,) sei die von X, ..., X, aufgespannte ¢-Algebra,
F(Xp X1, )=F"dievon X,, X, , ... aufgespannte. Die terminale o-Algebra

() #" werde mit #* bezeichnet. Der Binfachheit halber bestehe die Kette aus
n=0
einer Klasse und die Anfangsverteilung = sei fiir festes i von der Form n(j)=4,;

1 iei
={ =) , d.h. 7 ist ein PunktmaB mit Masse auf i.!
0 sonst

F  seii-trivial, falls fiir alle 4e F ® B(A)=P(4| X, =1i)=0 oder 1 gilt. LiBt sich
F i -trivial fiir jedes i zeigen, so gilt das 0— 1-Gesetz fiir jede Anfangsverteilung
7.2 Wir sprechen dann von & ®-Trivialitit.

Fiir allgemeine WahrscheinlichkeitsmaBe = siehe [7], §1
2 Siehe [7]
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_ Eine Harrisirrfahrt ist eine spezielle Markovkette mit =2 und den
Ubergangswahrscheinlichkeiten

pi;=0 flr jFi—1ii+1,

PisDi1=4;,

Di,i=",

Piiv1=Pidi+rtp, =1, Viel.
Fiir rekurrente Zustidnde ist folgender Satz bekannt:

(1.1) Satz. Sei I eine rekurrente, aperiodische Klasse, so erfiillt die terminale o-
Algebra das 0—1-Gesetz. '

Beweis. Siche hierzu z.B. Freedman [3].

Ein Beweis dazu sei hier nur skizziert.

Anstatt Q betrachtet man Q' ={weQ|w,=1 unendlich oft}. Jedes w wird in
Blocke zerlegt, und zwar beginnt jeder Block mit i und endet vor dem nichsten i.

o=, w,,w,, 0, ...wn,\i/,i,wnﬂ,...)

B1 B2 B3

B.(w) bedeute den k-ten Block und B sei die abzihlbare Menge der Blocke. Dann ist
die Abbildung B=(B,, B, ...): & — B" bijektiv und meBbar, f~* ist meBbar, und
P B~ ist das ProduktmaB auf dem Produktraum B". Eine symmetrische Menge
A€ ergibt auch in BY eine symmetrische Menge (AN €Q). Nach dem Hewitt-
Savage 0— 1-Gesetz folgt P, =1 (f(A N Q) =PF(A)=0 bzw. 1.

Fiir rekurrente aperiodische M K. findet man den folgenden Satz2.1 in der
Originalarbeit Orey [4], oder in [1], [3] unter ,a theorem of Orey“. Die
Verallgemeinerung geschieht ohne groBe Schwierigkeiten.

(1.2) Satz. Sei X, X, X,,... eine Markovkette. Folgende Aussagen sind
dquivalent.

1) F* i-trivial

i) im(P(B|#")—P(B))=0 VBeZ,

iii) lim sup |P(AnB)—PF(A4)- B(B)|=0 VBe%Z,
n—w AeF"

iv) lim sup |P(AnB)—P(A)-P (B)|=0

n—o>o AsF"
fir B aus dem Erzeugendensystem {B} ={X,=j}, meN, jel} von Z,
V) lim Y ph, 15 —pisl=0,  VmeN,  Vjeel.
n—ow jel
Beweis. (i) < (ii) <> (iii) ist fiir allgemeine Prozesse bekannt.?
Fiir (iii) <> (iv) bendtigt man die Markoveigenschaft.
Ebenfalls wegen der ME reicht es Ae#(X,) zu wihlen. Mit B=B} und 4
={o| X (0)=].p} ] P ;> 0} folgt (iv) < (v).

3 [2], S.95, Problem 6. [5], S. 18, Theorem 4.1
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§2. Entwicklung eines Kriteriums fiir transiente ML.K.

In der Beweisskizze hatten wir die unabh. id. verteilten Stoppzeiten von i nach i
eingefiihrt. Fiir transiente Ketten nehmen wir an, es gibt eine Folge von Zustinden
i, ki, k,, ..., mit der Bedingung B

(B) PB,En>0X,=k,, ,)=1 VIeN.
Der folgende Satz besagt, es geniigt, sich nur auf diese Zustinde zu beschrinken.

Wihle als Abkiirzung A(, k)= {m|pf;, >0} und H(i, k) das von A(i, k)— A(i, k)
={m=m, —m,|m,, m,eA(i, k)} bzgl. Z erzeugte Hauptideal.

(2.1) Satz. < i-trivial ist dquivalent zu
lim sup ). |, ™ =Pl =0
n—w  jel
Vkel{ik, k,,.. .} VmeH(k).

Beweis. ,,<=“ Man wende Kriterium v) aus Satz1.2 an. Sei j,el, meA(, j,),
ke{i, kl, 2,y mit BAnX, =k)=1, so gilt

lim sup 3, |5 7 —pt ]

n—~o jel

o n
=limsup ), | Y. fhepio = X b
=0

n—-w jeljl=0
—P(X,=jA ﬂoéléninzkli)lz
dabei ist f} k__P(X( w)=k A X(0)+kV0<j<l),

<lim sup ). Zfifkll’;fo,,m ja

n—>o jel I=0

+1lim sup . Z Sl

n—ow jel I=n+1

+lim supZP(X =jn F0ZLIEn X, =k]|i).
Der zweite und dritte Limes sind 0; fiir den ersten wende man dominierte
Konvergenzan,da . f;',<1undder Betrag gleichmiBig durch 2 beschrinkt ist.

0=I=Zn

Damit gilt weiter

= Zfl lim SUPZ ijo kpkj

n—w jel

+P(X,_ =jA$0<l'<n—mX=kIJo ijokpkj

Zfl hmsupz Zf]oklpkjm l"pk, I

n—ow jel I'=0
+11m sup ZP(Xn_m=]/\ J10sIsn—m X, =kl|j,)

n—oo jel

+lim sup Z Z fJO k Pk J .

n—ow jel U'=n—-m+1
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Der zweite und dritte Limes sind wiederum 0, fiir den ersten wende man dominierte
Konvergenz an:

= Zﬁlk ijo  lim supZka i l—pk_)l'

n—o jel

=lim sup Y [pe ;™ —pk,j\= .
n—w jel
Dabei ist m'=m+I'—1 beliebig aus A= A(j,, k)+ A, jo) — AG, k).
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt diese Behauptung fiir das von A
erzeugte Ideal. Dies ist aber genau H(i, k).

[13

»=

lim sup Y, |pi7" ~ph;l m=m; ~m,,m;, m,eA(i, k)

n—-ow jel

=lim sup Y, [pp; ™ " —pi" ™| +lim sup Y 1p5Tm =Pl

n—~ow jel n—~oo  jel

Aus Kriterium 1.2 folgt die Behauptung. q.e.d.
Wegen der Dreiecksungleichung reicht es im obigen Satz, m’ das erzeugende
Element d;, von H(i,k) zu wihlen, bzw. wegen H(ik)cH(ik) fir j<ld

= min d;=limd; zu wihlen. Ist dic Markovkette rekurrent oder i wesentlich,
ke{i,ky, ...} jo
so ist d gerade die Periode von i

Sei eine Folge {i=k,,k,,...} mit der Figenschaft B gegeben.
i > =i
Ti(w)Z{mf{n;:OX,,(cu) i}

oo falls inf unbestimmt. 7,, wird induktiv gegeben durch

_jif{n>7, X (0)=k}
%7 oo falls inf unbestimmt.
Setze zur Abkiirzung

T, =4, 1=12,...

Z Z=1,, —1;.

Sr. sei die m- te Part1alsumme fiir die Folge {k,,...}.

Aus Bedingung B ergibt sich B, (S, <0)=1 Vme]N

Die ZV. Z, sind unabhéngig nach Definition, aber nicht mehr notwendigerwei-
se identisch Verteilt.

Man beachte, daB obige Stoppzeiten 7, nicht die Zeit angeben, zum ersten Mal
k, zu durchlaufen

- {inf{mgmxm(w):k,}

¥ ) o0 sonst.
Nehmen wir an, es gelte

B(ty, #v,,)>0
und [ sei die kleinste Zahl, fiir die das gilt.
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Dann durchléuft das Teilchen k,, bevor es in einem Zustand k, (s, </) gewesen
ist. Da dies Teilchen f.s noch nach k, gelangen muB, gilt

R,@nz0 X,=k,)=1,
wegen Bedingung B aber auch
P, (3nz0X,=k)=1,

d.h. der Zustand k, ist rekurrent.
Sind alle Zustdnde transient, so gilt Bedingung C.

(C) P(ty,#v,)=0 fiir alle [eN.

(2.2) Satz. Fiir % i-trivial ist hinreichend

lim sup Y, |P(S;,=)—P(S,,=1—m)|=0 VrelN
m—w [=0
Vm'e{n=n,—n,|Im: P(S}, =n,)>0, P(S} =n,)>0}.
Unter Bedingung C gilt auch Notwendigkeit.

Beweis. ,,<* Wihle das Kriterium aus dem vorhergehenden Satz. Sei speziell k, =k

lim sup ZI Pk 7 =Pk,
je

n—oo

n—m'

=limsup )| 2, P(X, . =},S,=l|k,)

n—o jelI|l=0

+ Y PX,_,=jnS,=lk)

l=n—m'+1
- Y PX,=jS,=llk,)
=0

oC

— Z P(X,=jS8,=lk,)
l=n+1
<timsup .| ¥ P(X,_, =, S, =l—m'|k)
n—w jel|l=m'

=0

1

+1im sup ZP(Xn‘m,zj, S,>n—n'lk,)

n—ow jel

+1lim sup ), P(X, =, S >n|k,).

n—ow jel
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Sei diese Version der bedingten Wahrscheinlichkeiten auch fiir Nullmengen
wohldefiniert.

<lim sup Z Y

n—ooo jel =0

e = ]ISy =1=m) P(S, =1—-m|k,)

—P(X,=j|$, =) P(S},=1]k)

+lim sup P(S], >n—nt'|k,) +1im sup P(S},>n|k,)

n— n— o

<limsup . 2, P(X,=]|S,=DI|P(S,=1—m'k)—P(S,=Ik)]

n—w jel I=0

=lim sup Z |P(S" =1—m)—P(S",=1)]|

=0 (=
= 3 |P(S, =1—m)— P(S},=.
=0

Bilden wir den Grenziibergang m— co, so folgt die Behauptung unter Beachtung
von H(i,k)= H(k,, k)= {m=m, —m,|P(S;_,=m,)>0, P(S}_,=m,)>0} fiir j>r.

—-r

,=". Diese Richtung folgt mit der Ungleichung (1)
2™ =Pl

kel

> Y P(X =k Sy 2o =1+ 1]k)

no =
kel

_P( n0+t"k Sy >n0+t|k)|

» Png

nog+r—1
+ Y |P(Sh,=n—m'|k)—P(S, =n|k)] (1)

n=np

fiir alle ze N ; mit Limesbildung {iber ¢ ergibt sich:

z ) |P(S;,=n—m'|k)—P(S,, =n|k,)|

n=Hg

= Y |P(S;, =n—m)—P(S; =n)|.
n=0
Mit der Limesbildung auf beiden Seiten iiber n, ergibt sich die Behauptung.
Der Beweis der Ungleichung (1) geschieht durch Induktion nach ¢:
i) Fiir t=0, m>0 gilt:

2P — bl

kel

> |P(X

kel

-—P(Xnozkns;lggn0|kr)l'

=k S, Zn,—m'|k,)

no—m
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Dies ist aber erfiillt, wenn man beachtet, dal} S, =n, nach Definition gilt.
i) Fiir den Induktionsschlufl multipliziert man in der Formel

S IP(X e =k Sy 2 g —m 4 1]1)

kel
—P(X,, ;=kOS, Zno+1]k,)]
den Betrag jeweils mit Z Piw =1, vertauscht die Summationsreihenfolge und
erhdlt mit der Dreiecksul;legaeichung:
>V Y PPy =k Sy 2o —nr + 1]k

k'el kel
Fhng+r+t

—P(X,, ,=knS, zZny+1[k,)]
+ Z pkno+;-+11k'JP(Xho—Yﬂ’+t km+;+lmsno_n0-m +llk)
kel
_P(Xn0+t kngJAH»lmS
Verwende nun Bedingung C

= 2 IP(X sy i1 =K, Spy Zng—m' + 1+ 1]k,)

kel

=ny+tlk,)|.

no =

—P(X, s 1=K, S, 2o+ 1+ 1]k,)|
+IP(Sn0+r:n0——m +t‘kr)_P(Sn0:n0+t|kr)|'

3 no

Im Weiteren bendtigen wir den Hilfssatz2.3.

(2.3} Hilfssatz. Y, ieN, seien unabhingige Zufallsvariablen mit Werten in N,
T,=3%, T,=0.
im= ]

t1°eR sei definiert durch
2-tp= 2 P =p—P(Yi=j—L), LleN.

jelN

Aus Z t =00 folgt

=1

lim Y |P(T,,=j)~P(T, = j—1,)|=0.

n—sw jeN
Beweis. Siche hierzu Rasler [6].
(24) Kriterium. Sei ko=i,k,,k,... eine Folge mit R (Am>0 X, =k, ,)=1,
VneN, Z, wie bisher.

2~r;"'=_ZNIP(Zl=j)~P(Zl=j—m’)L leN.

m:ﬂ= grdﬂj:er gemeinsamer Teiler von {m|p?, >0, [eN}.

Aus Y, ' =0 folgt F* i-trivial.
1=0
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Beweis. Wende Satz 2.2 und Hilfssatz2.3 an.

D S 2 |P(S;,=)—P(S;,=j~m)| =0

1=0 I=r m—o jeN
fiir alle relN. q.e.d.

Folgerung 2.5. Ist i rekurrent, so ist #* i-trivial. Als Folge werde (i,4,7,...)
gewihlt. m’ ist die Periode von i.

§3. Anwendung des Kriteriums 2.4 auf Harrisirrfahrten

Sei I=Z der Einfachheit halber eine Klasse.

Die Harrisirrfahrten werden eingeteilt in die rechtslaufenden, d.h. PAn>0X,
=i+1)=1 Vi=0 (bzw. linkslaufenden) und die hier uninteressanten iibrigen, die,
wie man sich iiberzeugt,

(*) R(Vn>0 X,>0)>0und R {(¥n>0 X,<0)>0 erfiillen.

Die Irrfahrten mit (x) haben immer nicht O-triviale terminale o-Algebra, da
Vr>n,: X,>0), (Va>n,: X,<0) terminale Ereignisse sind mit MaB ungleich 0
bzw. 1.

Rekurrente Harrisirrfahrten sind speziell auch rechtslaufend und besitzen,
Proposition 2.5, immer O-triviale Terminal-g-Algebra.

Seien flir diesen Paragraphen alle r, gleich Null, d.h. die Perlode d; gleich 2.

(3.1) Satz. Fiir eine rechtslaufende Harrisirrfahrt mit Periode d =2 ist & * O-trivial

genau dann, falls Y q,=co erfiillt ist.

n=10
Beweis. ,,=*
Sei A= () |J{X,=1}, AeF >, so ist bis auf eine Nullmenge A
n=0 l=n

={(0,1,2,3,4,5,...)}. Es gilt Py(4)= ]—]pl 0 bzw. 1. (1 ist unmdglich, da wegen d,,

i=0

=2 mindestens ein p;, i =0, kleiner als 1 ist.)
Es folgt

Als Folge mit Eigenschaft B (und auch C) wihle 0,1,2,3,4,.... Sei Z,=1,,
—-1,,n=1,2,3,... die Stoppzelt um Von n zum ersten Mal nach n +1 zu gelangen

Hilfssatz 3.2 liefert Z 1= Z 2g,= 0, mit Kriterium2.4. folgt nun die
Behauptung. n=0 n=0

(3.2) Milfssatz. Gegeben sei eine Harrisirrfahrt auf 1=2-0{0,1}. Alle v, seien
Null, p, y=1und Fy(3nX,=1)=1. Dann ist fo1=R(X,=1VI<l: X, 4:1) Mono-
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ton fallend fiir I21 und I=1mod?2, und es gilt:
Z |fol 1 _fol,~12|:2f01, 1 =2p0, 1

leZ

Beweis. 1) Nehmen wir eine Nullmenge aus Q heraus und betrachten den Proze8 auf
dem fast sicheren Ereignisraum

Q={wel|w, ,=0,=1vo,, =0,~1vo,,  —o,+1 YneN}
—{weQlwy=0Aw;=1Vj=1}
A'={weQ|w,=0Aw,=1 zum ersten Mal}

P({) 4Y0)=P3! X,=1]|0)=1.

leN
Al ={weA'|erstes Minimum bei n}.
Erstes Minimum bei n soll bedeuten: falls w, <, so setze n=0; andernfalls sei n
der kleinste Wert, fiir den 0, <w,_,, ®,, ; gilt.

1
U AL=A"
n=0

Durch die Funktion g' ordne man jedem weA' ein (o', w”) zu, indem man beim
ersten Minimum noch das Stiick v bzw. A einfiigt.

Koordinate
n n n+2 n n+2

Zustdnde

gl: Al—>Bl+2 XBH—Z
gl(w)=(, 0"
Sei weA.
w;=w;=w; VYiZn
Wy =0,—1 W, =w,+1
W, ,=w;=w, Vizn.
Mit dieser Definition ist g’ eine Funktion auf den angegebenen Riumen.
i) Iiir den Teil iv) wollen wir die Beziehung

I
U (F(g )0 V(g ap)=412 = UA’” vizi

durch Angabe einer Funktionh': 4'+2 - 4'beweisen. Y,, Y, seien die Projektionen
Bl+2 XBZ+2—>BI+2
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ZujedemameA'* 2,121, sei n(@)=ndas kleinste ieN, fiir das @, =@, , ; —~ 1 und
@5, 3> @y gilt. n ist wohldefiniert, da die Koordinate des absoluten Minimums
obige Eigenschaft besitzt.

Falls @, , = @;+2 gilt, so setze

(h'(@)), =@, isn—1
(h{@),=a,., i>n—1

und damit
hi(w)eA’.

(Vergleich: Pfad aus Bild ii zu Pfad aus Bild 1)
Falls @, ,= @, gilt, so setze
(h'(@)); =, Visn
(h(@)=wo;,,, Vi>n

und damit

hw)eA'.

(Vergleich: Pfad aus Bild iii zu entsprechendem Pfad aus Bild i)

Hierdurch ist A’ vollstindig als Funktion bestimmt. k' ordnet nach Konstruk-
tion jedem @eA'"? ein Element aus A’ zu, so daB fiir g'(h'(®)) = (v, ") entweder
' = @ (erste Fallsbedingung) oder " =& (zweite Fallsbedingung) gilt.

iii) A% schreibt sich als (T-Shifttransformation)

AL={0} x {—1} x - x {=m} x {—n+1} x T"*%(4}).
Weiter gilt

P(Aillo)=p0, —1Pont1, —np-—n, —n+1p(Tn+2(Aln)|_n+1)’

P(Y,(g{A)I0)

:p(), —1--P_p+ 1, —np~n, —n—1 pn—l, ﬁnp—n, —n+1
(T HA4,) | —n+ 1),
P(Yy(g'(4}))]0)
:po,—l "'p—n+l,—np—n,—n+1p»n+l,—np—n,7n+1
-P(T"*(A4})|—n+1).
Hieraus ergibt sich die in iv bendtigte Bezichung:
P(Y,(g(A)0)+ P(Yy(g"(4}))]0)
:P(Alnlo)[p*n, —n-1 p—n—l, —n+p——n, —n+1 p—n+1, —n]
N e e

<1 <1

< P(44]0).
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1
V) f4,=P(4']0)= (UAMO 5 P(41]0)

n=0

= Z (P(Y,(g'(A)|0)+ P(Y,(g'(4,))]0)

1

;Pﬁgn@mmn@mmm)

H=

gP(Al+2|O) fl+2-

o0
v) Llfo—foi?l= X fo1—foi?

leZ I=—1

=/o.1+ Z(f01— 0.17)

=f(§,1+ Zf(g 1 ZfHZ
=0
:2f01,1

:2170,1-

§4. Anwendungen auf aperiodische Harrisirrfahrten

I'=Z sei eine Klasse mit Periode 1. Jedem Pfad w wollen wir eindeutig ein «’eQ
zuordnen, welches die Reihenfolge der verschiedenen Zustinde von w angibt, und
ZN. y,. o), neN, die angeben, wie oft das Teilchen in w), verbleibt.

7', ieN, seien Stoppzeiten, induktiv definiert durch t%w)=0,

o )= inf{m>"(w), ©,%0m,
oo falls inf unbestimmt.

Um P(t" < o0)=1 fiir alle nelN zu erhalten, miissen wir fordern: r, <1 fiir alle n.
Weiterhin sei

1 Q-0 ={we|w;+w, VieN}
f(w) :(wro(w)a Wr1(gy> Dra(gys «- ) .
Der ProzeB X, : Q' — I ist wieder Markovsch

Xo((f(w)o, flw)y, .. )= (f(w)),
mit dem MaB Pf—1
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X, bildet eine Harrisirrfahrt mit Periode 2 und den
Ubergangswahrscheinlichkeiten

S o pn J_ qn .

PI(X. =i|X, =j. X, 1=jn_100Xs=j,) o0En>m
_PXi=ind) PU/THX)nfHAY)
P4y P/(A4)
=P(f (X THAN = P(Xon oy = | Xom () = )
— P (X, =i X, =)).

E.P/(4)>0

Pf=P(Xo @y =j+ UXo @y =) =p;+7; 0477 Dj+ ...

Viele Eigenschaften, wie Rekurrenz, Klasse, iibertragen sich von Q auf Q.
Interessant ist besonders, wie lange ein Teilchen aus Q in einem Zustand
verweilt. Diese Z.V. haben eine Verteilung von der Art

P(Y,=j)=(l—n)/~ ' =P =)).
(4.1) Proposition. Seien Y;, ieN, unabh. Z.V. mit Vert. P(Y,=j)=(1—r)r~? fiir
jeN, 0=, <1, und sei S, dle n-te Partialsumme.

Dann gilt, aus Y. 1,= o0 folgt

nelN

lim Y, |P(S,=/)—P(S,=j—1)|=0.

n— o0 jelN

Beweis. P(Y,=j) ist monoton fallend fiir j =1 und daher gilt

2 |1P(Y,=j)—P(Y,=j-1)]

_P(Y,=1)+ Y (P(Y,=j—1)— P(Y, =)
=2

=2P(Y,=1)=2(1-7).
Wende nun Kriterium 2.4 an, so folgt die Behauptung.

(4.2) Satz. Ist eine Harrisirrfahrt eine Klasse mit Periode 1 und rechtslaufend, so
sind dquivalent

1) F = O-trivial

ii) R({w] ZN”(f(w))j =o})=1.

je

Beweis. ,,=>

Sei #* O-trivial und K ({wl Z Ty, =©})*1, so erhilt man sofort
Po({Zrmw» <ooj)=1 Jen
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Benutze nun folgende Erweiterung von Borel-Cantelli (Breiman [2]).
Sei Y, Y ... ein beliebiger ProzeB, 4,e# (Y,, ..., Y,). Dann gilt fs.

{o|weA, unendlich oft} = {w| ) P(4,.,|Y,, ..., ¥,)=c0}.
n=0

Sei jetzt 4,={w|w,=w,. }, so folgt nach dem oben zitierten Satz
1= P(A, endlich oft) = P(w|3In(w)Vn 2 n(w): 0, ; =w,+1).
Die beiden terminalen Ereignisse
B ={w,+nunendlich oft gerade}e F# =,
B ={w,+nunendlich oft ungerade}c F# =,
BUB=Q, F(BnB)=Fy(A4,unendlich oft) = P( Z Friwy, = 00)=0
liefern nun den Widerspruch. =
Sei 0.E.d.A Fy(B)>0 und poo>0,s0 gilt wegen {0 x B} =B’
1=Fy{(BuB)=P,(B)+ Py(B)= P(B)+ poo [t (B)
und daher 1> FPy(B)>0. Widerspruch.

»<

v, sel eine Stoppzeit auf Q'
v (@) =inf({m| Y |(P(S,(c} ... @},) = j)
jel

—P(S,(@f ... 0p)=j—1)| S} u{o0}).
Dabei ist

m
Sl @, ..y = Y Z P10k,

" =1
Zpi-eoiz g I=12,.,m.
By 1 vie) <o) =Ry v{f(w) <o)
Z By(lim sup Y, [ P(S,(@p, - ) = ) = P(S,wfy .. )) = — 1)) <e)

m—ow jel

= By _ZN"(ﬂw))j: o)=1.
je

Wende zum Nachweis der Trivialitit Satz 2.1 an

lim Y |pi;'—pi;l k>0

n—ow jeN

2lim ) P ' Xy=wy,..., X, =)

N=0 m=0  {Xo= W0, ..., Xin= O } < {Ve(w')=m}

L BX, = jX = wp, ., X =)

jeN

—B(X,=jlXy=wg, ..., X, =w)|.
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Ganz analog zum Beweis ,,<=* von Satz 2.2 folgt (beachte die etwas andere
Definition von S,(...))

<lim ¥ Y Pf ' (Xp=aly... Xp=))

N~ meN {(ve=m}
- S P @) ... ) =1—=1) = P(S (0}, ..., ) =1)]
1=0

éS-P(V£f<OO)=

Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung.
Eine rekurrente Irrfahrt erfiillt das Kriterium aus 4.2., da, es sei o.E. 7, =0, der

Zustand 0 unendlich oft besucht wird. Auch aus rechtslaufend und )’ 7,= co folgt

O-triviale Terminal-o-Algebra. n=0
Fiir Z g,<oound Y r<oo ist das MaB von w=(0,1,2,...) ungleich 0 und 1
neN
und damlt ist #* nicht O-trivial.
Fir ) g,= und Yor r,<oo seien zwel Teilergebnisse fiir rechtslaufende

neN neN
transiente Irrfahrten mit Periode 1 angegeben, r, <1, nelN.

1p,, ,q) :1‘1—"7 und ¢, rekursiv gegeben durch

n

{4.3) Proposition. Sei wie oben p! =

24
1—-qf ¢, exp(—r)’

§00=15 Dpi1=

F* O-trivial ist dquivalent zu || @,=0.
neN

Beweis. 1, sei die Stoppzeit in @', den Zustand n zum ersten Mal zu erreichen.
§ +1(co) gebe die Anzahl der Besuche in n vor t,.,(0) an. Z, ; sei die Z.V.

Tn+1—

Y r,.(ZF, ) bezeichne die k-fache Faltung von Z, ;. Damit gilt:

j=m

P/ n+1-x=§ K- PI(Z2) " = x—kr).
Die Folge ¢,(t)=E(exp(—tZ,)) erfiillt den rekursiven Zusammenhang
@ny(=E(exp(—1Z, 1))
= 3. exp(— k) (T, =)
~exp(— t(x—kn)) P(Z¥)~ =x—kn)dx
— ¥ exp(—thr) plla} 1 o)
r=1 ,

! exp(—H1)
=p} :
L—gf o () exp(—1,1)
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Das Produkt der charakteristischen Funktionen [[¢,(t) gleich 0 fiir alle ¢ =0 ist
s} nelN
dquivalentzu 1 =P ( Y Z,= oo) = P/( ) 1,,= o) und dies nach Satz4.2 zu #* 0-
jeN

n=1

trivial. Da der ProzeB sich ab gewissem N(w) stets in positiven Zustdnden befindet,
kann man 0.E.d. A g, =0=¥, setzen und erhilt damit ¢4(f)=1. Setzt man t =1 folgt
eine Richtung, die andere folgt aus @(t) ist monoton steigend fiir r<0, und
monoton fallend fiir t>0.

b ..
(4.4) Beispiel. Aus ), ——=c0 folgt #* O-trivial.

ne]an -
Beweis.
i P < Pr
neJN1 —q£ Dy exp(—rn) :nsJN1 —q,,f eXP(—Vn)
i Py
2

¥
1-gf (1-5+7)
qn rn 2

A

IA

P
[l ;

2
(pn+rn—%) (1—ry+E2k

2

1 p
QU ) [ —
Smni ol

neN p,,—Hn-—?

min(1 —r) ist gréBer Null wegen ). 5, < co. Das Produkt gleich Null ist dquivalent
nelN
zu

h B
>min |1 —1’) —,
- ( neZ]an + -
und dies ist nach Voraussetzung erfiillt.

Fiir das nichste Beispiel mit Y. r <oo setze man g,=0 (rein technische
nelN

Annahme bei rechtslaufenden Harrisirrfahrten) und berechne, Zhnlich wie in der
vorigen Proposition

e(52)-5750

= R{(c0)
ieN P;
mit

< Giv1--9i+;
Ri(0)= Y v,, vh=1 vi=—"-"""
n="0 Divi--Diyy
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k
Ri(ky= Y v} ist das invariante endliche MaB fiir die Irrfahrt in ', startend in i und
n=0

r=0.

Beispiel. Sei @§c<1 fiir alle n groBer als einem n,, so ist # ® nicht trivial. Zum
Dx

. . . . 1- .

Beweis zeigt man, R"(c0) ist gleichméBig beschrinkt und p, > i rc,, fiir alle n. Damit

ist die Erwartung von . Z, endlich und die Behauptung folgt.
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