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Zum zentralen Grenzwertsatz fiir zufiillige Elemente mit Werten 
aus einem Hilbertraum 

KUI%T REINSCI~KE 

Eingegangen am 25. Oktober 1965 

Zusammen]as~ung. Es wird ein neuer Beweis zu einem unl~ngst  yon KA~DELAKI und 
SASO~OV [1] ver6ffentlichten zentralen Grenzwertsatz fiir Zufallselemente mi t  Werten  aus 
einem separablen Hi lber t raum angegeben. Dieser Beweis ist elementarer, weil er charakteri-  
stische Funkt ionale  nicht  verwendet  und  daher  ohne den Begriff der schwachen Kompakthe i t  
yon Mengen yon Wahrscheinlichkeitsmal]en auskommt.  Es wird wesentlich yon der Methode 
der WahrscheinlichkeRsoperatoren Gebrauch gemacht.  

1. Zugrunde gelegt sei ein Wahrseheinliehkeitsraum [/2, ~ ,  P], wobei/2 eine 
abstrakte Menge, ~ eine ~-Algebra yon Teilmengen yon /2  und P eine auf ~9 
definierte Wahrscheinliehkeit darstellen. Weiter sei H ein sep~rabler Hflbertraum 
und ~H die Borelsehe a-Algebra, die yon den abgesehlossenen Teilmengen yon H 
erzeugt wird. Ein zuf~lliges Element X mit Werten aus H ist eine !~-mel~bare 
Abbfldung yon [/2, ~9] in [H, ~H]. Sie wird zur wahrseheinliehkeitstreuen Ab- 
bildung dureh Definition des yon X fiber [H, ~H] induzierten Wahrseheinlichkeits- 
mal3es ~ux gem~B 

#x  (B) : P (X e B) ffiralle B e t H .  

In Ubereinstimmung mit der fiblichen Terminologie sehreiben wir abkfirzend 

(h, g) ffir das Skalarprodukt zweier Elemente h e H und g e H, 
1] h I[ ~ : (h, h) ffir das Quadrat der Norm von h e H, 
(ej} ffir eine (orthonormierte) Basis des Raumes H. 

Bei der Festlegung weiterer Symbole wird yon definierenden Gleiehheits- 
zeiehen ,, :~-" bzw. ,,---- :" Gebrauch gemacht, wobei der Doppelpunkt auf der Seite 
der zu definierenden GrSBe steht. 

Allen unseren Betrachtungen liegt eine Folge (X~} unabh~ngiger zuf~lliger 
Elemente zugrunde, ffir die der Erwartungswert der ZufallsgrSBen ]] X~ ]12 endlieh 
bleibt, 

H 

Die mathematische Erwartung E X k  des zufi~lligen Elementes Xk ergibt sich 
aus der Forderung 

E((h, X k - - E X k ) 2 ) ~ = E ( ( h , X ~ - - g )  2) ffiralle h, g E H  zu 

E x ~  = [ . x ~ ( d x ) ,  
H 

wobei das Integral im PETTISsehen Sinne [2] zu verstehen ist. Im folgenden werde 
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o. B. d. A. vorausgesetzt, dab EX~ mit dem Nullelement 0 des Raumes H zu- 
sammenfalle, 

E X ~  ~ O. (2) 

Uber das bilineare Funktional E((h, X~)(g, X~)) -- mit festgehaltenem Index 
k -- kommen wit zum ,,Streuungsoperator" Sx~, 

E((h, Xk)(g,X~))-~ [(h,x)(g,x)i~x~(dx)-~:(Sx~h,g) (h, g e H ) .  (3) 

Der Operator Sz~ ist linear, beschr~nkt, symmetrisch, positiv. Er  besitzt eine 

endliche Spur SpSx~: ~ ~ (Sx~ej, ej); denn es gilt 
i=1 

s p s x ~  = y ]i xll2~x~(dx) �9 (4) 
H 

Ffir die Summe zweier unabhi~ngiger Zufallselemente und ein mit einem linea- 
ren beschriinkten Operator A transformiertes zuf/illiges Element ergeben sich die 
Relationen 

zx~+ x, = sx~ + z x ,  , (5) 

S~x ~ : A Sx~A*. (6) 

Ein zuf~lliges Element Y mit E Y ~ 0 genfigt einer (zentrierten) Normalver- 
teilung ~ r  ~ ~5 mit dem Streuungsoperator S, wenn die Znfallsgr6Ben (h, Y) 
normalverteflt nach N(O, (Sh, h)) sind ffir beliebige h e H. Die Verteflung ~b wird 
durch den Streuungsoperator S eindeutig charakterisiert. 

2. Bekanntlich konvergiert eine Folge yon WahrscheinlichkeitsmaBen (/~n} 
genau dann schwach gegen ein GrenzmaB #, fin ~ #, wenn ffir alle/~-Stetigkeits- 
mengen A gilt : lim fin (A) ~ / ~  (A). (Eine Menge A e ~H heiBt #-Stetigkeitsmenge, 

q~---> o o  

wenn 1 # (CA n C.A) ~ 0 wird. Das System aller ~-Stetigkeitsmengen bildet eine 
Mengenalgebra | 

Bei der Untersuchung des asymptotischen Verhaltens yon Summen unabhi~n- 
giger Zufallselemente mit Werten in einem abstrakten Raum orientiert man sieh 
gem an den entsprechenden Aussagen ffir Zufallsgr6Ben. Bei diesen erfolgt die 
Normierung naturgemi~B mit Zah]en. Fiir Zufallselemente allgemeinerer Art ist 
das nicht immer angebracht. Ad~quat erscheint bier eine Normierung mit linearen 
beschr~nkten Operatoren An. Man hat dann die Konvergenzeigenschaften der 
Folge { Yn} mit 

A Yn:= n~X~ (7) 

zu untersuchen. 
In einer unl~ngst erschienenen Arbeit [1] yon KANDELAKI nnd SASOI~OV wer- 

den normierende Operatoren {An} benutzt, um eine Verallgemeinerung des zen- 
tralen Grenzwertsatzes yon LllgDEBERG und FELLER auf separable Hilbert- 
r~ume H zu beweisen. 

1 Wir bezeichnen mit GA die AbsclflieBung und mit A-das Komplement einer Menge A. 
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Definition [1]. Eine Folge linearer beschr/inkter (mel]barer) Operatoren {An} 
normiert die Folge {X~} zum Streuungsoperator S, wenn ffir eine Basis {ej} in H 
gilt: 

sup S p S r ~  = sup ~ (Sr~e~, e~) = :C0 < + o o ,  

lim sup ~ ( S y n e t ,  el) = O, 
j0-->oo n i= jo  

l im (Sy  h, h) : (Sh, h) ffir alle h ~ H .  (9) 
n - - >  o o  

Satz (N. P. I ~ D E L ~ I  und V. V. SASONOV). Es sei {An} eine {Xk} zu S 
normierende Folge von Operatoren. Dann gilt 

t t r ,  ~ q5 mit dem Streuungsoperator S und 

lira max P(]lAnXk]t  > s) : 0 bei beliebigem s > 0 
n-->~ l < k ~ n  

genau dann, wenn bei beliebigem s ~ 0: 

L~(e):-----~ f lIA~xHU#x~(dx)~O [iir n- -~oo .  
k=l llA~xlI > ~ 

Dies ist offensichtlich eine Verallgemeinerung des Lindeberg-Yellerschen 
Satzes. Er  lautet in der Sprache linearer Funktionale: 

]tflfssatz 1. Es sei h irgendein Element aus H. 

Dann gilt 

~(h,  Y) =~ ~tS'(O,(Sh, h)) und 

lira max P(I(h,  AnX~)]  > (5) = 0 beibeliebigem(~ > 0 
n - - ~  l ~ k ~ _ n  

genau dann, wenn es zu beliebigem (~ ~ 0 eine Null]olge {(Sn} positiver Zahlen derart 
n 

gibt, d~Z ~ ] (h, A~x)~/~(gx) <= ~ bleibt. 
1~=1 I(h,A~)[ > ~ 

Beim Beweis des Satzes yon L r ~ D ~ G  und F~LLEg bedient man sich vor- 
teilhaft der Methode der charakteristischen Funktionale, die in linearen l~/iumen 
endlicher Dimension ein hervorragendes tlilfsmittel beim Studium der Grenzver- 
teilungen ffir Summen yon zuf/~lligen Vektoren darstellen. In R~umen unendiicher 
Dimension hingegen machen die l~bertragung des Eindeutigkeitssatzes und des 
Stetigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen auf die entsprechend definierten 
charakteristisehen Funktionale groi3e Schwierigkeiten. Insbesondere mfissen Aus- 
sagen fiber die schwache Kompakthei~ yon Mengen yon Wahrscheinlichkeits- 
mal~en [3] herangezogen werden. Diesen ~Teg haben K n _ w D ~  und S~so~ov 
beim Beweis ihres Satzes gew/~hlt. Es is~ I-Iauptzweck dieser Note, den Satz ele- 
mentarer zu beweisen. Auf charakteristische Funktionale wird dabei gi~nzlich ver- 
zichtet. Im hinreichenden Tell des Beweises, der im eindimensionalen Speziaffall 
mit dem von T:gOTTEI~ [4] im Jahre 1959 angegebenen Beweis des Lindebergschen 
Satzes im wesentlichen fibereinstimmt, wird mit Wahrscheinlichkeitsoloeratoren 
([5] und dort zitierte Literatur) gearbeitet. Die Methode der Wahrseheinlichkeits- 
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operatoren erweist sich aueh in anderem Zusammenhange als ein angepal~tes 
Hilfsmittel. Z. B. kann man diese Methods bei der Untersuchung des Grenzver- 
haltens zuf/flliger Felder anwenden. 

Zu einer Wahrseheinliehkeitsverteilung # x  definiert man den Wahrseheinlieh- 
keitsoperator Wx, der den Raum C der besehr/~nkten und gleichm/i$ig stetigen 
Funktionale / (auf H) in sieh abbildet, dureh 

(Wx/) ( h ) : =  f l ( z  + h)~x(dx). (10) 
H 

Benutzt  man im Raum C die Supremumsnorm, so ist Wx ein kontrahierender 
Operator, 

sup (Wx/)(h) =: [[ Wxtl[ <= HIll. (11) 
h e r  

Far  zwei voneinander unabh~ngige Zufallselemente ergibt sieh aus dem Satz 
yon Fubini [6] : 

Wxl+x~ -~ Wxl Wx, = Wx, Wxl. (12) 

3. Bevor wit zu dem angek/indigten elementaren Beweis des Satzes yon 
KANDV, LA~I und SAso~ov kommen, sollen noch zwei niitzliehe Hflfss/~tze fiber 
separable Hflbertr/~ume bewiesen werden. 

Dabei wird das folgende Funktional [7] wesentlieh benutzt: 

(x; e) = P ~ - (~, x) f a r  (x, x) < e 2 , 
(x, x) >= ~ .  

Man rechnet leicht nach, dab dieses Funktional beliebig oft FB~cH~,T-differen- 
zierbar ist. 

Der Abstand eines Elementes x ~ H yon einer Menge F c H werde wie iiblich 
bezeichnet, e (x, F ) : =  inf {][ x --  y ][}. 

yeF  

Hilfssatz 2. Seien Fo und F1 zwei abgeschlossene Mengen eines separablen 
Hilbertraumes H mit positivem Abstand ~ (F0, 2'1) > 0. Dann existiert ein au/ H 
definiertes, gleichm~iflig stetiges, beliebig o/t 2"rdchet-differenzierbares 2"unktional ] mit 

0 < / ( x ) - - <  1 x e H ,  
) t ( x ) = O  fiir xe2"o,  

/ ( z )  = 1 x e 2 " 1 .  

Beweis. Sei ~ (2"o, 2"1) ~-- : 3 e. Dann haben auch die AbschlieSungen der e-Um- 
gebungen yon 2"o und 2"1 positiven Abstand ~(G U(2"o, e), C U(2"1, e)) > 0. Das 
Funktional 

q(x, O U(Fo, e)) 
g(x) = q(z,O U(Fo,~)) + e(x, CU(F~,~)) 

ist gleichmiiBig stetig und offenbar gilt 

0 <g(x) g 1 x e H ,  
g ( x ) = 0  far xeCU(2"o ,e ) ,  

g (x) = 1 x e 0 U (2"1, e) .  
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Wie oben bezeichne ~5 eine (niehtausgeartete, zentrierte) Normalverteilung 
fiber H. Ffir beliebiges x e H und U > 0 gilt ~b(U((x}, 7)) > 0. Das Funktional 

1 f g ( y ) 9 ( x _ y ; ~ ) q S ( d y  ) 
](x) ----- S 9@ - y;s) qS(dy) 1t 

t t  

genfigt den Angaben des Hiffssatzes 2. 

Itilfssatz 3. Sei (fin} eine _Folge yon Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Dann gilt 
Itn ~ It, wenn ]iir eine /este natiirliche Zahl m jedes beschr~inkte, gleichm~i[3ig stetige, 
m-real Frdchet-differenzierbare Funktional / der Beziehung geniigt, 

lira ] / (x )#n(dx)  = ] /(x)it(dx) . 
n--+ oo H H 

Beweis. Sei A eine beliebige #-Stetigkeitsmenge, d. h. A E ~ .  Zu vorgegebe- 
nero m u n d  beliebigem ~ > 0 konstruiere man sich ein gleiehm~i~ig stetiges m-real 
Fr6chet-differenzierbares Funktional / mit 

0--</(x) =<1 x e H ,  
/ ( x ) =  l ffir x e C A ,  
/ (x)  = 0 x e  U(A ,  ~).  

Das ist nach Hilfssatz 2 stets mSglich. 

Die fo]genden Ungleichungen sind evident: 

#n(A) <= ~/(x)lzn(dx) <= Itn(U(A, ~)) ffir alle n ,  
H 

#(A) ~ f /(x)it(dx) g It(U (A, (5)). 
H 

Mithin 

limn sup fin (A) ~ limn sup ~ / (x) ttn (dx) = ] / (x) It (dx) 
H H 

inf  ~ (U (A, (5)) = I t (A) .  
~ > 0  

Da mit der Menge A auch deren Komplement ~ It-Stetigkeitsmenge isL folgt 
ebenso 

1 -- limn infitn (A) = limn sup Itn (A) ~ It (A) ----- 1 -- It (A). 

Aus I t (A)~ l imnin f i tn (A)<=l imnsup i tn (A)<~i t (A)  ergibt sieh die ge- 
wfinschte Relation. 

4. Wir kommen nun zum notwendigen Teil des Beweises. Konvergieren die 
Verteflungen Itf~ sehwach gegen die (zentrierte) Normalverteflung ~b mit dem 
Streutmgsoperator S, so konvergieren bei beliebigem h e H die Verteilungen 
It(l,,r,) der Linearformen (h, Yn) sehwaeh gegen It~(0,(Sh, h)). O.B.d.A. sei h ~= 0 
und (Sh, h) > 0 vorausgesetzt. Welter ist nach Voraussetzung 

lira max P(](h, AnXk)[ > 3) =< lira max P(HA,XgH > e) = 0 
n--->oo l ~ k ~ _ n  n--->oo l ~ _ k ~ n  

mit  - l ihl l" 

12 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 6 
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Der Hilfssatz 1 impliziert daher 

f (h, Anx)e#x~(dx)<dn mit dn~0 ffir n - > c ~ .  
,~=:t I(h,a,,~)l > a 

Wegen 1 - -  cos ~ ~ �89 ~2 wird bei beliebigem h E H und beliebigem ~ / >  0 : 

f (h'Anx)9'#x~(dx)<=f(h'Anx)~l~x~(dx)--2{f-- f } ( 1 - -  
l lA,~l l  > s H H I Ia,~l l  > ~ 

-- cos(h, Anx))#x~(dx) <= { f -t- f }[( h,Anx)~ -- 
[(h.A.x)[ ~-n [(h,A.~)l>n 

- -  2 (1 - -  cos (h, Anx))] #x~(dx) + 2 f (1 - -  cos (h, Anx))#x~(dx ) 
llA-~II >.  

=< �89 I [(h, Anx)P#z~ (gx) -t- f (h, Anx)2t~x~ (dx) -t- 
I(h,a.x) l ~_n I(h,A,,x) l > n  

+ 4  ~ #x~(dx)<=~ f(h, Anx)21~x~(dx)+ f (h'Anx)~#x~(dx)-F 
I I .~,~l]>~ H [ (h, A,,.~) I >,~ 

4 
+ ~ ~II A . ~ l l ~ ( d z )  �9 

H 

Daraus folgg 

k=l  IiX~][>6 

nu einer vorgegebenen Basis {el} setzen wir (Syej,  ej) ~ :sin und erhalten bei 
beliebigem 2 > 0 mit  (8) die folgende Abschiitzung ffir Ln (e). 

o o  o o  n 

Ln (e) = Z f Z (% Anx)21~x~(dx) = Z Z f (el, Anx)2#x~(dx) = 

_ _ 5  8~. [ _ ! L e .  ' 2 #x~(dx) 
i=z k=l  IIA~II>~ 

< ~ sjn[~ ~ A e 4 SpSr,] 

_< Co / Cor - + ~ -  d~ + \ T : ; ] .  

Dieser Werg 1/~gg sich dutch geeignete Wahl yon 2 und ~ ffir n --> c~ beliebig 
klein maehen. 

5. Da aus der Lindebergschen Bedingung lim Ln(s) -= 0 die InfinitesimMit/~t 
n - - - >  ~ 

der zuf~lligen Elemente AnX~ (k = 1 . . . .  , n) folgt, bleibt nur noch zu zeigen, dab 
die Lindebergsche Bedingung hinreichend flit die schwache Konvergenz # r ,  ~ 
ist. Es sei {Z~} eine Folge unabh/~ngiger normalverteilter Zufallselemente mit  der 
Eigenschaft 

EZ~=O,  S z~=S x , ,  k - ~ l , 2  . . . . .  
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Die Folgen {Z~} und {Xk} seien voneinander unabhi~ngig. Dann ist 

n 

Tn: =An  ~ Zt: 
k = l  

normMver~eflt und/~T,  konvergier~ schwach gegen die zenSrierte NormMvertei- 
lung mit dem 4urch (9) gegebenem S~reuungsoperator S. Es sol1 gezeig~ werden, 
dab auch die Folge {Zk} der Lindebergschen Bedingung genfigt, 

lira i f ]IA~xH~Sz~( dx)=O" (13) 
n--+:r 7r [IA~xl]>s 

Zun/ichst folgt aus des IAndebergschen Bedingung fiir {X~} die ,gleichm/~Bige 
Kleinheit der Streuungen", 

0 = lisa max f(h, Anx)a#x~(dx ) = lira max (SA,x~h,h) = 
n-->c~ l<=k<=n H n-->co l < k < n  

= lim max (SA.Z~ h, h). 
n-->c~ l < k < n  

(h,Z~) 
Besitzt (h, Zk) eine eigentliche Verteilung, so ist die ZufMlsgr6Be V -- (Sz~h, h) 

normalverteilt nach N(0, 1). Die zugeh6rige Verteilungsfunktion werde mit 
bezeichnet. Dann wird 

k ~ 1 I (h A ~z) I > ~ k = 1 [ v I > s/(S~zk h,h) 

<=(Sy, h,h)'max(SA~x~h,h) f vZdF(v) <~n, 
l < k < n  lv]> s/ max (SAnzkh, h) 

l < k < n  

wobei 5n ~ 0 mit n --> c~. Welter verfihr~ man wie in Abschnit$ 4 und erh/~lt so die 
Beziehung (13). 

Wir wollen zeigen, dab ffir jedes beschr/~nk~e, gleichm/iBig stetige Funktional / 
mit Fr6chet-Ableitungen einschlieBlich 2-ter Ordnung gilt, 

lira [f l(x)l~r.(dx ) -- f l(x)#z.(dx)] = O. (14) 
n-+r H H 

Damit is~ dann nach Hflfssatz 3 die Konvergenz #r~ ~ ~5 gesicher$. 

Unter Benu~zung der in (10), (11) und (12) angegebenen Eigenschaften yon 
Wahrscheinlichkeitsoperatoren ergibt sich: 

I f l (~) ~ r .  ( dx) - l / (~) /~T~ (dx) I = ] ( W r . / ) ( 0 )  - -  ( W~,.I) ( 0)1 
H 1t 

=< sup I ( w r . / )  (h) - -  ( W z . / )  (h) l = II Wr~  / - -  W z .  /II = 
h e l l  

~ W = (kUi [ ~.x~--W~.z~])/ = 

= (~=iW~.x~...Wa.x._~[W~.x.--W~.z~]WA.z~+~...WA.z.)/ 

n 

12" 
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In  der TaylorentwiekIung 

/ (h + l) = / (h) + (1, I' (h)) + �89 (1,/" (h) l) + r (h; l) 

gilt ffir das Restglied ] r (h; l) ] ~ 8 (h; l) (l, 1), wobei ~ (h; l) beschri~nk~ is!, 
(h; l) ~ C1, und be! beliebigem h e H ffir (l, l) -> 0 gegen Null konvergiert. 

Damit  folgt 

(W~nx~/) (h) = f / (h + An x) ~x~ (dx) = S [! (h) + (A n x, ]' (h)) + 
11 H 

+ �89 (A ~ x, 1" (h) A n x) + r (h; A ~ x)] ~x~ (ax) = 

-~ / (h) § �89 S (An x, 1" (h) A n x) #x~ (dx) + S r (h; An x) #x ,  (dx). 
1t H 

Der mittlere Term l~l~t sieh mit  Formel (3) umformen 

~. (An x, !" (h) A n x) #x~ (dx) = ~ ~ (e S, A *, ]" (h) A n x) (e~, x) ~x,(dx) = 
H 1 1 i = 1  

oo 

= ~, (Sx~ ej, A~ /"  (h) An ej) = 
i = 1  

= A~ / (h) An es) = ~,  ( s ~ ,  eS, " " 

= (An , j  (h)Anx)]~z~(clx). 
H 

Mi~hin folgt ffir beliebiges h e H 

(WA~x~!) (h) -- (WA.z,])(h) = ~r(h; Anx)#x~(dx ) -- ~r(h; Anx)  l~z,(C~x ) . 
11 11 

Die Restgliedintegr~le lassen sich so abschi~tzen: 

11 t t  

<= ~(~) f IlAnxiim/~x~(dx) + Cx ~ IAnxli2~x~(~tx) 

Dabei geht ~ (s) ~ 0 mi~ e 4 0. 
Dieses Ergebnis wollen wit in die Ausgangsrel~tion einsetzen 

n 

H 11 k = l  

k=l  l]A~i[>e 
+ ~ I]Anx]]u~,(dx))] = 

= 2 (~ (e) SpSy. + 

(2 " ) .-[-O~ f ][Anx]l~/~x~(dx)+Z f llAnxlr~Uz~ (dx)" 
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Die beiden mi t  C1 multiplizierten Terme verschwinden ffir n - +  0% da die 
Folgen {X~} und  {Z~} der Lindebergschen Bedingung gen~igen. Die Zahl e kann  
man  stets so w~hlen, dab 2 ~ (e) sup Sp Sy ,  -~ 2 ~ (s) Co bei hinreichend grol3em 

n 
kleiner als eine vorgegebene positive Kons tan te  wird. 

Dami t  ist die Relat ion (14) naehgewiesen. 

Zum SchluB m5chte ieh den Herren Prof. K. MATT~ES (Jena), Dr. habil. W. RIC]tTE~ 
(Dresden) und Dr. W. WI~KL~ (Dresden) ffir anregende Gespr~che bzw. Durchsieht des 
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