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Zusommenfassung. Es wird ein neuer Beweis zu einem unlingst von KaNDELAKI und
Sasoxov [1] verdffentlichten zentralen Grenzwertsatz fiir Zufallselemente mit Werten aus
einem separablen Hilbertraum angegeben. Dieser Beweis ist elementarer, weil er charakteri-
stische Funktionale nicht verwendet und daher ohne den Begriff der schwachen Kompaktheit
von Mengen von WahrscheinlichkeitsmaBen auskommt. Es wird wesentlich von der Methode
der Wahrscheinlichkeitsoperatoren Gebrauch gemacht.

1. Zugrunde gelegt sei ein Wahrscheinlichkeitsraum [Q, B, P], wobei 2 eine
abstrakte Menge, B, eine ¢-Algebra von Teilmengen von 2 und P eine auf B,
definierte Wahrscheinlichkeit darstellen. Weiter sei H ein separabler Hilbertraum
und By die Borelsche ¢-Algebra, die von den abgeschlossenen Teilmengen von H
erzeugt wird. Ein zufilliges Element X mit Werten aus H ist eine B,-meBbare
Abbildung von [£2, B,] in [H, By]. Sie wird zur wahrscheinlichkeitstreuen Ab-
bildung durch Definition des von X iiber [H, Bz] induzierten Wahrscheinlichkeits-
mafes uy geméif

px(B)y=P(X e B) firalle BeBy.

In Ubereinstimmung mit der {iblichen Terminologie schreiben wir abkiirzend

(h, g) fiir das Skalarprodukt zweier Elemente £ ¢ H und g € H,

| 2]|2 = (&, &) fiir das Quadrat der Norm von % € H,

{e;} fiir eine (orthonormierte) Basis des Raumes H.

Bei der Festlegung weiterer Symbole wird von definierenden Gleichheits-
zeichen ,,:=" bzw. ,,= :* Gebrauch gemacht, wobei der Doppelpunkt auf der Seite
der zu definierenden GroBe steht.

Allen unseren Betrachtungen liegt eine Folge {X;} unabhingiger zufilliger
Elemente zugrunde, fiir die der Erwartungswert der ZufallsgréBen | X |2 endlich
bleibt,

E”XkHZ::g“x”zﬂxk(dx) < +oo. (1)

Die mathematische Erwartung B X; des zufilligen Elementes X ergibt sich
aus der Forderung

E((h, Xy, — EXy)?) < E((h, Xy —¢)?) fiiralle h,geH zu
E’Xk=_fa:,uxk(dx),
H

wobei das Integral im PErTisschen Sinne [2] zu verstehen ist. Im folgenden werde



162 K. REINSCHKE:

0. B. d. A. vorausgesetzt, daBl £ X mit dem Nullelement 6 des Raumes H zu-
sammenfalle,

EXy,=86. 2)

Uber das bilineare Funktional B ((h, Xy)(g, X)) — mit festgehaltenem Index
k — kommen wir zum ,,Streuungsoperator Sx,,

B ((h, X&) (9, Xx) = [ (h,2) (9, %) px, (d&) =:(Sx,9)  (h,geH).  (3)
H

Der Operator Sy, ist linear, beschrankt, symmetrisch, positiv. Er besitzt eine

endliche Spur 8pSy,: =7 (Sx,¢;, ¢;); denn es gilt

=1

SpSz, = 4 l]? px. (dz) . )

Fir die Summe zweier unabhéingiger Zufallselemente und ein mit einem linea-
ren beschrinkten Operator 4 transformiertes zuféilliges Element ergeben sich die
Relationen

SXk+Xj = SX;, + SX, s (5)
Sz, = A8x A*. (6)

Ein zufélliges Element ¥ mit F Y = 0 geniigt einer (zentrierten) Normalver-
teilung py = @ mit dem Streuungsoperator 8, wenn die Zufallsgréfen (h, Y)
normalverteilt nach N (0, (S&, 4)) sind fiir beliebige » € H. Die Verteilung @ wird
durch den Streuungsoperator S eindeutig charakterisiert.

2. Bekanntlich konvergiert eine Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen {u,}
genau dann schwach gegen ein GrenzmaB y, u, = u, wenn fiir alle y-Stetigkeits-
mengen A4 gilt: lim p, (4) = p(A4). (Eine Menge 4 € By heillt y-Stetigkeitsmenge,

n—>00
wennl 4 (CA N C4) = 0 wird. Das System aller u-Stetigkeitsmengen bildet eine
Mengenalgebra €,,.)

Bei der Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von Summen unabhén-
giger Zufallselemente mit Werten in einem abstrakten Raum orientiert man sich
gern an den entsprechenden Aussagen fiir Zufallsgrofen. Bei diesen erfolgt die
Normierung naturgemi mit Zahlen. Fir Zufallselemente allgemeinerer Art ist
das nicht immer angebracht. Addquat erscheint hier eine Normierung mit linearen
beschriankten Operatoren A,. Man hat dann die Konvergenzeigenschaften der
Folge {Y,} mit

n
Yoni=A4s2 X (7N
E=1
zu untersuchen.

In einer unldngst erschienenen Arbeit [7] von KANDELAKI und SAsoxov wer-

den normierende Operatoren {4,} benutzt, um eine Verallgemeinerung des zen-

tralen Grenzwertsatzes von LiNpEBERG und FELLER auf separable Hilbert-
rdume H zu beweisen.

1 Wir bezeichnen mit ¢ 4 die AbschlieBung und mit 4 das Komplement einer Menge A.
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Definition [1]. Eine Folge linearer beschrankter (meBbarer) Operatoren {4,}
normiert die Folge {X;} zum Streuungsoperator S, wenn fiir eine Basis {¢;} in H
gilt:

sup SpSy, = sup > (Sy,ej, ¢;) =:0p < +oo0,
k2

- "7 ®)
lim sup > (Sy,e.¢) =0,
jo—>o0 n j=jo
lim (Sy h, k) = (Sh,h) firalleheH. 9
Satz (N.P. Kaxpsraxr und V. V. Sasoxov). Es sei {An} eine {Xz} 2u S
normierende Folge von Operatoren. Dann gilt

Uy, =D mit dem Streuungsoperator 8 und

lim max P(| A, Xz]| > &) =0 bei beliebigem ¢ > 0

n—>00 1Sk=n

genawu dann, wenn bei beliebigem ¢ > 0:
7
Lu(e):=> [ |A4nz|2pg,(dx)—~0 fir n—>oo.
k=1 |dna]>e
Dies ist offensichtlich eine Verallgemeinerung des Lindeberg-Fellerschen

Satzes. Er lautet in der Sprache linearer Funktionale:

Hilfssatz 1. Es sei b irgendein Element aus H.
Dann gilt

B vy = Uy oshry  wnd )
lim max P(|(h, 4nXx)| > 6) =0 beibeliebigem 6 > 0

n—>oc 1=k=n
genay, dann, wenn es zu beliebigem & > 0 eine Nullfolge {6,} positiver Zahlen derart

(2
gibt, daf > | (b, Ap2)2ux, (da) < J, bleibt.
E=1 [(hAnz)| >0

Beim Beweis des Satzes von LINpEBERG und FELLER bedient man sich vor-
teilhaft der Methode der charakteristischen Funktionale, die in linearen Riumen
endlicher Dimension ein hervorragendes Hilfsmittel beim Studium der Grenzver-
teilungen fiir Summen von zufilligen Vektoren darstellen. In Réumen unendlicher
Dimension hingegen machen die Ubertragung des Eindeutigkeitssatzes und des
Stetigkeitssatzes fiir charakteristische Funktionen auf die entsprechend definierten
charakteristischen Funktionale groe Schwierigkeiten. Insbesondere miissen Aus-
sagen tber die schwache Kompaktheit von Mengen von Wahrscheinlichkeits-
maflen [3] herangezogen werden. Diesen Weg haben KaNDELAKI und SasoNov
beim Beweis ihres Satzes gewihlt. Es ist Hauptzweck dieser Note, den Satz ele-
mentarer zu beweisen. Auf charakteristische Funktionale wird dabei ginzlich ver-
zichtet. Im hinreichenden Teil des Beweises, der im eindimensionalen Spezialfall
mit dem von TROTTER [4] im Jahre 1959 angegebenen Beweis des Lindebergschen
Satzes im wesentlichen tibereinstimmt, wird mit Wahrscheinlichkeitsoperatoren
([6] und dort zitierte Literatur) gearbeitet. Die Methode der Wahrscheinlichkeits-
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operatoren erweist sich auch in anderem Zusammenhange als ein angepafBtes
Hilfsmittel. Z. B. kann man diese Methode bei der Untersuchung des Grenzver-
haltens zufilliger Felder anwenden.

Zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung px definiert man den Wahrscheinlich-
keitsoperator Wx, der den Raum C der beschrinkten und gleichmiBig stetigen
Funktionale f (auf H) in sich abbildet, durch

(Wxf)(R):= [f(x + h) px (de) . (10)
H

Benutzt man im Raum C die Supremumsnorm, so ist Wx ein kontrahierender
Operator,
iug(fo)(h) =:|Wxf| =|fll- (11)

Fir zwei voneinander unabhingige Zufallselemente ergibt sich aus dem Satz
von Fubini [6]:
WX1+X2 = WX1 WXz = WXz WXI . (12)

3. Bevor wir zu dem angekiindigten elementaren Beweis des Satzes von
KANDELAKI und SAsoNov kommen, sollen noch zwei niitzliche Hilfssétze tiber
separable Hilbertrdume bewiesen werden.

Dabei wird das folgende Funktional [7] wesentlich benutzt:

— g2

QD(x;e):{eXP{SZ_W} fir (x,2) < &2,
0 (w,2) 2 e2.

Man rechnet leicht nach, daB dieses Funktional beliebig oft FriicarT-differen-
zierbar ist.
Der Abstand eines Elementes & € H von einer Menge F ¢ H werde wie iiblich
bezeichnet, o (x, F):= inf {|z — y|}.
yeF

Hilfssatz 2. Seien Fo und Fy zwei abgeschlossene Mengen eines separablen
Hilbertraumes H mit positivem Abstand o (Fo, F1) > 0. Dann existiert ein auf H
definiertes, gleichmifig stetiges, beliebig oft Fréchet-differenzierbares Funktional f mit

0fx) =1 xel,
f@®)=0 fur zel,,
f(x)=1 xeklFy.

Beweis. Sei g(Fo, F1) =:3¢. Dann haben auch die AbschlieBungen der ¢-Um-
gebungen von Fy und Fq positiven Abstand ¢(C U (Fo, &), CU (1, €)) > 0. Das

Funktional
(x) . o(x, CU(Fo, &)
I = 4, CT (Fo,e) + 0@, C U (F1, e))

ist gleichm@Big stetig und offenbar gilt
0=g)=1 xeH,
glx)=0 fir xcCU(Fy,e),
gx)=1 xeCU((F,¢).
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Wie oben bezeichne & eine (nichtausgeartete, zentrierte) Normalverteilung
iiber H. Fiir beliebiges z € H und > 0 gilt (U ({z}, 5)) > 0. Das Funktional

1
f(x) = f(p(x —y3e) D(dy) ﬁfg(y) (P(x — Y g)@(dy)
H
gentigt den Angaben des Hilfssatzes 2.

Hilfssatz 3. Sei {un} eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Dann gilt
Un = W, wenn fiir eine feste natirliche Zahl m jedes beschrankte, gleichmdfig stetige,
m-mal Fréchet-differenzierbare Funktional f der Beziehung genigt,

lm [ f(z)pn(de) = [f(@)p(de).
n—>co H H
Beweis. Sei A eine beliebige u-Stetigkeitsmenge, d. h. 4 € &€,. Zu vorgegebe-
nem m und beliebigem & > 0 konstruiere man sich ein gleichmifig stetiges m-mal
Fréchet-differenzierbares Funktional f mit

0=fx) <1 xeHl,
flx)=1 fir zeCA4,
flxy=0 zeU(4,9).

Das ist nach Hilfssatz 2 stets moglich.
Die folgenden Ungleichungen sind evident:

pin(A) < [ (@) pa (d2) < pn(U(4,0)) fiir alle n,
H

u{d) < f;f(m),u(dx) =u(U4,d).
H
Mithin
limg, sup pq(4) < lim, sup ff(x)yn(dx) = _ff(x),u(dw) =
b4 H
< inf u(U(4, 8)) = p(4) .

>0

Da mit der Menge 4 auch deren Komplement 4 u-Stetigkeitsmenge ist, folgt
ebenso

1 — limy, inf y, (4) = limy sup pp(4) S p(d) =1 — u(4).

Aus p(d) < limginf y,(4) < limgsup py(4) = p(d) ergibt sich die ge-
wiinschte Relation.

4, Wir kommen nun zum notwendigen Teil des Beweises. Konvergieren die
Verteilungen py, schwach gegen die (zentrierte) Normalverteilung @ mit dem
Streuungsoperator §, so konvergieren bei beliebigem % e H die Verteilungen
M, v, der Linearformen (A, Y,) schwach gegen uyq (s,ay- O-B.d-A.seih + 0
und (8%, b) > 0 vorausgesetzt. Weiter ist nach Voraussetzung

lim max P(|(h, 4y Xz)| > 0) < lim max P([4,Xz] >¢&) =0

n—o0 15k<n n—>c0 1=k =n
mit 8"‘—6—
2]

12 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 6
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Der Hilfssatz 1 impliziert daher
k=1 |(hAdnz)|>8
Wegen 1 — cos « =< % a2 wird bei beliebigem % € H und beliebigem 5 > 0:
(hy An)2pig, (d) < [ (b, APy, (do) —2{f — [ }(1-—

| 4nz] >¢ H H |daz]>¢

—cos(h Anepz. @) ={ [ 4+ [}k dg2)?—
[(B,An2Y | =1 |, An®) >1

—2(1 —cos (b, An@)) px,(d) +2 [ (1 — cos (h, A,2)) px, (dx)

dnz)>e
<% [ |BAw®)Bug @)+ [ (h Ap2)ug,(do) +
|(h, Anz)| <1 |(R, An2) | >n
t4 f px o) S 4 (b An2Pug,de) + [ (b An®)ug,(do) +
| Adnz])>e H | (B Au)| >y

4
+ 52 [ 4nz|2pux, (d2) .
b4
Daraus folgt

(h, Anz) g, (dw) = + (SY,.h h) + 60+ 7 SPSY,,-
k=1 [ daz]>e

Zu einer vorgegebenen Basis {¢;} setzen wir (Sy, e;, ¢5) = :8j, und erhalten bei
beliebigem A > 0 mit (8) die folgende Abschétzung fiir Ly, (¢).

o0

n [--] 7
Ly(e) = Z f Z (e, An®)2 px, (da) = Z Z _f (€5, Anx)2py, (dz) =
k=1 [dnz]>e j=1 j=1k=1 |Aduz|>¢

Lo

= Z % Z ] (Vé‘:n ej, A >2MX,,(dx)

ji=1 k=1 [|Anx|>e

< Sin [ 1 A A 4
= 2 R (s oy ) + 80 55 5051

n C 20 )2
=300 +7§~5n+ (77)

Dieser Wert 148t sich durch geeignete Wahl von 4 und 7 fiir » — oo beliebig
klein machen.

5. Da aus der Lindebergschen Bedingung lim Ly (¢) = 0 die Infinitesimalitit

Nn—>00
der zufilligen Elemente 4, X (k =1, ..., n) folgt, bleibt nur noch zu zeigen, daf
die Lindebergsche Bedingung hinreichend fiir die schwache Konvergenz uy, = @
ist. Es sei {Zy} eine Folge unabhingiger normalverteilter Zufallselemente mit der
Eigenschaft

BZy=0, 8, =28y, k=12,...
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Die Folgen {Z;} und {X} seien voneinander unabhingig. Dann ist
n
k=

normalverteilt und gy, konvergiert schwach gegen die zentrierte Normalvertei-
lung mit dem durch (9) gegebenem Streuungsoperator S. Es soll gezeigt werden,
daB auch die Folge {Z} der Lindebergschen Bedingung geniigt,

n
lim > [ [Awx|2ug,(de)=0. (13)
n—co k=1 [4daz|>e
Zunichst folgt aus der Lindebergschen Bedingung fiir {X} die ,,gleichméfige
Kleinheit der Streuungen®,
0=Ilim max f(h, Apx)uy, (de) =Tim max (84, b, k)=
n—>oco 1sk=n H n—oco 1=k=n
=lim max (Sy,z % 7).
n—>oo 1<k=n
(, Zi)
(Szxh, h)
normalverteilt nach N (0, 1). Die zugehérige Verteilungsfunktion werde mit F
bezeichnet. Dann wird

Besitzt (k, Zi) eine eigentliche Verteilung, so ist die ZufallsgroBle V =

n
(b AnaP iz (@) = > Sazh [ 02dF(v)
E=1 |(hAnz)|>e E=1 [0]> ei(Sanzih )

=< (Sy,h, k) -max (S, x,k, 1) f v2dF (v) < dq,

1=k=n |v|> ¢/ max (Sa,zzh.h)
1<k<

wobei dy | 0 mit n — co. Weiter verfihrt man wie in Abschnitt 4 und erhélt so die
Beziehung (13).

Wir wollen zeigen, daB fiir jedes beschrinkte, gleichmaBig stetige Funktional f
mit Fréchet-Ableitungen einschlieBlich 2-ter Ordnung gilt,

lim [ /(@) uy, (de) — ff @) o, (dw)] = 0. (14)

n—oo H

Damit ist dann nach Hilfssatz 3 die Konvergenz yy, = @ gesichert.

Unter Benutzung der in (10), (11) und (12) angegebenen Eigenschaften von
Wahrscheinlichkeitsoperatoren ergibt sich:

gf( Uy, (dx) — ff ) por, () | = | (W, ) (0) — (W, ) (6)]

ésupl Wy ) — Wr, ) B =Wy, f — Wp,f| =

heH

(ﬁ Wiz, — WAnzk])fH =
P

WAnXl .. 'WAnXE—J. [WAnXk - WAnZk] WAnZk+l v WAnZﬂ)f “

L

3

SN W aozef — Wazfll-

k=1
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In der Taylorentwicklung
feA+-H=fR)+ 1 @)+ 307 WD+ kD)
gilt fiir das Restglied |r(h;1)| < 8(h;1) (1, 1), wobei 6(h;1) beschrinkt ist,
0{(h; 1) < (1, und bei beliebigem % € H fiir (I, I) — 0 gegen Null konvergiert.
Damit folgt

(W a2z 1) (B) = ff (b + An) px, (do) = f[f (B) + (Anz, ' (B)) +

1 (A, (B) An®) + 1 (h; Ana)] s, (de) =
=fh)+% f (Anz, f"' (B) An ) yg, (dx) —|—j'r by An ) gy, (de).

Der mittlere Term 1a8t sich mit Formel (3) umformen

g(z‘ln @, "' (h) An®) pix, (d2) =I§ § (e, Ay 1" () An ) (e, @) px,(d) =
j=1

=3 (Srer, 431" () Aney) =

j=1

Z (Sz 1. A" (B) An eg) =
j=1

ﬁf( 2%, [ (h) An @) pig,(d2).

Mithin folgt fiir beliebiges # € H
(Wa,x.0) (B) — (W 4,2, 0) (B) = ff h; An®) pix, (dr) — f’ h; An %) g, (de) .

Die Restgliedintegrale lassen sich so abschitzen:
[ (ks An2) pg,(@do)| < [6(h; Ana)| du|? px, (d)
4 "

<8(e) [ | Ane]2px,(d2) + C1 | |Anz|?px,(dz)

[4nz]=s [4nzl>e

<(&)SpSunx, + O1 [ [Anw]?pg,(dx).

| dnz>e
Dabei geht 6(¢g) | 0 mit ¢ | 0.
Dieses Ergebnis wollen wir in die Ausgangsrelation einsetzen

”f(w),uy,. dx) — ff(w)ﬂrn (da)| = Z I W axef — Wazfll

< i[aw)(sPsAnxﬁsPSMk)+01 [ 1 4ne|?px, @) +

ldwl>e
+ f | An|? pz, (da))] =
| Anz| >

=20(e)Sp Sy, +
+01(§ fllAnwilzﬂx,,(dw)+§ f]]Anx]jz,uZE(dx)).

k=1 | Anz|>e k=1 ||Anz|>e
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Die beiden mit ¢y multiplizierten Terme verschwinden fiir n — co, da die
Folgen {X;} und {Z;} der Lindebergschen Bedingung geniigen. Die Zahl ¢ kann
man stets so wihlen, daBl 24 (¢) sup SpSy, = 28(8)Cy bei hinreichend grofem »

n

kleiner als eine vorgegebene positive Konstante wird.
Damit ist die Relation (14) nachgewiesen.

Zum SchluB mdchte ich den Herren Prof. K. MatTHES (Jena), Dr. habil. W. RicaTER
(Dresden) und Dr. W. WinkLER (Dresden) fiir anregende Gespréche bzw. Durchsicht des
Manuskripts danken.
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