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Lois tendues ~ sur un demi-groupe topologique 
compl~tement simple X 
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Re~ule 30 Oc$obre, 1965 

La structure bien connue des demi-groupes 1 complgtement simples se pr6te & 
une telle 4rude. Quelques cas particuliers (hors le cas fini) ont @t@ abord@s (KLoss 
darts [4], H~BBL~ darts [2], ROSESBLATT clans [7], P ~  MARTIN LSF dans [5] pour 
le cas discret qni est en fair le cas X d6nombrable). 

L'6tude peu~ 6tre pouss6e assez loin lorsque # appartient s un ,,idempotent 
produit",  ce qni est assur@ lorsque X est simple ~ gauche (ou & droite), et qne les 
#n sont suppos4es U. T. 2; nous @tudions les propri@t6s des,,lois prodnit" et la notion 
essentielle d ' idempotent prodnit (partie II)  puis abordons (III) l'@quation #v  --~ # 
pour pr@ciser eertains cas particuliers permettant  de g6n@raliser cn un certain 
sens les propri@t6s d'invariance, de/~, relatives au cas off X est un groupe (et 
d'affirmer que route lo im --~ m s est loi produit), enfin 4tudions les liens entre # et 
son idempotent (supposant la famille {#n} U. T.). La partie I e s t  consacr6e s de 
nombreux pr61iminaires, en particulier ~ justifier, dans le cas non compact, la 
repr@sentation de X utilis4e. Les r@sultats ont @t6, pour l'essentiel, publi@s sans 
d6monstration dans [10] (la restriction X ~ E • G • F du titre est inutile, d'apr~s 
le paragraphe 1.1. ci-dessous), leurs 6nonc@s pr6sentent parfois ici des corrections 
de d@tail. 

I. Preliminaires 

1.1. 

Lorsque X est compact, et simple (c. &. d. sans id6al non trivial; X A X  c A 
A ~ X ou O), on salt que X est compl~tement simple (cf. ci-apr@s) et admet la 

repr@sentation (cf. [6]) 

(1) X - ~ E • 2 1 5  x ~ X : ~ x : e ~ / ,  avec~----gxg, gunit@de G(eEE, fe.F). 

E et F sont compos@s d'idempotents, G est un groupe, et F E  c G. X est r6union 
des groupes disjoints Ge/-~ e G / ~  eX/, tout  idempotent de X esb unit@ d'un de 
ces groupes, ceux de E et F sont caract@ris@s respectivement par 

(2') eg-~e, g ] : / ,  

et E n F ~ {g} ~ g • g • g. La loi de multiplication, pour la repr@sentation (1), 
G 6rant un groupe parmi les Gel choisi une fois pour toutes, est donc: 

x-~-e•215 x'--~e'x'2'x/' ::>xx'-~e•215 

1 0 u  semi-groupe: groupoides & op6ration associative, bicontinue dans le cas topologique. 
2 Uniform@ment tendue(s). 

10 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 6 
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d 'oh en particulier les relations suivantes qui contiennent (2') et aussi ge----g,  
/g  = g: 

(2) e e ' - ~ e ,  ] ' ] = ] .  

Cette structure de X entraine ~videmment que aucun idempotcnt ne peut  en 
absorber (dominer) un autre: s i ce  sont g, g' on ne peut avoir: 

g 'g  ~ g g '  ~ g ' .  

On dit que tout  idempotent est primitff  car g' serait dans E, done gg' ~ g3. 

De plus tout  x est invariant  ~ droite (ct ~ gauche) par  au moins un idempotent.  
Ces deux propri~t~s constituent une caract~risation des X simples qui sont 
compl~tement simples. 

Montrons r~ciproquement que tout  X (demi-groupe simple) compl~tement 
simple admet  la repr6sentation (1): il suffit pour cela que X air un idempotent  
primitff au moins, ce qui est la d~finition de X (simple) compl~tement simple prise 
par  CLIFFORD et P~v, STO~ dans leur trait6 fondamental  sur les demi-groupes 
(cf. [1]). On sait alors que X est somme 4 de groupes disjoints Gtl = R~ c~ Lt, 
les Ri, Lj ~tant des id6aux minimums respectivement & droite et ~ gauche, 
disjoints, avec X -~ ~ R~ ~- ~ L t. On salt aussi repr6senter ainsi Xs: on choisit 

i i 
G = Gii ,  et r~ e Gti c L1, qj e Glt c Ri  (rt, qj s cela pr6s arbitraires), alors lorsque 
2 parcourt  Gi i ,  x -~ r i2ql  d4crit G~j, eette correspondanee ~tablissant un iso- 
morphisme entre les ensembles G~I, avec la loi de multiplication dans X analogue 

celle dire ci-dessus: on salt que qjr~ E G, la matrice des qjrl ,  dire ,,sandwich" 
d~finit cette loi. 

a) Choisissons ri ~ l 'unique idempotent  e~ du groupe G~i, qj de m~me dans 
t 

Gil. On salt que e~ a un inverse unique ei (au sens a b a  ~ a, bab  -~ b) dans chaque 
G~j, choisissons celui de G ~ Gil 

- - q u e  Xg-- - -L i  et g X ~ R i  
t t 

- - q u e  e i e ~ - - g  car G~jG~ , i ,~  G~, done e ie~eG,  

done e~e~e~ ---- e i peut, dans G se simplifier (de m~me/t]~ = g, 1~ eG) done eig = 

e~, g h  ----/~- On salt que x ---> x]~ ---- x '  applique L i  sur L I e n  conservant les 
classes R~, et que la correspondanee inverse est x '  --> x']~ ~- x. 

b) I1 ne nous reste done qu'~ montrer  que ]j = g, e i = g. Or, suivant PY~ 
([6] du cas compact), g X g  = G (groupe) ~ g X  et  X g  sont simplifiables respective- 
ment  ~ gauche et ~ droite: soit 

xi----g~l ,  x~-----g~, x----g~, et xxi----xx~,  

o n  a :  

xi = (g ~ g)-I  (g ~ g) ~i ---- (g ~ g ) - lx  xi = (g ~ g)-i  x x~ = g ~e ---- x~. 

Ainsi x e X g ,  e t  x e ~ = x e ~ x e ~ x ,  tout  x e X g  (vu e ~ - ~ e ~ g e X g ,  done 
xe~ e X g ) ;  en partieulier get -~ g = h g ,  e t  g est bien l 'unique inverse de e~, h dans 
G puisque par exemple e~ge~ = e~ -~ e~, on le savait, et ge~g = ge~ = g. | 

V6rifions le: g" ~- e~] et g'g ----- g" ~ e~ = g' ~ g,u = e~2 done 2 ~ ge t  g' = e. 
a R6union de pnrties disjointes, el. [1] corollaire 2--52--b, p. 80. 
5 Suivan~ [1], p. 93. 
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l%emarque .  I1 est 6vident que la correspondance entre Gel et G devient un 
isomorphisme de groupe lorsqu'on fair x -+ ~ = / e ~  (ou 2/e). 

1.2. Topologie dans X 

A) Soit (provisoirement) un espace X ,,contract6": Xo 3-.  E X G X F, x = e X 
• 2 X / =  ~0 (x0); d6signons par ~0 la tribu bor61ienne, (~0 la classe des fonctions 
continues born6es sur X0, ~0,a la tribu de BMre ,,engendr6e" par ces fonctions 
go (par les ensembles {x: go (x0) < a}). 

Les ouverts de X et Xo se correspondent (biunivoquement, et point par point), 
et la tribu bor41ienne dans X est ~ = 90-1~o, se correspondent donc aussi les 
fonctions go e cd et g ~ ~:  g (x) = go (xo), ~ d6signant la classe des fonctions contin- 
ues born~es dans X:  on a ~ - l~0 ,a  ----- ~a  tribu de Baire dans X. 

Supposons les fonctions projection e(x), ] (x) continues (2(x) l '6tant ~videm- 
ment, pour la topologie trace sur G), alors les cylindres ouverts, dans X, dont les 
bases sont les ouverts de E, G, _~ (pour les topologies traces), ~ ~ :  

~ d = ~E • ~ a  • ~F ,  ~E ,  ~ a ,  ~F  = tribus bor~liennes dans E, G, F,  
aussi bien les tribus des eylindres correspondants. D'ailleurs les Gel sont alors 
ferm6s dans X. 

B) On voit facilement (cf. [9]) que 
1 ~ ~ ----- ~ / s i  X (ou E, G, F,  c'est la m6me chose) est ~ base d6nombrable 

d'ouverts. 
2 ~ Si/~0 est une loi de probabilit6 6 sur ~0 correspondant ~ # sur ~ ---- ~0-1~0, 

et si les lois projection #E, #~, /~f  admettent  des ferm6s ~ bases d6nombrables de 
voisinages, de mesure > 1 --  e (tout e > 0), alors: 

c 5J s tribu ~/compl6t6e par rapport ~ #. 
3 ~ Si r (/to) est tendue (existence de compacts K,  tels qne # (K~) > 1 --  e), 

route fonetion g e g est d ~  mesurable, en particulier g e ~ (que plus loin nous 
gcrirons g (e • 2 • ]) = g (x), g e <~0, au lieu de go (x0). 

I1 est 6quivalent de dire que ~ D ~a. 

C) Nous ne distinguerons plus dans la suite, X et X0, raisonnant en principe 
dans X, mais 5crivant aussi bien x ---- e •  e2 / (de  m6me que les ensembles 
produits: tel E ' •  = E ' H F ' )  suivant les besoins. Lorsque nous devrons 
parler d 'un ehoix eonvenable de G, nous ferons implieitement r6f6rence ~ Xo 
ind@endant de route representation (1). 

En g6ngral il faut restreindre/t  s ~ / ( o u  ~ la tribu eompl6t6e ~r est alors 
toujours d~finie sur ~o  (re -->/to = ~o (#)) sons l'une des conditions 1 ~ 2~ 3~ Le 
plus souvent (cf. 1.3.) nous devrons supposer tt K-r6guligre (on tendue et r6gularis6e) : 

/~B = sup ttK), Mors /to, s u r ~ 0 ,  o u / t ( s u r ~ ) ,  sont bien dgfinies par leurs 
K C B  

restrictions s ~0,a (~a), dgs que X0 (aussi bien X) est C. 1~. 7, et inversement on 
peut supposer en ce cas, l 'extension ~ ~0 (~) rgalis6e. 

Nous ferons une 2~me hypothgse de earaetgre topologique concernant X:  que le 
groups G, avee la topologie trace qni en fMt un demi-groupe topologique, soit aussi 

6 Nous dirons , ,mesure" ou ,,loi". 
7 Compl~tement r~gulier: s6par4 (au sens de HAVSDOI~FF), et  uniformisable ou:  un  compact 

e t u n  ferm6 disjoints sont  ,,s6par6s" par  g e 5 .  

10" 
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un groupe topologique. I1 suffi~ que ~-1 soit, clans G, fonction continue de ~ (cela est 
assurd automatiquement si G eat compact, car si s --> ~, tout  ~ de G adhbren~ & 
{~-~} satisfait & ~ = ~ = e, donc ~ --> ~-~). 

1.3. Convolution dans X 

Les considdrations prdcddentes s'appliquent ~ la contraction (X' dtant une 
,,copie" de X). 

x • x' v-Z> xx'  de X • X' clans X lui-m~me, avec cette dJffdrenee que les fonetions 
e ?-lq~, ou les tribus ? - 1 ~ ,  y j - l~a  ' sont une pattie seulemcnt des fonetions 
e ~ ( X •  ou des tribus, ~ ( X x X ' ) ,  ~ a ( X x X ' ) ;  fl demeure vrai que cette 
dernibre tribu, ~ a  (X • X') eat contenue dans ( d  • 5J')~•162 sous l'hypothbse que X 
est h base ddnombrable 4'ouverts (alors ~ (X • X') l'est aussi), ou l'une des hypo- 
thbses 2~ 3 ~ pour le couple (it, It'), par exemple It et It' tendues. 

La convolution/ti t '  est ddfinie par l'image contraetde It • It' -~ Itit', de la loi 
produit I t •  ddfinie sur (~r215215 l'imagc de la tribu ~ / •  est la tribu 
~E • ~ • ~F, oh M~ ddsignc la contraction de ~ • ~F  • ~E • ~ a  pour l'appli- 
cation (trace de ~p) 2•215215  --~ s Si It et It' (done/.tit') sont tendues et 
rdgularis~es (et X supposd C.R.), on est assurd des formules fondamentales (cf. [9]) 

I t i t 'B = ]it '(x-~B)it(dx) = ]i t (By-~)i t ' (dy) ,  tout B e G ,  (3) 

avec 
x - l B =  { y : x y e B } ,  B y  - l = { x : x y e B } ,  

et 

(3') # #' g = S t t (dx) ~ g (xy) It' (dy) ---- ] It' (dy) ~ g (xy) It (dx) , toute g ~  mesurable; 

clans (3)--(3') les fonctions intdgrdes sont routes ~ mesurables, sans que ndcessaire- 
ment les fonetions g ( x •  g(xx') dans X •  ou les 1B correspondantes, 
soient (~4 • z~r x ~" mesurables. 

II. Lois produit et idempotents produit 

11.1. Demi-groupes /erm~s co, sous l'hypoth~se que G est compact 
(ou que les 09 (~ Gef le sour) 

Proposition 1. Si on choisit G tel que G n co ~ O, on a Tour un H sous-groupe 
comTact de G (et gvidemment E', E'  ]ermds) 

(4) o g = E ' • 2 1 5  F ' E ' c H ,  E ' ~ E ' ~ g u n i t d d e G .  

D~monstration. 

1 ~ Posant co n Ge: = We/, on a co ----- ~ O~e:, 
E •  

Hei~ffoje:gcgcog---.cog e t v u  eo2co), COSefCeX/C~a)~-a)e$; 
chaque we/ est form6 (vu l'hypoth~se), done, comme demLgroupe compact 
contenu dans un groupe, est un groupe repr6sent~ clans G par -~e/~ g we:g (pour 
x --> �9 -~ gxg) ou p a r / e r i e / =  He/ (ou He:/e = H'~:) qui sont des groupes, pour 
1'application rappelde ei-dessus x -> ~ ~ /e~ (~]e pour He/). 
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2 ~ me, f" D coefme':' = e m e f " / e ' '  me'y'/ '  

(5) ~er/'  e~ ~ey/e" ~e:,/ '  e, 

d'o~l, pour  e ~ e' 

He:, ~ He,: He:, => He/, D He.: => Hey 

ne d6pend  pas  de / (lorsque # O) ; mais  on a de m~me : 

/ '  eE)~S ,~ / ' e -~e: /e '~e ' / '  (J=:') > He:~  g e s g e ' f  ==> H~: 

ne d6pend pas  de e (si 4 0). 
Supposons  G ehoisi te l  que co n G 4 0 ;  e 'es t  ~ dire  que les pro jec t ions  E'  et  F '  

de co sur E,  F ,  eont iennent  g, e t  pour  e = ] = g on a :  

C~g a = Haa = Haa, soi t  H ,  et  H e / =  I tg: ,  Hea = H~f, 

et  

done 

t t 

Hea = (ge)-~Heage = Heg = H ,  de m~me H = H e y =  ( /g)-~Hgy/g  = H~f; 

t 

Hef  : Hef -~- H .  

3 ~ ~ef = aeI H : Haey,  avee aey = (/e) -1 (dans G), mais  (5) s '6cr i t :  

]'=e" =g> 
HD H aef " / e "  ae,f, H ~ H D H aef " / e "  ae,f, ~ H D H aef ~ coef = H.  

~ e m a r q u e .  Si X est  s imple  s gauche,  toe = co (~ e X ,  -~e ---- gope, on a 

~ co e = co , U "W e = co a et  ~ e coG C -~) e , 
E 

t ou t  e: darts le demi-groupe  cog (c G) les ~e  sont  des id6anx h gauche,  de r6union coa. 

I I . 2 .  Lois produit 

Appelons  loi p rodu i t  une loi qui  sur  d s est  le p rodu i t  de ses lois marg ina les  

/zz, #a , / zF :  

(6)  # = # E  X,u~ x ~uF; 

on p e u t  aussi  6crire/z~/za/zF, convolu t ion  des lois margina les  sur  les sous- t r ibus  de 
cyl indres  ~E,  ~ a ,  ~ ,  qui  a iei  un  sens:  

/~A = f~E (de)~G (d~)~F (dl). 
e ~f~  A 

t 

De m6me,  p a r  exemple ,  la convolut ion/z /zE•  a a u n  sens et  es t  une loi dans  E • G 
(au moins  pour  sa t r i bu  de B A ~ E ,  Sous hypoth6se  conven~ble,  ef. 1.3. e t  [9]) : 

(/z/z')E • a A  ~ " ' , = /~(dx)l~zxa(de x d ~ ' )  
xe '~A 

on peu t  l ' ident i i ie r  avee la  loi/~ X / ~  • a, pour  les ensembles  {x X e X ~: x e �9 e A }. 

Proposi t ion 2. Pour  toutes lois/~,  / / ,  on a ( # # ' ) ~ x F  ~ ~uE X/d~,  en particulier 
] (/~ /z')~ = #~ ,  ( # # ) F  = / @ .  

s Bien noter que pour/~ K-r6guli~re, fl y a u n  prolongement unique s ~/~ D ~a ,  e~ s ~ .  
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En effeb pour boube fonebion g (e • ~ • 1) ne d6pendant que do e, /, ~ E  • ~ F  
mesurable, on a: 

~ f ' g  S f ( ~ ) f ' ( d ~ ' ) g ( x x ' )  " , . = = SfE(de)  f F ( d / ) g  (el') 

Proposition 3. f e t  # '  grant deux lois produit (relatives ~ un m~me G, de rep@sen. 
ration de Xo)  f f '  eat la loi produit ddfinie par aes projections fie et f'F respectivement 
sur E et F,  et on a: 

t 

(7) ( f f ' ) ~  = f ~ v f a ,  

t ! 

v dtant la loi induite dans G par #F (d/) • f E  (de) et l'applieation / • e' --> / e'. 
~qobons que suivanb 1.3. ( # f ' ) v  est en g6n6ral d6fmie seulemenb sur ~ ;  mais 

que pour/~ et f '  K-r6guli~res, ~ esb bendue: on est assur6 de la formule (8) 
, '  _ - -  . '  _ !  - - -  - !  

(8) f ~  v f  ag -~ ~ fG (dx) v (dy) f a  (dx ) g (x y x ) ,  

pour boute g~G-mesurable, les fonctions successivement int6gr6es 6rant routes 
~r 

D~monstration. Dans X • X ' ,  eb sur ~ / •  ~4', on a, pour boute fonction g sur X 
belle que: 

g ( z , x ' ) - ~ g ( e • 2 1 5  soit (~r215215 

mesurable, (par exemple g~a-mesurable) eb f ,  f '  tendues). 
- I ! t _ !  / t - t - v  t 

f # '  g -~ ] #E(de) fa (dx)  fF(d / )  #z(de  ) fG(dx  ) f ~(d/ )g (ex/  e x / ) 

d'oh l 'affirmation que f # '  esb loi produit, avee ( f  f ' ) a  e (8) qui 6quivanb ~ (7). 

Proposition 4. G ~tant fixd, lea lois idempotentea (m = m2), K-rgguli~res, qui sont 
loi produit, relativement ~ G(: e (6)), sont toutes les lois 

(9) m - ~ m z • 2 1 5  AV'E' c H a - 1  

avec ae  G, mH loi de H A A R  sur H soua-groupe compact de G, et o~ m~, mF sont des 
lois quelconques sur ~E,  ~F,  pourvu que leurs supports E' ,  .F', satis/assent 
E ' E '  c H a - L  

Ddmonstration. Suivant (7), on a, dans G , m ~ v m ~  = me, d'oh, noban$ 
H -~ Irma] le sous-groupe ferm6 (n6eessairement compact, cf. [8]) engendr6 par le 
support do m~, eelui one, de m~, esb H-invarianb ~ droite, done r6union de classes 

gauche xH ,  mais 6galement eon~enu dans ~-~H pour tout  ~ e ~ puisque 
~om~ c H (vm~ ,,engendre" H) ; ainsi eom~ ~ a l l ,  ma ~- amH" w,  est la fermebure 
dans G, de F ' E ' ,  done F ' E ' a H  c H ~ F E ' a  c H. 

Ces conditions suffisent 6videmmenb pour que la loi produit (9) soit idem- 
pobente. 

m c v  ,,engendre" aHa-~  ~ H ' et H ' i n v a r i e ~ g a u c h e  ma = mH' a 9 . 

9 Ii n'est p~s vrai que clans certains cas la classe a H dolt @ire bilat@re, comme nous l'avons 
6crib par erreur dans [10]. 
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Proposition 5. Les lois produit idempotentes au sens prdcddent sont caractgris@s 
par la reprdsentation 

(9') m - ~  m E • 2 1 5  F ' E '  o H ,  g e E ' ,  F ' ,  

Tour tout choix d' un groupe de base G coupant le support COm. Aussi  bien on peut dire 
qu' existent Tour (presque) touse ~ E',  / ~ F' ,  des lois conditionnelles qui sont lois de 
t i e r  sur des sous-groupes He/isomorphes entre eux pour n'importe laquelle des 
representations dites cidessus ,,canoniques" des H e / h  partir de l'uu d'entre eux (sol 

H ~ H a g # O ,  c'est h e f ~ - e ( / e ) - l h / ,  ou he:~-~h 

avec (]e)-lh = ghe:g) . 

Ddmonstration. I1 est 6vident que si co ~ G # ~, a H =  H, et (9) se r6duit ~ (9'). 
Sinon, d'apr~s la d6monstration de la proposition 1, pour tout  cheix de G, tel que 
G ~ Wm # O, w m =  E ' • 2 1 5  avee F ' E ' c H ,  (ear nous savons les co n Ge/ 
compacts, le changement de G ne fair que les permuter entre eux, seule change la 
repr6sentation E • F de l'ensemble des idempotents ou unit6s des G#). Les lois 
conditionnel]es eamH/(port6es par les groupes O~e/) deviennent emH/: 

m : ] e m g / m ( d e x d / ) ;  

et d'apr6s la proposition 2, po~r route repr6sentation des idempotents, mE x ~ est loi 
produit (vu m ~-- m2). Quel que soit le choix de H : go~mg # O, H e / :  e l l / e s t  
isomorphe ~ H su iwnt  les relations de l'6noncB (H--> e ( / e ) - ~ H / =  eH] puisque 
/e e//). 

R e m a r q u e .  Nous n'avons pu nous assurer que la ,,mauv~ise repr6sentation" 
(9) 6fair wlable  pour tout  choix de G (~ ~o = 0, en particulier qua tout  demi-groupe 

co (~ Ge/compacts 6gale E" •  • F '  (e. &. d. compl6ter la proposition 1 pour le 
, ,mauvais" choix de G). 

Dans le cas X simple & gauche (~ droite) on a toujours la repr6sentation 
 Exm,, c a r . F '  = { g }  = = H .  

III. Equation S v  --  ~ (10) 

I l L  1. 

Le thdor~me qui suit a pour but  de pr6ciser des conditions permettant  
d'affirmer la structure pr6e6dente pour un idempotent, en particulier dans le cas off 
X est simple & gauche, oh routes les restrictions sautent. Le lien entre les deux 
probl6mes (/~ v = /~ ,  #2 = /~)  est assez remarquable, et f l y  a int@~t & d6gager les 
proprigt6s de (10), plus g6n6rales. 

Thgor~me 1. f~ grant rdgul@re et tendue (ddfinie sur la tribu bordlienne ~ ) ,  X 
dtant C.R.,  et v tendue et rdguli~re telle que: 

1 o) le support E'  de vE est compact et, F '  dtant celui de vF, F ' E '  a (dans G) une 
/ermeture compacte; 

2 ~ le demi-groupe/erred S = [co c] engendrd par le support c% de ves t  du type 
produit (4), pour H ~ sous-groupe /erred de G (H n' est pas suppos~ compact); 

A) fie • r est E'  • H invariante h droite (H  est compact, [~  ~- vF), et 
B)/~ = # E • 2 1 5  
A) se rdduit en /air ~: ~E• ~ est H-invariante 5 droite, ou ~ • ~ ~ /~E • C/H • mH. 
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Ddmonstration. 

1 ~ (10) entraine, vu  (3), 

(11) # v B =  ~ v ( d x ) # ( B x - 1 ) ,  B x  - l =  { y : y x e B } , B e ~ .  

( B x  -1) s'6crit aussi # x B (au sens de # x (B)), et/~ x est, en t au t  que loi (ct pour  la 
CV. faible) fonction continue de x (cf. [8]) ; /~x est K-r~guii~re, car si C compact  
approche A x -1 pour  # (C c A x -1 et  # C ~ # (A x - i )  --  8), C' = Cx  est compact,  
contenu dens A at # x C '  = # (C '  x -1) ~ p C  ~ # x A  --  ~. 

# x K  est, commc fonetion de x, semi-continue sup~rieurement (cf. [9]) poss~de 
un max imum M sur Sf  (,,section" de S par  / fix~) si # x n K / z  M implique que les 
xn restent  dens un compact  ~0. 

Tel est le premier point  essentiel de ia d~monstrat ion qui suit cclle de [8] (pour 
le cas d ' un  groupe). 

2 ~ ) S o i t x  = e • 2 1 5  e t x  e S , / f i x 6 .  O n a x  e S z o u e ~ S } =  E ' •  

et 

si 
~ x K  ~ { e ' x g x / ' ; e  . . . .  " 

# x n K  S M = s u p / ~ x K ,  avec x n = e n ~ n / ,  
~eSs 

l 'ensemble K x ~  1 6taut  en projection sur G contenu dens 

{Y: 9 e K a  ~n -1 (-~ 'E ' )  -1} (Kv = g K g ,  

projection de K sur G, est compact) ,  ~n dolt  demeurer  dens le compact  

F'  E ' - I _ ~ ' I  K a  , 

si e g M (avec # a / ~  8 > 1 - -  e, et I~'E' = fermeture de F ' E ' ) .  De m~me en 6taut  
clans E '  suppos6 compact ,  il existe x0(/) tel q u e / x x o K  = M,  done ~ x x o K  < M 
pour  tou t  x e S, car alors xxo e S~. 

Pour  tou t  xxo, vu  la semi-continuit~ sup~rieure dire ci-dessus, on a 

~ x x o K  < M --  ~ ::> # x '  x o K  < M -- ~/2 

pour  tou t  x' dens un voisinage convenablc U (x) de x done (11), qui s '6crit:  

(12) I ~ x o K  = .[ v (dx ) /axxoK , 

en t r a ine / avxxoK = M,  pour tou t  x e eo~, d'ofi en it4rant,  puis passant  ~ la limite 
pour  obtenir  S :  

(13) # x x o M  = M , t ou t  x e S . 

3 ~ La deuxi~me hypoth~se de l '6nonc6 intervient  ici seulement, lorsque G n 'es t  
pas compact ,  si xo = e0~0f, pour  faire 

x = e ' h / '  tel que xxo = ]:prcndre e' = g , h - l  = /' eo~o. 

lO Si nous raisonnons, dens tout ceci, comme dens [8], sur les K, au lieu des g ~ ~, e'est 
parce que, lorsque X n'est pas 1ocalement compact, les g < 8 hors d'un compact ne suffisent 
pas ~ d6finir une loi, il peut, nous semble-t-il, ne pas exister de ff telles que g ~ 1K~, pour les 
K~eK~ > 1 -- e. 
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On a bien: 

(14) f f x K = f l K ,  tout  x = e x h x / ,  e x h e E ' x H ,  

et H est n6cessairement compact d'aprbs le raisonnemcnt fait plus haut  pour les 2n. 

Mais fix 6tant K-r6gulibre, l ' invariance (14) vaut  pour tout  B E ~ ,  done route 
fonction ~ mesurable. 

C'est en ce sens qu'il faut  entendre l 'affirmation A) de l'6nonc& 

La formule (11) appliqu6e ~ B e ~ ,  oh l'int6grale se r6duit, vu ffF = vF, s : 

. I f ( a l l ) i f / B ,  a v e c  f f / B  = # { e X ~ . X / e B }  = f f z x a { e x 2 e B ' Z }  

donne 

(15) ,U-~ffF~xaXffF, avec # z x a E ' x H  invar iante~droi te .  

R6ciproquement (15) entraine (10), ear, suivant (11), on a: 

ff v B = .[ #~• a( B'f) f (dl) -= f i B .  
F" 

4 ~ A) 6quivaut cn fair ~ la seule H-invarianee de f fz  x a, vu E ' g  c H (mais seuls 
(10) et A) sous la premiere forme impliquent B)). 

En effet, pour B e E •  on a t t B - ~ l t g B ,  done (avee h ' - ~ g e ' h )  t t e ' h B  
ff g e' h B = / t h B  ~- f i b  d6s que ff est H-invariante.  0 n p e u t  alors dire ff ~ • a mH- 

invariante: on a: 

#gx  amH B = f m  (dh) f ~ x  ah B -= f lex  a B , 

et, repr6sentant E X G dans E X G/H x H = J~ X H,  on a: 

f lex a B = ff~,x amH B --- ffE, xHmz-z B = .[ ,u(dg x dh)re {h : g x h e  B}  = 
= 

soit 

f lex G ~ t~Ex GItImH �9 

Cerollaire. Si E x G ou G x F sent compacts, les seules lois idempotentcs m K- 
r6guli~rcs sent les lois produit idempotentes des propositions 4 ct 5. En cffet G 
6tant compact, le support  corn est du type produit  (4), et les conditions du th6orbme 
sent satisfaites (avee v ----- if, iei m). Les coef 6tant e l l / o u  0, flex a se r6duit 

fie X ~nH. 

I I I .  2. 

Cas oh X est simple & gauche: F se r6duit s {g}, tout  idempotcnt  de X est 
unit6 ~ droite, ear X x  : X pour tout  x (sinon ce serait un id6al s gauche < X )  
done X e  : X .  

En particulier la Ioi de multiplication devient (eX2). ( e ' • 1 6 3  eXs163  
l ' isomorphisme (naturel) entre les e X  est 2 ~+ es +~ e's off x' ~- e'x, x : ex'. 

Alors les restrictions du th4or~me 1 sautent  routes. Plus pr6cisdment: 

Th6or~me 1'. Soit X simple ~ gauche, C. R.,  et if, v K-rgguliares, ddfinies sur ~ ,  
l' dgalitd 

(10) fly = # 
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implique 

a) /e  support de va engendre un sous-groupe compact H de G, 
b) /e  demi-groupe /ermd S = [co,] dgale E '  X H, E '  dtant le support de fiE, 
c) te est H-invariante ~ droite, done E '  • H invariante ~ droite, tt = f ie • a/H X mn.  
a) et c) 4quivalent 5 (10), et b) r~sulte de a) suivant la proposition 1. 

R e m a r q u e .  I )ans  E • G, on a l e s  relat ions g6n6rales : 
t t 

(16, 16') /z# '  = # # a ,  ( te#')a = te~#q.  

Le membre  de droite,  dans (16), a un sens (cas part ieul ier  d 'nne  remarque  fai te  en 
II .2.)  car pour  tou t  B e 2YE •  

xx '  ~ B <:> e2s  e B <~ s ~ s -1 Be ,  

et  (16) en r6sulte. 
(16') se d6duit  aussi de e2 • e ' s  la project ion sur G respeete le produi t  done la 

convolution.  

Dgmonstration. Suivant  Off),  (10) entraine tea va = #a,  d'ofl a), v u l e  th6or~me 
eorrespondant ,  pour  (10), dans  un groupe (cf. [8]). H 6taut  compact ,  et ehaque He 
repr6sentat ion de e S  dans G (pour S = [c0~]) 6rant  dans H ( H  est  la project ion de 
S sur G), S est  du t ype  produit .  Cela r6sulte de la proposi t ion 1 (car chaque e l l ,  
compact ,  cont ient  co n GeL mais  est ici beaueoup plus simple: E '  6rant  l 'ensemblc 
d e s e e S ( ~  Ge ~: O, ona:  

e ~ E ' : ~ e S = S n G e ,  done S(~ge- - - -egS  ou S = E ' •  

E n  effet Ge n S est  dans e S  et, inversement  e ~ E '  ~ 3e h e S, done pour  t ou t  
x e S on a x -:  e'h'  .~  ex = eh' = e h . h - l h ' ;  mais  3 e " h - l h  ' e S puisque H = Sa, 
done eh e S ~ ex  ~- e h . e " h - l h  ' e S. 

I1 suffit alors de reprendre  la 2~me par t ie  de la d6monst ra t ion  du th6or~me 1, 
pour  # h K ,  d6monst ra t ion  qui se r6duit  iei ~ eelle du cas o f l X  est  un  groupe:  h 
pa reouran t  H compact ,  t e h K  a t te in t  sa borne sup6rieure sur H e t  c) en r6sulte. 

Th6or~me 1".  Si  X est simple ~t gauche, C .R.  ette,  v K-rdguli~res, ddfinies sur 
~ ,  l' dgalit$: 

(10') vte = tt 

~quivaut dr: 

a) le support de va engendre un sous-groupe compact H de G, 
b) le demi.groupe /erm4 S = Icon] ~gale E '  X H, E '  ~tant le support de vE = fiE, 
e) te est la loi produit vE X tee et #a  est H-invariante ~t gauche. 

D~monstration. Puisque F ---- (g}, F E  ---- {g}, la premiere  condit ion du th6or~me 
1 est  v6rifi6e, car v 6rant  ici ~ gauche dans  (10'), e 'est  e que l 'on fixe, done F '  qui 
dolt  6tre compac t  (ainsi que E ' E '  -~ {g}) ; ainsi on raisonne avec e s  e fixe, s 
pa rcouran t  pa r  exemple,  S~, et  e s  : - ~ t e K e  = xteq/~e (avee e /~e  = 
-~ K ~ Ge ~- Ke). T o u t ' # o m m e  ci-dessus vr  : tea implique que (o~ cngendre un  
sous-groupe compac t  H de G, que [o~] = S : E'  X H,  avec E'  : -  suppor t  de 
tee = vm Suivant  le ra i sonnement  de th6or~me 1, on a es  = e/~ pour  tou t  s e H ,  
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ce qui 6quivaut  h l ' invariance (H ~ gauche) de fig (ce que nous savons d6js puisque 
e ' e s t  

# ~ R e  = # K e ,  

et (10') entraine que # est loi produit  : avec x = es on a: 

E' 

# peut  s'~crire ainsi ff = ~E • mH • ff~lU, ~ comparer  avec le th6or~me 1'. 

Corollaire. Les seules lois (K-r~guli~res) idempotentes (m = m 2) dans X simple 
gauche (~t droite) et C. R. ,  sont les lois produit 

m = mE • mH, mE arbitraire, 
(17) 

mH = loi de HAAg dans G, et pour route autre loi tt on a: 

(18, 18') # m  = f i ,  raft----- m F •  

fit dtant la loi H-r~gularisde 5 droite de #,  et ~ la loi H-rdgularisge d gauche, dans G, 
de ff~. S i  H = G, # m  = #Emg, tandis que (dans tousles eas) m #  = m pour route ff 
telle que a~ #~ c H = w ~ .  

Ddmonstration. C'est la th4or6me 1" qu'i l  fau t  utfliser, avec v = #  = m. 
Puisque ma est H- invar iante  s gauche et c H,  on a m a  = mH. De plus ; ff 6rant 
uric loi quelconque, vu  (16) et (17), m #  -~ mE • mgff~.  

fig = mH#~ est la H-r4gularis~e s gauche de #~:  loi H- invar iante  ayan t  m6me 
project ion que #g  sur G/H (classes s droite), qu 'on  peut  consid4rer comme le pro- 
dui t  de mH par  eette projection (cf. [9]). 

De m~me vu  (16), ~ ---- f fmH est H- invar iante  s droite, et d'apr~s le thSor~me 1' 
c'cst #Ex GIH X mH. 

111.3. Remarques concernant le cas ole X est un  demi-groupe discret (cf. [5]) 

Proposition 6. Soit X un deml-groupe topologique quelconque, et # , / ,  # "  des lois 
K-r~guli&es de supports co, o/,  09". On peut supposer (sans restriction) que le demi- 
groupe /erred [w] dgale X ,  done 09 ~ X si # = f12. Alors sl # = # ' i t " ,  pour tout 
id4al I clans X ,  on a: 

# I c ~ g,  I c . / ,  I c 1 1  

en particulier i m a m  z ~ m I -~ O ou 1 .  

En  effet, adap t an t  le ra isonnement  de Pv,~ MA~TI~-L6F (qui darts X discret 
concerne m = m 2)  ; 

(11) donne (vu x ~ I ~ x y  e 1) 

# Ic = f it' ( d x ) / '  {x -1 Ic}, d~s que I c s t  ideal & droite, et si I e s t  id6al 
1 o 

gauche, x y  ~ I c ~ y ~ Ic, d o n e / ' { x - l I  e} ~ / ' 1  c. | 

11 Is d6signe le compl6mentaire X -- I de I. 
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Dans  [5], l ' au teur  suppose la topologie diser@te, et  que m B = sup F ,  _~ 
F e B  

d6signant un ensemble fini, queleonque, de points.  Cela revient  ~ supposer  m 
discr@te, son suppor t  est  d6nombrable  (done aussi X) pnisque la topologie est  
discr@te et  que m (x) > 0, pour  tou t  x e X ( s i m  = m2). Alors X est  simple: tou t  
id@al ( tout  ensemble) 6rant  de ~ ,  m I = 0 ou 1 ~ I e s t  vide ou ---- X,  pnisque 
m I = 1 ~ I ~ corn = X.  X est  6ga]ement compl@tement simple: il suffit pour  eela 
que X air au moins un  id6al minimal  s gauche, et  un  g droi te;  or ces id6aux 
L~ (R,) coincident avec ]es classes essentielles (ou ferm6es minimales) pour  la 
ehaine de M_~Kov ~ gauche (ou s droite), homog@ne (marehe au hasard)  dans 
] 'espace X : x  --> y x  (ou xy)  avec ]es probabilit@s re(y), et  m 6rant  une loi station- 
naire pour  chacune de ces ehaines, ees id@aux exis tent  et  sont  m~me des classes 
positives. X est  alors, pnisque compl@tement simple, r6union de ces classes essen- 
tielles, routes  > 0 (sinon [co] serait  < X),  t ous l e s  @tats sont  essentiels et  positffs. 
On v6rifie (cf. [5]) que la Inesure (non born6e g priori) p (x) = m (Ly) pour  x e L 1 est 
s ta t ionnaire  pour  la ehaine, dans  chaque classe Rl, done 6gale m (~ un fac teur  pros) : 
m est constante  sur chaque groupe Gel, done eeux-ci sont  finis (et ont  re@me 
hombre  de points  6rant  isomorphes) : ainsi on re t rouve  la s t ructure  prodni t  (9') pour  
ces lois idempotentes ,  mais  ees r6sultats  ne semble pas  d6couler d i rec tement  
du th6or@me 1 ci-dessus. 

Cf. IV.2.  ci-dessous pour  le eas Oil X n 'es t  pas  compl@tement simple. 

IV. Lois appartenant a un idempotent produit 

Soit #K-r@guli@re, routes  les #n sont  telles, sur ~ par  exemple,  apr@s prolonge- 
m e n t  eonvenable.  Supposons la famille {fin} U. T., alors l 'ensemble D (#) des lois 
l imites de {#n} est un groupe compac t  d 'uni t6  m (cf. [3]) : route /u '  e D (#) satisfait  ~ : 

(19) / z 'm ---- m/z '  = # '  

et  

(19') 3/z" e (19) avee # ' / z "  ---- # " / z '  = m .  

On dit  que / z  appar t i en t  s l ' i dempoten t  m : ,u e m. 

IV .1 .  Lois appartenant ~ un groupe dont l'unitd m est loi 
produit ( m e  (9') Tour un choix convenable de G) 

Proposition 7. S i m  est loi.produit, i z' l'est dgalement. 

Soit A e ~ a  t r ibu  de Baire  de X ;  pour  # '  et  m compl@tes et  pnisque m = mE• 
on a (Ae, A I,  Ae f  d6signant des sections de A, ensembles de G •  E x G ,  G 
respeet ivement)  

~' A = ~' m A = ] ~'  (dx) m (dx') = f m~ (d/) S ~ ' (dx) ~ , •  (de • d~) = 
:vx'eA xe~eA~, 

= ( / ; •   m iA, 

"* r ' #Ex a 6rant  la loi d6finie sur la t r ibu de Baire (compl6t6e) 12 de E • G pa  # mEx a. 

12 Cette precaution Mnsi que l'hypoth~so A e ~a  est inu~fle (ell 6tendant les remarqucs 
faites en 1.3.). 
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Mais on u de m~me/a '  ' . . . . .  = m E # a x e ,  et, d6signant p u r # a  lu res t r i c t ionde /aaxP  
la t r ibu de Baire duns G, on a:  

# ' A r  ---- {mE/a~*}Af ~ / a ' A  = fmE(de)  mF(d/)/a'~*Ae$. 

Ainsi # '  est iei produi t  sur ~ a ,  son prolongemant  s ~ ,  (at ~ )  6gala n6cassuirement 
calui d6fini par  le produi t  des prolongements  s ~ ,  ~ a ,  ~ F  de ses composuntas, 
# '  est bien loi produi t  sur ~ , .  

La  formule (7), puisque F '  E '  c H ~ ~ m H  ~ m g v  = m H  , implique 

(19') " ' ' /agmH ~ mH /~G ~ /aa; 

tou t  se passe donc comma lorsque X est un  groupe, pour/a~ sur ~ et #~ est port6a 
par  une r4union de classes bi]at~ras a H  ~-- H a  qui sa rSduit s une saule vn l 'existence 
de / aa  reverse de/a~ pour  mH (a -1 e o ~  ~ eo,~ c H a  et  a l l ) .  

Th~or~me 2. Toute loi /a' appartenant 5 un groupe dent l'unit~ m est une loi produit, 
est, (sur ~/~,) de la /orme 

(20) m z •  a l l : H a ,  F ' E ' c H ( m ~ ( 9 ' ) ) .  

Remurquons  que u e s t  duns G un  ~14ment compact  (engendrunt un groupa farm4 
qui ast compact)  c u r / a ' m  = m g x a n m H x m F ,  les anmH = {/a 'n}(  7 s e n t ,  duns G, 
U. T. done aussi les lois a n (uussi bien a n H  coupe un K~ sous- tendant  ces lois & e 
pros, done tou t  a n ~ K~H-~) .  

1V.2.  Lois  # ~ m, m 2 -~ md tan t  loi produit 

Enongons d ' abord  quelques propri6t6s plus g~n@rules. On suit qu 'on  a, d~s 
que # e m (X demi-groupe topologiqne C. 1~. qualconque) 

(21) /am ---- m/a : # '  E (19) et  (19'), 

cur m ---- lira #n~ ~ m #  ~- # m  ~ lim #n~ +1 e D(#) .  D ' au t re  pa r t  on a:  

1 n 

1 

g absorbant  route  loi # '  e D (#) : ~ # '  ---- # ' z  ~ z puisque 7l/a n ~--~ 7~, en particuliar 
absorba m, d'ofi pour  # '  dSfinie par  (21) 

p 1 n 
(22') ~n ------ -~ ~ / a ' ~  ---- mT~nm--> 7~, enpar t icu l ie r  #'  -~ m ~ ~ -~ m .  

1 

R6duisant  X ~ [w~], demi-groupe engendr6 par  #, ce qui n'esb pus una restriction, 
le suppor t  N de ~ est un  id6al (ferm6) duns X,  car Neo n e t  eonN sent  duns 
N(eo ---- eel), donc aussi 1V[eo] et [eo]N. 

Thfiorbme 3. S i  X est un  espace topologlque normal, ou X C. R.  et N compact, 
et si /a est une loi sur ~ d/a  n uni/ormdment tendues, toutes les lois de D (/a) ont leur 
support dans N .  

Ddmonstration. Soit 0 3 N u n  ouver t  quelconque; s6paran~ N at c (~ par  une 
fonetion continue, il existe 0 D (Y D N uvec (9' de frontibra z nulle et puisque alors 
gn(~' --> ~ 0 '  ----- l , o n  u l imsup  #nO'  __-- 1, d ' oh  une suite k I / z  c~, tella que #ki(y > 
> 1 - -  sj. D6signons par  Kl j  l 'ensamble des k tels que/a~(),  > 1 - -  s I (une suite 
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ej "~ 0), i i ndexan t  l 'ensemble des ouver ts  con tenan t  N.  Les intersections finies 
de K~j d6finissent une base de filtre (sur les entiers k), ear pour  I fini, et  des j (i) 
queleonques, l ' ensemble  {k : At~(9~ > 1 - -  ej, t ou t  i e I}  n ' es t  jamais  vide, con- 
t enan t  {k: #~{~ (9i} > 1 - -  inf  sj(O}. 

iel 
Les ensembles correspondants  de # ~ : D i j ,  6rant  re la t ivement  compacts ,  il 

existe tt o adhbrente au filtre ~ correspondant  dans {#k}, et  pour  i0 fixe, ehoisissant 
N t t  

0~0 o (9~0 o N,  tel  que Fr (91o soit # '  nul, on a:  
r t H . I /  

At (9i0 >: At (9i0 = l lm At~Oio ~ 1 - -  ej pour  t ou t  j, done = 1. Ainsi At~N 

= inf  At' (9 = 1. Mais pour  At' quelconque de D (#) il existe At" telle que At' = At~At" 

done co u, c fe rmeture  de N X  c N .  

I1 r6sulte de la proposi t ion 6, que, dans N,  tou t  id6al (mesurable) est  nulle 
pa r t  dense (rare), ou est  de :~mesure 6gale ~ 1. Rappelons  que pour  X compac t  la 
on mont re  que N e s t  simple (done compl6tement  simple ear compact) ,  en f a r  N 
est  id6al minimal  et, dans  tous le s  eas, un id6al minimal  est  unique e t e s t  un demi- 
gronpe sans id6al non  tr ivial ;  on le di t  simple. 

Corollaire (des th~or~mes 2 et 3). S i  vr, de support N ,  eat loi produit ~r : ~E • 
• mH • ~rE, mH loi de HAAR), et si X ,  demi-groupe topologique engendrd par ~o~ eat 
normal (ou C. R. et N compact), la CV.  Atn __> m (alors m : ~ )  dquivaut d # m  
: mat : m. E n  e/let si At' (dd/ini par (21)) @ale m, D (At) se rdduit d {m}, idempotent 
auquel appartient At. 

Revenons  au cas oh X est  compl~tement  s imple (X E (1)). De (20) et  (21) on 
d6dnit  

(23) o 9 ~ c o ~ t t , : E ' x a H x F ' ,  F E ' c H ,  a l l : H a  

car x E e g ~ t ~ g x  et  xg~co~, et  x = e 2 / ~ / ~ H F ' ,  e ~ E ' H .  

Remarquons  que (23) entraine (21) en p renan t  m = AtEXmHXAtF et A t ' =  AtE 
X amH X AtE, et  6galement  

n = E'  X a n H X F '  (avee an H = H a n) (23') ~o~ c ~%, 

Th@or~me 4. Si  At appartient it un idempotent produit m (dans X ~ (1)), on a 

(24) At : AtE X mH X AtF, 

H ~tant le plus 1~etit sous-groupe compact de G (un  quelconque des groupes G dent X 
eat la rdunion, pourvu que G n o~ r O) tel que 

(24') w ~ c E ' x a H x F ' ,  H a = a l l ,  F ' E ' c H ,  

E' ,  F '  supports de Ate, AtE; Atn converge (alors vers m )  si et seulement si a H = H (a lots 
[o)~] = E ' x H  x F ' ) ,  et la limite ~ de Cwsn~o, dd/inie par (22) eat 

(25) 7~ : A t Z X m [ a / 7  ] XAtE, m[att ] : loi de HXAR sur Call]. 

is Cf. dans C. r. Acad. Sci., 261, 3941--3944 une extension du th6or~me de ROS~C~LATT. 
Dans Is d6monstration que nous en doimons (th6or6me 1), if faut inclure dans la d6finition de 
0 n les conditions Yn et Yn + I~ + ~ ~ i ~ .  
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Ddmonstration. 1 ~ La CV. de #n necessite te' = m, donc a H =  H dans (23). 
Cela suffit vu  (23'), car alors [co~] = E'  x H x F ' ,  done v u l e  theor~me 2 (cf. (20)) 

D(te) se redui t  ~ {m}. 

2 ~ Dans  tons  les cas (CV. de ten on non) H est bien le plus pe t i t  e (24'). S'il 
existe un H '  ~b H,  sat isfaisant  s (24'), on peu t  le supposer  dans H (le remplapan t  
pa r  H '  n H)  car a est  quelconque dans  la classe cherchee; a 6rant  compact ,  vu  
#n~ _+ m, on a pour  un filtre plus fin convenable  (ten~)aa-n~ -+ cmH c H" 

done H = H ' .  
1 n 

3 ~ (25) resulte de (22'), de ~ ---- t e E X n ~ a k m ~ X t e F  et de ce que, dans le 
1 

sous groupe compact: 
1 n 

H'  = [aH] de G, ~ a ~ m H  CV. vers m '  = m ' Z , m  ' absorban t  amH (cf. (22)): 
1 

m'  est  [aH] invar ian te  s droite et s gauche done 6gale la loi de tIAAR sur H '  
( redemont ran t  ici des resul ta ts  classiques). 

R e m a r q u e .  (24') 6quivaut ,  en posan t  E '  = c%~, F '  ---- o),~ 

(26) gcottg : w ~ c a H  : H a ,  _F' JE' c H .  

On peu t  prolonger  le probl~me de la caracter isat ion de l ' i dempoten t  m, # e t a n t  
donne, en supposant  seulement  que N suppor t  de ~ (et non  X) est  compl~tement  
simple, et  que z e s t  loi produi t :  m l 'es t  elle aussi ? et  en ce eas (dans les conditions 
du theor~me 3 qui assurent  que te' est  dans N) la re lat ion (26) qui demeure  neces- 
saire, permet-el le  encore de caracteriser  H (et le cas oh ten CV.) ? Voir [7] pour  le 
cas oh X est  compact .  

I V . 3 .  Cas o~ X est simple d gauche 

Theor~me 4'.  Soit X simple d gauche, les #n U. T.  (et K-r~guli~res), alors te 
appartient d u n  idempotent produit 

m = t e E X m H ,  

et H est le plus petit sous-groupe, ndcessairement compact, tel que 

(27) c o ~ c E ' x H a ,  a H =  H a ,  E '  = support de teE; 

on a 

ten a -  n _+ m e t 7~ n --> tee X m [ a lt ] , 

il y a CV.  de ten si et seulement si a H  ---- H.  

Ddmonstration. Comme cas part icul ier  du theoreme 4, compte  t enu  du corol- 
laire du theor~me 1", assurant  que m est  loi produi t ,  on obt ient  routes  les affir- 
mat ions  de l 'enonce,  sauf  celle plus precise que tena-n --> m, qu i  resulte du raison- 
nemen t  classique (cf. [3]): sachant  ici que:  

n c ( E ' l t a )  n = E '  x H a n ( H a  n -= a n H ) ,  (Dtt 

et  que les lois tena-n sont U. T. (car a est e lement  compac t  de G), on en deduit  
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(voir Th. 3, 2~ ~n~'a-~--+/.t'c, 4 'oh  o ~ , c c E ' •  avec / x ' =  IxEXmHa, soit  
Hac  -~ H: les lois l imltes  pour {#ha-n} se r6duisen~ ~ m. 

R e m a r q u e .  (27) s '6cri t  aussi  co~tcE'Ha, E ' H  est  un  demi-groupe  ferm6 
(of. [2] pour  un  essai par t icu l ie r  de carac t6r i sa t ion  du  cas de CV. sous cet te  forme). 

Abreviat ions  et notations 

C.R. Complbtement r6gulier 
CV. Converge, convergence... 
FrA Frontibre de l'ensemble A 
U.T. Uniform~ment tendu (e, es) 

~ a  tribu de Baire 
tribu bor61ierme 

K-r6guli~re tendue et r6guli~re ou 
,,approch6e par les compacts" 
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