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Lois tendues p. sur un demi-groupe topologique
complétement simple X

A. ToRTRAT

Regule 30 Octobre, 1965

La structure bien connue des demi-groupes! complétement simples se préte a
une telle étude. Quelques cas particuliers (hors le cas fini) ont été abordés (Kross
dans [4], HessLE dans [2], RosENBLATT dans [7], PER MarTIN LOF dans [§] pour
le cas discret qui est en fait le cas X dénombrable).

L’étude peut étre poussée assez loin lorsque u appartient & un ,idempotent
produit®, ce qui est assuré lorsque X est simple & gauche (ou & droite), et que les
" sont supposées U. T.2; nous étudions les propriétés des , lois produit* et la notion
essentielle d’idempotent produit (partie II) puis abordons (III) I"équation yv = pu
pour préciser certains cas particuliers permettant de généraliser en un certain
sens les propriétés d’invariance, de u, relatives au cas oit X est un groupe (et
d’affirmer que toute loi m = m? est loi produit), enfin étudions les liens entre y et
son idempotent (supposant la famille {u7} U. T.). La partie I est consacrée & de
nombreux préliminaires, en particulier & justifier, dans le cas non compact, la
représentation de X utilisée. Les résultats ont été, pour Pessentiel, publiés sans
démonstration dans [10] (la restriction X = E X G'x I du titre est inutile, d’aprés
le paragraphe 1.1. ci-dessous), leurs énoncés présentent parfois ici des corrections
de détail.

I. Preliminaires

1.1.

Lorsque X est compact, et simple (c. &. d. sans idéal non trivial; XAX c A4
= A = X ou §), on sait que X est complétement simple (cf. ci-aprés) et admet la
représentation (cf. [6])

(1) X=ExXGxF, xecX=>r=cif, avec E=gxg, gunité de G(eck, feckF).
E et F sont composés d’idempotents, & est un groupe, et FE c G. X est réunion

des groupes disjoints G,y = e Gf = eX{f, tout idempotent de X est unité d’un de
ces groupes, ceux de E et F sont caractérisés respectivement par

(2) eg=e, gf=f,

et EN F = {g} = g xXgXg. La loi de multiplication, pour la représentation (1),
G étant un groupe parmi les Gy choisi une fois pour toutes, est done:

x=eXEXf, x = XTI X[ =>ax =exXife# X[,

1 Ou semi-groupe: groupoides a opération associative, bicontinue dans le cas topologique.
2 Uniformément tendue(s).

10 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw, Geb., Bd. 6



146 A. TORTRAT:

d’olt en particulier les relations suivantes qui contiennent (2') et aussi ge =g,
fg=y9:
2) ee’ =e, ff=].

Cette structure de X enfraine évidemment que aucun idempotent ne peut en

absorber (dominer) un autre: si ce sont ¢, g’ on ne peut avoir:
g9=99 =g .

On dit que tout idempotent est primitif car ¢’ serait dans E, done gg’ = ¢3.

De plus tout z est invariant & droite (et & gauche) par au moins un idempotent.
Ces deux propriétés constituent une caractérisation des X simples qui sont
complétement simples.

Montrons réciproquement que tout X (demi-groupe simple) complétement
simple admet la représentation (1): il suffit pour cela que X ait un idempotent
primitif au moins, ce qui est la définition de X (simple) complétement simple prise
par CLIFFORD et PrEsTON dans leur traité fondamental sur les demi-groupes
{cf. [I]). On sait alors que X est somme?* de groupes disjoints Gy = B; N Ly,
les Ry, L; étant des idéaux minimums respectivement & droite et & gauche,
disjoints, aveec X = z R = zLj On sait aussi représenter ainsi X5: on choisit

G = Gu,etryeGnc Ll, g; € Glj c Ry {r;, g7 & cela prés arbitraires), alors lorsque
Z parcourt Gq1, * = r;&q; déerit Gy, cette correspondance établissant un iso-
morphisme entre les ensembles G5, avec la loi de multiplication dans X analogue
a celle dite ci-dessus: on sait que g;r; € G, la matrice des g;7;, dite ,,sandwich®
définit cette loi.

a) Choisissons r; = 'unique idempotent ¢; du groupe @1, ¢; de méme dans
G1;. On sait que ¢; a un inverse unique e; (au sens aba = a, bab = b) dans chaque
Gy;, choisissons celui de ¢ == G

—que Xg=1IL; et gX=2R;
— que e;ei=g car Gy Gy = Gy done e;-eieG,

done e;eze; = e; peut, dans G se simpliﬁer (de méme f; f; =g, ]‘; €@ donc ;g =
=e¢;, ¢f;j=1f;. Onsait que z > af; =2a apphque Ly sur L; en conservant les
classes B;, et que la correspondance inverse est 2’ —x ]’7 = z.

b) Il ne nous reste donec qu’as montrer que f] =g, ¢; = g. Or, suivant Pym
([6] du cas compact),g X g = G (groupe) = g X et X g sont s1mp1]ﬁables respective-
ment & gauche et & droite: soit

r1=g&, m=gl, xz=g&, et zw1=0a2,,
on a:
r1= (989 géNEr=(gég) Twmr = (gég) tam =gla=22.
Ainsi x € Xg, et zel = xe; = xe; = x, tout ze Xg (vu e = ¢;9 € Xyg, done
ze; € X g); en particulier ge; = g = f;g, et g est bien 'unique inverse de ¢;, f; dans
G puisque par exemple e;ge; = e = ¢;, on le savait, et ge;g = ge; = g. 1
3 Vérifions le: ¢ = eZfetgg=g =>et =9 =g2=ci2donc E =get g =e.

4 Réunion de parties disjointes, of. [7] corollaire 2—52—b, p. 80.
5 Suivant [7], p. 93.
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Remarque. Il est évident que la correspondance entre Gys et G devient un
isomorphisme de groupe lorsqu’on fait  — Z = fe& (ou &fe).

1.2. Topologie dans X

A) Soit (provisoirement) un espace X ,,contracté: Xo<> EX GXF, x =eX
XEX] = p(xo); désignons par %y la tribu borélienne, ¥y la classe des fonctions
continues bornées sur Xo, Ho,q la tribu de Baire ,,engendrée’ par ces fonctions
go (par les ensembles {x: go(xo) < a}).

Les ouverts de X et X se correspondent (biunivoquement, et point par point),
et la tribu borélienne dans X est & = ¢~1%,, se correspondent donc aussi les
fonctions goe G et g € €: g(x) = go(xo), € désignant la classe des fonctions contin-
ues bornées dans X: on a ¢~1%, 4 = %, tribu de Baire dans X.

Supposons les fonctions projection e(x), f(x) continues (&(x) I'étant évidem-
ment, pour la topologie trace sur @), alors les cylindres ouverts, dans X, dont les
bases sont les ouverts de B, G, F (pour les topologies traces), € #:

BoA = ByxXBeXBr, #r, Bg, Br = tribus boréliennes dans E, G, F,
aussi bien les tribus des cylindres correspondants. D’ailleurs les Gor sont alors
fermés dans X.

B) On voit facilement (cf. [9]) que

1) Z = si X (ou B, G, F, c’est la méme chose) est & base dénombrable
d’ouverts.

2°) Si pg est une loi de probabilité® sur %y correspondant & g sur F = ¢~1%,,
et si les lois projection ug, pg, pr admettent des fermés & bases dénombrables de
voisinages, de mesure > 1 — ¢ (tout & > 0), alors:

& c oA, tribu of complétée par rapport & u.

3°) Si u(wo) est tendue (existence de compacts K, tels que u(K,) > 1 — &),
toute fonction g € ¥ est &/, mesurable, en particulier g € € (que plus loin nous
écrirons g(e X EXf) = g(x), g € €0, au lieu de go(xo).

11 est équivalent de dire que &7, > %,.

C) Nous ne distinguerons plus dans la suite, X et Xg, raisonnant en principe
dans X, mais écrivant aussi bien « = e X & X f ou eZf (de méme que les ensembles
produits: tel B' X HXF' == B’ HF") suivant les besoins. Lorsque nous devrons
parler d’'un choix convenable de @, nous ferons implicitement référence & X,
indépendant de toute représentation (1).

En général il faut restreindre y & o7 (ou 4 la tribu complétée .7,). ug est alors
toujours définie sur Ho(u — uo = @ (u)) sous I'une des conditions 1°), 2°), 3°). Le
plus souvent (cf.I.3.)nous devrons supposer u K-réguliére (ou tendue et régularisée):

4B = sup pK), alors po, sur %y, ou u(sur #), sont bien définies par leurs

ECB
restrictions & %o, q (Bu), dés que Xy (aussi bien X) est C. R.7, et inversement on
peut supposer en ce cas, 'extension & % (%) réalisée.

Nous ferons une 2éme hypothése de caracteére topologique concernant X : que le
groupe (4, avec la topologie trace qui en fait un demi-groupe topologique, soit ausss

6 Nous dirons ,,mesure‘ ou ,,loi*.
7 Complétement régulier: séparé (au sens de HAUSDORFF), et uniformisable ou: un compact
et un fermé disjoints sont ,,séparés® par g € €.

10*
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un groupe topologique. Il suffit que £-1 soit, dans @, fonetion continue de & (cela est
assuré automatiquement si @ est compact, car si & — &, tout & de G adhérent &
{#;1} satisfait & £4 = %€ = e, done &, * — &1).

1.3. Convolution dans X

Les considérations précédentes s’appliquent & la contraction (X’ étant une
»ecopie” de X).,

X > za’ de X x X' dans X lui-méme, avec cette différence que les fonctions
€ p~1¥€, ou les tribus 1%, y1%,, sont une partie seulement des fonctions
e € (XxX'), ou des tribus, (X X X'), #o(X X X'); il demeure vrai que cette
derniére tribu, %, (X X X’) est contenue dans (7 X 7’),, - sous 'hypothese que X
est & base dénombrable d’ouverts (alors Z (X X X') est aussi), ou 'une des hypo-
theses 2°), 3°) pour le couple (u, u'), par exemple u et ' tendues.

La convolution pu’ est définie par I'image contractée p X u' =% pu', de la loi
produit g X u' définie sur (o X o’), . , ; Vimage de la tribu o/ X2/’ est la tribu
By X By X Br, ot By désigne la contraction de BgX By X Br X B pour Pappli-
cation (trace de y) EXfXxe X&' —Zfe'®. Si p et p' (donc pu') sont tendues et
régularisées (et X supposé C.R.), on est assuré des formules fondamentales (cf. {91)

3) pu' B= (' (x 1 B)u(dz) = [ u(ByY)u'(dy), tout BeZ,
avec
# 1B = {y:xye B}, Byl={x:xyeB},
et
(3) pp'g=[pld) [g@y)p = [u'(dy) [g(xy) p(dz), toute g mesurable;

dans (3)—(3) les fonctions integrees sont toutes & mesurables, sans que nécessaire-
ment les fonctions g(xXxx') = g(xa’) dans XX X', ou les 1p correspondantes,
soient (& X '), ,» mesurables.

II. Lois produit et idempotents produit

I11.1. Demi-groupes fermés w, sous Uhypothése que G est compact
(ou que les w N G le sont)

Proposition 1. 8¢ on choisit G tel que G N w =0, on a pour un H sous-groupe
compact de G (et évidemment E', F' fermés)

4) w=ExHxF, FFEcH, E NFsguniédeG.
Démonstration.
1°) Posant @ N Ger = wer, 0N & 0 = > W¢f,
ExF

Def =gwergCgwg =g otvu w2cw, oyCeXfN o= wy;

chaque wer est fermé (vu I'hypothése), done, comme demi-groupe compact
contenu dans un groupe, est un groupe représenté dans G par wer = gwerg (pour
& — & = gxg) ou par fewer = Her (0u wesfe = ef) qui sont des groupes, pour
I’application rappelée ci-dessus  — z = fe& (&fe pour H, ef)
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20) Wefr D Wef We'f? = eaef * fe’ : 5—06')” f, =
(5) agf' f’ €D @ffe’ : 6g’f’ f' e,
d’ou, pour e = ¢’
Hoypo HyHyp = Hopno Hip = Hf
ne dépend pas de f (lorsque =0); mais on a de méme:
(f=r)

f’e@f':)f’eweffe’ﬁe'f’ >HefDHefHe'f=>Hef
ne dépend pas de e (si +0).
Supposons ¢ choisi tel que w N G +0; c’est & dire que les projections &’ et F”

de w sur B, F, contiennent g, et pour ¢ = f = ¢ on a:

@gg = Hyg = H,,, soit H,et Hy=Hy, H, =H,,
et

H;g =(ge) 1 Hoyyge=Hoy=H, deméme H= H:; = (fg)"1Hgsfg = Hgy;
done

Hyy=Hy=H.

3°) wer = agrH = Hagy, avec agr = (fe)~1 (dans @), mais (5) s’écrit:

,

=g =g

> H 2 Hagr = wep = H.

HoHaer fe' "app H=>HoHag-fe' ayy
Remarque. Si X est simple 4 gauche, w, = o N eX, w0, = gwe, on a

Z(}Je=w, U53=w(; et aewa.ca)e,
E

tout e: dans le demi-groupe wg (c &) les w, sont des idéaux & gauche, de réunion wg.

I1.2. Lois produit
Appelons loi produit une loi qui sur .78 est le produit de ses lois marginales
UE, Y, UF:
(6) P= UEX e X UF;

on peut aussi écrire uz pe pr, convolution des lois marginales sur les sous-tribus de
cylindres Zg, Ba, Bp, qui a ici un sens:

pd = [ pp(de) ue(ded) pr(@f) .

exfic A

De méme, par exemple, la convolution u ‘u]'gx q @ un sens et est une loi dans £ x G
(au moins pour sa tribu de BAIRE, sous hypothése convenable, ¢f. 1.3. et [9]):

(pp)Exed = [ plde)ugxq(de xd&),

ze'z’ed
on peut l'identifier avec la loi & X pzy g, pour les ensembles {x X e X &:xeZ € A3
Propogition 2. Pour toutes lois u, y', on o (up')gxp = g X i'r, en particulier
(u)E = pm, (up)r = pg -

8 Bien noter que pour yu K-régulidre, il y a un prolongement unique & o7, > %, et & 2.
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En effet pour toute fonction g(e x#Xf) ne dépendant que de e, f, Zg X %Br
mesurable, on a:

pp'g = [ pdo)y (dz)g(@s') = [ pp(de) up(diNg(ef) .

Proposition 3. u et u’ étant deux lois produit (relatives & un méme G, de représen-
tation de Xo) pp' est la loi produit définie par ses projections ug et ‘u}a respectivement
sur B et F, et on a:

(7) (ui)e = pav i,

v étant la loi induite dans G par ur (df) X ug(de’) et Papplication f x ¢’ — fe'.
Notons que suivant L.3. (up')q est en général définie seulement sur #¢; mais
que pour u et y' K-régulidres, v est tendue: on est assuré de la formule (8)

) pevped = [ pe(dd)v(df) ue dF)g (ZFE) ,

pour toute g & g-mesurable, les fonctions successivement intégrées étant toutes
% a-mesurables.

Démonstration. Dans X X X', et sur o/ X &', on a, pour toute fonction g sur X
telle que:

glx,x) =glexZfe’ & xf) soit (of XA),y
mesurable, (par exemple g #,-mesurable) et u, u’ tendues).
pi' g = [ pu(de) pe (da) pr (df) up (de) o A7) py (df ) g (e5f€ 7 )
d’ot1 l'affirmation que p ' est loi produit, avee (uu')e € (8) qui équivant & (7).

Proposition 4. G étant fixé, les lots idempotentes (m = m?), K-régulidres, qui sont
lot produit, relativement & G (:€(6)), sont toutes les lois

(9) m=mgXamgxXmp, F'E cHal

avec ac Q, my loi de HAAR sur H sous-groupe compact de G, et o mg, mp sont des
lois quelconques sur Bg, Br, pourvu que leurs supports E', F', satisfassent &
F'E cHa1.

Démonstration. Suivant (7), on a, dans G, mgyvmg = mg, dou, notant
H = [vmg] le sous-groupe fermé (nécessairement compact, cf. [8]) engendré par le
support de mg, celui w,,,, de me, est H-invariant & droite, done réunion de classes
4 gauche zH, mais également contenu dans §-1H pour tout &< w, puisque
Ewy, ¢ H (vmg ,engendre H); ainsi w,,, = aH, mg = amg- w, est la fermeture
dans G,de F'E’,donc F'E'aHcH = F'E'ac H.

Ces conditions suffisent évidemment pour que la loi produit (9) soit idem-
potente.

maqv engendre“aHa 1l = H' et H'invariedgauche mg=mg a%.

9 Tl n’est pas vrai que dans certains cas la classe a H doit étre bilatére, comme nous ’avons
écrit par erreur dans [10].
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Proposition 5. Les lots produit idempotentes au sens précédent sont caractérisées
par la représentation

99 m=mgXmgXmp, "B cH,gcE', F',

pour tout choix d’un groupe de base G coupant le support wy. Aussi bien on peut dire
qu’existent pour (presque) fous e € B', f € ¥, des lois conditionnelles qui sont lois de
Haar sur des sous-groupes Hep isomorphes enfre eux pour n'importe laquelle des
représentations dites cidessus ,canoniques' des Her & partir de Uun d’entre eux (sot

H=Hy; 0, cest hg=c(fe)Ihf, ou hg<h
aves (fe)h = gherg) .

Démonstration. Il est évident quesiw N G + @, a H = H, et (9) se réduit & (9').
Sinon, d’aprés la démonstration de la proposition 1, pour tout choix de G, tel que
GNnon+0, wop=EXxHXF', avec F'E'cH, (car nous savons les w N Gy
compacts, le changement de @ ne fait que les permuter entre eux, seule change la
représentation F X F de I'ensemble des idempotents ou unités des Gos). Les lois
conditionnelles eamy f (portées par les groupes wey) deviennent emyf:

m= J‘BWLHf'm(dede);

et d’aprés la proposition 2, pour toute représentation des idempotents, mg x » est loi
produit (vu m = m2). Quel que soit le choix de H = gwpg + 0, Hy = eHf est
isomorphe & H suivant les relations de I'énoncé (H —>e(fe)"1Hf = e Hf puisque
fee H).

Remarque. Nous n’avons pu nous assurer que la ,,mauvaise représentation‘
(9) était valable pour tout choix de G N w = 0, en particulier que tout demi-groupe
A @ N e compacts égale B’ XaH X F' (c.4.d. compléter la proposition 1 pour le
,,mauvais’ choix de &).

Dans le cas X simple & gauche (& droite) on a toujours la représentation
mgXmg, car F' = {g} => F'E' = {g} => oH = H.

IIL. Equation pv = . (10)
II1.1.

Le théoréme qui suit a pour but de préciser des conditions permettant
d’affirmer la structure précédente pour un idempotent, en particulier dans le cas ot
X est simple & gauche, ol toutes les restrictions sautent. Le lien enfre les deux
problémes (uv = pu, u2 = u) est assez remarquable, et il y a intérét & dégager les
propriétés de (10), plus générales.

Théoréme 1. y étant réguliére et tendue (définie sur la tribu borélienne %), X
étant C. R., et v tendue et réguliére telle que:

1°} le support B' de vg est compact et, F' étant celui de vp, F'E' a (dans G) une
fermeture compacte;

2°) le demi-groupe fermé S = [w¢] engendré par le support w, de v est du type
produit (4), pour H = sous-groupe fermé de G (H n’est pas supposé compact ) ;

A) pg e est B X H invariante & droite (H est compact, up = vr), et

B) p= prxeXpr-

A) se réduit en fait &: ppxe est H-invariante & droite, ou upxq = Mg x ¢/ X MH.



152 A. TORTRAT:

Démonstration.
1°) (10) entraine, vu (3),
(11) va:fv(dx)‘u(Bx"l), Ba1={y:yxec B}, Be#.

p(Bx1) s’éerit aussi yz B (au sens de uxz(B)), et ux est, en tant que loi (et pour la
CV. faible) fonction continue de x (cf. [8]); px est K-rdguliére, car si C compact
approche Az~ pour u(CcAxlet pC = u(dz1) — ¢), ¢’ = Cx est compact,
contenu dans 4 et yx (0’ = u(C’'x1) =2 uC = pzd — ¢

uz K est, comme fonction de x, semi-continue supérieurement (cf. [9]) posséde
un maximum M sur Sy (,,section” de § par f fixé) si ya, K /7 M implique que les
xy restent dans un compact 10,

Tel est le premier point essentiel de la démonstration qui suit celle de [8] (pour
le cas d’un groupe).

2°) Soit © = exEXf,ebw€l, ffixé. Onaw e SyoueieS; = B X H,
et

purK = e ngf';e’gf’eﬁeK}};
si
penK /M =suppuxK, avec x,=epZnf,

e,
Pensemble Kz, ! étant en projectior; sur @ contenu dans
{7:7eKe @ (F'E'Y'} (Ke=9gKy,
projection de K sur G, est compact), £, doit demeurer dans le compact
FEE'Kg,
sie < M (avec ugK, > 1 — &, et I B’ = fermeture de F' E'). De méme e,, étant
dans ' supposé compact, il existe xo(f) tel que paxoK = M, done pyrzo K < M
pour tout z € 8, car alors xwxg € Sf.
Pour tout zxp, vu la semi-continuité supérieure dite ci-dessus, on a
ureoK < M — 5= pa'wg K < M — 3/2
pour tout z’ dans un voisinage convenable U (z) de 2 done (11), qui s’écrit:

(12) prao K = [y(dz)prao K,

@y

entraine yvyaaxy K = M, pour tout x € w,, d’ol en itérant, puis passant & la limite
pour obtenir S:

(13) preoM =M, tout xeS8.
3°) La deuxiéme hypothése de ’énoncé intervient ici seulement, lorsque G n’est
pas compact, si o = ep&of, pour faire
x=2¢hf tel que wxwo=f:prendree’ =g,h 1= feyio.
10 8j nous raisonnons, dans tout ceci, comme dans [§], sur les K, au lieu des g € %, c’est
parce que, lorsque X n’est pas localement compact, les g < & hors d’un compact ne suffisent

pas & définir une loi, il peut, nous semble-t-il, ne pas exister de g telles que g = 1g,, pour les
K.eKe>1—e.
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On a bien:
(14) peK =ufK, tout z=exXhxf, exhelB' XH,

et H est nécessairement compact d’aprés le raisonnement fait plus haut pour les Zy.
Mais gy étant K-réguliére, 'invariance (14) vaut pour tout B € %, donc toute
fonction & mesurable.
(Pest en ce sens qu’il faut entendre 'affirmation A) de I’énoncé.
La formule (11) appliquée & B € &, ou I'intégrale se réduit, vu ur = »r, &:

[p(@fpfB, avec ufB=p{ex&xfeB}=pgyafexZeBs}
P

donne

(15) U= UgygXr, avec ug,ql XH invariantea droite.

Réeiproquement (15) entraine (10), car, suivant (11), on a:

pvB=[pnca(BYun@) =puB.
P

4°) A) équivaut enfait & la seule H-invariance de ygy g, vo £'g ¢ H (mais seuls
(10) et A) sous la premiére forme impliquent B)).

En effet, pour BcEXG, on a uB = ugB, donc (avec h' =ge'h) pye'hB
= puge'h B = phB = yu Bdésque u est H-invariante. Onpeut alors dire g, ¢ M-
invariante: on a:

prxgma B = J.m(dk),“Ex ehB=pgyeB,
et, représentant B X G dans ExX G/Hx H = Ex H, on a:
MEx GB = UEgx GmHB = ‘MEXHmHB =Iﬂ(déxdh)m{ﬁ:éXkEB} =
= [u(deymB;,
soit
Hexaq ™= MExqE™MH -

Corollaire. Si £ X G ou G' X F sont compacts, les seules lois idempotentes m K-
réguliéres sont les lois produit idempotentes des propositions 4 et 5. En effet @
étant compact, le support wy, est du type produit (4), et les conditions du théoréme
sont satisfaites (avec v = yu, ici m). Les wyr étant eHf ou 0, ug, g se réduit &
ME X MH.

I11.2.
Cas olt X est simple & gauche: F se réduit & {g}, tout idempotent de X est

unité & droite, car Xx = X pour tout x (sinon ce serait un idéal 4 gauche < X)
done Xe = X.
En particulier la loi de multiplication devient (ex ). (¢/ X&) = eXEF,
I'isomorphisme (naturel) entre les eX est £ < e¢Z—¢'Z, ou 2’ = €', x = ex’.
Alors les restrictions du théoréme 1 sautent toutes. Plus précisément:
Théoréme 1'. Soit X simple & gauche, C. R., et p, v K-réguliéres, définies sur &,
Uégalité
(10) v =ps
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implique
a} le support de vg engendre un sous-groupe compact H de @,
b) le demi-groupe fermé 8 = [w,] égale ' X H, ' étant le support de ug,
c) u est H-invariante & droite, donc E' X H invariante & droite, p = pig « qjg X M.
a) et ¢) équivalent ¢ (10), et b) résulte de a) susvant la proposition 1.

Remarque. Dans £ X G, on a les relations générales:

(16, 16) pu = ppg, (#p)e = pepg-

Le membre de droite, dans (16), a un sens (cas particulier d’une remarque faite en
I1.2.) car pour tout B € Bz X Heg,

zx'e B<eid e B<#eci1hB,,

et (16) en résulte.
(16") se déduit aussi de eZ X e’ & : la projection sur G respecte le produit done la
convolution.

Démonstration. Suivant (16'), (10) entraine puave = pe, d’otr a), vu le théoréme
correspondant, pour (10), dans un groupe (cf. [8]). H étant compact, et chaque S,
représentation de e§ dans G (pour § = [w,]) étant dans H (H est la projection de
8 sur @), 8 est du type produit. Cela résulte de la proposition 1 (car chaque eH,
compact, contient w N @,), maisest ici beaucoup plus simple: E' étant 'ensemble
desee SN G, = 0,ona:

ecE »>eS=8nG,, donc SNng,=egS ou S=EXH.

En effet G, N S est dans eS et, inversement ¢ € B’ = Je £ € S, done pour tout
zeSonax=—¢eh <ex=ceh =ceh-hlh'; mais ¢ 211" € S puisque H = Sg,
donc ek e 8 = ex = eh-e''h71h 8.

1l suffit alors de reprendre la 2éme partie de la démonstration du théoréme 1,
pour uh K, démonstration qui se réduit ici & celle du cas ol X est un groupe: %
parcourant H compact, uh K atteint sa borne supérieure sur H et ¢) en résulte.

Théordme 17, Si X est simple & gauche, C.R. et u, v K-réguliéres, définies sur
B, Végalité:
(10%) VU= [
équivaut d:

a) le support de vg engendre un sous-groupe compact H de G,

b) le demi-groupe fermé 8 = [w,] égale E' x H, E' étant le support de v = g,
c)  est la ot produit vg X pc ef ue est H-invariante & gauche.

Démonstration. Puisque F = {g}, F B = {g}, la premiére condition du théoréme
1 est vérifiée, car v étant ici & gauche dans (10'), c’est ¢ que I’on fixe, done F' qui
doit &tre compact (ainsi que F' B’ = {g}); ainsi on raisonne avec eFpu K, ¢ fixe, &
parcourant par exemple, Sg, et efuK = FuK, = FugK, (avec e K, =
= K N Gy = K,). Tout comme ci-dessus vg ¢ = peimplique que w,, engendre un
sous-groupe compact H de G, que [w,] =8 = E' X H, avec B’ = support de
ug = vg. Suivant le raisonnement de théoréme 1, on a eZu = ey pour tout T ¢ H,
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ce qui équivaut a Uinvariance (I & gauche) de ue¢ (ce que nous savons déja) puisque
c’est

z ua K,= y24 K.,
et (10"} entraine que u estloi produit: avecz = eZ on a:

pK=vuK = [v(da)opuK = [vg(de)uc Ko = {vex pe} K .
F

o peut s’écrire ainsi u = vg XMy X pig g, & comparer avec le théoréme 1’

Corollaire. Les seules lois ( K-réguliéres ) idempotentes (m = m?2) dans X simple d
gauche (d droite) et C. R., sont les lois produit
m == mg X my, mg arbitraire,

17
an mp = loi de HAAR dans @, et pour toute autre loi u on a:

(18, 18') pm=u, M= My X UG »

u étant la loi H-régularisée o droite de p, et uq la loi H-régularisée & gauche, dans G,
de pug. St H = G, uym = pgme, tandis que (dans tous les cas) mu = m pour toute u
telle que w pg € H = wyy,.

Démonsiration. C’est la théoréme 17 qu'il faut utiliser, avec v = y = m.
Puisque mg est H-invariante & gauche et c H, on a mg = my. De plus; p étant
une loi quelconque, vu (16) et (17), mpy = my X mg yg.

tg = mg ug est la H-régularisée & gauche de uq: loi H-invariante ayant méme
projection que ug sur G/H (classes & droite), qu’on peut considérer comme le pro-
duit de mg par cette projection (cf. [9]).

De méme vu (16), # = pmy est H-invariante & droite, et d’aprés Ie théoréme 1’
c’est MEx ¢JH X MH.

111.3. Remarques concernant le cas oty X est un demi-groupe discret (cf. [5])

Proposition 6. Soit X un demi-groupe topologique quelconque, et u, u', u'’ des lois
K-réguliéres de supports w, o', w''. On peut supposer (sans restriction) que le demi-

14 1

groupe fermé [w] égale X, donc v = X si p = p2. Alors st y =y’ u’’, pour tout
idéal I dans X, on a:

,uI" éﬂ'lc.lu”Ic 11’

pu=puy ou pu=yu=>pul=1 ou »I=0

articulier
o paroute {m=m2:>ml=0 ou 1.

En effet, adaptant le raisonnement de PEr MARTIN-LOF (qui dans X discret
concerne m = m2);

(11) donne (vu xe I = zy e I)
ple = [y (dx)p’ {11}, dés que I est idéal & droite, et si I est idéal &
Ie

gauche, xy € I¢ = y e I¢, donc p'' {x~11¢} = p' I¢. |

11 Je désigne le complémentaire X — I de I.
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Dans [6], 'auteur suppose la topologie discréte, et que m B = sup F, F
FcB

désignant un ensemble fini, quelconque, de points. Cela revient & supposer m
discréte, son support est dénombrable (donc aussi X) puisque la topologie est
discréte et que m(x) > 0, pour tout x € X (si m = m?). Alors X est simple: tout
idéal (tout ensemble) étant de &, mI =0 ou 1 = I est vide ou = X, puisque
ml=1= ID>wn=X. X est également complétement simple: il suffit pour cela
que X ait au moins un idéal minimal & gauche, et un & droite; or ces idéaux
L; (R;) coincident avec les classes essentielles (ou fermées minimales) pour la
chaine de MarroOV & gauche (ou & droite), homogéne (marche au hasard) dans
Pespace X:2 — yx (ou x2%) avee les probabilités m (y), et m étant une loi station-
naire pour chacune de ces chaines, ces idéaux existent et sont méme des classes
positives. X est alors, puisque complétement simple, réunion de ces classes essen-
tielles, toutes > 0 (sinon [w] serait << X), tous les états sont essentiels et positifs.
On vérifie (cf. [5]) que la mesure (non bornée & priori) p(x) = m(Ly) pour z € L; est
stationnaire pour la chaine, dans chaque classe Ry, done égale m (4 un facteur pres):
m est constante sur chaque groupe @,z donc ceux-ci sont finis (et ont méme
nombre de points étant isomorphes): ainsi onretrouve la structure produit (9’) pour
ces lois idempotentes, mais ces résultats ne semble pas découler directement
du théoréme 1 ci-dessus.
Cf. IV.2. ci-dessous pour le cas oit X n’est pas complétement simple.

IV. Lois appartenant a un idempotent produit

Soit 4 K-réguliére, toutes les y” sont telles, sur # par exemple, aprés prolonge-
ment convenable. Supposons la famille {x7} U. T., alors 'ensemble D (u) des lois
limites de {u”} est un groupe compact d unité m (cf. [3]): toute u’ € D (u) satisfait & :

(19) Iu/m — m‘ur — ,ul
et
(19" Ip"'e(19) avee pu’"'=p’'y =m.

On dit que g appartient 4 I'idempotent m : y € m.

IV.1. Lois appartenant & un growpe dont Uunité m est loi
produit (m € (9') pour un choix convenable de Q)

Proposition 7. Si m est loi-produit, p' Uest également.

Soit A e, tribu de Baire de X ; pour i’ et m complétes et puisque m = mgxemr,
on a (A, Ay, Ao désignant des sections de 4, ensembles de G X F, EX G, G
respectivement)

WA=uymA= fﬂ’ (dx)m (dz') = fmF (df) f,u'(dx) mexg(de X dE) =

zx'ed wexedy
£
= {/"'Ex GmF}A ’

‘u};x @ étant la loi définie sur la tribu de Baire (complétée) 12 de £ X G par y'myy ¢

12 Cette précaution ainsi que I'hypothése 4 € #, est inutile (en étendant les remarques
faites en I1.3.).
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he A ? ’ . . 7
Mais on a de méme ' = mgugyy, et, désignant par ug la restrictionde ugy p &
la tribu de Baire dans G, on a:

Ay = {mgpg}As = p' A = [mg(de) mp (@f) pg Aer.

Ainsi ¢’ est ici produit sur %, son prolongement & &7+ (et Z) égale nécessairement
celui défini par le produit des prolongements & %g, B¢, Br de ses composantes,
W' est bien loi produit sur o7,

La formule (7), puisque F'B' c H = vmyg = mgy = my, implique
(19') HamMe = My g = [ig;
tout se passe donc comme lorsque X est un groupe, pour ug sur B et uy est portée

par une réunion de classes bilatéres ¢ H = H a qui se réduit 4 une seule vu Pexistence
’r . , _
de pg inverse de ug pour mg (@™l € wuy = wy, C Ha et aH).

Théoréme 2. Toute loi u' appartenant & un growpe dont Uunité m est une loi produsit,
est, (sur o) de la forme

(20) mgXamgXmp, oH=Ha, F'EcHme(9)).

Remarquons que a est dans G un élément compact (engendrant un groupe fermé
qui est compact) car u'™ = mgXarmgXmp, les a®my = {u'"}y sont, dans G,
U. T. done aussi les lois a” (aussi bien a# H coupe un K, sous-tendant ces lois & ¢
prés, done tout a” € K H-1).

IV.2. Lois p € m, m? = m étant loi produit

Enoncons d’abord quelques propriétés plus générales. On sait qu'on a, dés
que xem (X demi-groupe topologique C. R. quelconque)

(21) pm=mu =y c(19) et (19'),

car m = lim " = my = pm = lim y"«*+! € D(y). D’autre part on a:
1 7
@) m=g Spom=ap= =,

7z absorbant toute loi p’ € D(u): my’ = p'm = 7w puisque mwu® = 7, en particulier
7 absorbe m, d’oit pour g’ définie par (21)

’

1 2 o qe
22’ T, =— "t =mamym -, en particulier u' =m=m=m.
n n M b 1
1

Réduisant X & [w,], demi-groupe engendré par u, ce qui n’est pas une restriction,
le support N de m est un idéal (fermé) dans X, car Nw” et w”N sont dans
N{w = wy), donc aussi N[w] et [w]N.

Théoréme 3. 8i X est un espace topologique normal, ou X C. R. et N compact,
et st p est une loi sur & & um uniformément tendues, toutes les lois de D (u) ont leur
support dans N.

Démonsiration. Soit @ > N un ouvert quelconque; séparant N et ¢ @ par une
fonction continue, il existe @ > ¢’ 5 N avec ¢’ de frontiére xz nulle et puisque alors
7200 — 0 = 1,onalimsup u»@ =1, d’olt unesuite k; " oo, telle que u*' ¢’ >
> 1 — &;. Désignons par Ky; I'ensemble des k tels que u*@; > 1 — &; (une suite
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£\ 0), 7 indexant 'ensemble des ouverts contenant N. Les intersections finies
de K;; définissent une base de filtre (sur les entiers k), car pour I fini, et des j(4)
quelconques, 'ensemble {k: u¥®; > 1 — ¢;, tout i€ I} n'est jamais vide, con-
tenant {k: uk{Q 0;} > 1 — inf &)}

iel

Les ensembles correspondants de u%: Dy, étant relativement compacts, il
existe yio adhérente au filtre # correspondant dans {u*}, et pour 4, fixe, choisissant
0;, 2 U;, > N, tel que Fr0;, soit u' nul, on a:

w0, = u @;; = lim ‘uk@;; =1 —¢g pour tout j, donec=1. Ainsi pyN

F

= inf u’' 0 = 1. Mais pour y’ quelconque de D(u) il existe '’ telle que g’ = pop”
O->N
done wy C fermeture de NX c N.

1l résulte de la proposition 6, que, dans N, tout idéal (mesurable) est nulle
part dense (rare),ou est de wmesure égale & 1. Rappelons que pour X compactl3
on montre que N est simple (donc complétement simple car compact), en fait N
est idéal minimal et, dans tous les cas, un idéal minimal est unique et est un demi-
groupe sans idéal non trivial; on le dit simple.

Corollaire (des théorémes 2 et 3). Si m, de support N, est loi produit w = 7g X
X mg X7, mg lot de HaAR), et si X, demi-groupe topologique engendré par w, est
normal (ow C. R. et N compact), la CV. u® —m (alors m = 7) équivaut @ um
= mp = m. En effet si y’ (défine par (21) ) égale m, D (u) se réduit & {m}, idempotent
auquel appartient p.

Revenons au cas ot X est complétement simple (X € (1)). De (20) et (21) on
déduit
(23) wpCwy =E xXaHXF', F'EcH, aH=Ha

car Zewy=>gx et wgewy et x=eif=>IfcHF', etck H.
Remarquons que (23) entraine (21) en prenant m = ugXmgXpur ¢t u' = pg
Xamg X up, et également

(23" o), Cwy = E' Xa® HX F'(avec a® H = Ha").
Théoréme 4. Si p appartient & un idempotent produit m (dans X e (1)), on a
(24) p=peXmgXpr,

H étant le plus petit sous-groupe compact de G (un quelcongue des groupes G dont X
est la réunion, pourvu que G N w,+0) tel que

24" wuCB' xaHXF', Ha=aH, F' E cH,

B, F' supporis de pg, pr; p® converge (alorsversm) si et seulement sig H = H(a lors
[wy] = B'XHXF'), et la limite = de CESARO, définie par (22) est

(25) 7T = UE X Mpgm X PF, Mg = ot de HAAR sur [a H].

13 Cf. dans C.r. Acad. Sci., 261, 3941 —3944 une extension du théoréme de ROSENBLATT.
Dans la démonstration que nous en donnons (théoréme 1), if faut inclure dans la définition de
Oy les conditions yp et yn + 1 +1€ K.
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Démonstration. 1°) La CV. de u” nécessite g’ = m, donc a H = H dans (23).
Cela suffit vu (23"), car alors [w,] = E' X H X F’, done vu le théoréme 2 (cf. (20))
D(u) se réduit & {m}.

2°) Dans tous les cas (CV. de u” ou non) H est bien le plus petit € (24). S’il
existe un H' p H, satisfaisant & (24'), on peut le supposer dans H (le remplagant
par H' N H) car aest quelconque dans la classe cherchée; o étant compact, vu
u —m, on a pour un filtre plus fin convenable (u™)ga™"* —cmycH’
donec H = H'.

n
3°) (25) résulte de (22), de =, = /LEX%;a’GmH X up et de ce que, dans le

sous groupe compact:
n
H =T[aH] de G, %Zakmg CV. vers m' = m'2, m’ absorbant amg (cf. (22)):
1

m’ est [aH] invariante & droite et & gauche donc égale la loi de Haar sur H'
(redémontrant ici des résultats classiques).

Remarque. (24’) équivaunt, en posant B’ = w,,, F' = w,, &
(26) gopg=wecal =Ha, F'E'cH.
On peut prolonger le probléme de la caractérisation de I'idempotent m, uétant
donné, en supposant seulement que N support de 7 (et non X) est complétement
simple, et que 7 est loi produit: m U'est elle aussi ? et en ce cas (dans les conditions
du théoréme 3 qui assurent que u’ est dans N) la relation (26) qui demeure néces-

saire, permet-elle encore de caractériser H (et le cas ot u# CV.)? Voir [7] pour le
cas ol X est compact.

IV.3. Cas o X est simple & gauche

Théoréme 4'. Soit X simple a gauche, les um U. T. (et K-réguliéres), alors u
appartient & un idempotent produit

m = Ug Xmg,
et H est le plus petit sous-groupe, nécessairement compact, tel que
(27) oyCE' XHa, aH=Ha, E' =supportde ug;

on a
pra"-—>m e 7p—> pE X Mgm),

tlya CV.de u» si et seulement si a H = H.

Démonstration. Comme cas particulier du théoréme 4, compte tenu du corol-
laire du théoréme 17, assurant que m est loi produit, on obtient toutes les affir-
mations de I'énoncé, sauf celle plus précise que u”»a—* — m, qui résulte du raison-
nement classique (cf. [3]): sachant ici que:

wy (B Ha)yr =E' X Han(Ha" = an H),

et que les lois y”a~" sont U. T. (car a est élément compact de G), on en déduit
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(voir Th. 3, 2°)) pf*a~" — uy'c, d’olt wyccB'XH avec y' = ugXmga, soib
Hac = H: les lois limites pour {u”a~"} se réduisent & m.

Remarque. (27) s’éerit aussi wyc B Ha, E'H est un demi-groupe fermé
(cf. [2] pour un essai particulier de caractérisation du cas de CV. sous cette forme).

Abreviations et notations

C.R. Complétement régulier %,  tribu de Baire

(A Converge, convergence ... % tribu borélienne

Fr4  Frontiére de 'ensemble A K-réguliére tendue et réguliére ou

U.T. Uniformément tendu (e, es) »approchée par les compacts®
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