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1. Einleitung und Ergebnisse 

J .  L. DooB beweist in seinem bekannten Lehrbuch [3, I I  Satz 2.4] den folgenden 

Satz 1. Es sei (Xt)t~T ein stochastischer Proze/3 mit T c R. Dann gibt es einen 
separablen stochastischen Prozefi (Yt)t~T auf demselben vollstgndigen Wahrschein. 
lich]eeitsfeld ([2, ~, P) mit der Eigenscha/t, daft ]i~r alle t e T 

P@o:xt(co) = yt(co)} = 1, 

(Yt lcann die Werte =[= oo annehmen). 

Dabei bezeichnet /~ die Menge der eigentlichen und uneigentlichen reellen 
Zahlen. Wie Doo~ bemerkt,  l~gt sich der Satz leicht auf  allgemeinere Parameter-  
mengen T und Wertebereiche E yon xt fibertragen, insbesondere kann man be- 
kanntlich (siehe z .B .  [1]) den Beweis wSrtlich auf  stochastische Prozesse mi~ 
Werten aus kompakten  I tausdorffrs  E mit  abzi~hlbarer Basis fibertragen. 

I m  Fall E c / ~  kann man die Voraussetzung der Vollsti~ndigkeit des Wahr- 
scheinlichkeitsfeldes ([2, ~, P) mfihelos eliminicren (siehe z. B. [1]). t i ler  wollen 
wh" dies im allgemeinen Fall durchffihren und beweisen: 

Satz 2. Es sei (xt)te~ ein stochastischer Proze]3, de/iniert auf einem beliebigen 
Wahrscheinlich[ceitsfeld ([2, ~, P) mit Werten xt (o9) aus einem kompa]cten Haus- 
dorffraum E m i t  abzShlbarer Basis und einem Parameterraum T, der Teilmenge 
eines topologischen t~aumes F m i t  abzShlbarer Basis ~ ist. Dann gibt es einen 
separablen stochastischen Prozefi (Yt)t~T mit 

P{co:yt(co)-=xt(~o)}-= l /iir t e T .  

In  Abschnitt  3 geben wit ein Auswahlverfahren einer ~-megbaren Funktion 
yon co aus kompakten  Teilmengen C (co) eines kompakten  Itausdorffraumes E mit  
abz/ihlbarer Basis an, das auch in anderen Zusammenh/ingen yon Interesse sein 
dfirfte. Zum Beweis des Satzes 2 entnehmen wir in Abschnitt  2 einen Hilfssatz 
und ein Separabilit/itskriterium aus dem Doobschen Beweis yon Satz 1 und ffihren 
dann den Beweis in Abschnitt  4 mit  zweimaliger Anwendung des Auswahlver- 
fahrens dutch. 

2. Die Doobschen Resultate 

I m  folgenden bezeichnet (xt)teT oder (Yt)teT immer einen stochastischen 
Prozel3, dcfiniert auf  einem Wahrscheinlichkeitsraum ([2, ~, P) mit  Werten xt (co) 
aus einem kompakten  Hausdorffraum E mit  abz/~hlbarer Basis und einer Para- 
metermenge T, die Teilmenge eines topologischen Raumes /? mit  abz/~hlbarer 
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Basis ~ ist. Der stochastische Prozel3 (xt)teT heil3t separabel, wenn es eine abz~hl- 
bare Menge S c T m i t  

(2.1) {w:xt(co)eA fiiralle t e l c~T} - -={co:x t ( co )eA  fiiralle t e I c ~ S }  

fiir alle abgeschlossenen A c E und alle offenen I c F gibt. Dabei nenn~ man S 
einen Separator des Prozesses. Der Doobsehe Existenzsatz separabler stoehasti- 
scher Prozesse ffir vollst~ndige Wahrseheinliehkeitsr~ume (~, ~, P) und sein 

Beweis fiir den Fall E = _~ ~ / ~  ]assen sich wSrtlieh auf den hier betrachteten 
allgemeineren Fall fibertragen [3, S. 56--59]. Wir entnehmen aus diesem Beweis 
den folgenden Hilfssatz und das Kriterium. 

Dabei sei in Anlehnung an die Doobsehe Bezeichnungsweise As( I ,  co) die 
abgesehlossene Hfille yon {xs(~o):s ~ I n S} ffir ein abziihlbares S c T, fiir 
I e ~ und co e f2 und 

(2.2) As (t, ~o) : = ('~ As (I, co). 
t e l e~  

tIilfssatz (2.3). Zu ]edem stochastisehen Prozefi (xt)te~, gibt es eine abz5hlbare 
Menge S c T und zu ]edem t e T eine Nullmenge At ,  so daft ]i~r alle t e T gilt 

A s  (t, co ) .  0 /i~r co e ~2 
und 

xt(w) eAs( t ,  co) / i~r c o , A t  oder t e S .  

Kriterium (2.4). Ein 8tochastischer Prozefl (xt)t e ~ ist separabel mit dem Separator 
S, wenn /i~r alle t e T gilt 

xt (co) e A z  (t, co). 

Wir bemerken, dab man leicht auch die ~otwendigkeit der Bedingung nach- 
weist. 

Aus dem Hilfssatz und Kriterium folgt nach DooB unmittelbar Satz 1, indem 
man yt (co) ~- xt (o~) ffir t e S oder t ~ S, co ~ At  und im iibrigen Yt (co) beliebig aus 
Az (t, co) w~hlt, falls (~, ~, P) vollstandig ist. Zum Beweis yon Satz 2 mul3 man 
yt(o~) ~-meBbar ausw~hlen. 

3. Auswahl meBbarer Funktionen 

Um aus einer Familie yon kompakten Mengen C (w) eines kompakten Raumes 
E m i t  abzs Basis mel3bare Funktionen yon co mit Werten in C (co) auswiihlen 
zu kSnnen, benStigen wir eine geeignete Struktur. Der folgende ]:[ilfssatz ]iefer$ 
uns eine totale Ordnung, n~mlich die lexikographische Ordnung im R ~. Dies 
gestattet die Auswahl bestimmter Punkte mit~ ttilfe des lexikographisehen 
Supremums und Infimums. Die weiteren tti]fss~tze geben dann hinreichende 
Bedingungen an, wann dies mel3bare ~unktionen sind. 

Hilfssatz (3.1). Jeder Icompakte Hausdor//raum E m i t  abzShlbarer Basis i~t 
einer kompakten Teilmenge C des R ~ mit der Tychono//sehen Produkttopologie 
homSomorph. 

Beweis. Jeder kompakte Hausdorffraum E m i t  abz~hlbarer Basis ist normM 
un4 jeder normale Raum ist regular. Nach dem Urysohnsehen Metrisa~ionssatz 
(siehe z.B. [5], S. 125) ist jeder regulate ttausdorffraum mit abzi~Mbarer Basis 
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einem Teilraum des Kubus  [0, 1] ~176 c R ~176 homSomorph. Daher ist E einem kom- 
pakten Teilraum C yon R ~176 homSomorph. 

Es sei 7~n : R ~176 --> R n die Projektion yon a ~ R ~176 auf seine ersten n Komponen- 
ten. Weiter seien R ~176 und R n fiir n = 1, 2, ... lexikographisch geordnet. SchlieBlich 
bezeichne ~oo und ~n  die Gesamtheit  der Borelschen Mengen yon R ~176 bzw. R n. 
SchlieBlich bezeichne B~ die abgeschlossene ttiille der Menge B. 

ttilfssatz (3.2). Es sei C(co), o)~ s eine Famil ie  yon kompa/cten Teilmengen 
des R ~176 mit ~-meflbaren Sti~tz/unlctionen 

Hn(u ,  co) : = sup{u '  z~na : aeC(co)}  

/i~r a l l e u  e R n und n ~- 1, 2, . . . .  Dann existieren supC(co) und infC(co) bzgl. der 
lexi]cographischen Ordnung und sind (!~ ~~ ~)-me[Jbar. 

Beweis. Die Projektion ~n ist stetig, und daher fo]gt aus der Kompakthe i t  yon 
C (co) die yon 7in C (co). Nach H. RICHTER [6, tIflfssatz 4] (ffir andere Beweise siehe 
[2] und [4]) ist der En-optimale Punkt  yon 7~n C (co) (~n, ~)-meBbar; dabei ist der 
En-optimale Punkt  einer beschriinkten Menge B c R n als das lexikographische 
Inf imum yon B ~ definiert. Es existiert also inf 7tnC (co) und ist (~n, ~)-meBbar 
ffir jedes n ---- 1, 2 . . . . .  Daraus folgt die Existenz yon inf C(co) und es gilt 

gninfC(co) ---- in fzn  C(~) .  

Daher ist jede Projektion yon infC(co) (!~n, ~)-meBbar und folglich infC(co) 
selbst ( ~ ,  ~)-meBbar. Analog erhalt man die Behauptung ffir sup C(co). 

tIilfssatz (3.3). Es sei (zi)ieI eine abzShlbare Familie  yon ( ~ ,  ~)-mefibaren 
Fun]ctionen und C (o9) die abgeschlossene Hi~lle von {z~ (co) : i ~ I} .  Ist  C (co) lcompa/ct, 
so existieren sup C (co) 8owie in f  C (~o) und sind (~~176 ~).meflbar. 

Beweis. Ffir die Stfitzfunktionen der Projektionen 7~n yon C(co) in den R n gilt 

Hn(u ,  co): ----- s u p { u ' ~ n a  : a e C(co)} 

- -  q ~ r  - s u p  { ~ .  zi (o~) : i e I } .  

Die reellen Funktionen u'z~nZi, i e I ,  hi~ngen stetig yon den (~oo, ~)-meBbaren 
Funktion zt, i e I ,  ab und sind daher selbst ~-meBbar. Da das Supremum abzi~hl- 
bar vieler ~-meBbarer Funktionen wieder ~-meBbar ist, sind die Stiitzfunktionen 
flit a l l e u  e R n und a l l e n  = l, 2, .. .  ~-meBbar. Daher folgt aus Hilfssatz (3.2) 
die Behauptung. 

Wir bemerken noch, dab ffir kompakte  C c R ~176 gilt 

(3.4) sup C ~ C. 

Denn jede kompakte  Menge C ist abgeschlossen. Da die Ordnungstopologie feiner 
als die dem R ~176 zugrunde gelegte Tychonoffsche Produkttopologie ist, ist C auch 
in der Ordnungstopologie abgeschlossen und daher gilt (3.4). 

4. Beweis yon Satz 2 

Da nach Itilfssatz (3.1) jeder kompakte  Hausdorffraum mit  abziihlbarer Basis 
homSomorph einer kompaktcn  Teilmenge des /~oo ist, kSnnen wir ohne Ein- 
schri~nkung der Allgemeinheit annehmen, dab E c R ~176 und kompakt  ist. 
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Nach  Hflfssatz (2.3) gibt es eine abzahlbare Menge S c T m i t  As(t ,  (9)*0 
fiir alle t e 5" und  o) E Y2. Daraus  folgt nach Definition As  (I ,  co) r 0 ffir a]le ~o ~ f2 
und  I e ~ mit  I n T ~ 0. Ferner  ist As  (I,  co) als abgesehlossene Teflmenge des 
kompakten  E selbst kompakt .  Wegen As  (I,  w) : ---- {xs (09) : s e I n S} ~ und der 
Abz~hlbarkeit  yon  S folgt aus Hflfssatz (3.3) die Existenz yon  sup As  (I, o~) und 
aus (3.4) welter s u p A z ( I ,  w) e A s ( I ,  co). 

Wit  bet rachten ein festes t e T und  schreiben alle Mengen I der abzahlbaren 
Basis ~ mi$ t e I als Folge Ix,  Ie  . . . .  auf. Da  E kompak t  is~, existiert naeh 
Hiffssatz (3.3) 

(4.1) inf{sup Az( I1  N . . .  N In ,  ~) : n ~ m} ~ 

ffir jedes m = 1, 2 . . . .  und  ist (!~ ~176 ~)-mel]bar. Das In f imum hi~ngt jedoeh nicht  
yon  m ab. Denn A s  (I1 n .. .  n In ,  co) ist monoton  nicht  wachsend in n ---- 1, 2 . . . .  
und daher ebenso s u p A s ( I 1  fh . . .  n In ,  co), also ist die letzte Funkt ion  grSBer 
gleich dem in (4.1) angegebenen In f imum fiir a l l en  und  m und  daher das In f imum 
yon  m unabh/~ngig. Aus der eben sehon benutz ten  Monotonie yon  As  (I,  co) folgt 
noch supAs( I1  n . . .  n In ,  (9) ~ As(Ira,  co) ffir alle n ~ m u n d  dami t  welter, dal] 
das In f imum t in Element  yon  As  (I, w) ffir alle I e ~ mi~ t e I i s t .  Definieren wir 
zt(o) als das In f imum (4.1), so gilt also z , ( o~ )eAs ( I ,  co), was zt (co) e As  (t, w) 
impliziert. Setzen wir 

[ xt(co) ffir t ~ S  

(4.2) y t ( e ) ) : =  Ixt(o~) fiir og~At  und t ~ S  

l z t  (~o) sonst 

so ist yt (co) e A z  (t, o~) ffir alle t a nd  e~. Also ist nach dem Kri ter ium der stochastisehe 
ProzeB (Yt)t e T separabel (in die Definition yon  Az (t, eg) gehen nur  die Parameter  t 
aus S ein!) u n d e s  grit yt = xt f. s., w. z. b. w. 

Wi t  bemerken, dab die durch (4.1) definierte zufi~llige GrSBe zt im allgemeinen 
nicht  sup As  (t, ~o) ist, wie das folgende Beispiel lehrt :  Es sei xt (~o) ---- (I t I, cos (~/[ t I)) 
ffir t 4 0, S rationale Zahlen 4 0, In:  = {t : It I < 1/n}. Dann  ist z0 (~o) = (0, - -  1) 
und  supAs(0 ,  o~) = (0, 1). 

Zusatz bei der Korrelctur. K.L. C ~ v ~  und J.L. DOOR haben bereits im April 1965 im 
wesentlichen die Aussage yon Satz 2 fiir T = R in Proposition 33 ihrer ArbeR ,,Fields, 
Optionality and Measurability, Amer. J. Math. 87, 397--424 (1965)" mit Hilfe vSllig anderer 
Methoden bewiesen. Dabei benutzen sie unser Kriterium (2.4) als Definition der SeparabilitEt. 
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