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1. Einleitung und Ergebnisse
J. L. DooB beweist in seinem bekannten Lehrbuch [3, IT Satz 2.4] den folgenden

Satz 1. Es sei (%t);ep ein stochastischer Prozeff mit T c R. Dann gibt es einen
separablen stochastischen Prozefl (yi)eq ouf demselben vollstindigen Wahrschein-
lichkeitsfeld (2, F, P) mit der Higenschaft, dap fir allet e T

P{w:as(w) =yi(w)} =1,

(ys kann die Werle £ oo annehmen).

Dabei bezeichnet R die Menge der eigentlichen und uneigentlichen reellen
Zahlen. Wie DooB bemerkt, 146t sich der Satz leicht auf allgemeinere Parameter-
mengen 7’ und Wertebereiche  von z; tibertragen, insbesondere kann man be-
kanntlich (siehe z. B. [1]) den Beweis wortlich auf stochastische Prozesse mit
Werten aus kompakten Hausdorffraumen £ mit abzdhlbarer Basis iibertragen.

Im Fall E ¢ R kann man die Voraussetzung der Vollstindigkeit des Wahr-
scheinlichkeitsfeldes (£2, 5, P) miihelos eliminieren (siche z. B. [1]). Hier wollen
wir dies im allgemeinen Fall durchfiithren und beweisen:

Satz 2. Es sei (2g);ep ein stochastischer Prozef3, definiert auf einem beliebigen
Wahrscheinlichkeitsfeld (2, %, P) mit Werten x:(w) aus einem kompakten Haus-
dorffraum E mit abzihlbarer Basis und einem Parameterraum T, der Teilmenge
etnes topologischen Raumes F mit abzihlbarer Basis § ist. Dann gibt es einen
separablen stochastischen Prozef (yi)iep mit

P{w:yj(w) =a(w)} =1 fir tel.

In Abschnitt 3 geben wir ein Auswahlverfahren einer §-mefibaren Funktion
von o aus kompakten Teilmengen C'(w) eines kompakten Hausdorffraumes £ mit
abzahlbarer Basis an, das auch in anderen Zusammenhéiingen von Interesse sein
diirfte. Zum Beweis des Satzes 2 entnehmen wir in Abschnitt 2 einen Hilfssatz
und ein Separabilitdtskriterium aus dem Doobschen Beweis von Satz 1 und fiithren
dann den Beweis in Abschnitt 4 mit zweimaliger Anwendung des Auswahlver-
fahrens durch.

2. Die Doobschen Resultate

Im folgenden bezeichnet (%;);cy oder (¥;)jer immer einen stochastischen
Prozef, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, &, P) mit Werten x;(w)
aus einem kompakten Hausdorffraum £ mit abzihlbarer Basis und einer Para-
metermenge 7', die Teilmenge eines topologischen Raumes F mit abzdhlbarer
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Basis J ist. Der stochastische Prozel (x;);. heiBt separabel, wenn es eine abzéhl-
bare Menge S ¢ T mit

2.1) {w:w(w)ed firalle teINT}={w:a(w)ed firalle teln S}

fiir alle abgeschlossenen 4 c £ und alle offenen I c F gibt. Dabei nennt man 8
einen Separator des Prozesses. Der Doobsche Existenzsatz separabler stochasti-
scher Prozesse fir vollstindige Wahrscheinlichkeitsriume (2, ¥, P) und sein

Beweis fiir den Fall £ = F = R lassen sich wortlich auf den hier betrachteten
allgemeineren Fall tibertragen [3, 8. 56—59]. Wir entnehmen aus diesem Beweis
den folgenden Hilfssatz und das Kriterium.

Dabei sei in Anlehnung an die Doobsche Bezeichnungsweise Ag(7, w) die
abgeschlossene Hille von {zs;(w):selI N S} fir ein abzdhlbares Sc 7, fiir
ITeS und we 2 und
(2.2) As(t,w): =4s(I, ).

telely

Hilfssatz (2.3). Zu jedem sfochastischen Prozef (x:),cp gibt es eine abzihlbare

Menge S c T und zu jedem t € T' eine Nullmenge A, so daf fir alle t € T gilt

As(t, w) =0 fir wef2
und
zi(w)e Ag(t, ) fir wd¢ Ay oder teS.

Kriterium (2.4). Einstochastischer Prozef (x:), . p 15t separabel mit dem Separator
S, wenn fir alle t e T gilt
T (CU) EAS (t, a)) .

Wir bemerken, dafl man leicht auch die Notwendigkeit der Bedingung nach-
weist.

Aus dem Hilfssatz und Kriterium folgt nach DooB unmittelbar Satz 1, indem
man y(w) = x;(w) fir t € 8 oder ¢ ¢ 8, w ¢ A; und im dbrigen y;(w) beliebig aus
Ags(t, w) wihlt, falls (Q, 5%, P) vollstdndig ist. Zum Beweis von Satz 2 mull man
Y (w) F-mebbar auswihlen.

3. Auswahl mefbarer Funktionen

Um aus einer Familie von kompakten Mengen C (w) eines kompakten Raumes
E mit abzéhlbarer Basis mefbare Funktionen von «w mit Werten in € (w) auswihlen
zu kénnen, benodtigen wir eine geeignete Struktur. Der folgende Hilfssatz liefert
uns eine totale Ordnung, ndmlich die lexikographische Ordnung im R*. Dies
gestattet die Auswahl bestimmter Punkte mit Hilfe des lexikographischen
Supremums und Infimums. Die weiteren Hilfssdtze geben dann hinreichende
Bedingungen an, wann dies meBbare Funktionen sind.

Hilfssatz (3.1). Jeder kompakte Hausdorffrawm E mit abzihlbarer Basis ist
einer kompakien Teilmenge C des R™ mit der Tychonoffschen Produkttopologie
homdomorph.

Beweis. Jeder kompakte Hausdorffraum E mit abzihlbarer Basis ist normal
und jeder normale Raum ist regulir. Nach dem Urysohnschen Metrisationssatz
(siche z.B. [5], S. 125) ist jeder regulire Hausdorffraum mit abzdhlbarer Basis
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einem Teilraum des Kubus [0, 1]°° ¢ R*® homdomorph. Daher ist £ einem kom-
pakten Teilraum C von R* homdéomorph.

Es sei 7z, : R* — R» die Projektion von a € R™ auf seine ersten » Komponen-
ten. Weiter seien R und R» fiir n = 1, 2, ... lexikographisch geordnet. Schliellich
bezeichne B> und B* die Gesamtheit der Borelschen Mengen von E* bzw. R,
SchlieBlich bezeichne B* die abgeschlossene Hiille der Menge B.

Hilfssatz (3.2). Es set C(w), w ¢ Q, eine Familie von kompakten Teilmengen
des R mit §-mefbaren Stitzfunktionen

Hy(w, w): =sup{u' mpa:acC{w)}
fiir alle w e B*» und n = 1, 2, ... . Dann existieren sup C(w) und infC (w) bzgl. der

lexikographischen Ordnung wnd sind (B°°, F)-mefbar.

Beweis. Die Projektion 5z, ist stetig, und daher folgt aus der Kompaktheit von
C(w) die von 7, 0 (w). Nach H. R1ceTER [6, Hilfssatz 4] (fir andere Beweise siehe
[2] und [4]) ist der E,-optimale Punkt von 7, C (w) (B?, F)-melibar; dabei ist der
E,-optimale Punkt einer beschrénkten Menge B c R als das lexikographische
Infimum von B* definiert. Es existiert also inf 7, C{w) und ist (57, F)-melbar
fiir jedes » = 1, 2, ... . Daraus folgt die Existenz von inf C(w) und es gilt

7y inf ' (w) = inf 7, C(w) .

Daher ist jede Projektion von inf C(w) (B?, F)-meBbar und folglich inf C(w)
selbst (B°°, §)-meBbar. Analog erhdlt man die Behauptung fiir sup C'(w).
Hilfssatz (3.3). Es sei (2;);cr eine abzihlbare Familie von (B, §)-mefSbaren
Funktionen und C (o) die abgeschlossene Hiille von {z;(w) : i € I}. Ist C(w) kompakt,
so existieren sup C(w) sowie inf C(w) und sind (B, §)-mefbar.
Beweis. Fiir die Stitzfunktionen der Projektionen 5, von C(w) in den R» gilt
Hy(u, w): =sup{u' pa:acC(w)}
= sup{u wuz(w):icl}.
Die reellen Funktionen u'm,2;, ¢ € I, hingen stetig von den (B, §F)-melbaren
Funktion z;, 7 € I, ab und sind daher selbst §-mefBbar. Da das Supremum abzihl-
bar vieler §-meBbarer Funktionen wieder §-meBbar ist, sind die Stiitzfunktionen
fiir alle w € R und alle » =1, 2, ... §-mebBbar. Daher folgt aus Hilfssatz (3.2)

die Behauptung.
Wir bemerken noch, da8 fiir kompakte C ¢ B gilt

(3.4) supCel.

Denn jede kompakte Menge C ist abgeschlossen. Da die Ordnungstopologie feiner
als die dem R*° zugrunde gelegte Tychonoffsche Produkttopologie ist, ist C auch
in der Ordnungstopologie abgeschlossen und daher gilt (3.4).

4. Beweis von Satz 2

Da nach Hilfssatz (3.1) jeder kompakte Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis
homdomorph einer kompakten Teilmenge des R ist, konnen wir ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, dal E ¢ B und kompakst ist.
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Nach Hilfssatz (2.3) gibt es eine abzéhlbare Menge S c 7 mit Ag(f, w)+0
fir alle ¢ € 7' und o € 2. Daraus folgt nach Definition Ag(I, @) +9 fiir alle w & 2
und 1 eJ mit 1 N 7T'+0. Ferner ist As(I, w) als abgeschlossene Teilmenge des
kompakten E selbst kompakt. Wegen As(I, w): = {#s(w):s€ I N S}* und der
Abzéhlbarkeit von § folgt aus Hilfssatz (3.3) die Existenz von sup 4s(Z, ) und
aus (3.4) weiter supAg(l, w) e As(I, w).

Wir betrachten ein festes £ € 7' und schreiben alle Mengen I der abzihlbaren
Basis  mit £ I als Folge Iy, Is, ... auf. Da E kompakt ist, existiert nach
Hilfssatz (3.3)

(4.1) inf{sup As(I1 N+ NIy, w):0n=mx

fur jedes m = 1, 2, ... und ist (B>, F)-mebbar. Das Infimum hingt jedoch nicht
von m ab. Denn Ag(I; 0 - N I, w) ist monoton nicht wachsendinn = 1,2, ...
und daher ebenso supAgs(l1 N+ N Iy, w), also ist die letzte Funktion grofer
gleich dem in (4.1) angegebenen Infimum fir alle » und m und daber das Infimum
von m unabhingig. Aus der eben schon benutzten Monotonie von Ag (7, w) folgt
noch supAs(li N+ N Iy, w) € As(Lm, o) fir alle n = m und damit weiter, dafi
das Infimum ein Element von Ag (I, w) fiir alle I € & mit ¢ € I ist. Definieren wir
z:(w) als das Infimum (4.1), so gilt also z:(w) € As(I, w), was z;(w) € 4s(t, w)
impliziert. Setzen wir

zg(w) fir teS
(4.2) ye(w): = qap(w) fir w¢d; und ¢¢8
z;(w) sonst

50 ist ¥ (w)e Az (£, w) fiir alle  und w. Also ist nach dem Kriterium der stochastische
ProzeB (y:);cp separabel (in die Definition von Ag(t, w) gehen nur die Parameter ¢
aus S ein!) und es gilt y; = 2 . 5., w. z. b. w.

Wir bemerken, daB die durch (4.1) definierte zuféllige GréBe z; im allgemeinen
nicht sup 45 (t, ) ist, wie das folgende Beispiel lehrt : Bs sei 2 (w) = (| ¢|, cos (7/[¢]))
fiir £+0, S rationale Zahlen =0, I5,: = {t: |¢| < 1/n}. Dann ist zo(w) = (0, — 1)
und sup4s(0, w) = (0, 1).

Zusatz bei der Korrektur. K.L.Cruxe und J.L. DooB haben bereits im April 1965 im
wesentlichen die Aussage von Satz 2 fir T = R in Proposition 33 ihrer Arbeit ,,Fields,
Optionality and Measurability, Amer. J. Math. 87, 397—424 (1965)* mit Hilfe vollig anderer
Methoden bewiesen. Dabei benutzen sie unser Kriterium (2.4) als Definition der Separabilitit.
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