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Das Problem der Dominanz  bei Zwei-Personen-Spie len 
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Eingegangen am 16. Oktober 1965 

1. Im folgenden werden endliehe Zwei-Personen-Spiele betraehtet, die sich 
durch Vorgabe der Strategienritume 

X=(xlx~>=o, Ex~=I} 
1 

(1) 
n 

r =  {yly~>o, ~y~= :} 
1 

und zweier Matrizen A, B der Dimension m •  besehreiben lassen. Die Gewinne 
der zwei Spieler bereehnen sieh gem~l~ 

e I = ei(x, y) = x A y ;  Si i  = SII(X,  y) = x B y .  (2) 

Handelt  es sieh um ein nicht-kooperatives Spiel und ist ein Gewinnaustauseh 
zwisehen den Spielern ausgeschlossen, so hat  die Frage nach dominanten Strategien 
eine besondere Bedeutung. 

Dabei heil3t ein Strategienpaar (x, y ) e X •  Y dominant, wenn kein anderes 
Paar  (2,/7) e X x  Y mit 

ei (2, ~) ~ sI (x, y) 
(3) 

eii (2, y) >_ eii (x, y) 

existiert, wobei in mindestens einer der Ungleichungen das >-Zeiehen gilt. 

Unterstellt man ni~mlieh ein ,,rationales" Verhalten beider Spieler, so werden diese sicher 
keine nicht-domin~nten Strategien verwenden. Dureh Ubergang zu diesen dominierenden 
Strategien wfirde sich der Gewinn fiir keinen der Spieler verschlechtern uud ffir mindestens 
einen verbessern. Demgemiil~ kann unterstellt werden, dal3 dann beide g e m ~  stiller Uberein- 
kunft die dominanten Strategien anwenden. 

Hier sell die Frage untersucht werden, welche Punkte des Strategienraumes 
X •  Y dominant sein kSnnen. Bei einem 0-Summen-Spiel oder einem damit 
strategisch ~quivalenten ist offensichtlich jeder Punkt  dominant; dieser Fall kann 
somit aul]er Betraeht bleiben. --  Das allgemeine Nicht-0-Summen-Spiel seheint 
yon dieser Seite her bislang nicht betrachtet worden zu sein. NASH betraehtet  in 
[3] dominante Strategien fiir einzelne Spieler, es wird also etwa ein 2 e X mit 
ei (2, y) ~ e~ (x, y) fiir alle (x, y) e X • Y gesueht. Solehe Strategien 2 mfissen am 
l%ande yon X liegen. Ein Satz yon Km~LLE (Satz 2 in [2]), wonach ein eindeutiges 
inneres Gleiehgewichtsstrategienpaar sieher nicht dominant ist, legt ebenfalls die 
Vermutung nahe, dal~ auch dominante Strategienpaare am Rande yon X • Y 
liegen mfil~ten. Wie sich jedoeh zeigt, ist diese Aussage nur mit einer Aus- 
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nahme richtig. Indem wir den Beweis bis 2. zurfickstellen, sei dieser Ausnahme- 
fall beschrieben: 

Satz. x, y seien innere Punk te  yon X bzw. Y .  Soll ein einem O.Summen-Spiel  nieht 
5quivalentes Spie l  existieren, bei welchem (x, y) dominant sind, so mi~ssen die Ma-  
trizen A ,  B yon der Gestalt 1 

A ----- ~(ab - -  s a d  - -  seb -~ e2ee ') -{- ae' + eb - -  see '  
(4) 

B -= a(ab - -  sae '  - -  seb -~ e 2 e e  ' )  - -  2(ae '  + eb) ~- vee'  

sein. Dabei gilt 

i) x a ~ -  by  = e 

fi) ~ > o  

iii) ~ a > O .  

Setzt man ns ffir zwei andere Strategien 2, 9: 

2 = x + u ,  9 = y - 4 - v ,  

so ergibt sieh wegen 

mi~ den Abkfirzungen 

ffir die Gewinne 

na~f~ 

~e  ~- e 'v  ~ 0 

~ = u a ,  ~ = b v  

s I (2, ~) - -  s~ (x, y) = ~ ~ ~ -~ ~ q- 

8 I I ( X  , y )  - -  8II (X, y) = a ~  --  '%(~ + 7)" 

Der Raum X • Y projiziert sich auf ein Rechteck 

~ = Min (2 --  x)a 
~eX 

und i~hnlichen Ausdrficken ffir die fibrigen Sehranken. 
Die Fls gleichen Ge~Mnns ffir die Spieler sind in der ~ -- ~ Projektion 

Hyperbeln, die sich im Nullpunkt (2 = x, 9 = Y) berfihren. I)araus ergibt sich 
unmittelbar geometrisch, dab auBer den Eckpunkten weiterhin auch si~mtliche 
Punkte der Winkelhalbierenden ~ = ~ dominant sein kSnnen. 

Je  naeh den Werten yon ~, ~ ~, ~ einerseits mid ~, ~, 1 andererseits sind die 
F/~lle zu unterscheiden: 

a) Alle Punkte der Winkelhalbierenden sind Dominanzpunkr 
b) ein innerer Teil der Winkelhalbierenden (~ ---- ~ mit [ ~[ =< ~0) tr/igt domi- 

nante Punkte.  I)azu kommen die Punkte  (~, ~) bzw. (~,_~) ulld gegebenenfalls 
Teile des Randes; 

c) nut  die Ralldpunkte rechts oben bzw. links unten sind dominant. 

1 Hierbei bedeuten a, e bzw. b, e" jeweils m-dimensionale Spalten- bzw. n-dimensionale 
Zeflen-Vektoren; die Komponenten yon e hzw. e' sind sam~lich gleich eins. 
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Ffir ein solehes Spiel finder man als einzigen Gleichgewiehtspunkt im Sinne 
yon ~qASH (bei ~ a > 0) 

= Min (~, ~/a) ;~ = Max(~, --  1/@), 

der in Ubereinstimmung mit dem erwi~hnten Resultat voli KI~]~LL~ nicht dominant 
ist. 

2. Zur bequemeren Sehreibweise werden ~ im fo]genden zwei Vektoren a und 
b als kongruent modulo einem linearen Teflraum ~ bezeichnen, falls der Differenz- 
vektor a --  b in ~ enthMten ist: 

D e f i n i t i o n .  a ~- b (~) <=> a - -  b e g .  
Weiterhin sollen U, V Umgebuligen des Nullpunktes (aufgefaB$ als Punkt  des 

m- bzw. des n-dimensionalen Raumes) in den Hyperebenen ue  -~ 0 bzw. e'v = 0 
bedeuten: 

D e f i n i t i o n .  

v - -  (vl l~Jl < a A~'v = o~. 
Zum Beweis des Satzes wird das Lemma ben6tigt: 

Zemma. Es sei ~ ein linearer Tei lraum und es gelte ]i~r das Matrizenpaar A ,  B:  

B y  - - - ~ ( v ) A v ( ~ )  (5) 

/i~r allev ~ V mit  einer Skalar/unktion ~ (v). Dann gilt entweder 

--  kons~. 
oder es ist 

A v = O ( ~ ) ,  B v = O ( ~ )  ffir v e V .  

Beweis. Soll der zweite Fail nieht vorliegen, so muI3 ffir mindestens ein v0 e V 

gelten A v0 ~ ~ .  

Nun sei p ein beliebiger zu ~ orthogoliMer Vektor, der nicht gleichzeitig 
orthogonal zu A v0 ist. Dalm ]iefer~ die Multiplikation der Kongruelizbeziehung (5) 

mi t  p: p B v  = --  ~ p A  v . 

Daraus folgt, dal3 2 eine gebrochen lineare Funktion in v ist. Wi~ren nun die zu 
e' orthogonalen Antefle yon p B  und p A  linear unabh~ngig, so lieBe sich ein Vl mit 
19Bvl :0 O, p A v l  ---- 0 finden. Da andererseits wegen v ~ V die Antefle in Richtung 
e' herausf~llen, folgt wie behauptet  A ~ konst. 

~Tach diesen Vorbemerkuligen wenden wir uns dem Beweis des Satzes zu. Wir 
uliterstellen, dal~ (x, y) ein im Innern yon X • Y gelegenes dominances Strategien- 
paar ist. Werden U, V gemi~B 

u={~ll~,l <Min(x l ,  l - - x , )  und u e = 0 }  
(6) 

v = {~ 11 vii < M ~ ( v j ,  ~ - v~) n n d  ~'v = 0} 

definier~, so grit jedenfalls 

�9 = x + u e X  ftir u e U  

~ = y + v e Y  fiir v e V .  (7) 
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Aus der Definition der Dominanz ergib~ sieh bei Einsetzen yon (7) in (3) somit:  

Aus u A y  ~- x A v  ~- u A v  ~ 0 
(8) 

folgt u B y ~ x B v + u B v g O  

und umgekehr t ;  d. h., ist der 2. Ausdruck nicht  negativ,  so muB der erste nieht  
positiv sein. 

Diese zwei Beziehungen lassen sich als voneinander  abhangige lineare Un- 
gleichungen ffir u bzw. v auffassen. Daraus folgt (vgl. [1], S. 103) 

B y  ~ Bv  = - - ~ ( A y  ~ Av)  9- ~e 
(9) 

x B v  < - - ~ x A v  

und 

x B  + u B  = - - # ( x A  + uA)  44- (re' 
(lO) 

u B y  <--< - - ~ t u A y .  

I-Iierbei sind ~ -~ ~ (v) und/~  = / x  (u) positiv, w/~hrend 0 = ~ (v), a = a (u) be- 
liebiges Vorzeiehen haben k6nnen. 

In  (91) v = 0 eingesetzt gibt speziell 

B y  = -- ~oA y + ~oe (11) 

und dami t  

Somit  kann  aus (102) 

l~ 

2. 

11 . 

2 ' .  

Im Fall Iist 

u B y - =  - - ~ o u A y .  

(40 -- # (u)) u A  y > 0 

gefolgert werden. Entsprechend ergib$ sich 

(~o - ~ ( v ) ) x A  v > O . 

Also kSnnen zweimal zwei F/ille unterschieden werden: 

u A y = O  fiir u ~ U  

sign (40 -- /~ (u)) = sign u A  y 

x A v = O ffir v ~ V 

sign(/~0 - -  4)(v)) = sign xA V.  

Gilt darfiber hinaus 

2Yall l a 

so w/ire 

(12) 

(12') 

A = ep ~ qe' (15) 

mit  zwei Vektoren p, q. Wegen (13) und  y ~ Y, d. h. e'y = 1, mfiBte dann  aber 
q - 0(e) gelten, so dab sich (15) auf  

A = ep (16) 

A v  - 0(e) ,  (14) 

A y  - 0(e) .  (13) 
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reduziert. Da nun (13) wegen (11) auch B y  ~ 0(e) nach sich zieht und (91) dann 
auch B v  -= 0 (e) bedingt, gilt auch die Beziehung 

B = e ~ .  (17) 

Dann liefert aber (101) mit u = 0 

= --/zop + aoe (18) 

bzw. 
B = - - # o A  + ~oee'. 

Das ist aber genau die Bedingung fiir die ~quivalenz mit einem Nullsummen- 
spiel. 

Im 

Fall lb  3 voe V mit  Avo ~ 0(e) (19) 

kommen wir nach dem Lemma zu ~ = konst. Denn (91) schreibt sieh jetzt wegen 
(13) und (11) 

B y  = - - 2 A v ( e ) .  

Demnach gilt 
B + hA  = ep + qe' .  (20) 

Entsprechend wie oben ((15)--(18)) zeigt sich, dab dann p und q proportional 
zu e' und e sind; d. h., es ergibt sich wieder ein einem Nullsummenspiel "~quivalentes 
Spiel. 

Es gilt n~mlieh jetzt  

(B + 2 o A ) y =  e(py) + q, 

woraus wegen (11) q = 0 (e) folgt. AuBerdem ergibt sieh aber mit (92) 

x ( B  + 20A)v = p v ~ O  , 

was pv  = 0 ffir v e V bzw. p - 0(e') nach sieh zieht. 
Da sieh der Fall 1') analog behandeln l~13t, bleibt nur das Paar (2,2') fibrig. 

Hier seheiden die Annahmen 

A v  ~ O(ay, e) ffir gewisse v e  V (21) 

bzw. 
u A  ~ 0 (xa, e') fiir gewisse u e U (21') 

sofort aus. Dann mfiBte ni~mlieh nach dem Lemma ~ bzw. ft konstant sein, und 
wir kommen wieder zu (20), woraus analog die J~quivalenz mit einem Nullsummen- 
spiel folgt. 

Damit bleibt lediglich 

A v  = O(Ay, e) u A  =- O(xA, e') (22) 

fibrig, woraus fiir A die zwei Darstellungen 

A = A y p l  + eql + rle" (23) 

= p2xA -}- er~ + q2e' 
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resultieren. Mult ipl ikat ion mi t  x und  y und  Vergleich ermSglicht  die El iminat ion  
der  Vektoren  19, q, r u n d  ]iefert nach einfacher U m f o r m u n g  

A -~ ~ ( A y x A  - -  s A y e '  - -  s e x A  + e2ee ') + A y e '  + e x A  - -  s e e ' ,  (24) 

wobei e = x A y  gesetzt  ist. Ff ihr t  m a n  noch a = A y ,  b = x A  ein, so is~ die ange- 
gebene Darstel lung (41) gewonnen. Diejenige fiir B ergib~ sich je tz t  entsprechend,  
wenn nur  die aus (22) folgenden Beziehungen 

B v  =- 0 (ay, e) u B =- 0 ( xA ,  e') (25) 

beriicksichtigt  werden. Die Vorzeichenbedingungen fi) und  ih') des Satzes ergeben 
sich entweder  durch die Vorzeichen in (9) ft. bzw. du tch  nachtr~gliche Fal lunter-  
scheidung. 
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