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Das Problem der Dominanz bei Zwei-Personen-Spielen

J. NiTtscum

Eingegangen am 16. Oktober 1965

1. Im folgenden werden endliche Zwei-Personen-Spiele betrachtet, die sich
durch Vorgabe der Strategienrdume

X ={z|z; =0, inxi:l}
: (1)

n

Y={ylyr =0, gyk=1}

und zweier Matrizen A, B der Dimension m X n beschreiben lassen. Die Gewinne
der zwei Spieler berechnen sich geméi3

er=¢1(x,y) =xAy; eg=en(r,y)=xBy. (2)

Handelt es sich um ein nicht-kooperatives Spiel und ist ein Gewinnaustausch
zwischen den Spielern ausgeschlossen, so hat die Frage nach dominanten Strategien
eine besondere Bedeutung.

Dabei heilit ein Strategienpaar (x,y)eX x Y dominant, wenn kein anderes
Paar (£, ) e X X ¥ mit

e (Z,9) = &1 (z,
1 (%, 9) 1 (%, %) 3)

e (7, §) = en(®, y)
existiert, wobei in mindestens einer der Ungleichungen das >-Zeichen gilt.

Unterstellt man ndmlich ein ,,rationales Verhalten beider Spieler, so werden diese sicher
keine nicht-dominanten Strategien verwenden. Durch Ubergang zu diesen dominierenden
Strategien wiirde sich der Gewinn fiir keinen der Spieler verschlechtern und fiir mindestens
einen verbessern. Demgemdf kann unterstellt werden, da3 dann beide gem#B stiller Uberein-
kunft die dominanten Strategien anwenden.

Hier soll die Frage untersucht werden, welche Punkte des Strategienraumes
XX Y dominant sein konnen. Bei einem 0-Summen-Spiel oder einem damit
strategisch dquivalenten ist offensichtlich jeder Punkt dominant; dieser Fall kann
somit auller Betracht bleiben. — Das allgemeine Nicht-0-Summen-Spiel scheint
von dieser Seite her bislang nicht betrachtet worden zu sein. NasH betrachtet in
[3] dominante Strategien fiir einzelne Spicler, es wird also etwa ein % X mit
&1(Z, y) > er(w, ) fur alle (x, y) € X X ¥ gesucht. Solche Strategien # miissen am
Rande von X liegen. Ein Satz von KrrrLE (Satz 2 in [2]), wonach ein eindeutiges
inneres Gleichgewichtsstrategienpaar sicher nicht dominant ist, legt ebenfalls die
Vermutung nahe, daB auch dominante Strategienpaare am Rande von XX Y
liegen miiliten. Wie sich jedoch zeigt, ist diese Aussage nur mit einer Aus-
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nahme richtig. Indem wir den Beweis bis 2. zuriickstellen, sei dieser Ausnahme-
fall beschrieben:

Satz. z, y seien innere Punkie von X bzw. Y. Soll ein einem 0-Summen-Spiel nicht
dquivalentes Spiel existieren, bei welchem (x, y) dominant sind, so miissen die Ma-
trizen A, B von der Gestaltl

A=p(ab—cae — ceb + 2ee’) 4 ae 4 eb — gee

4
B=c(ab— cae’ — geb + g2¢e’) — A(ae’ + eb) + vee *)

sein. Dabei gilt

i) za=by=c¢
i) =0
iif) po>0.

Setzt man nédmlich fiir zwei andere Strategien Z, 7:

t=ztu, §=y+v,
so ergibt sich wegen
ue=¢v=20
mit den Abkiirzungen
E=ua, n=>0bv

fiir die Gtewinne

er (&:9) — e (% 9) =0én+&+9

e (Z, ) — enl®, y) = ofn — 4+ 7).

Der Raum X X Y projiziert sich auf ein Rechteck

X={(|¢st<8, Y={glnsn=7)
mit
§ = Min (¥ — 2)a
zeX
und dhnlichen Ausdriicken fiir die iibrigen Schranken.

Die Flichen gleichen Gewinns fiir die Spieler sind in der & — % Projektion
Hyperbeln, die sich im Nullpunkt (£ = 2, § = y) berithren. Daraus ergibt sich
unmittelbar geometrisch, dall auller den Eckpunkten weiterhin auch sédmtliche
Punkte der Winkelhalbierenden & == % dominant sein kdnnen.

Je nach den Werten von &, g, 7, 7] einerseits und g, o, A andererseits sind die
Falle zu unterscheiden: -

a) Alle Punkte der Winkelhalbierenden sind Dominanzpunkte;

b) ein innerer Teil der Winkelhalbierenden (£ = 5 mit |&| =< &) tragt domi-
nante Punkte, Dazu kommen die Punkte (&,7) baw. (£, ) und gegebenenfalls

Teile des Randes;
¢) nur die Randpunkte rechts oben bzw. links unten sind dominant.

1 Hierbei bedeuten a, e bzw. b, ¢’ jeweils m-dimensionale Spalten- bzw. n-dimensionale
Zeilen-Vektoren; die Komponenten von e kzw. ¢’ sind séimtlich gleich eins.
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Fir ein solches Spiel findet man als einzigen Gleichgewichtspunkt im Sinne
von NasH (bei Ao > 0)

£ = Min (&, 4f0) ;7 = Max(y, —1/g),
der in Ubereinstimmung mit dem erwihnten Resultat von KRELLE nicht dominant
ist.
2, Zur bequemeren Schreibweise werden wir im folgenden zwei Vektoren ¢ und
b als kongruent modulo einem linearen Teilraum  bezeichnen, falls der Differenz-
vektor @ — b in & enthalten ist:
Definition. a = b6(Q)<a —be L.
Weiterhin sollen U, ¥V Umgebungen des Nullpunktes (aufgefalit als Punkt des
m~ bzw. des n-dimensionalen Raumes) in den Hyperebenen ue = 0 bzw. ¢'v = 0
bedeuten:
Definition.
U={u||u] <d Aue=0}
V={v||v;] <dNev=0}.
Zum Beweis des Satzes wird das Lemma benétigt:
Lemma. Es sei & ein linearer Teilraum und es gelte fir das Matrizenpaar 4, B:

By=—A(v)4v(Q) ()
fiir alle v € V mit einer Skalarfunktion A (v). Dann gilt entweder
A = konst.

oder es ist
Av=0(), Bv=0(Y fir veV.

Beweis. Soll der zweite Fall nicht vorliegen, so muf} fiir mindestens ein o9& V

gelten Avgé Q.

Nun sei p ein beliebiger zu & orthogonaler Vektor, der nicht gleichzeitig
orthogonal zu A v ist. Dann liefert die Multiplikation der Kongruenzbeziehung (5)
mit p: pBv=—/lpdv.

Daraus folgt, dal 4 eine gebrochen lineare Funktion in v ist. Waren nun die zu
¢’ orthogonalen Anteile von p B und p 4 linear unabhiingig, so lieBe sich ein »1 mit
pBvy + 0, pAv; = 0 finden. Da andererseits wegen v € ¥ die Anteile in Richtung
¢’ herausfallen, folgt wie behauptet 1 = konst.

Nach diesen Vorbemerkungen wenden wir uns dem Beweis des Satzes zu. Wir
unterstellen, daB (z, ) ein im Tnnern von X X Y gelegenes dominantes Strategien-
paar ist. Werden U, V gemafl

U={u||us| <Min(x;,1 —2) und wue=0}
V= (o] ]| <Min(y, 1 —3) und e'v=0}
definiert, so gilt jedenfalls
EF=z4uecX fir welU

(6)

7
g=y—+veY fir veVl. @
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Aus der Definition der Dominanz ergibt sich bei Einsetzen von (7) in (3) somit:

Aus wdAy+zAv-+udv=0 ®)
folgt uBy-FaxBv-+uBv=0

und umgekehrt; d. h., ist der 2. Ausdruck nicht negativ, so mufl der erste nicht
positiv sein.

Diese zwei Beziehungen lassen sich als voneinander abhéngige lineare Un-
gleichungen fiir « bzw. v auffassen. Daraus folgt (vgl. [1], S. 103)

By + Bv=—1(4dy + 4v) + oe ©)
zBv < —AxAv
und
zB+uB=—puxd +ud)+ oe (10)
uBy £ —pudy.

Hierbei sind 4 = A(v) und g = p{u) positiv, wihrend ¢ = g (v), 0 = o (u) be-
liebiges Vorzeichen haben koénnen.
In (91) v = 0 eingesetzt gibt speziell

By = —JyAy + goe (11)
und damit
uBy = —lpudy.

Somit kann aus (102)
(do — p(u)udy >0
gefolgert werden. Entsprechend ergibt sich
(o — A(@))xAv=0.
Also kénnen zweimal zwel Falle unterschieden werden:
1. udy=20 fir ueU

. . (12)
2. sign(do — p(uw)) =signudy
1. zAv=20 far veV
. (127)
2", sign(uo — 1) (v)) =signaz A V.
Im Fall 1 ist
Ay =0(e). (13)
Gilt dariiber hinaus
Fall 1a Av =0(e), (14)
80 wire
A=c¢ep-+qe (15)

mit zwei Vektoren p, g. Wegen (13) und y € Y, d. h. ¢’y = 1, miifite dann aber
q = 0(e) gelten, so daB sich (15) auf

A=ep (16)
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reduziert. Da nun (13) wegen (11) auch By = 0(e) nach sich zieht und (9;) dann
auch Bv = 0(e) bedingt, gilt auch die Bezieshung

B=c¢ep. (17)
Dann liefert aber (101) mit w = 0
= —pop -+ ooe (18)

bzw.
B = —upA -+ opee’ .

Das ist aber genau die Bedingung fiir die Aquivalenz mit einem Nullsummen-
spiel.
Im

Fall 1b Jvoe V mit Awg = 0(e) (19)

kommen wir nach dem Lemma zu 1 = konst. Denn (9;) schreibt sich jetzt wegen
{13) und (11)
Bv=—14v(e).
Demnach gilt
B+ 24 =ep+qe. (20)

Entsprechend wie oben ((15)—(18)) zeigt sich, daB dann p und ¢ proportional
zu e’ und esind; d. h., es ergibt sich wieder ein einem Nullsummenspiel dquivalentes
Spiel.

Es gilt ndmlich jetzt

(B+ dod)y=ce(py) +1,
woraus wegen (11) ¢ = 0(e) folgt. AuBberdem ergibt sich aber mit (95)
x(B 4 od)v=pr<0,

was pv = 0 firv € V bzw. p = 0(¢’) nach sich zieht.
Da sich der Fall 1’) analog behandeln 148t, bleibt nur das Paar (2,2") ibrig.
Hier scheiden die Annahmen

Av £ Oay,e) fur gewisse ve V (21)
bzw.
ud * O(za,e) fiir gewisse ue U (211

sofort aus. Dann miiite nirmlich nach dem Lemma A bzw. g konstant sein, und
wir kommen wieder zu (20), woraus analog die Aquivalenz mit einem Nullsummen-
spiel folgt.
Damit bleibt lediglich
Av=0(4y,e) ud =0(zd,e) (22)
iibrig, woraus fiir 4 die zwei Darstellungen
A=Aypi+eq1+ rie (23)
= pax A + erz 4 qa¢’
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resultieren. Multiplikation mit # und y und Vergleich erméglicht die Elimination
der Vektoren p, g, r und liefert nach einfacher Umformung

A=g(dyxA —cdye — cex A + g2ee’) -+ Aye’ + exd —cee’, (24)

wobei ¢ = x4y gesetzt ist. Fithrt man noch @ = Ay, b = 24 ein, so ist die ange-
gebene Darstellung (41) gewonnen. Diejenige fiir B ergibt sich jetzt entsprechend,
wenn nur die aus (22) folgenden Beziehungen

By = 0(ay, ) uB=0(xA,¢) (25)

beriicksichtigt werden. Die Vorzeichenbedingungen ii) und iii) des Satzes ergeben
sich entweder durch die Vorzeichen in (9) ff. bzw. durch nachtrigliche Fallunter-
scheidung.
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