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Das zweistufige Problem
der stochastischen linearen Programmierung

PeTER KALL
Eingegangen am 20. August 1966

Zusammenfassung

Es wird das aus der Literatur ([1], [4], [7], [9]) bekannte zweistufige Problem behandelt,
wobei allerdings nicht nur die ,,rechten Seiten’ bzw. die Koeffizienten der Zielfunktion
stochastische Variable sind. Zunichst wird das Problem neu formuliert wie in [1], was sich far
den Beweis der in [7] und [4] eher umsténdlich bewiesenen Ungleichungen als niitzlich erweist.
SchlieBlich wird ein Verfahren der zuldssigen Richtungen zur Losung des Problems angegeben
und seine Konvergenz bewiesen.

1. Einleitung

Gegeben sei ein lineares Programm der folgenden Art: Minimiere

de+qy
1) beziiglich (@) Arz =by, =0,
(B) Ae+ My =b, y=0.

Die Entscheidungsvariablen sind die Komponenten von z und y. Dabei sind 4,
eine (myXn1)-Matrix, 4 eine (m X n1)-Matrix, M eine (m X n)-Matrix, b1 ein m;-
Vektor, b ein m-Vektor; ¢ und  sind #;-Vektoren und ¢ und y sind n-Vektoren.
Solange die Elemente von 41, 4, M, ¢, g, b1, b fest gegeben sind, ist dieses Problem
bekanntlich numerisch 16sbar. Nimmt man nun jedoch an — was wir in dieser
Arbeit tun wollen —, daB die Elemente von 4, b, ¢ zuféllige GroBen mit fest ge-
gebenen Verteilungen sind, so verliert das Problem (1) offenbar seinen Sinn, wenn
man die Realisationen der Zufallsvariablen noch nicht kennt. Wir brauchen also
fiir diesen Fall eine neue Problemstellung, die wir aus der folgenden Vorschrift
gewinnen:

1. Bevor die Realisationen der Zufallsvariablen bekannt sind, bestimmt man
ein x so, daf es (1a) geniigt.

2. Wenn man nachher die Realisationen 4, b kennt, bestimmt man die Losung
des sog. Notprogramms (Programm der zweiten Stufe)

A

ming'y,
(2) My=5b— Az,
y=0.

3. Unter 1. hat man Z so zu wihlen, da die erwarteten Gesamtkosten minimiert
werden.

8%
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Diese Vorschrift ergibt nun die folgende Problemstellung:
Minimiere
p@) = E{cx+ ¢z, 4,b)}
beziiglich Az = by,
z=0,

®3)

wobei @ (z, 4, b) der Optimalwert des Notprogramms ist:
Minimiere
7y
4
® beziiglich My =0— A4z,
y=0.
In [4] wird das Problem (3) ausfiihrlich diskutiert. Gestiitzt auf die dort erzielten

Resultate machen wir einige Voraussetzungen, deren Bedeutung wir anschlieBend
kurz diskutieren:

YV 1: Die Matriz M gestattet zu jeder zuldssigen Lisung x von (3) und zu jeder
Realisation von A, b eine zuldssige Lisung von (4).

Y 2: Das System
Mz=gq

hat etne zuldssige Losung z.
V 3: Der Bereich 8 = {x ] A1z = by, x = 0} ist beschrankt (und nicht leer ).

YV 4: Das Wahrscheinlichkeitsmafs P (A, b) ist absolut stetig in bezug auf das
Lebesgue-Mafi p(A,b) diber dem R, .1y, und der Erwartungswert E{(A,Db, c)}
== (A, b, ¢) existiert. [Der erste Teil dieser Voraussetzung ist erfiillt, wenn die ge-
meinsame Verteilungsfunktion F (4, b) absolut stetig ist.]

Bemerkungen zu diesen Voraussetzungen:

Zu V 1:In [4] werden hinreichende Bedingungen fiir M angegeben dafiir, dall
V 1 erfiillt ist. Diese Bedingungen lassen sich dadurch nachprifen, daB man die
Vertraglichkeit eines linearen Restriktionensystems, in dem z. T. streng positive
Variable verlangt werden, feststellt. Falls die Menge {b — Ax|z € B, (4, b) eine
mogliche Realisation} eine Kugel um den Ursprung enthilt, sind diese Bedingun-
gen auch notwendig.

Zu V 2: Diese Voraussetzung garantiert (zusammen mit V 1), daB das Not-
programm {4) zu jedem z € B und zu jeder (endlichen) Realisation von (4, b) eine
endliche Losung hat. Ist diese Voraussetzung verletzt, so folgt aus V1 und dem
Dualitétssatz, dall die Losung des Notprogramms stets unendlich ist, womit dann
die Problemstellung (3) sinnlos wird.

Zu V 3: Diese Bedingung garantiert die Existenz einer Losung von (3). Vom
theoretischen Standpunkt aus erscheint diese Voraussetzung sicher als sehr ein-
schrankend ; es ist jedoch zu beachten, daBl es in den praktisch auftretenden Pro-
grammierungsproblemen im allgemeinen méglich ist, z. B. eine obere Schranke
der Summe der Variablen anzugeben, womit V 3 bereits erfiillt ist.
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Zu V 4: Diese Voraussetzung garantiert — zusammen mit V1 und V2 —, daB3
in jedem zuldssigen x die Zielfunktion y () endlich ist und einen stetigen Gradien-
ten g (x) besitzt, wie in [4] gezeigt wird. Ferner ist y (x) konvex.

I1. Eine dquivalente Formulierung des Problems

Die Problemstellung (3) erscheint etwas unhandlich, da die Funktion ¢ (x, 4, b)
nicht explizit gegeben ist. Fiir den Spezialfall, dall nur b zufillige Variable enthilt
und M = (I, — I} ist (I ist die Einheitsmatrix), hat Wrts die Funktion ¢(x, 4, b)
in [9] explizit angegeben, wobei er den Dualitdtssatz benutzt. Fiir den weiteren
Sonderfall, daB nur b stochastische Grofen enthilt, 3 aber nur der Bedingung V 1
unterworfen ist, haben CaaRNES, CoorER und THOMPSON in [1] eine andere For-
mulierung gefunden, so daBl ¢ (x, 4, b) explizit gegeben ist. In dem in dieser Arbeit
behandelten allgemeinen Fall kann man ¢(z, 4, b) mit Hilfe des Simplex-Krite-
riums explizit darstellen, wie das in [4] geschehen ist. Fiir die numerische Aus-
wertung scheint jedoch das Vorgehen von CraRNES, CoOPER und THOMPSON ge-
eigneter zu sein, das sich auf den allgemeinen Fall ohne weiteres {ibertragen 148t.
Dazu benétigen wir den Begriff der verallgemeinerten Inversen einer Matrix.

Definition. Sei M eine (m X n)-Matrix. Eine (nxm)-Matrix M+ heiBt die ver-
allgemeinerte Inverse von M, wenn M+ den folgenden Bedingungen gentigt:

(@) MM*M=M,
%) () M+MM+= M+,
()  (MMYY =MM+,
)] (M*+*M) = M+M .
Aus der Literatur (s. [1]) ist bekannt, daf} das System (5) zu jeder Matrix M genau

eine Losung besitzt. Falls m = n und M nicht singulir ist, gilt demzufolge
M+ = M-1, Im weiteren ist der folgende leicht beweisbare Satz bekannt:

Lemma 1. Das lineare Gleichungssystem M x = d hat genau dann eine Lésung,
wenn M M*d = d gilt. Dann lautet die Lésung x = M+d + (I — M+ M)y mit
beliebigem y € R,,.

Betrachten wir nun das Problem (4):
@(x, 4,0) = min ¢’y
4) beziiglich My=5b—Ax,
y=0.
Nach Lemma, 1 gilt fiir jede zuléssige Losung y von (4):
y=M+b—Ax)--(I - M*M)2=0, zecR,,
sofern
MM+b—Az)y=b— Az,

was durch V 1 sichergestellt ist.

Damit geht (4) iiber in

6) p(x, 4,0y =ming M+ — Az) + ¢ (I — M+ M)z
( beziiglich (I — M+ M)z = M*+(Az —b), zeRn.
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Nach dem Dualitédtssatz gilt dann aber
p(x, A,b) = maxw M+(Ax —b) + ¢ M+(b — Ax)

(7) beziiglich (I — M*M)w = (I — M+M)yq,

w=0, wek,.
Nach (5 8) ist das identisch mit

@, 4,b) =max w M+(4dz —b) 4 ¢ M+ (b — Ax)

(8) beztiglich (I — M+*M)w = (I — M+M)q,

w=0.

Nach unseren Voraussetzungen ist ¢ (x, 4, b) immer endlich, d. h. (8) hat stets eine
endliche Losung, die bekanntlich immer durch einen Eckpunkt des zuldssigen Be-
reiches angegeben werden kann. Seien daher wi, ..., w; die Eckpunkte des zu-
lassigen Bereiches von (8), die man bekanntlich berechnen kann. Dann ist
9) @, 4,b) = maxw, M+(Adz —b) 4+ ¢ M+(b — Ax).

1<i<k
Damit haben wir die gewiinschte explizite Darstellung von ¢ (z, 4, b). Danach
geht (8) iiber in:

Minimiere
p) =8z + ¢ M+(6 — A2) + [ maxw, M*+(Ax—b)dP(4,b)
(10) 1=i<k
beziiglich Ajx=by,

z=0.

Sei wp die jeweils optimale Ecke von (8), die also von A, b und » abhingt. Wie in
[4] gezeigh wird, hat y (x) unter unseren Voraussetzungen einen stetigen Gradien-
ten, der nach (10) gegeben ist durch

(11) gl@)=0—A'M¥q+ [A M+ wodP(4,b).

Hier ist natiirlich das Integral iber die einzelnen Komponenten der vektorwertigen
Funktion 4’ M+ wy von (4, b) zu berechnen.

III. Ungleichungen

Die Darstellung (10) hat, abgesehen davon, dal sie die Funktion ¢(x, 4, b)
explizit angibt, noch den Vorteil, daB sich damit die in [4] und [7] mit ziemlich
groBem Aufwand hergeleiteten Ungleichungen wesentlich einfacher beweisen
lassen. Dazu nehmen wir an, daB in (3) und (4) die Zufallsvariablen 4, b, ¢ durch
ihre Erwartungswerte ersetzt werden. Dann geht (3) tiber in das lineare Programm
Minimiere y=¢z4q'y
beziiglich Az = b1,

Az + My =25,
r=0, y=0.

(12)

Wir nehmen nun an, da3 (12) einen endlichen Optimalwert y¢ besitzt. Folglich ist,
wenn zg € B diesen Optimalwert liefert, nach (10)

(13) yo =128 2o+ ¢ M+(b — Awo) + w; M+( Az —b),
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wobel
(14) w;-M+(A-x—~5)=maxw;M+(ffw—5).

1=isk

Nun gilt der folgende
Satz 1. Unier unseren Voraussetzungen gelten die Ungleichungen
yo < minp(x) < p(xo).
xeB
Bewets. Offenbar gilt
(15) w;-M+(Ax—~b)§maxw;M+(Ax—b)

1=i<k
fir alle z € B und alle moglichen (4, b).
Damit gilt nach (13) und (10)
yo =& o + ¢’ M+ (B — Awo) + [w; M+(4dxo— b)dP(A4,b)
STa + g MG — Ax) + [w; M+ (4x—b)dP(4,b)

(16) S¢x +q M+ — Ax) + [ maxw; M+(4x —b)dP(4,b)

1=igk
=y (@)
fir alle ze B.
Folglich gilt auch fiir einen Optimalpunkt £ von (10)

(17) 70 = 9(¥) = miny(2).
ze®B
Damit ist der Satz bewiesen, da die zweite Ungleichung trivial ist.

IV. Liosungsverfahren

105

Wie wir gesehen haben, ist y(x) konvex und stetig differenzierbar nach allen
Komponenten von x. Demzufolge bietet sich zur Losung von (10) ein Gradienten-
verfahren geradezu an. Das hier beschriebene Verfahren gehort in die Klasse der
von ZoUTENDIIK in [10] behandelten ,,Methoden der zuldssigen Richtungen® und

arbeitet folgendermafien:
1. Schritt. Bestimmung einer zuldssigen Losung zp von
Aix=b;, =0,
d.h. zp € B. Initialisierung & = 0.
2. Schritt. Bestimme
(18) { VE : Minx,g(wk)
beziiglich 4,2="5;, z=0.

3. Schritt. Ist yr = x,;g(xk), so ist xp eine Optimalldsung von (10). Ist yp <

< x,’cg(xk), so sei Zj eine Lésung von (18).
Dann folgt der
4. Schritt. Bestimme

beztiglich 0 £ 1<1.
Die Losung sei Ax. Dann setzt man
(20) g1 = Agxr + (1 — Ag) Zry und k=% +1

und beginnt wieder mit dem 2. Schritt.



106 P. KaLL:

Wir haben zu zeigen, dall man mit diesem Verfahren eine Lésung von (10)
bestimmen kann,

Satz 2. Die Zahlenfolge v (xy) konvergiert gegen den Optimalwert der Zielfunkiion
von (10). Die Folge {xy} enthilt eine konvergente Teilfolge, und jede konvergente
Teslfolge von {xy} konvergiert gegen eine Losung von (10).

Beweis. Es gilt 29 € B. Da B konvex ist, ist nach (18), (19) und (20) mit
zr e B auch 2541 €B, k= 0,1, .... Da B kompakt und y(x) stetig ist, hat y(x)
auf ¥ ein Minimum yy. Folglich gilt

21) wo < p(xk), kF=0,1,....
Ist das Verfahren endlich, so gilt nach dem 3. Schritt fiir ein &
xpg(er) = a'g(xg) firalle ze®B
und daher wegen der Konvexitit von y(x)
0= (2 — 2p) g (22) = (" — ) g (r) = p(2) — p(wyp) firalle zeP.

Also ist x optimal. Wir brauchen daher nur noch den unendlichen Fall zu be-
trachten. Wir nehmen nun an, dafl fur ein k die folgende Ungleichung gilt, wobei
natirlich xp1 +2% ist:

(22) Y (@p1) = P (@) -

Nach dem 4. Schritt gilt

(23) : P(ap) < p(x) firalle welzg, 2.
Aus (22) und (23) folgt

(24) p@) —pr) =0 firalle zelxg, zx].

Daher gilt fiir die Richtungsableitung von ¢(z) in 3 in der Richtung z — xx
:7(55\10_%']6% O§V§1,

. y@) —yplen) (@ — o) -
ze[ar, &Ic]

Da wir angenommen haben, da das Verfahren unendlich ist, muf aber im 3. Schritt
g (wn) < 29 (@)
und folglich

(26) e =20 ) < 0

|21 — ]

gelten. Aus dem Widerspruch zwischen (25) und (26) folgt, daf (22) falsch ist.
Folglich gilt

(27) Y(rg) <plxg) fir £=0,1,....

Aus (21) und (27) folgt die Konvergenz der Folge {y(zz)}.
Wir nehmen nun an, daB

(28) lim 9 (2z) = 91 > Yo

k~>o00
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gilt und wollen diese Annahme zum Widerspruch fihren. Sei £ eine optimale
zuléssige Losung von (10), d.h. (&) = yo. Da B kompakt ist, hat die Folge {xx}
mindestens einen Hiufungspunkt z € B. Folglich gibt es eine Teilfolge {x;,} derart,
daB
lim (zz) =& und limy(z,) = y(@) = y1.
—>c0

i—>o0 —>

Zur Abkiirzung setzen wir

(29) ale; ) = L0 2ye®; wiy.

In z sei

(30) @ — %) g(® =Min(x — 2/ g() fir i=1,...,r,
zeB

wobei die 7; alle die Eckpunkte von 9B sind, die in (30) optimal sind, d.h. » = 1.
Dann gilt wegen (28) und der Konvexitit von p(x) fuiri=1,...,r

(31) @ — &) g@) < (E— ) 9@ Sp@ —p@) =ypo—y1 <0
und folglich
(32) q@; 7)) =p <0 fir i=1,...,r.

Ferner gilt fiir alle iibrigen Eckpunkte Z; des zuldssigen Bereiches B
(33) @ —2)g@) =@ —2)g@) +y; i=r, j>r, y>0.

Nach (32) und (33) sind die folgenden Mengen U;, Uy wegen der Stetigkeit von
g (x) auf B Umgebungen von & beziiglich der relativen natiirlichen Topologie auf %:

~

U1 = {ol & — 2 @) 2 (G — ) (@) + 53 i =7, > 13 2 B},
U, ={x|q(x; %) §g, i <r; xe 58}.

Wegen (31) mufl

(34) |zi — 2| =26>0, i<r

gelten. Dann ist auch
ng{xl | @ — ] z%, P < xe%}

eine Umgebung von z in bezug auf die oben erwihnte Topologie.
Dann ist aber auch
Uy=Ui1nUsN Uz

eine solche Umgebung von &, und es existiert daher eine Kugel K (x, &) mit dem
Zentrum  und dem Radius £ > 0 derart, daB

Kg=8nNK(x,e)cUs.
Nun gilt

(35) §5¢K%, igr, da K;BCU4CU3,

(36) qwsd) <=L, i<r, weky, da KycUscUs.
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Weiter betrachten wir noch die Kugel X (z, ¢/2) und definieren die Umgebung von
zin B

Kl = %mK(a'c, 5)cKs.
Offenbar gelten in K% ebenfalls (35) und (36) und ferner

(87) [m——x"]g%, falls 2%c Ky und zeKg,

wobei K§, die abgeschlossene Hiille des Komplementes von Kg beziiglich 8 ist. Da
K eine Umgebung von  beziiglich der relativen natiirlichen Topologie auf 9 ist,
existiert ein jo derart, daB z;, € K§ fiir alle j > jo, d. h. K enthiilt unendlich viele
Punkte z;,. Da K% c Uy, wird das im 2. Schritt zu bestimmende Minimum fiir
jedes zy,, § > jo, in einem der Eckpunkte %, i < r, angenommen. Sei zu einem
derartigen x;, ein optimaler Eckpunkt ; bestimmt. Dann haben wir im 4. Schritt
einen Punkt z, . 1 € § = {&|z = 2, + A(@s — mp,), 0 < A < 1} so zu bestimmen,
daB y(x) auf S minimal wird. Nach (35) und (36) gilt 2, ¢ Kg. Sei 23, g€ Ky
der Schnittpunkt von S mit dem Rand von K (z, ¢). Dann gilt nach (37)

(38) | @1 — @] Z |20, n — 20| 25
Damit folgt wegen (36) nach dem Mittelwertsatz mit0 < @ < 1
P @y 41) = (@, r) = P (@5) + |z — ¥ | 9O, + (1~ O)ay, 5 %) =

39
( ) gi/"(“’kj)““‘%%:

d. h. die Zielfunktion nimmt in jedem von einem ;, € Kj ausgehenden Iterations-
schritt mindestens um }| e8| ab. Da K unendlich viele x;, enthalt, wiirde deshalb
p(x) auf B gegen —oo streben. Aus diesem Widerspruch zu (21) folgt, daB die
Annahme (28) falsch war. Also gilt

(40) klim p{xE) = Yo .
Wegen der Kompaktheit von 8 und der Stetigkeit von y () ist dann der Rest des
Satzes trivial.

Das oben angegebene Verfahren, das Wers in [9] zur Lésung seines bereits
erwihnten speziellen Problems benutzt hat, fithrt theoretisch ganz allgemein bei
der Minimierung einer konvexen, stetig differenzierbaren Funktion iiber einem
beschrinkten konvexen Polyeder zur Losung. Praktisch konnen jedoch im
4. Schritt bei der Minimierung von (izy + (1 — 2)Zx), 0 = A = 1, erhebliche
Schwierigkeiten auftreten, obwohl es sich ja hier nur noch um die Minimierung
einer Funktion von einer Variablen iiber einem beschrinkten abgeschlossenen
Intervall handelt. Bei WETS erscheint das Verfahren jedoch deshalb anwendbar,
weil sich in seinem Fall aufgrund der speziellen Struktur der Matrix M — und da
nur b stochastisch ist — v (z) und g (z) mit Hilfe einfacher Integrale von linearen
Funktionen von (4, b) darstellen lassen. Betrachtet man jedoch das allgemeine
Problem (10), so sieht man sofort, daB v (z) und g () hier komplizierter dargestellt
werden miissen. Nun ist es aber ohne weiteres moglich, das obige allgemeine Lé-
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sungsverfahren auf verschiedene Arten derart abzuéndern, daB die strenge Losung
der im 4. Schritt gestellten Minimierungsaufgabe umgangen wird. Eine Moglich-
keit, den 4. Schritt des Verfahrens zu d&ndern, wollen wir hier angeben:

4. Schritt. Setze x = 7 und
(41) y=uwg+ 3 — ).

Ist p(y) = p(x), g0 setze xp41 = x und beginne wieder mit dem 2. Schritt.

Ist p(y) << p(x), so setze x = y und kehre zuriick nach (41).

Wir haben zu zeigen, daBl auch dieses abgednderte Verfahren zum Ziel fiihrt.
Dazu beweisen wir zunichst das

Lemma 2. Bei dem abgeinderien Verfahren erhilt man in jedem Schritt eine
Verbesserung des Wertes der Zielfunktion.
Beweis. Nach (27) existiert ein 1, 0 =< 1 < 1, derart, daBl fir y = Azp -+
+ 1 == (1 — (@ — xx) + 2%
p(y) < (@)
gilt. Dann wiihlen wir eine natiirliche Zahl # so, daB

1

gilt und setzen
1 .
&=k + 55 (Tx — 2x) = par + (1 — p)y
mit
1
p=1— A=) <1.
Dann gilt nach unserer Vorschrift im 4. Schritt und wegen der Konvexitit von
p(x)
Y1) = (@) = pper) + A — @y ly) <plex);
und das war zu zeigen.
SchlieBlich beweisen wir noch den

Satz 3. Im abgeinderten Verfahren konvergiert die Folge {y(xx)} gegen den
Optimalwert der Zielfunktion von (10). Eine Teilfolge der xy konvergiert gegen eine
Optimallosung.

Bewevs. Lemma 2 zeigt, daB die Folge {y(zx)} monoton abnimmt. Da v (x;)
= o gilt, folgt die Konvergenz der Folge. Wir haben wieder zu zeigen, daB
lim y (x5) = o gilt, und gehen dabei analog wie im Beweis von Satz 2 vor, d. h.

k—oo

wir nehmen lim 9 (z5) > o an. Die im Beweis von Satz 2 definierten Mengen und
GroBen werden auch hier benutzt. Ferner ist

(42) a:max{]@—x]]xe]{%,iér}zg>0’
da K§ c Us. Wir wihlen eine natiirliche Zahl nq so grof3, daB

(43) gtz 2
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Dann gilt
| N 1 .
(44) W|xi—x]§2naa§~§—, i<r, zeKk.
Andererseits gilt, da K§ c Us,
€ 1 A ] ..
(45) ?g%|x@—x]g—2n—“;—f:3g>0 fiir xeK%

Nun betrachten wir die Kugeln K (z, o} und K (%, 2p) sowie die Menge K% = B N
N K (z, p), die offenbar wieder eine Umgebung von x begiiglich der relativen
natiirlichen Topologie auf B ist und daher, da z Hiufungspunkt der zy ist, unend-
lich viele 2z enthélt. Fir jedes z € K§ gilt mit ¢ =< r:

20 S g |8 — | — 0 = gy | B — | — o — &
=| g (B —2) — G~ )|
(46) ={x—{— o (%,-—x)—yz’
< |0 —&] + 55 | & — |
So+g=e.

Diese Abschatzung zeigt, daff wir im 4. Schritt des Verfahrens, ausgehend von
xp € K%, jedenfalls aus der Kugel K(x, 2p0) hinauskommen. Folglich gilt fir
zreK§, wenn y=xp -+ (1/2™)(Z; — ) gesetzt wird, 1<r und 0O <1,
unter Beachtung von (45)

P(@rr) S v() = p(@r) + g |5 — 22| a(Ons + (1 — O)y; &) =

(47) 8
Syl + 305

da nach (46)

[k + (1— O)y —&| =0 — ) + (1L — O)(y — 7)|
Olag—z| +(1—0)|y—2z|
Bo-+(1—0)e<¢
und daher (Ozy + (1 — O)y) € Ku c Us.

Aus (47) wiirde wieder folgen, daB v (rx) gegen —oo strebt, womit unsere An-
nahme, daB lim g (zx) > o sei, sich wieder als falsch erweist. Der Rest des Satzes
k—oo

IATIA U

ist nun wieder trivial.

Numerisch kann man das Verfahren noch weiter vereinfachen, indem man
z. B.im 4. Schritt nur so lange die Strecke [z, Zz] halbiert, bis man einen kleineren
Wert als p (xz) gefunden hat, und dann diese Stelle als 25y bezeichnet. Man muf}
aber bei allen derartigen Verinderungen des Verfahrens selbstverstindlich damit
rechnen, daf3 die Konvergenzrate gegeniiber dem allgemeinen Verfahren abnimmt.

V. Bemerkungen zum 2. Schritt

Wie wir gesehen haben, hat man in dem hier besprochenen Verfahren jeweils
im zweiten Schritt ein lineares Programm zu l6sen. Dabei wird sich im allgemeinen
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der Gradient der Zielfunktion g () von Mal zu Mal dndern. Eine zuldssige Losung
xy ist bekannt. Ferner ist auch eine zuldssige Basislosung Zp—; bekannt. Damit
kann man natiirlich ohne weiteres mit dem Simplexverfahren beginnen. Aller-
dings wird man dann u. U. relativ viele Transformationen durchfithren miissen,
da g (xg) in vielen Fillen nach dem 4. Schritt orthogonal ist zu [xg—1, Zz—1]. Des-
halb wollen wir uns noch einmal kurz mit der im II. Abschnitt eingefiihrten ver-
allgemeinerten Inversen einer Matrix befassen und eine aus der Literatur bekannte
Eigenschaft besonders erwahnen.

Nach (56) ist die Matrix 47" A; symmetrisch und, wie man leicht zeigen kann,
vom Rang r = Rang (4;). Ferner gilt nach (5)

Af A Af A1 = AT A,
(I—AfANI — Af A)) =T — A Ay — A Ay + AF s Af Ay =T — AT 4,
Af Ay(I — AT Ay) = A Ay — AT A1 AT A1 = A A1 — AT A1 =0,
Af A1+ (I —AfA) =1,
AT — AF Ay = Ay — Ay Af Ay = A1 — 4, — 0.

Aus diesen einfachen Beziehungen folgt, daB A7 A1 und I — A" A; Projektions-
matrizen sind. Dabei projiziert die Matrix I — A, A; alle Vektoren des R, aufden
Nullraum der Matrix A;. Diese Tatsache nutzen wir nun aus, um — #shnlich dem
Vorgehen von H. P. Kt~z1in {6] — lings der Projektion des negativen Gradienten
in den linearen Raum {x| A2 = b1} so weit wie moglich durch den zuldssigen
Bereich vorzudringen. Genau gesagt gehen wir folgendermafien vor:

Wir kennen im 2. Schritt ein 2z € B und daher auch den Gradienten der Ziel-
funktion von (18), g (xx). Dann setzen wir

T =T,
s=—(I — 4] 4d1)g(@z) .
s ist nach dem oben Gesagten die Projektion des negativen Gradienten in den

Nullraum {z| A3z = 0}. Ist s = 0, so hat man offenbar das Optimum von p(z) er-
reicht. Sei daher s + 0. Nun bestimmt man ein 4 = 0 derart, daB

y=uz-4 s
gerade noch in B liegt, d. h.
2= Min (]i si<0).
1siga v %

Danach beginnt man in y, das Problem (18) mit dem von D. Oxigxzr? in [8] an-
gegebenen linearen Programmierungsverfahren zu lésen.
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