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Zusammenfassung 

Es wird das aus der Literatur ([1], [4], [7], [9J) bekannte zweistufige Problem behandelt, 
wobei allerdings nicht nur die ,,rechten Seiten" bzw. die Koeffizienten der Zielfunktion 
stochastische Variable sind. Zun~chst wird das Problem neu formuliert wie in [1], was sich fiir 
den Beweis der in [7] und [4] eher umst~ndlich bewiesenen Ungleichungen als niitzlich erweist. 
SchlieBlich wird ein Verfahren der zul~ssigen Richtungen zur L6sung des Problems angegeben 
und seine Konvergenz bewiesen. 

I. Einleitung 

Gegeben sei ein lineares Programm der folgenden Art : Minimiere 

c ' x + q ' y  
(1) beziiglieh (~) A l x  : bl ,  x >= 0,  

(fl) A x + M y  -~b , y ~ O .  

Die Entscheidungsvariablen sind die Komponenten yon x und y. Dabei sind A1 
eine (ml • nz)-Matrix, A eine (m • nl)-Matrix, M eine (m • n)-Matrix, bz ein mz- 
Vektor, b ein m-Vektor; c und x sind nl-Vektoren und q und y sind n-Vektoren. 
Solange die Elemente yon A1, A,  M, c, q, bl, b lest gegeben sind, ist dieses Problem 
bekanntlich numeriseh 15sbar. N immt  man nun jedoeh an - -  was wir in dieser 
Arbeit tun wollen - - ,  da6 die Elemente yon A, b, c zuf~llige GrSl~en mit  fest ge- 
gebenen Verteilungen shad, so verliert das Problem (1) offenbar seinen Sinn, wenn 
man die Realisationen der Zufallsvariablen noeh nicht kennt. Wir brauchen also 
fiir diesen Fall eine neue Problemstellung, die wit aus der folgenden Vorschrift 
gewinnen: 

1. Bevor die Realisationen der Zufatlsvariablen bekannt  sind, best immt man 
ein x so, dal~ es ( i s )  geniigt. 

A 

2. Wenn man nachher die Realis~tionen A, b kennt, bes t immt man die L6sung 
des sog. ~qotprogramms (Programm der zweiten Stufe) 

rain q ' y ,  

(2) M y  ='b -- A x ,  
y>=O. 

3. Unter  1. hat  man ~ so zu w/~hlen, da~ die erwarteten Gesamtkosten minimiert  
werden. 

8* 
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Diese Vorsehrift ergibt nun die folgende Problemstellung: 

Minimiere 

(3) y~(x) -~ E(e'  x ~- q~(x, A,  b)} 
bezfiglich A l x  -~ bl ,  

x = > 0 ,  

wobei ~ (x, A, b) der Optimalwert des Notprogramms ist: 

Minimiere 

(4) q'Y 
bezfiglieh M y  ~ b -- A x ,  

y ~ 0 .  

In [4] ~ r d  das Problem (3) ausffihrlich diskutiert. Gestfitzt auf die dort erzielten 
Resultate machen wit einige Voraussetzungen, deren Bedeutung wir anschlieBend 
kurz diskutieren: 

V 1: Die Matrix M gestattet zu ]eder zuldssigen LSsung x von (3) und zu ]eder 
Realisation yon A,  b eine zuldssige L6sung yon (4). 

V 2: Das System 

M ' z ~ q  

hat eine zulSssige LSsung z. 

V 3: Der Bereich ~ = { x I A l x  ~- bl, x ~ 0} ist bezchrdnkt (und nicht leer). 

u  Das Wahrscheinlichkeitsmafl P ( A ,  b) ist absolut stetig in bezug au/ das 
Lebesgue-Mafl ~ (A, b) i~ber dem Rm(nl + l), und der Erwartungswert E ( (A, b, c)} 

(A, b, ~) existiert. [Der erste Teil dieser Voraussetzung ist erfiillt, wenn die ge- 
meinsame Verteilungsfunktion F (A, b) absolut stetig ist.] 

Bemerkungen zu diesen Voraussetzungen: 

Zu V 1: In [4] werden hinreichende Bedingungen ffir M angegeben daffir, da~ 
V 1 erfiillt ist. Diese Bedingungen lassen sich dadureh nachprfifen, dal~ man die 
Vertri~glichkeit eines linearen Restriktionensystems, in dem z. T. streng positive 
Variable verlangt werden, feststellt. Falls die Menge {b -- A x I x e ~, (A, b) eine 
mSgliche Realisation} eine Kugel um den Ursprung enth~lt, sind diese Bedingun- 
gen auch notwendig. 

Zu V 2: Diese Voraussetzung garantiert (zusammen mit V 1), dal3 das Not- 
programm (4) zu jedem x E !~ und zu jeder (endlichen) Realisation yon (A, b) eine 
endliche LSsung hat. Ist  diese Voraussetzung verletzt, so folgt aus V 1 und dem 
Dualit~tssatz, da~ die L5sung des Notprogramms stets unendlieh ist, womit dann 
die Problemstellung (3) sinnlos wird. 

Zu V 3: Diese Bedingung garantiert die Existenz einer LSsung yon (3). Vom 
theoretischen Standpunkt aus erscheint diese Voraussetzung sieher als sehr ein- 
schri~nkend; es ist jedoeh zu beachten, dab es in den praktisch auftretenden Pro- 
grammierungsproblemen im allgemeinen mSglich ist, z. B. eine obere Schranke 
der Summe der Variablen anzugeben, womit V 3 bereits erffillt ist. 
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Z u  V 4: Diese Voraussetzung garantiert -- zusammen mit V 1 und V 2 -- ,  dab 
in jedem zul~ssigen x die Zielfunktion ~ (x) endlich ist und einen stetigen Gradien- 
ten g (x) besitzt, wie in [4] gezeigt wird. Ferner ist ~p (x) konvex. 

II. Eine iiquivalente Formulierung des Problems 

Die Problemstellung (3) erseheint etwas unhandlieh, da die Funktion 9 (x, A, b) 
nicht explizit gegeben ist. Ffir den Spezialfalt, dab nur b zuf~llige Variable enth/~lt 
und M = (I, -- I) ist ( I i s t  die Einheitsmatrix), hat  WETS die Funktion 9 (x, A, b) 
in [9] explizit angegeben, wobei er den Dualit/itssatz benutzt. Ffir den weiteren 
Sonderfall, dab nur b stoehastisehe GrSBen enth/~lt, M aber nur der Bedingung V 1 
unterworfen ist, haben C~AgNES, COOrE~ und T~oMPsoN in [1] eine andere For- 
mulierung gefunden, so dab ~ (x, A, b) explizit gegeben ist. In  dem in dieser Arbeit 
behandelten allgemeinen Fall kann man 9(x, A, b) mit Itilfe des Simplex-Krite- 
riums explizit darstellen, wie das in [4] geschehen ist. Fiir die numerische Aus- 
wertung seheint jedoch das Vorgehen yon CHAgXES, COO~Eg und THOMPSON ge- 
eigneter zu sein, das sieh auf den allgemeinen Fall ohne weiteres fibertragen l/~Bt. 
Dazu ben6tigen wir den Begriff der verallgemeinerten Inversen einer Matrix. 

Definition. Sei M eine (mx n)-Matrix. Eine (n • m)-Matrix M + heiBt die ver- 
allgemeinerte Inverse yon M, wenn M + den folgenden Bedingungen genfigt: 

(~) M M + M  = M ,  

(5) (13) M + M M +  = M + '  
(~) (MM+)  ' = M M + ,  

((5) (M+M)  ' : M + M .  

Aus der Literatur (s. [1]) ist bekannt, dab das System (5) zu ]eder Matrix M genau 
eine LSsung besitzt. Falls m : n und M nicht singul/~r ist, gilt demzufolge 
M + ---- M -1. Im weiteren ist der folgende leicht beweisbare Satz bekannt:  

Lemma 1. Das lineare Gleichungssystem M x  : d hat genau dann eine LSsung, 
wenn M M + d  ~- d gilt. Dann  lautet die L6sung x : M+d -k ( I  - -  M + M ) y  mit  
beliebigem y ~ Rn. 

Betrachten wir nun das Problem (4) : 

qJ(x, A ,  b) : rain q ' y  

(4) bezfiglieh M y  -~- b - -  A x ,  

y > 0 .  

Naeh Lemma 1 gilt ffir jede zuliissige LSsung y von (4) : 

y = M + ( b - - A x ) + ( I - - M + M ) z > O ,  z E R n ,  

sofern 

M M + ( b - -  A x )  = b - -  A x ,  

was durch V 1 sichergestellt ist. 
Damit geht (4) fiber in 

(6) 9 ( x , A , b ) = m i n q ,  M + ( b _ A x ) + q , ( I _ M + M )  z 
bezfiglieh (I -- M +M) z > M+(A x -- b), z ~ R n .  
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Naeh dem Dualit~tssatz gilt dann aber 

q ~ ( x , A , b ) = m a x w ,  M + ( A x _ b ) + q , M + ( b _ A x )  

(7) bezfiglieh ( I  - -  M + M ) ' w  = ( I  - -  M + M ) ' q ,  

w > = O ,  w E R , .  

Nach (5 ~) ist das identisch mit 

~(x, A, b) ~ max w ' M + ( A x  - -  b) + q ' M +  (b - -  A x )  

(8) bezfiglieh ( I  - -  M + M ) w  -= ( I  - -  M + M ) q ,  

w=>0.  

Nach unseren Voraussetzungen ist ~ (x, A, b) immer endlich, d. h. (8) hat  stets eine 
endliehe LSsung, die bekanntlieh immer durch einen Eckpunkt des zuls Be- 
reiches angegeben werden kann. Seien daher wl, . . . ,  w~ die Eckpunkte des zu- 
ls Bereiehes yon (8), die man bekanntlieh berechnen kann. Dann ist 

' + 
(9) ~ (x, A, b) ---- max w i M  (A x - -  b) + q' M + (b - -  A x ) .  

l<--i~_k 

Damit haben wit die gewfinschte explizite Darstellung yon ~(x, A, b). Danach 
geht (3) fiber in: 

Minimiere 
y J ( x ) = ~ ' x + q ' M + ( ~ - - . ~ i x ) +  f m a x w i M  (.Ax b ) d P ( A , b )  

(10) 1<i<~ 
bezfiglich A z x  = bl , 

x ~ 0 .  

Sei w0 die jewefls optimale Ecke yon (8), die also yon A, b und x abh/~ngt. Wie in 
[4] gezeigt wird, hat  ~ (x) unter unseren Voraussetzungen einen stetigen Gradien- 
ten, der nach (10) gegeben ist durch 

(11) g(x)  = 6 - -  .~' M+'  q + ] A '  M+'  w o d P  (A,  b) . 

Hier ist natfirlich das Integral fiber die einzelnen Komponenten der vektorwertigen 
Funktion A ' M + ' w o  yon (A, b) zu bereehnen. 

III. Ungleichungen 
Die Darstellung (10) hat, abgesehen davon, dab sie die Funktion ~(x, A, b) 

explizit angibt, noch den Vortefl, dab sich damit die in [4] und [7] mit ziemlich 
grol3em Aufwand hergeleiteten Ungleiehungen wesentlich einfacher beweisen 
lassen. Dazu nehmen wir an, dab in (3) und (4) die Zufallsvariablen A, b, c dureh 
ihre Erwartungswerte ersetzt werden. Dann geht (3) fiber in das lineare Programm 

I Minimiere ~ = ~' x -~ q' y 
(12) / bezfiglich A z x  = bz,  

.Ax  + M y  = [~ , 

x ~ 0 ,  y ~ 0 .  

Wir nehmen nun an, dab (12) einen endlichen Optimalwert y0 besitzt. Folglieh ist, 
wenn x0 e !~ diesen Optimalwert liefert, nach (10) 

(13) ~o = ~' xo -~ q' M +  (~ - -  .A xo) + w~ M + (.A xo - -  ~) , 
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wobei 

(14) w j M +  ( ~  x - -  b) -~ m a x  wi i +  ( ~  x --  b) . 
l ~ _ i ~ k  

Nun gilt der folgende 

Satz 1. Unter unseren Vorawssetzungen gelten die Ungleichungen 

70 < rain ~, (x) <= ~p (xo). 
xe!O 

Beweis. Offenbar gilt 
�9 ~ P _[_ 

(15) w j M + ( A x  --  b) < m a x w l M  ( A x  - -  b) 

fiir alle x e ~ und alle mSgliehen (A, b). 
Damit gilt nach (13) und (10) 

2 

7o = ~' xo -~- q 'M+($  --  ~ x o )  + f w j M + ( A x o  --  b ) d P ( A , b )  
/ 

~' x -~ q 'M+(b --  .4x)  + f w i M + ( A x  --  b ) d P ( A ,  b) 
(16) ~ 5 'x  ~- q ' M + ( 6 - -  ~ x )  + f m a x w ~ M + ( A x - -  b ) d P ( A , b )  

l ~ _ i ~ k  

= ~ (X) 

ffir alle x ~ ~.  
Folglich grit auch ffir einen Optimalpunkt 2 yon (10) 

(17) 70 < ~v(2) -= min~v(x). 

Damit ist der Satz bewiesen, da die zweite Ungleichung trivial ist. 

IV. Liisungsverfahren 
Wie wir gesehen haben, ist ~v (x) konvex und stetig differenzierbar nach allen 

Komponenten yon x. Demzufolge bietet sich zur LSsung yon (10) ein Gradienten- 
verfahren geradezu an. Das hier beschriebene Verfahren gehSrt in die Klasse der 
yon ZOUTE~DIJK in [10] behandelten ,,Methoden der zul~ssigen Richtungen" und 
arbeitet folgenderma~en: 

1. Schritt. Bestimmung einer zul~ssigen LSsung xo yon 

A l x = b l ,  x ~ O ,  

d.h. x0 e ~.  Initialisierung/c = 0. 

2. Schrltt. Bestimme 

7~ = Minx '  g(xD 
(18) bezfiglich A1 x = bl, x ~ 0. 

3. Schrltt. Ist  7~ ~ xkg(xk),  So ist xk eine OptimallSsung yon (10). Ist  7~ 
t A 

xkg(x~), so sei xk eine LSsung yon (18). 
Dann folgt der 

4. Schritt. Bestimme 

(19) / bezfiglich 0 ~ 2 ~ 1. 

Die LSsung sei ~ .  Dann setzt man 

(20) x ~ + l : 2 ~ x ~ - ~ ( 1 - - 2 ~ ) ~  und / c : / c ~ - I  

und beginnt wieder mit dem 2. Schritt. 



106 P. KM.L: 

Wir  haben  zu zeigen, dab  m a n  mi t  diesem Verfahren eine L6sung von (10) 
bes t immen  kann.  

Satz 2. Die Zahlen/olge ~f (Xk) konvergiert gegen den Optimalwert der Ziel]unktion 
von (10). Die Folge {x/c} enth~ilt eine konvergente Teil/olge, und ]ede konvergente 
Teil/olge von {xk} konvergiert gegen eine L6sung von (10). 

Beweis. Es gilt  x0 e !~. Da  !3 konvex  ist, ist  nach (18), (19) und  (20) mi t  
x~ e !~ auch Xk+l e ~ ,  k = 0, 1, . . . .  Da  ~ k o m p a k t  und  F (x) s tet ig ist, ha t  ~p (x) 
au f  ~ ein Min imum ~v0. Folglich gilt  

(21) ~o ~ ~P(Xk), k = 0, 1 . . . . .  

I s t  das Verfahren endlich, so gilt nach dem 3. Schri t t  ffir ein k 
t 

xkg(xk ) <=x'g(x~) ffir alle x ~  

und  daher  wegen der  Konvexit /~t  yon  ~v (x) 
t t t 

0 = (x k - -  x~) g (x~) ~ (x'  - -  x~) g (x~) ~ ~ (x) - -  ~ (x~) ffir alle x e !~. 

Also ist  xk opt imal .  Wir  b rauchen  daher  nur  noch den unendlichen Fal l  zu be- 
t rachten .  Wir  nehmen  n u n  an, dab  ffir ein k die folgende Ungleichung gilt, wobei 
natfirl ich xk+l :~ xk ist:  

(22) y (xk+l) ~ ~p (x~). 

Nach  dem 4. Schri t t  gilt  

(23) yJ (X~+l) ~ ~p (x) fiir alle x e [x~, ~ ] .  

Aus (22) und  (23) folgt 

(24) ~p (x) - -  ~p (x~) > 0 ffir alle x z [x~, ~ ] .  

Daher  gilt fiir die Rich tungsable i tung  yon  yJ(x) in xk in der Rich tung  x - -  xz 
= y ( ~ - - x ~ ) ,  0 ~ y < l ,  

(25) l im Ix -- x~] - -  [ ~  ~ ~ ]  g(x~) > 0.  

Da  wit  angenommen  haben,  dab  das Verfahren unendlich ist, muB aber  im 3. Schri t t  

< x~g(x~) 

und  folglich 

(26) ( x ~ -  ~) e(z ) < o 

gelten. Aus dem Widerspruch  zwischen (25) und (26) folgt, da$ (22) falsch ist. 
Folglich gilt  

(27) ~p (x~+l) < y~ (xk) ffir k = 0, 1 . . . . .  

Aus (21) und  (27) folgt die Konvergenz  der Folge {~f(x~)}. 
Wir  nehmen  nun  an, dab  

(28) lira y~ (xD = y~l > ~fo 
k - - >  r  
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gilt und wollen diese Annahme zum Widerspruch ffihren. Sei s eine optimale 
zul/~ssige LSsung yon (10), d.h. ~ (2) ---- YJ0. Da !3 kompakt ist, hat  die Folge {x~} 
mindestens einen H/~ufungspunkt x e ~.  Folglich gibt es eine Teilfolge {x~} derart, 
dal] 

lim (xk,) ~ 5: und lira ~p (xk,) = y~ (~) = y)l. 
i--->c0 i--~oo 

Zur Abkiirzung setzen wir 

(29) q(x; y ) -  ( y - x ) '  [ y _ x l g ( x ) ;  x , y ~ ;  x # y .  

In  x sei 

(30) (~  --  ~)' g (~) ---- Min(x -- 2)' g (~) ffir i = 1 . . . . .  r ,  
x e ~  

wobei die ~, alle die Eckpunkte yon !3 sind, die in (30) optimal sind, d.h. r > 1. 
Dann gilt wegen (28) und der Konvexit/~t yon yJ (x) fiir i = l, . . . ,  r 

(31) (~i -- x)'g(~) ~ (x -- ~)'g(~) ~ ~(~) -- ~(~) : ~po -- y ) l <  0 

und folglich 

(32) q(~;~i) < f i < 0  f/Jr i = l  . . . . .  r .  

Ferner gilt ffir alle fibrigen Eckpunkte ~j des zul/issigen Bereiches 

(33) ( ~ J - - ~ ) ' g ( x ) > ( ~ - - ~ ) ' g ( ~ ) ~ - 7 ;  i=< r ,  j > r ,  7 > 0 -  

Nach (32) und (33) sind die folgenden Mengen U~, U~. wegen der Stetigkeit yon 
g (x) auf ~ Umgebungen yon ~ beziiglich der relativen natfirlichen Topologie auf ~ : 

{ , } Ut  = x I ( ~  - z) '  g (x) > ( ~  - x) '  g (x) + ~- ,  i < r ,  ~ > r ;  x e ~ , 

U2 : { x l q ( x ;  xi) ~ f l ,  i ~ r; x e ~} .  

Wegen (31) mul~ 

(34) I ~ - ~  I>=~>o, i__<~ 

gelten. Dann ist auch 

xI I  -xl = 2, i<:r; 

eine Umgebung von x in bezug auf die oben erw/ihnte Topologie. 
Dann ist aber auch 

U 4 : U ~ U ~ n U a  

eine solche Umgebung von ~, und es existiert daher eine Kugel K (x, s) mit dem 
Zentrum & und dem l~adius s > 0 derart, dab 

K ~ = ~ ( ~ K ( x , e )  cU4 .  
Nun gilt 

(35) ~ K ~ ,  i ~ r ,  da K ~ c U 4 c U s ,  

(36) q ( x ; ~ ) ~ ,  i~=r,  x e K ~ ,  da K ~ c U 4 c U 2 .  
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Weiter betrachten wit noch die Kugel K (~, e/2) und definieren die Umgebung yon 
&in !3 

Offenbar gelten in K~ ebenfalls (35) und (36) und ferner 

(37) I x - - x ~  I > ~ ,  falls x ~  und x e K ~ ,  

wobei ~ die abgeschlossene Hfille des Komplementes yon K~ bezfiglich ~ ist. Da 
K~ eine Umgebung yon ~ bezfiglieh der relativen natfirlichen Topologie auf ~3 ist, 
existiert ein ]o derart, dab x~ e K~ ffir alle ] > ]0, d. h. K~ enth/~lt unendlieh viele 
Punkte x~j. Da K~ c U1, wird das im 2. Sehritt zu bestimmende Minimum ffir 
jedes xk~, ] > ]o, in einem der Eckpunkte xl, i < r, angenommen. Sei zu einem 
derartigen xk~ ein optimaler Eekpunkt  ~t bestimmt. Dann haben wir im 4. Schritt 
einen Punkt  X k j + l  e S = { X l X  = Xk: ~ -~ ~('Xl - -  Xk,), 0 <~ ~ ~ 1} so zu bestimmen, 
da$ Iv(x) auf S minimal wird. Nach (35) und (36) gilt xkr ~ K~. Sei xkj, R e K~ 
der Schnittpunkt yon S re_it dem Rand yon K(~, s). Dann gilt naeh (37) 

( 3 s )  [ - > I - > 

Damit folg~ wegen (36) nach dem MittelweI~satz mit 0 ~< O =< 1 

~(xk~+~) <--_ ~'(xk~,R) = Iv(xk~) + [xk,,~ - x k ~ l q ( 0 %  + (1 - O)xk~,R;~) < 
(39) ~ fl 

< ~(%)  + 2 2 ' 

d. h. die Zielfunktion nimmt in jedem yon einem xkj e K~ ausgehenden Iterations- 
schritt mindestens um ~l efil ab. Da K~ unendlieh viele xkj enth/ilt, wfirde deshalb 
iv(x) auf !8 gegen --cr streben. Aus diesem Widersprueh zu (21) folgt, dai3 die 
Annahme (28) falseh war. Also gilt 

(40) lira iv (x~) = iv0. 
]r c~ 

Wegen der Kompakthei t  yon ~ und der Stetigkeit yon iv (x) ist dann der Rest des 
Satzes trivial. 

Das oben angegebene Verfahren, das W~.Ts in [9] zur L6sung seines bereits 
erw/ihnten speziellen Problems benutzt hat, ffihrt theoretiseh ganz allgemein bei 
der Minimierung einer konvexen, stetig differenzierbaren Funktion fiber einem 
besehr/ii~kten konvexen Polyeder zur L6sung. Praktisch k6nnen jedoeh im 
4. Schritt bei tier Minimierung yon iv(2x~ A- (1 -- 1 )~ ) ,  0 < 2 < 1, erhebliehe 
Schwierigkeiten auftreten, obwohl es sich ja bier nut  noch um die Minimierung 
einer Yunktion yon einer Variablen fiber einem besehr/inkten abgesehlossenen 
Intervall handelt. Bei W~TS erseheint das Verfahren jedoeh deshalb anwendbar, 
well sieh in seinem Fall aufgrund der speziellen Struktur der Matrix M --  und da 
nur b stochastiseh ist -- ~ (x) und g (x) mit I-Iflfe einfacher Integrale yon linearen 
Funktionen yon (A, b) darstellen lassen. Betraehtet  man jedoch das allgemeine 
Problem (10), so sieht man soforb, da$ iv (x) und g (x) hier komplizierter dargestellt 
werden mfissen. Nun ist es abet ohne weiteres m6glieh, das obige allgemeine L6- 
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sungsverfahren auf  verschiedene Arten  derar t  abzuiindern, dab  die strenge LSsung 
der  im 4. Schri t t  gestell ten Minimierungsaufgabe umgangen  wird. Eine MSglich- 
keit,  den 4. Schri t t  des Verfahrens zu s wollen wir hier angeben:  

4. Schritt. Setze x ~ ~g und  

(41) y ---- x~ -~ �89 -- x~). 

I s t  V (y) ~ V (x), so setze xk+l = x und beginne wieder mi t  dem 2. Schrit t .  
I s t  %0 (y) < %0 (x), so setze x ---- y und  kehre  zuriick nach (41). 
Wir  haben  zu zeigen, dab  auch dieses abges  Verfahren zum Ziel ffihrt. 

Dazu  beweisen wir zuns  das 

L e m m a  2. Bei dem abge~inderten Ver/ahren erhglt man in ]edem Schritt eine 
Verbesserung des Wertes der Ziel/unlction. 

Beweis. Nach  (27) existiert  ein ~, 0 =< A < 1, derar t ,  dab ffir y ~ l x ~  ~- 

%0 (Y) < %0 (xD 

gilt. D a n n  ws wir eine natfirliche Zahl n so, dab 

1 
2 n  

gilt und  setzen 

mi t  

1 
x = xk + - ~  ( ~  - -  xk) -~ #x~ + (1 - -  # ) y  

1 
/~ ---- i -- 2n(l _ ~)- < i. 

]:)ann gilt nach unserer  Vorschrif t  im 4. Sehri t t  und  wegen der Konvexi tKt  yon 
%0(x) 

%0(xk+1) ~ %0(x) =~/~%0(x~) + (1 --/t)%0(y) < %0(x~); 

und  das war  zu zeigen. 
SchlieBlich beweisen wir noch den 

Satz 3. Im abge~nderten Ver/ahren konvergiert die Folge {%0(xk)} gegen den 
Optimalwert der Ziel/unlction von (10). Eine Teil/olge der x~: lconvergiert gegen eine 
Optimall6sung. 

Beweis. L e m m a  2 zeigt, dab die Folge {%0(xk)} mono ton  abn immt .  Da  %0(xk) 
%00 gilt, folgt die Konvergenz  der Folge. Wir  haben  wieder zu zeigen, dab  

l im %0 (xk) ~ %00 gilt, und  gehen dabei  analog wie im Beweis yon Satz 2 vor,  d. h. 
]r c~ 

wit  nehmen  lira %0 (x~) > %00 an. Die im Beweis yon  Satz 2 definierten Mengen und  
GrSBen werden auch hier benutzt .  Ferner  ist 

^ 
(42) ~ = m a x { ] x ~ - -  x] lxe  g~, i _~ r} ~ ~- > O, 

da K ~  c Us. Wir  ws eine natfirliche Zahl no so groB, dab  

(43) 2 no-1 ~ --. 
8 
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Dann gilt 
(44) 1 ^ 1 < ~_e 2n~ i<_r, x~g~. 
Andererseits gilt, da K~ c Ua, 

e 1 6 
(45) 2 ->-~7o]  ~ - x l  > 2n0+1 - - - -3e>O fiir x e g ~  

Nun betraehten wir die Kugeln K(x, 9) und K(~, 29) sowie die Menge K~ : !~ n 
(3 K(&, 9), die offenbar wieder eine Umgebung v o n &  bezfiglich der relativen 
natfirliehen Topologie auf !3 ist und daher, da ~ H/iufungspunkt der xk ist, unend- 
lieh viele x~ enth/~lt. Fiir jedes x e K~ gilt mit i < r: 

1 ^ 1 
29 < ~ : l x , - z l - 9  < ~  I ~ - x l -  Ix-~l  

1 =< ~ ;  (~ - x )  - ( ~  - x )  

1 ^ I (46) = x + ~ ( x i - - x ) - - z v  I 

_~< 
< e + 2  = s .  

Diese Absch/~tzung zeigt, dab wir im 4. Sehritt des Verfahrens, ausgehend von 
x~ e K e ,  jedenfalls aus der Kugel K(~, 29) hinauskommen. Folglieh gilt ffir 
x~eK~, wenn y=xkA-(1/2"~ gesetzt wird, i<=r u n d 0 ~ < O ~ < l ,  
unter Beaehtung von (45) 

1 ^ 
~p(xk+l) < ~(y) = ~(x~) -4- ~ 7  1 x* -- x~lq(Oxk + (1 -- O)y; ~) g 

(47) R 
V~ (xD § 3 9 ~-, 

da naeh (46) 

I o ~  + (~ - O ) y -  ~1 = I o ( ~  - ~) + (~ - O ) ( y -  ~)1 
<= O{x~-~l +(~-o)Iy-~l  

O 9 + ( 1 - - O ) s ~ = s  

und daher (Oxk -~ (1 --  O)y) ~ K~ r U2. 
Aus (47) wiirde wieder folgen, dab y~(x~) gegen --oo strebt, womit unsere An- 

nahme, dab lim y~ (x~) > y~0 sei, sich wieder als f~lseh erweist. Der Rest des Satzes 
]$--> oo 

ist nun wieder trivial. 
Numerisch kann man das Verfahren noeh weiter vereinfaehen, indem man 

z. B. im 4. Sehritt nur so lange die Streeke [x~, ~ ]  halbiert, bis man einen kleineren 
Wert als y~ (x~) gefunden hat, und dann diese Stelle als x~+~ bezeichnet. Man muB 
aber bei allen derartigen Ver~nderungen des Verfahrens selbstverst~ndlieh damit 
reehnen, dab die Konvergenzrate gegenfiber dem allgemeinen Verfahren abnimmt. 

V. Bemerkungen zum 2. Sehritt 

Wie wir gesehen haben, hat  man in dem hier besproehenen Verfahren jeweils 
im zweiten Sehritt ein lineares Programm zu 16sen. Dabei wird sieh im allgemeinen 
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der Gradient  der Zielfunktion g (x D von Mal zu Mal s Eine zuls LSsung 
x~ ist bekannt .  Ferner  ist auch eine zul~ssige Basisl6sung xk-1 bekannt .  Dami t  
kann  man  natiirlich ohne weiteres mit  dem Simplexverfahren beginnen. Aller- 
dings wird man  dann  u. U. relativ viele Transformat ionen durehffihren miissen, 
da g (x~) in vielen F~llen naeh dem 4. Sehrit t  orthogonal  ist zu [xk-1, xk-1]. Des- 
halb wollen wir uns noch einmal kurz mit  der im I I .  Absehni t t  eingeffihrten ver- 
allgemeinerten Inversen  einer Matrix befassen und  eine aus der Li tera tur  bekannte  
Eigensehaft  besonders erw/~hnen. 

Nach  (5 ~) ist die Matrix A + A1 symmetr isch und, wie man  leicht zeigen kann, 
vom Rang  r = Rang  (A1). Ferner  gilt naeh (5) 

A ~ A 1 A + A I ~ - A + A 1 ,  

( I - -  A + A 1 ) ( I - -  A+A1)---- I - -  AI+A1-- A+A1 + A+A1A+A1---- I - -  A+A1,  
A + A I ( I - -  A+A1) ~ A + A 1 - -  A+A1A+A1 = A + A 1 - -  A+A1 ~ O, 

A+ A1 + ( I - -  A+ A1) = I ,  

A I ( I - -  AI+ A1) = A1- -  A1A+ A1 = A1- -  A1 = O. 

Aus diesen einfaehen Beziehungen folgt, dab A+A1 und I -  A~ + A1 Projektions- 
matr izen sind. Dabei  projiziert die Matrix I - -  A + A1 alle Vektoren des Rn au fden  
Nul l raum der Matrix A1. Diese Tatsaehe nutzen wit nun  aus, u m  - -  /ihnlieh dem 
Vorgehen yon  H. P. KOzezI in [6] --  1/~ngs der Projekt ion des negat iven Gradienten 
in den linearen R a u m  {X[AlX = bl} so welt wie m6glieh dureh den zul~ssigen 
Bereieh vorzudringen.  Genau gesagt gehen wir folgendermai~en vor :  

Wi t  kennen im 2. Sehrit t  ein x~ ~ ~3 und  daher aueh den Gradienten der Ziel- 
funkt ion yon  (18), g (x~). Dann  setzen wit 

x = x/c, 

s = - - ( I - -  A+A1)g(x~). 

s ist naeh dem oben Gesagten die Projekt ion des negat iven Gradienten in den 
Nul l raum {z[A1 z = 0}. I s t s  = 0, so ha t  m a n  offenbar das Opt imum yon  ~p (x) er- 
reicht. Sei daher  s .  0. Nun  bes t immt man  ein ~ ~ 0 derart,  dab 

y = x + ~ s  

gerade noch in ~3 liegt, d. h. 

= s~ d 0  . 
l <=i~ni 

Danach  beginnt  man  in y, das Problem (18) mit  dem von  D. OzqiGKWrr in [8] an- 
gegebenen linearen Programmierungsverfahren zu 16sen. 
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