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1. Problemstellung und Hauptergebnisse 

Unter einem sequentiellen oder mehrstufigen Test versteht man im Gegen- 
satz zum klassischen oder einstufigen Test ein Entscheidungsverfahren, bei dem 
zun~ichst eine Beobachtung (erste Stufe) gemacht und anschlieBend entschieden 
wird, ob eine endgtiltige Entscheidung (Terminalentscheidung) zu treffen oder 
eine weitere Beobachtung (zweite Stufe) durchzuftihren ist. Im letzteren Fall ist 
dann wiederum entweder eine Terminalentscheidung zu f~illen oder erneut zu 
beobachten, usw. Systematisch wurden sequentielle Tests erstmalig von Wald [17] 
untersucht. Eine Zusammenfassung neuerer Ergebnisse findet sich in der Mono- 
graphie von Wetherill [19], die neben einem umfangreichen Literaturverzeichnis 
zahlreiche praktische Anwendungen mehrstufiger Verfahren enth/ilt. Mit Rtick- 
sicht darauf wollen wir uns bei den Literaturangaben auf diejenigen Arbeiten 
beschr/inken, deren Ergebnisse explizit benutzt werden. 

Wit legen unseren Betrachtungen ein Modell zugrunde, welches yon Richter 
stammt (s. [-13]). 

(1.1) Definition. Gegeben sei eine Grundmenge g2 mit Elementen co, ein o-- 
K6rper 3 tiber f2, sowie die Wahrscheinlichkeitsmage (Hypothesen) Pt . . . .  , P, auf 
3. Weiter sei gegeben die aufsteigende Folge von a-K6rpern 3a ~ 32 c . . .  c 3t ~ ' "  

3k tiber g? mit 1 < k_< 0% sowie die Mengen 0 • S (co, t) c R" (Schadensbereiche) 
ftir jedes coe~2 und l<_t<_k. Bei k = o e  wird auch ~sS(co ;  oe) zugelassen 1. 

Dann wird ein k-stufiger Test 3- definiert durch 

(1) eine disjunkte Zerlegung f 2 = F 1 u F z u  ... u F  k mit Ft~3, fiir alle l < t < _ k ;  

(2) eine Abbildung s: ~ 2 ~ R " w  {o~} (Schadensfunktion) derart, dab die Ein- 
schriinkung s (co; t)--s(co)rFt von s auf F t 3,-meBbar ist und ftir co ~/~ gilt: s(co; t)~ 
S(co; t) bei 1 <_t<_k; auBerdem ist Pv(s(co)= o~)) = 0  (v= 1, ..., n). 

Die Menge aller k-stufigen Tests heiBe k3;. 

1 c~ bezeichne den Vektor mit s/imtlichen Komponenten gleich oe. 



124 V. Mammitzsch:  

Gelegentlich werden wir sagen: [~t, S (co; t), P1, -.., P, (1 < t < k)] ist ein ,,Test- 
problem". 

Wesentlich fiir die Beurteilung der Gtite eines Testes sind die ,,mittleren 
Sch~iden" oder Risiken. Hierzu ftihren wir als Verkniipfung zwischen x und yER" 
mit den Komponenten x v bzw. Yv ein 

(1.2) Definition. z :=x  o yER" mit Komponenten 

zv: =x~y~ (v = 1 . . . .  , n). 

Ist A eine (mx n)-Matrix, so schreiben wir anstelle yon A(x o y) kurz A x  o y. 

Augerdem fassen wit die P~ (v= 1 . . . .  , n) in Definition (1.1) zu einem vekto- 
riellen Mag/5  zusammen und setzen 

(1.3) Definition. (1) Zu S/--Ek3; heigt 

r ( J ) :  = S s(co) o 

der Risikovektor yon Y,, sofern das Integral (eigentlich oder uneigentlich) exi- 
stiert. 

(2) kR,={r(~--):YEkz} heigt der Risikobereich (aller k-stufigen Tests); 
l<k_<oe.  

Im folgenden wollen wir die Vektoren des R" als Spaltenmatrizen auffassen. 
A' bedeute die Transponierte der Matrix A. Weiter bedeute A < B  bzw. A<B,  
dag die entsprechenden Beziehungen ftir die Matrizen A und B komponenten- 
weise gelten, o bezeichne den Nullvektor, 0 die Nullmatrix. 

(1.4) Definition. Sei p > o  aus R" mit Komponenten p~ und ~ pv= 1. Dann 
v = l  

nennt man f i r ( Y )  alas Bayesrisiko von ~- zur Vorbewertung (a-priori-Vertei- 
lung) p; J00 heigt Bayesl6sung zu p, wenn gilt 

p'r(3-o)<p'r(J- ) ftir alle 3/-'Ek3;. 

Wir wollen nun Aussagen tiber die Gestalt yon kR machen. Insbesondere sind 
wir daran interessiert, unter welchen Voraussetzungen es zu einer gegebenen 
Vorbewertung Bayesl/Ssungen gibt und wie sich diese gegebenenfalls konstruieren 
lassen. 

Mehrere Ergebnisse in dieser Richtung liegen bereits vor. Fiir den Fall, dab 
s~imtliche Hypothesen Pv beziiglich ~1 atomlos sind, hat Richter [13] unter 
Benutzung eines Satzes yon Ljapunov [9] die Konvexit~it von kR bewiesen 
(1 <_k< oo). kR kann dabei auch leer sein. Ist zus~itzlich k<  o% sind ferner s~imt- 
liche Schadensbereiche beschr~inkt und eckenabgeschlossen (vgl. Definition (3.1)) 
und gentigen die Sttitzfunktionen g(p; S (co; t)) (s. Definition (2.1)) bei festgehalte- 
nero peR" und t < k  gewissen Megbarkeits- und Integrabilit~itsbedingungen, so 
l~iBt sich auch die Kompaktheit  von kR nachweisen ([13, 7]) und ein Verfahren 
zur Konstruktion der Extremalpunkte yon kR aufstellen. (Der einstufige Fall 
wurde ftir nicht yon co Ef2 abh~ingige Schadensbereiche bereits yon Blackwell [2] 
behandelt.) Verzichtet man auf die Atomlosigkeit der Hypothesen, so kann man 
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immer noch zeigen, dab kR alle Extremalpunkte seiner abgeschlossenen konve- 
xen Hiille enth~ilt, und diese Punkte selbst konstruktiv gewinnen ([10], far den 
einstufigen Fall s. auch [3]). Sind die Schadensbereiche auch noch abgeschlossen, 
so abertdigt sich diese Eigenschaft auf den Risikobereich [11]. In jedem der 
genannten F~ille hat man also BayeslSsungen, bei Randomisierung sogar multi- 
subjektiv optimale L6sungen (vgl. [12]), und es sind Verfahren zu ihrer Bestim- 
mung bekannt. 

Hauptzweck dieser Arbeit ist es, die entsprechenden S/itze far unendlich- 
stufige Tests zu beweisen. Far Alternativtests bei unabh~ingigen Beobachtungen 
und fixen Kosten pro Beobachtung ist dies durch Richter [14] geschehen. Weiter 
sind Ergebnisse vorhanden far den Fall, dab die Beobachtungen gewisse Markov- 
Eigenschaften besitzen [1]. Aul3erdem sind zu nennen die Arbeiten von Snell 
[16], Siegmund [15] und Krieger [8], die sich mit der Existenz von BayeslSsun- 
gen im Fall beliebiger Abh~ingigkeiten der Beobachtungen befassen, ohne jedoch 
auf KonstruktionsmSglichkeiten einzugehen. 

Im allgemeinen Fall abh/ingiger Beobachtungen und beliebiger Schadens- 
bereiche lassen sich die Aussagen des endlichstufigen Falles nicht ohne zus~itz- 
liche Voraussetzungen zu den MeBbarkeits- und Integrabilit~itsbedingungen 
bezaglich der Schadensbereiche auf den unendlichstufigen iibertragen; es braucht 
unter den bei k < oo hinreichenden Bedingungen nicht einmal Bayesl6sungen zu 
geben. 

Beispiel. Seien 

S(co;t)=S(t)={( xl)xz ~R2:x~+x~l --1} fiir t<oo 

und S(oo)=S(co; oo)= {o} unabh/ingig von coco gew/ihlt bei ~t= {9, s fiir alle 
t < oo, dann findet man kR = S (k) far k < oo und 

~ 0 S(t)={x2+x2<l}, 
t<:oO 

was zwar beschriinkt ist, aber far keine Vorbewertung p eine BayeslSsung zuliiBt. 

Diese Schwierigkeit l~il3t sich umgehen, wenn man annimmt, dab bei festem 
o) die Schadensbereiche mit wachsendem t in geeigneter Weise ins Unendliche 
streben. Dies ist auch praktisch sinnvoll; denn mit wachsender Stufenzahl wach- 
sen auch die Kosten far die Beobachtungen (Stichprobenerhebungen) beliebig 
hoch an. Indessen bedeutet dies, dab ~176 Vektoren mit beliebig grol3en Kompo- 
nenten enth~ilt, die Beschr~inktheit sich also nicht wie in [11] yon den Schadens- 
bereichen auf den Risikobereich iibertr~igt. Es liegt deshalb nahe, die Beschr~inkt- 
heitsforderung yon vornherein auch ftir die Schadensbereiche aufzugeben. Ftir 
die Berechnung yon BayeslSsungen kommen ohnehin nur solche Schadensfunk- 
tionen in Frage, deren Komponenten ,,klein" sind; ,,hinten" liegende Punkte der 
Schadensbereiche sind statistisch nicht interessant. Auf der anderen Seite nimmt 
bei unbeschr~inkten Schadensbereichen die zugehSrige StStzfunktion fiir gewisse 
p den Wert - o o  an. Wir mfissen daher die ablichen Mei3barkeits- nnd Integra- 
bilitiitsforderungen modifizieren. 

Zu diesem Zweck definieren wir in Paragraph 2 zun~ichst einen geeigneten 
,,interessanten" Teil einer abgeschlossenen konvexen Menge, die ,,vordere Halle", 
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und betrachten zwei Klassen yon Extremalpunkten, die ,,vorderen" bzw. ,,streng 
vorderen" Extremalpunkte, die eng damit zusammenh~ingen. 

Mit deren Hilfe beweisen wir im dritten Abschnitt fiir endliches k: Enthalten 
die S(co; t) ffir alle co e~ ,  l<<_t<_k s~imtliche vorderen Extremalpunkte ihrer 
abgeschlossenen konvexen Htille und genfigt die Stiitzfunktion h (p; co; t) der vor- 
deren Hiille H(co; t) der abgeschlossenen konvexen Hiille von S (co; t) den fiblichen 
MeBbarkeits- und Integrabilit~itsbedingungen, so enth~ilt auch kR s~imtliche vor- 
deren Extremalpunkte seiner abgeschlossenen konvexen Htille. Weiter werden 
notwendige und hinreichende Bedingungen an die Zerlegung und Schadensfunk- 
tion eines Testes J00 aufgestellt dafiir, dab r(~o) gerade vorderer Extremalpunkt 
von kR ist, und ein Verfahren zur Bestimmung derartiger Tests, die bei passendem 
p > o insbesondere BayeslSsungen sind, angegeben. 

Der vierte Paragraph bringt fiir den Fall k--oo die Formulierung und aus- 
fiihrliche Diskussion der angekiindigten Bedingungen, die gew[ihrleisten, dai3 die 
Schadensbereiche S(co; t) bei wachsendem t ins Unendliche streben. 

SchlieBlich zeigen wir im letzten Paragraphen ftir unendliches k: Gelten die 
oben genannten Voraussetzungen des Abschnittes 3 sowie die Zusatzbedingung 

lim inf h (e~; co; t) = + oe 
Pv-fast iiberall mit t 

~ inf h (ev; co; t) dP~ > - oe (v = 1 . . . .  , n), 

wobei e~ den v-ten Basisvektor bedeute, so enth~ilt kR alle streng vorderen Extre- 
malpunkte seiner abgeschlossenen konvexen Htille. Es werden wieder notwendige 
und hinreichende Bedingungen dafiir aufgestellt, dab ein Test Jo zu einem streng 
vorderen Extremalpunkt von kR gehSrt. Unter der weiteren Einschr~inkung, dab 
H(co; t) nicht zu stark gegen Unendlich strebt, wird auch ein Verfahren zur 
Berechnung von BayeslSsungen angegeben. 

2. Einige Hilfsmittel aus der Theorie der konvexen Mengen 

In diesem Paragraphen sollen einige S~tze fiber konvexe Mengen hergeleitet 
werden, die ftir die sp~iteren Uberlegungen wichtig sind. 

Es sei M eine beliebige Teilmenge des n-dimensionalen euklidisehen Raumes 
R". Mit M k bzw. M a bezeichnen wir ihre konvexe bzw. (euklidisch) abgeschlossene 
Htille. Es ist dann Mka:= (Mk) ~ die kleinste abgeschlossene und konvexe Menge, 
die M enthiilt. 

Der Menge M 4=0 zugeordnet ist die Stiitzfunktion g(p;M), d.h. eine Abbil- 
dung g: R" ~ R 1 u { - oe } gem~ig 

(2.1) Definition. 
g(p; M):=inf(p 'x:  xeM)  fiir alle peR" bei M ~ 0 ,  

g (P; 0)' = + oQ fiir alle p e R". 

Eine reelle Funktion f auf dem konvexen Definitionsbereich D nennen wir 
konkav, wenn sie fiir jedes reelle fl mit 0 < f l <  l und beliebige xl, XEeD der Un- 
gleichung 

f ( fi x 1 + (1 -  fl) x2) >= fi f (x 0 + (1 -  fi) f (xz) 
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geniigt. Ist ferner D ein konvexer Kegel, so nennen wirfposi t iv  homogen, wenn 

f ( f lx)=fl f(x)  fiir jedes f l>0  

gilt. Schlieglich bezeichnen w i r f  als halbstetig nach oben, wenn ftir jedes xED 
gilt 

lira sup f(y) =f(x) .  
y ~ X  

Damit kSnnen wir als wesentliche Eigenschaften der Sttitzfunktion festhalten 

(2.2) Satz. Die Stfitzfunktion g(p; M) ist bei M=~O eine konkave, positiv homogene 
und nach oben halbstetige Funktion. Umgekehrt ist eine reelle Funktion f auf R" 
mit den genannten Eigenschaften die Stfitzfunktion der Menge 

M: = {xER": p' x > f(p) fiir alle pER"}. 

Zum Beweis vergleiche man etwa in [-18] die S/itze (2.2), (2.6) und (2.7). 

(2.3) Satz. Seien N, M, M i (iEI) Teilmengen yon R', dann gilt: 

(1) Aus M c N folgt g(p; M)> g(p; N) fiir alle pER", 
(2) g(p; M)=g(p;  Ma)=g(p; Mk)fiir alle pER", 
(3) g(p; M)=g(p;  N) fiir alle pER" ist gtquivalent mit Mka=N ka, 

(4) g(p; U M~)=infg(p; Mi) ffir alle pER". 
iE1 i~I  

Der Beweis findet sich in [18], S/itze (2.3) und (2.8). 

Bemerkung. Es besteht mithin eine eineindeutige Beziehung zwischen den 
Stiitzfunktionen und den abgeschlossenen konvexen Mengen des R". 

Gem/il3 (1.4) erfordert die Bestimmung einer BayeslSsung, zu einer gegebenen 
Teilmenge K + 0 des R" und gegebenem pER" ein x 0 aus K zu finden derart, dab 
gilt 

(,) p' xo=g(p; K). 

Der Vektor p steht dabei fiir eine Wahrscheinlichkeitsbelegung der Hypothesen 
P~, . . . ,P,;  es ist daher nur der Fall p > o  zu betrachten. Daraus folgt, dab als 
L6sungen x o in der Gleichung (,) nur solche x in Betracht kommen, die in einer 
noch zu pdizisierenden Weise ,,vorn" liegen, x-Werte mit p' x > g (p; K) bei p > o 
sind fiir statistische Aussagen erst in zweiter Linie interessant. 

Wir wollen nun einen ,,vorderen" Teil yon K definieren, zuvor aber noch 
einige Voraussetzungen beztiglich K machen, die in unserem Fall zweckm/il3ig 
sind. Damit die Gleichung (,) eine LSsung hat, darf K nicht leer sein; also 
g(p; K)<  oe. Weiter daft  fiir die in Frage kommenden p-Werte die rechte Seite 
von (,) nicht gleich - o e  werden. Da schliei31ich die LSsungen x o stets Rand- 
punkte der konvexen Hiille K k sind, wollen wir nur abgeschlossene und konvexe 
K betrachten. 

(2.4) Voraussetzung. (1) K ist abgeschlossen und konvex, 

(2) g (p; K) < oe fiir alle p e R", 

(3) g ( p ; K ) > - o e  ffir alle p>o .  
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Wir merken noch an, dab g(p; K) als konkave und fiir p > o endliche Funktion 
in jedem Punkt p > o stetig ist. 

Nunmehr setzen wir 

(2.5) Definition. Sei p > o  und K gemiiB (2.4), dann sagen wir 

(1) K(p):={xeK:  p'x=g(p; K)} heiBt ,,p-Randmenge yon K", 

(2) V(K).. = U K(p) heiBt ,,streng vorderer Rand yon K", 
p > o  

(3) H(K).. = V(K) ka heigt ,,vordere (konvexe) Htille yon K". 

Wir wollen jetzt die Stiitzfunktionen der Mengen in (2.5) bestimmen, wobei 
dieselben wegen (2.3) fiir V(K) und H(K) identisch sind. Dazu ben6tigen wir 
zwei Hilfssiitze aus [18], die hier ohne Beweis wiedergegeben seien (vgl. 1-18], 
Paragraph 2). 

(2.6) Hilfssatz. Es sei K ic  R" (ie I) eine Familie nicht-leerer abgeschlossener kon- 
vexer Mengen mit Stiitzfunktionen gi(P). Fiir jedes peR n definiert man die Funktion 

/(/)).'=sup gi,(p,): iueI, m natiirliche Zahl, pueR" mit ~ p u = p  . 

Dann gilt 

(1) Gibt es ein io~I und einen Punkt poeR n derart, daft glo(Po)>-oo  und 
gio(/)) im Punkt P=Po stetig ist, so folgt aus l(po)< oo die Beziehung 

D . =  (~ K i , 0 .  
iEI 

(2) Sei L..={/)~R~: l ( p ) > - o o } ,  dann ist 

l(p) = g  (p; D) fiir alle inneren Punkte yon L. 

(2.7) Hi|fssatz. Ist KI+- 0 abgeschlossen und konvex und bei festem PoSR ~ die 
Menge K2..= {x~R~: p~ x = gl(po)}, so gilt fiir l(/)) gemiifi (2.6) 

l(p) = ! ~  (g, (p + v po ) -  v g, (po)). 

Nunmehr berechnen wir der Reihe nach die Stiitzfunktionen yon K(p) bei 
p > o ,  V(K) und H(K). 

(2.8) Satz. K(p)4:Ofiir alle p > o .  

Beweis. Sei Po > o beliebig gew~ihlt. K(po) ist der Durchschnitt yon K mi tde r  
Hyperebene 

H'.= {xeR"" P'oX=g(po; K)}. 

K und H sind abgeschlossene konvexe Mengen. 

Da die Funktion g(p; K) an der Stelle P=Po endlich und stetig ist, hat man 
nach (2.6) und (2.7) lediglich 

l(po) = !ira (g (po + v/ )o)-  ~ g (po)) < 0o 

zu zeigen, was aufgrund der Homogenit~it der Sttitzfunktion klar ist. 
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(2.9) Satz. (1) g(Po; K(Po))=g(Po; K) fiir alle po>O, 

(21 g (p; K (Po)) = Jim (g (p + v Po; K) - v g (Po; K)) fiir alle p e R", Po > o beliebig. 

Beweis. (1) ist klar. 

(2) Um den zweiten Teil yon (2.6) anwenden zu k6nnen, zeigen wir, dai3 
l(p) = lixm (g (p + v Po; K) - v g (Po; K)) > - oo fiir alle p e R" bei festem Po > o. 

Zu lest gew~ihltem peR" und po>O existiert eine natiirliche Zahl v o derart, 
dab p + v o Po > o. Damit  sch~itzen wit ab 

l(p) = lina (g (p + v Po; K ) -  v g Go o; K)) 

= Ji+rn (g ((p + Vo Po) + ( v -  Vo) Po; K ) -  (v - Vo) g (Po; K ) ) -  v o g (Po; K) 

> lira sup (g (p + Vo Po; K) + ( v -  Vo) g (Po; K ) -  (v - Vo) g(po; K)) - v o g (Po; K) 
v~clo 

=g(p+VoPo; K ) - v  o g(Po; K ) >  - c~, 

was (2) beweist. 

Eine einfache Folgerung aus dem Beweis zu Satz (2.9) ist 

(2.10) Satz. K(po) ist nicht leer, kompakt und konvex fiir alle p o > o .  

Beweis. Abgeschlossenheit und Konvexit/it  sind klar; K =t= 0 ist richtig zufolge 
(2.8). Die Beschr~inktheit yon K(Po) folgt unmittelbar  aus der Tatsache, dab die 
Sttitzfunktion g(p; K(po) ) ftir alle peR" endlich ist. 

(2.ll) Satz. H(K) besitzt die Stiitzfunktion 

g (p; H(K)) = pionf (lina (g (p + v Po; K) - v g (Po; K))). 

Beweis. Folge von (2.3) und (2.9). 

(2.12) Satz. g(p; H(K))=g(p; K) fiir p > o .  

Beweis. Folgt aus K ( p ) ~ H ( K ) c K  und Satz (2.9), Behauptung(1).  

Da bei Po > o und beliebigem peR" Ftir hinreichend groBes v stets p + Vpo > o, 
h~ingt die Stiitzfunktion von H(K) gem~il3 Satz (2.11) nut  von den Werten ab, die 
die Stiitzfunktion g(p; K) flit Werte p > o  annimmt.  Umgekehrt  wird g(p; K) auf 
{p > o} zufolge (2.12) dutch  die Werte yon g(p; H(K)) festgelegt. Das erlaubt den 

(2.13) Satz. Genfigen K 1 und K 2 der Voraussetzung (2.4), so ist 

(1) H(K~)=H(K2) genau dann, wenn g(p; K1)=g(p; Kz) fiir alle p > o ,  

(2) g (p; K 0 = g (p; K2) fiir alle p > o genau dann, wenn g (p; K1) = g (p; K2) fiir 
alle p >_ o. 

Beweis. (1) folgt aus (2.11) und (2.12). 

(2) Es geniigt zu zeigen: Bei beliebigem festen Po > o ist ftir p > o, aber p ;( o 

g(p; K0=~i ~ g(ctp+ (1--~)Po; K,).  

In der Tat: Weil g(p; K,)  auf  R" nach oben halbstetig ist, gilt 

lira sup g(ep + (1-cr K1) <g(P;  K0 .  c, 71 
9 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw Geb, Bd 19 
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Andererseits folgt aus der Endlichkeit von g(Po; K1) 

!im(gg(p; K1)+ (1 -~)g(P0;  K1))= g(P; K1). 

Das bedeutet insgesamt 

g(p; K~) < lim inf g(ap + (1 -c0  Po; K1) 

_<lira sup g(ap+(1-~) Po; Kt)<---g(P; K~), 
wie behauptet. 

Um eine bessere 0bersicht tiber alle konvexen abgeschlossenen Mengen mit 
gleicher vorderer (konvexer) Htille zu bekommen, definieren wir 

(2.14) Definition. Geniigt K der Voraussetzung (2.4), dann heigt die Menge 

M(K) :=  {xeR": zu x gibt es ein yEK mit y<_x} 

,,maximale (vordere konvexe) Hiille yon K". 

(2.15) Satz. (1) H(K)cKcM(K) ,  
(2) M(K) ist abgeschlossen und konvex, 
(3) g(p; M(K))=g(p; H(K))fiir alle p>= o, 
(4) g(p;M(g))= -oo fiir alle p~go, 
(5) M(K) erfiillt (2.4). 

Beweis. (1) ist klar. 

(2) a) Abgeschlossenheit: Sei x~M(K)  eine Folge, die fiir v ~ o v  gegen x 0 
konvergiert. Zu x~ w~ihlen wi ry ,  sK  mit x~>y~. Es bezeichne e den Vektor mit 
s~imtlichen Komponenten gleich 1. O.B.d.A. k6nnen wir y~_<_ x~ < x o + e anneh- 
men, die Folge y~ ist also (komponentenweise) nach oben beschr~inkt. Umgekehrt 
ist aufgrund yon - o v  <g(e;  K)<  e' y~ ftir a l lev die Folge y~ auch nach unten 
beschr~inkt. Es gibt demnach eine konvergente Teilfolge der y~ mit einem Grenz- 
wert yo~K, ftir welchen yo<Xo, also xoeM(K ) folgt. 

b) Konvexit~it. Zu x 1, x2EM(K) gibt es Yt, Y2 ~K mit yi<xi. Fiir 0 < ~ <  1 gilt 
weiter 

~xl + (1-~)  x2 >= c~yl + ( 1 - ~ )  y2~K 

und folglich ~ x 1 + (1 - ~) x 2 E M(K). 
(3) Sei p<__o. Fi~r y_-<x ist auch p'y~p'x, und es ergibt sich aus (2.12) und 

(2.13) 
g (p; H(K)) = g (p; K) = inf(p' y: yE K) 

= inf(p' x: x~ M (K)) = g (p; M(K)), 
wie behauptet. 

(4) Ist eine Komponente yon p negativ, so finder man ein x aus M(K) derart, 
dab p'x beliebig klein wird, indem man bei irgendeinem y E K die entsprechende 
Komponente hinreichend groB macht und die iibrigen unverandert UiBt. Damit 
erh~ilt man 

g (p; M(K)) = inf(p' x: x e M(K)) = - oo. 

(5) Ist nach dem Vorangegangenen trivial. 
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(2.16) Satz. Bei K ,L  gemi~fi (2.4) gilt H(K)=H(L) genau dann, wenn 
H(K) ~ L ~ M(K). 

Beweis. Hat man H(K)=L~M(K),  so ist 

g(p; H(K))>g(p; L)>g(p; M(K)) ffir alle peR". 

Speziell bekommt man wegen (2.15), Teil 3 und S atz (2.12) fiir p > o 

g(p; K)=  g(p; H(K))=g(p; L)=g(p; M(K)); 

infolge des ersten Teiles von (2.13) also H(K)=H(L). 
Umgekehrt folgt aus H(K)=H(L) vermSge (2.12) und (2.13) 

g(p; K)=g(p; L)=g(p; H(K)) far alle p > o .  

Aus (2.15) ergibt sich damit 

g(p; m(K))<g(p; L) fiir alle pER". 

Beachtet man noch H(L)cL, so folgt schlief31ich aus (2.15) und der Bemerkung 
naeh (2.3) 

H(K) = H(L) ~ L = M(K). 

Bemerkung. Nach (2.16) ist H(K) die kleinste und M(K) die gr6Bte abgeschlos- 
sene konvexe Menge mit derselben vorderen Hiille wie K selbst. 

(2.16*) Koro|lar. H(H(K)) = H(K) = H(M(K)). 

Analog zum Satz (2.12) findet man 

(2.17) Satz. Bei L und K gemiifi (2.4) ist M(K)=M(L) genau dann, wenn H(K)c 
L ~ M(K). 

Beweis folgt unmittelbar durch sukzessive Anwendung der S~itze (2.15), (2.12) 
und (2.13). 

Bemerkung. Nach (2.17) ist H(K) die kleinste und M(K) die gr613te abgeschlos- 
sene konvexe Menge mit derselben maximalen Htille wie K selbst. 

(2.17") Koro|lar. M(H(K)) = M(K) = M(M(K)). 

Fiir die sp~itere Anwendung ist es erfordeflich, g(p; H(K)) mit Hilfe abz~ihl- 
barer Operationen aus g(p; K) zu gewinnen. Sei zu diesem Zweck Z die Menge 
aller p > o m i t  rationalen Komponenten, dann gilt 

(2.18) Satz. Geniigt K der Voraussetzung (2.4), so berechnet sich die Sti~tzfunktion 
yon H(K) ffir alle pER" zu 

g (p; H(K)) = inf lira (g (p + v Po; K ) -  v g (Po; K)). 
pOE~ V~ 

Beweis. 1. Es bezeichne f(p) die rechte Seite der Gleichung. Definiert man 

V:=( U K po)) 
PO E~ 

so gilt g(p; F)=f(p) zufolge (2.3) und (2.9). 
9* 
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Weiter hat man wegen F c H(K): 

- o e < g ( p ; g ) = g ( p ; H ( K ) ) < _ f ( p )  fiir alle p > o ,  
sowie 

g(p; H(K))<f (p)  Rir alle peR". 

2. Aus K ( P o ) c K  folgt mit (2.9) fiir alle p, p0eZ 

g (p; K(p0)) > g (P; K) = g (p; K(p)). 
Das fiihrt zu 

g(p; H(K))=g(p;  K(p))=inff i (p;  K(po))=f(p) fiir alle p~Z.  

Auf p >  o sind aber f(p) und g(p; H(K)) endliche und damit als Stiitzfunktionen 
auch stetige Funktionen; also 

g(p; H(K))=f(p)  fiir alle p >  o, 
was nach (2.13) 

H(F)-=H(H(K))--H(K) 

nach sich zieht. Wegen der trivialen Beziehung 

H ( F ) ~ F ~ H ( K )  
ist somit 

F = H ( K ) ,  

und die entsprechenden Sffitzfunktionen stimmen iiberein. 

Zur Berechnung der Extremalpunkte einer konvexen Menge K des R n ist 
folgende Definition zweckmiigig 

(2.19) Definition. (1) Es bezeichne , ,~"  die lexikographische Ordnung im R"; 
E-min(xl,. . . ,Xm) bedeute das lexikographisch kleinste Element der Menge 
{xl,..., x~}. 

A 
(2) Sei A eine (mx n)-Matrix und x, y~R  ~, dann sei x < y gleichbedeutend mit 

A x ~ A y .  

Die Anordnungsrelation ,, 2 "  ist linear; hat A den Rang n, so gilt ferner: Aus 
A 

x < y und y ~ x folgt x = y. 

Ftir K ~ Rn definieren wit 

(2.20) Definition. x a ~ K  heiBt A-Ecke yon K, wenn x A ~ x  far alle x e K ;  

und bemerken dazu 

(2.21) Satz. (1) Bei A mit rg(A)=n ist die A-Ecke eindeutig bestimmt. 

(2) Bei konvexem K ~ R ~ gilt: 

Ist x Extremalpunkt yon K, so ist x A-Ecke yon K fiir mindestens eine Matrix A 
mit rg(A)=n. Ist umgekehrt x die A-Ecke yon K bei rg(A)=n, so ist x auch ein 
Extremalpunkt yon K. 
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Unter den Extremalpunkten zeichnen wir zwei Klassen aus. 

(2.22) D e f i n i t i o n .  (1) x heil3t streng vorderer Extremalpunkt von K c R " ,  wenn 
x A-Ecke yon K ist mit A > 0  und rg(A)=n.  

(2) x heiBt vorderer Extremalpunkt von K c R  n, wenn x A-Ecke von K ist 
mit A > 0 und rg (A) = n. 

Eine Rechtfertigung dieser Terminologie wird durch den folgenden Satz 
gegeben. 

(2.23) S a t z .  Geniigt K der Voraussetzung (2.4), so ist x genau dann streng vorderer 
Extremalpunkt yon K, wenn x Extremalpunkt yon K ist und im streng vorderen 
Rand V(K) liegt. 

Beweis. Die Notwendigkeit  ist offensichtlich. Sei also x Extremalpunkt,  d.h. 
A-Ecke yon K mit rg(A)=n,  sowie xe V(K), dann gilt ftir ein geeignetes posR" 

mit po>O:  poX<poy fiir alle yeK. Demnach ist B x ~ B y  fiir alle y6K, wobei 
die Matrix 

den Rang n hat. Addiert  man nun bei B ein geniigend grol3es Vielfaches der 
ersten Zeile zu jeder folgenden, so erh~ilt man eine Matrix C > 0  mit r g ( C ) = n  

und C x ~  Cy fiir alle ysK,  wie verlangt war. 

Fiir beliebiges K braucht bei gegebener Matrix A nicht notwendig immer 
eine A-Ecke zu existieren. Man hat jedoch den 

(2.24) Satz. Ist K :t: 0 kompakt und konvex, dann gibt es zu jeder Matrix A eine 
A-Ecke yon K. 

Allgemeiner l~il3t sich konstatieren 

(2.25) Satz. Geniigt K der Voraussetzung (2.4) und ist A > O, dann exsitiert eine 
A-Ecke yon K. 

Beweis. Sei 

�9 > 0 ,  
\a;./ 

dann ist die Randmenge K(al)#O, sowie kompakt  und konvex gem~iB (2.10). 
t ! Somit existiert eine B-Ecke von K(al)  , wobei B aus den Zeilen a 2 . . . .  , a m bestehe 

(sofern iiberhaupt m >  1). Es gilt dabei 

a'l x<=a~ y ffir alle y~K, 

B x ~ B y  fiir alle yEKc~{z:a'~x=a'lz}, 

und x ist A-Ecke von K. 

Im Gegensatz dazu braucht  bei A > 0 eine A-Ecke nicht zu existieren. Man 
betrachte etwa folgendes 
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Beispiel. Sei 

K erfiillt die Voraussetzung (2.4), doch gibt es zur Einheitsmatrix E keine E-Ecke. 

Zwischen den vorderen Extremalpunkten einer Menge K und denen ihrer 
vorderen Hiille besteht ein einfacher Zusammenhang.  

(2.26) Satz. Unter der Voraussetzung (2.4) ist x genau dann vorderer Extremal- 
punkt yon K, wenn x vorderer Extremalpunkt yon H(K) ist. 

Beweis. 1. Sei x~K die A-Ecke von K mit A > 0  und rg(A)=n.  W~ire xCH(K), 
so g~ibe es wegen K c M ( K ) = M ( H ( K ) )  ein yeH(K) mit y<x,  aber y+x.  Dazu 

E 
hat man infolge A > 0 die Beziehung A y < A x, erst recht also A y < A x, wiihrend 

andererseits A x ~ A y  gilt, was y = x  nach sich zieht und einen Widerspruch 
ergibt. Somit ist xeH(K) und als Extremalpunkt  yon K auch ein solcher yon 
H(K)=K. 

2. Sei umgekehrt  x die A-Ecke von H(K), wobei A>__0 und rg(A)--n. W~ire 
A 

nun x nicht A-Ecke yon K, so existierte ein y E K mit y < x und y # x. Wie unter 1. 

liege sich zu y ein z aus H(K) finden derart, dab z <= y, also auch z ~ y. Insgesamt 
A A A 

liefert dies z < y < x  mit z+x,  da sonst y = x  w~ire. Es gilt also z < x  mit z # x  und 
zsH(K), was nicht sein kann, da x A-Ecke yon H(K) ist. Dami t  ist auch die 
Umkehrung  bewiesen. 

(2.26*) Korollar. Bei A >=O mit rg (A)=n  und K gemiifi (2.4) gilt: x ist die A-Ecke 
yon K, wenn und nut wenn x auch die A-Ecke yon H(K) ist. 

Nur  um keine falschen Vorstellungen aufkommen zu lassen, beweisen wit 
den n~ichsten 

(2.27) Satz. K geniige (2.4); dann gilt: 

(1) Nicht jeder Extremalpunkt yon K muff in H(K) liegen. 

(2) Jeder Extremalpunkt yon H(K) liegt zwar in K, muff abet nicht Extremal- 
punkt sein. 

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Angeben eines Beispiels, auf das 
mich in einem anderen Zusammenhang Herr  W. Fenchel aufmerksam machte. 

Wir w~ihlen im R 3 die Punkte 

a 1 ~ , a 2  = , a 3  = 

und den Kreisbogen 

B= :z=O;x2+ya =l ;x<O,y<O . 

Es sei K-- (Bw {al, a2}) k, d a n n i s t  K kompak t  und konvex und (2.4) ist erfiillt. 
Weiter sieht man H(K)=(B~{az})  k. Extremalpunkte yon K sind a 1 und a 2, 
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sowie alle Punkte auf B m i t  Ausnahme yon a 3 = �89 1 + a2). Dagegen besteht die 
Menge der Extremalpunkte von H(K) aus a I u n d  s~imtlichen Punkten von B 
einschlieglich des Punktes a 3 . 

Im Spezialfall K = M(K) l~igt sich (2.26) noch versch~irfen. 

(2.28) Satz. K erfiille (2.4). Ist dann x Extremalpunkt yon M(K), so ist x auch 
Extremalpunkt yon H(K) und K. 

Beweis. Wir zeigen, dab M(K) tiberhaupt nur vordere Extremalpunkte besitzt; 
daraus folgt dann mittels Satz (2.26) und H(K)=H(M(K))  unmittelbar die Be- 
hauptung. 

A 
Sei nun x < y  fiir alle yeM(K), und A mit den Zeilen a[ . . . .  ,a~, babe den 

Rang n. Wegen (2.22) gentigt es zu zeigen, dab wit s/imtliche a, > o w/ihlen k6nnen 
(/~ = 1 . . . . .  m). 

Definitionsgem/ig ist a; x=g(al;M(K)). Deshalb ist a 1 > o ;  denn andernfalls 
w/ire g(al; M(K)) = - 0% was ausgeschlossen ist. Durch Addition geeigneter Viel- 
facher von a' 1 zu den iibrigen Zeilen yon A 1/igt sich erreichen, dab bei diesen 
alle die Komponenten positiv werden, die auch bei a 1 positiv sind. Fa r  die abge- 
/inderte Matrix A* gilt wieder rg(A*)= n und 

A* 
x < y  ftir alle y~M(K). 

Nehmen wit nun an, a* besitze eine negative Komponente.  Die entsprechende 
Komponente  in al=a* ist dann gleich Null. Da mit x auch alle y > x  zu M(K) 
geh/Sren, k6nnen wir, indem wir die entsprechende Komponente  unter Beibe- 
haltung der restlichen Komponenten von x hinreichend grog w/ihlen, ein y~M(K) 
finden derart, dab a*'x=a*'y und a~'x>a*'y. Das widerspricht jedoch der 
Voraussetzung, was a* > o erweist. Iteration dieses Verfahrens liefert schlieglich 
eine Matrix mit nicht-negativen Komponenten und dem Rang n, wie verlangt war. 

Die Umkehrung des Satzes (2.28) ist nicht richtig. Betrachtet man wieder das 

Beispiel in (2.27), so sieht man, dab alle Punkte mit x = - 1, y = 0 und z > - 1 

zu M(K) geh6ren, also weder a 3 noch a 1 Extremalpunkte yon M(K) sein k6nnen. 
Zum AbschluB dieses Paragraphen sei noch auf eine andere Methode, ,,vorn 

liegende" Punkte zu definieren, eingegangen. 

Zun/ichst definieren wir nach Richter [12], S. 276 

(2.29) Definition. Vo(K):--V(K) a heigt vorderer Rand von K; K gem/ig (2.4). 

Weiter setzen wir, einem Vorschlag von Ferguson folgend [4] (man vergleiche 
auch [20]), 

(2.30) Definition. U(K):=  {xeR": {y: y<x}  • K =  {x}} heigt unterer Rand von 
K; K gem/ig (2.4). 

Es ist natiirlich Vo(K)~K und U(K)cK.  Die Beziehungen zwischen den 
Mengen V(K), Vo(K ) und U(K) sollen nun studiert werden. Im allgemeinen 
stimmen vorderer und unterer Rand einer Menge nicht notwendig aberein. Das 
erkennt man etwa am Beispiel in (2.27). Hier ist a 3 H/iufungspunkt der in B 
liegenden Punkte, die mit Ausnahme der Endpunkte s~imtlich zu V(K) geh6ren, 



136 V. Mammitzsch: 

und somit zwar ein Element von Vo(K), jedoch nicht yon U(K). Der Vollst~indig- 
keit halber sei noch festgehalten, dab V(K) weder gleich V0(K ) noch gleich U(K) 
zu sein braucht. Beides l~iBt sich wiederum anhand des Beispiels in (2.27) demon- 
strieren. Dagegen haben wir die Relationen 

(2.31) Satz. Gilt (2.4), so ist: 

(1) V(K) = Vo (K), 
(2) v(K)c U(K). 

Beweis. (1) ist trivial. 

(2) Sei Xoe V(K), dann gibt es ein Po > o m i t  Po Xo =Po x ~'tir alle x~K.  Ist nun 
y4=x und y<=x, so gilt p'oy<p'oX, also y~K.  

Als wesentlichstes Ergebnis kann man die Gleichheit der abgeschlossenen 
konvexen Htillen des vorderen und des unteren Randes beweisen. Damit haben 
wir eine zweite Definitionsm6glichkeit ftir die vordere Hiille in der Hand. 

(2.32) Satz. Unter der Voraussetzung (2.4) ist 

H (K) = V( K)k~= V o (K)ka = U (K) ~. 

Beweis. 1. Die erste Gleichung ist die Definition von H(K). Satz (2.31) liefert 

V(K)k"m Vo(K) k" und V(K)k"m U(K) k'. 

2. Wegen V(K) k ~ V(K) ist V(K)"' ~ V(K)"--- V o (K). Welter ist V(K) k" konvex 
und abgeschlossen, so dab V(K) k" ~ V o (K) k" und verm6ge 1. die zweite Gleichung 
folgt. 

3. Um die dritte Gleichung zu verifizieren, gentigt offenbar der Nachweis yon 
U(K)m H(K). In Verfolg eines Widerspruchsbeweises nehmen wit an, es existiere 
ein ue U(K), welches nicht zu H(K) geh6rt. Da aber u ~ K m M ( K ) ,  gibt es wegen 
M ( K ) = M ( H ( K ) )  zu u ein y e l l ( K )  mit y < u ,  y4:u. Das ist wegen H ( K ) m K  ein 
Widerspruch zu Definition (2.30) des unteren Randes. 

Eine zus~itzliche Definitionsm6glichkeit des unteren Randes, auf die wir 
sp~iter zurtickgreifen werden, beinhaltet der folgende 

(2.33) Satz. Bei K gemi~fi (2.4) ist u genau dann ein Element yon U(K), wenn es 
eine Matrix A mit den Zeilen a'v>o' (v--= 1 . . . .  , m) und am>O' gibt, so daft u eine 
A-Ecke yon K ist. 

Beweis. DaB die angegebene Bedingung hinreichend ist, folgt daraus, dab fiir 
jedes u 1 _<u mit u a 4=u gilt: 

a ' u  l=<a;u ( v = l  . . . .  ,m) und a~u l<a~,u.  

Wir nehmen nun an, es sei ue U(K) gegeben. Da es auf eine Parallelverschiebung 
yon K nicht ankommt, setzen wir o. B. d. A. u = o. Die Mengen K und {x < o, x 4= o} 
sind konvex und disjunkt, es gibt daher ein b t 4=o mit der Eigenschaft 

(.) b ' lx<b' ly  ftir alle x < 0  und alle y ~K .  

b 1 enth~ilt keine negativen Komponenten;  denn sonst k/Snnte man, indem man 
die entsprechenden Komponenten yon x klein genug macht, ein x < o  mit 
b] x > 0 = b] o linden, was wegen o e K ein Widerspruch zu (.) w/ire. 
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Es sei jetzt L,  die Menge aller x~R" mit verschwindenden Komponenten an 
denjenigen Stellen, an denen die Komponenten von b, positiv sin& Dann steht 
b 1 senkrecht auf L l, und es ist d im(L0<n .  Weiter setzen wir K I'.=Kc~L~, was 
wieder die Voraussetzung(2.4) erfiillt. Aul3erdem gilt K~r~ {xeL~" x < o } = { o } .  
Die Menge {xeL,:  x < o ,  x4=o} ist konvex, und folglich gibt es ein b24=o aus 
L 1 mit b'2x<O<b'2y fiir alle XELlt~ {x~o} und y s K  1. Wie oben schliegt man, 
dab b 2 > o ist. 

Weiter definiert man L 2 als Menge aller xeL~, deren Komponenten an den 
Stellen verschwinden, an denen b z positivist,  und setzt K2.'= K n L 2. Dabei ist 
dim (L2)< rt--1. In derselben Weise wie oben steUt man die Existenz eines b 3 > o 
aus L 2 sicher mit b~ x =< b~ y ftir alle x__< o und y~Kz,  usw. Man erh~ilt schliel31ich 
nach m<n Schritten Lm={O}, das Verfahren bricht also nach endlich vielen 
Schritten ab. 

Definiert man die Matrix B mit den Zeilen b' V (v= 1, ..., m), so findet man 

Setzt man noch 
o = B u ~ B x  fiir alle x~K.  

a; = ~ b} (v = 1 . . . .  , m) 
i=1  

und fal3t diese Zeilen zur Matrix A zusammen, so erh/ilt man 

und 
argo,  am>o 

A 
U<X fiir alle xEK. 

3. Endlichstufige Tests 

Wir werden jetzt in Verfolg des eingangs aufgestellten Programms die in 1. 
erw~ihnten S~itze fiir beschr~inkte Schadensbereiche exakt formulieren und sie 
anschliel3end auf unbeschr~inkte Sch/iden erweitern. Dazu ben6tigen wir einige 
neue Begriffe und Bezeichnungen. 

(3.1) Definition. Eine Menge X ~ R "  heigt 

(1) eckenabgeschlossen, wenn sie alle Extremalpunkte, 

(2) vorn eckenabgeschlossen, wenn sie alle vorderen Extremalpunkte, 

(3) streng vorn eckenabgeschlossen, wenn sie alle streng vorderen Extremal- 
punkte 

ihrer abgeschlossenen konvexen HiJlle enth~ilt. 

Weiter ffihren wir das Wahrscheinlichkeitsmal3 P = ~ P ~  ein, beziiglich 
gt v 

dessen alle P~ totalstetig sind. Wir dtirfen daher schreiben: 

(3.2) Definition. (l) d/5(co)=f(co; t)dP(co) auf ~ t  fiir alle 1 _<t_<k mit geeigneten 
~t-megbaren (vektorwertigen) Funktionen f(co; t)> o, 

(2) r ( J - )=  ~ J" s(co)of(co; t) dP fiir ~-~k3;. 
t<=k Ft 
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Der  v-te Einhei tsvektor  werde m i t e  v bezeichnet;  d.h. e~ habe die K o m p o -  
nenten 6v, fiir v, # = 1 . . . .  , n, wobei  ( 5  das Kronecker symbol  ist. 

Wir  bemerken,  dab eine Menge X ~ R n genau dann beschfiinkt ist, wenn die 
Stt i tzfunktion g(p; X) fiir aUe p-= +e~ endliche Werte  ann immt  (v=  1 . . . .  , n). 
Dami t  formulieren wit die 

(3.3) Voraussetzung. Es gelten die Voraussetzungen yon (1.1) mit  k <  oo. S(o); t) 
sei eckenabgeschlossen fiir alle o) e f2 und t < k. Bei festem t < k sei die Stti tzfunktion 

g(p; o); t): =g(p; t)) 

f'fir jedes p ~ R  ~ ~t-meBbar und fiir p = +_ e~ endlich und P~-integrierbar (v = 1 . . . .  , n). 

Die folgenden S~itze (3.4), (3.6) und (3.9) sind eine Zusammenfassung der 
Ergebnisse aus [13, 7] und [10]. 

(3.4) Satz. (1) Sind alle P~ atomlos auf  ~ l (v  = 1 . . . .  , n), so ist kR konvex. 

(2) Unter der Voraussetzung(3.3) ist kR beschr~nkt und eckenabgeschlossen, 
und zu jedem A gibt es eine A-Ecke  yon kR. 

Die folgende Definit ion dient zur Beschreibung der A-Ecken des Risiko- 
bereiches. 

(3.5) Definition. Zu gegebenem 

�9 mit al ,  . . . , a l E R  n 

sei A(o); t) die Matr ix  mit den Zeilen 

�9 ! ! / 

(a 1 of(o),  t)) . . . . .  (a, of(o);  t))', e 1 . . . .  , e,;  t<_k<_ oo. 

Bemerkung. e'l, . . . ,  e', wurden als Zeilen angefiigt, damit  A(o); t) den Rang n 
besitzt. 

Man  hat  den 

(3.6) Satz. Unter der Voraussetzung (3.3) gilt: 

(1) Fiir jedes t_~k ist bei beliebiger Mat r i x  A die A(o); t)-Ecke v(A;  o); t) yon 
S(o); t) eine ~t-mefibare Funktion. 

(2) Ist  der Risikovektor des Testes 9-  mit der Zerlegung f2 = F 1 u . . .  • F k und der 
Schadensfunktion s(o)) eine A-Ecke  yon kR, so ist A s ( o )  of(o); t) = A v ( A ;  o); t) of(o); t) 
P-fast  auf  F t f~r  nile t < k. 

Die noch  ausstehende Best immung der Zerlegung von Y2 eines zur A-Ecke 
des Risikobereichs geh/Srigen Tests erfolgt bei k < oo durch ein Rekursionsver-  
fahren. Wir  setzen 

(3.7) Definition. 

u ( o ) ; k ) ' . = A v ( A ; o ) ; k ) o f ( o ) ; k ) ;  k < o o ,  

u(o); t ) : = E - m i n ( A v ( A ;  co; t)of(o); t), s t +  1)l~t)) fiir t < k .  
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Hierin bedeute g(...[~t) den bedingten Erwartungswert beztiglich des ~r- 
K6rpers ~t, genommen fiir die Wahrscheinlichkeit P. Dabei denken wir uns 
eine bestimrnte Version ein- fiir allemal fest gew/ihlt. 

Weiter definieren wir die endlichen Mengenfolgen 

(3.8) Definition. 

(1) ,G.'= {co: Av(A; co;/)of(co; l).~g(u(co; l+l)]St)} fiir l < l < k  

Gt:= U ~G fiJr l < t < k ;  
l < t  

(2) ,H.'= {co: Av(A; co; l)of(co; 1)~g(u(co; l+ 1)l~,)} ftir 1 < l < k  
/4t: = U lH fiir l < t < k .  

l < t  

Bemerkung. Offensichtlich ist G, c H t fiir alle t < k. 

Nunmehr kgnnen wir sagen 

(3.9) Satz. Unter der Voraussetzung (3.3) gilt: 

(1) Ist der Risikovektor des Testes 3"- mit der Zerlegung f 2 = F 1 u . . . u F  k eine 
A-Ecke yon kR, so gilt fiir alle t < k bis auf P-Nullmengen 

G , ~ F a u . . . u F  t und Ft~tH 

mit Gt, tH aus Definition (3.8). 

(2) Umgekehrt liefert jeder Test mit einer Zerlegung gemgtfi (1) und einer 
Schadensfunktion s(co) gemgtJ3 (3.6), Tell (2) eine A-Eeke yon kR. 

(3) Speziell ist ~ u(co; 1) dP mit u(co; 1) aus (3.7) die E-Ecke yon {At: r~kR}. 
f2 

Bemerkung. Aus (1) folgt weiter G t c F 1 ~. . .  u F t c H t ffir alle t. 

Wir wollen auch unbeschr~inkte Schadensbereiche in unsere Betrachtung 
einbeziehen. Im Hinblick auf Satz (3.4) und darauf, dab Bayesl/Ssungen fiir strikt 
positive Vorbewertungen im vorderen Rand der abgeschlossenen konvexen 
Htille des Risikobereiches liegen, kiSnnte man zun~ichst versuchen, in der Voraus- 
setzung (3.3) anstelle der Eckenabgeschlossenheit der Schadensbereiche nut zu 
verlangen, dab diese vorn eckenabgeschlossen sind, und die Voraussetzung der 
Endlichkeit von g ( -e~ ;  co;t) iiberhaupt fallen zu lassen. Nattirlich kiSnnte man 
dann nur erwarten, dab der Risikobereich vorn eckenabgeschlossen ist. Indessen 
gehen diese Abschw/ichungen zu weit. Es kann sogar vorkommen, dab der 
Risikobereich tiberhaupt keine Bayesl6sungen zul/igt; und dies sogar im ein- 
stufigen Fall. 

Beispiel. Sei k = l  und n=2.  (Wir unterdriicken den Index t= l . )  Es sei 
f2: = {col, co2}, ~ die Potenzmenge von f2 und P~ (cou)." =6~u (v,/~= 1, 2). Welter sei 

= > o : x ~ x 2 > l ; X l < l  , 
X 2 

'(-) {(') t = > o ' x l x 2 > l ; x 2 < l  . 



140 v. Mammitzsch: 

S(co) ist abgeschlossen und konvex, also nach (3.1) trivialerweise vorn eckenab- 
geschlossen. Offensichtlich ist g(p; co) fiir alle p e r  2 megbar; es kann allerdings 
unendlich werden. Jedoch ist g(ev; m) endlich und als Folge davon auch inte- 
grierbar beziiglich P~ ftir v = 1, 2. Die abgeschw~ichten Voraussetzungen yon (3.3) 
sind also erfiillt. Dartiber hinaus haben wir sogar 

g ( _ e t ; o ) = { - 1  ftir co=col g ( _ e 2 ; c o ) = { - o o  ftir co=co~ 
oc fiir co = (1)2 1 fiir CO = COa 

was zeigt, dab g ( -  e~; co) eigentlich P~-integrabel ist. 

Fiir den zugeh/Srigen Risikobereich ergibt sich elementar 

R = ~ ( r l ] ' O < r t ' r 2 < l }  ! 

R l~il3t jedoch keine Bayesl6sungen zu. 

Wir sehen also, dab man auf die Beschfiinktheitsbedingung in (3.3) nicht 
ganz verzichten daft. Wir k/Snnen sie aber dahingehend abschw~ichen, dab sie 
nur fiir die (statistisch allein interessanten) vorn liegenden Punkte gelten soll: 

(3.10) (1) g ( p ; c o ; t ) > - o o f f i r p > o .  

(2) Die vordere Hiille H(ce; t)'.= H((S(co; t)) k~) ist beschriinkt ffir alle coeg2 
und t<k.  

Aus (2) folgt ftir die zugeh/3rige Sfiitzfunktion 

h(p;co;t):=g(p;H(co;t))>-oo fiir p=+e~ (v=l ,  ..., n). 

Mittels der S~itze (2.12) und (2.13) schlieBen wir, dab dann auch g(p; co; t)> - o o  
fiir alle e~ (v = 1 . . . .  , n), was wegen der Konkavitiit yon g auf {p > o} die Bedin- 
gung (1) nach sich zieht. Dem Satz (2.11) entnehmen wir 

(,) h(p; co; t)= inf (lim(g(p + j q; co; t ) - j  g(q; co; t))) 
q > o  j ~ o o  

fiir alle co e f2, t < k und p e R". 

Damit verlangen wir endgiiltig 

(3.11) Voraussetzung. Es gelten die Voraussetzungen yon (1.1) mit k<  oo. Weiter 
sei S(co; t) vorn eckenabgeschlossen fiir alle coef2 und t<k.  Bei festem t < k  
sei die Stiitzfunktion g(p; co; t) fiir jedes p > o ~t-mel3bar und flit p--e v endlich 
und P~-integrierbar; ferner sei die durch die rechte Seite yon (,) definierte Funktion 
h (p; o ;  t) fiir p = -e~ endlich und P~-integrabel (v = 1, ..., n). 

Wir konstatieren zun~ichst 

(3.12) Hilfssatz. Unter der Voraussetzung (3.11) ist h(p;co; t) ~t-mefibar fiir alle 
peR" und fiir p = +_ e v P~-integrabel (v = 1 . . . .  , n) bei festem t <= k. 

Beweis. Nur die MeBbarkeit ist zu zeigen, die aber direkt aus (2.18) folgt. 
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Weiter ftihren wir der Bequemlichkeit halber zwei neue Begriffe ein. 

(3.13) Definition. Eine Menge X c R" heiBt 

(1) vorn beschr~inkt, wenn ihre Stiitzfunktion g(p; X) fiir p > o  endlich und 
die vordere Htille H ( X  k") beschr~inkt ist; 

(2) nach unten beschr/inkt, wenn ftir passendes xoeR"  die Beziehung x o____ x 
far alle x e X gilt. 

Bemerkung. 1. Die Bedingung (1) schlieBt (2) ein. 

2. (3.11) k6nnen wir anschaulich wie folgt angeben: 

Es gelte (1.1) mit k <  oe; S(co; t) sei vorn eckenabgeschlossen und nach vorn 
beschr~inkt fiir alle coe(2 und t<_k; H(co; t) sei kompakt und konvex ffir alle 
co e f2, t__< k, die zugeh6rige Stiitzfunktion h (p; co; t) sei bei festem t__< k meBbar 
beziiglich ~t ffir alle p e R" und P~-integrabel far p = e~ (v = 1 . . . .  , n). 

Wir werden jedoch die alte Formulierung von (3.11) beibehalten, da diese 
formal schw~icher als die neue und folglich leichter zu verifizieren ist. 

Analog zu (3.4) l~il3t sich nun sagen 

(3.14) Satz. (1) Sind alle P~ atomlos auf  q~l (v = 1 . . . .  , n), so ist t'R konvex. 

(2) Unter der Voraussetzung (3.11) ist kR vorn beschriinkt und vorn eckenab- 
gesehlossen, und zu jedem A > 0 gibt es eine A-Ecke yon kR. 

Zum Beweis brauchen wir die entsprechende Erweiterung von (3.6). 

(3.15) Satz. Unter der Voraussetzung (3.11)gilt bei beliebiger nieht-negativer 
Matr ix  A:  

(1) Ffir jedes t < k  ist die A(co; t)-Ecke v(A; co; t) der Menge S(co; t) eine q~t- 
mefibare Funktion. 

(2) Ist tier Risikovektor des Testes ~-- mit der Zerlegung f2 = F 1 •.. .  ~ F k und der 
Schadensfunktion s (co) eine A-Ecke yon kR, so ist A s (co) o f (co ; t) = A v (A ; co; t) o f (co ; t) 
P-fast auf  Ft ffir alle t < k. 

Beweis von Satz (3.15). (a) Ersetzen wit in (1.1) die Mengen S(co; t) durch die 
neuen Schadensbereiche H(co; t), so erhalten wir ein neues Testproblem. Die sich 
darauf beziehenden Gr6Ben werden wir durch den unteren Index H kennzeichnen. 

H(co;t) ist beschr~inkt und abgeschlossen, insbesondere also eckenabge- 
schlossen; auBerdem ist wegen Hilfssatz(3.12) die Sttitzfunktion h(p; co; t) von 
H(co; t) ~r ffir alle peR".  Mithin gelten die S~itze (3.4), (3.6) und (3.9). 

(b) Aus der Beziehung A(co; t )>0 und dem Korollar (2.26*) folgt: Bei A > 0  
ist v~(A; co; t )=v (A;  co; t)eS(co; t) ftir alle coet?, t<k .  

(c) Mit (a) und (b) ergibt sich aus Satz (3.4) die Behauptung (1). 

(d) Fiir einen beliebigen Test 5-ek3; mit der Zerlegung ( 2 = F l w . . . u F  k und 
der Schadensfunktion s (co) hat man definitionsgem/iB: 

(*) As(co)of(co; E t ) > A v ( A ;  co; t)of(co; t) bei coeF~. 

Definiert man dazu den Test ~ mit derselben Zerlegung wie 5- und der Schadens- 
funktion 

s~ (co)." = v (A; co; t) auf F t (t = 1 . . . . .  k), 
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so liefert dies einen Test wegen Behauptung (1), und Integration von (,) ftihrt zu 

A r (~-) ~ A r (Ja). 

Somit kann r(Y) nur dann eine A-Ecke von kR sein, wenn in (,) P-fast iiberall 
fiir alle t =  1, . . , ,  k das Gleichheitszeichen steht. Damit ist die Behauptung (2) 
gezeigt. 

Beweis yon Satz (3.14). Behauptung (1) findet sich in [13]. 

Behauptung (2). (a) Wir beweisen zun~ichst: 

Ist A > 0 und rmA eine A-Ecke von kR u, SO ist rH, a ~ kR und auch A-Ecke yon kR. 

In der Tat: Weil es nur auf Vektoren ankommt, die beziiglich ~ ~iquivalent 
sind, l~igt sich wegen (3.6) o.B.d.A, die zu rmA=r(~,A) gehiSrige Schadens- 
funktion als v~(A; o~; t) auf FH, t der zugeh6rigen Zerlegung wiihlen. Gem~ig 
Absatz (b) des vorstehenden Beweises ist aber 

vH(A; co; t)~S(co; t) ftir alle co~? und t =  1 . . . .  , k, 

also rmaCkR. 

Sei jetzt ~--~k3; beliebig mit der Zerlegung ~ =  F 1 ~ . . . u  F u und der Schadens- 
funktion s(co), dann definieren wir ~A genau wie in (d) des vorstehenden Beweises 
und erhalten wieder 

~.. E 
A r(•a) < A r(3-). 

Zugleich ist ~ ein Test aus k~; H, SO dab weiter gilt 

ArmA~Ar(~-a)~Ar(J"  ) fiir alle ~--~k3;, 
wie behauptet. 

(b) Nehmen wir in (a) speziell A' =peR",  so erhalten wir 

g(p;kRH)=g(p;kR)>--Oe fiir alle p > o .  

Daraus folgern wir mittels der Siitze (2.13) und (2.3) 

H (kR ka) = H (kR~ ~) ~ kRka , 

worin kR H beschr~inkt ist. kR ist demnach vorn beschr~nkt. 

(c) Weiter leiten wir aus (b) mit Hilfe des Korollars (2.26*) her: 

Ftir A=>0 mit rg(A)=n ist r A die A-Ecke yon kR~ genau dann, wenn es die 
A-Ecke yon kRk~ ist. 

Die A-Ecke yon kR~ geh/~rt jedoch wegen (3.4) zu kR H und nach (a) auch zu kR, 
was zeigt, dab kR vorn eckenabgeschlossen ist. Daraus ergibt sich schlieBlich 
zusammen mit der Beschr~nktheit yon H(kR k") die Existenz einer A-Ecke yon kR 
bei A~0.  

Beachtet man, dab man sich aufgrund yon (3.15) und Teil (b) des zugeh/Srigen 
Beweises bei der Bestimmung der den A-Ecken yon kR mit A >= 0 entsprechenden 
Zerlegungen auf die Betrachtung yon kR n beschr~nken kann, so erh~ilt man 
unmittelbar das Analogon zu Satz (3.9). 
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(3.16) Satz. Unter der Voraussetzung (3.1l) gilt fiir eine Matrix A >->_ 0: 

(1) Ist der Risikovektor des Testes Y mit der Zerlegung O = F l w . . . w  F ~ eine 
A-Ecke yon kR, so gilt ffir alle t < k bis auf P-Nullmengen 

G, c F 1 u ' " v o F t c H t  und F t ~ t H  

mit G,, tH und H t aus Definition (3.8). 

(2) Umgekehrt liefert jeder Test mit einer Zerlegung gemini3 (1) und einer 
Schadensfunktion s(~o) gemfifl (3.15), Tell (2) eine A-Ecke yon kR. 

(3) Speziell ist ~ u(o); 1)dP die E-Eeke yon {At: rEkR}. 

Es sei an dieser Stelle ausdrficklich erwShnt, dab kR H keineswegs eine Teil- 
menge yon kR sein muB. Das kann man sich leicht durch einfache Gegenbeispiele 
mit diskreten Schadensbereichen und diskreten Hypothesen klar machen. 
Dagegen ist kR~ stets Teilmenge der konvexen Hfille yon kR. 

Die Ergebnisse dieses Paragraphen k6nnen auf die Theorie der in [12] ein- 
gefiihrten multisubjektiv optimalen Tests angewendet werden, die eine Ver- 
bindung zwischen den BayeslSsungen und den Minimaxl6sungen darstellen. Bei 
einer gegebenen Klasse 45 von Vorbewertungen heiBt ein Test Joo e Z multisub- 
jektiv optimal beztiglich der Klasse X, wenn gilt 

sup(p'r(~o): p e ~ ) < s u p ( p ' r ( Y ) :  peq~) fiir alle 3 -eZ .  

Allgemeiner nennen wir jetzt einen Vektor to, der der entsprechenden Beziehung 
ffir alle r e R c R "  gen~igt, auch multisubjektiv optimal, selbst wenn r o nicht 
Risikovektor eines Testes und das vorgegebene R kein Risikobereich ist. Es 
gilt nun der 

(3.17) Hilfssatz. Sei R c R" vorn eckenabgeschlossen und g(p; R) endlich ffir p >-__ o, 
dann existiert zu jeder Klasse fb~ {p>___o} eine multisubjektiv optimale L6sung r o 
bezfiglich R k" und es ist 

l l 

to= ~ v r ~  mit r ~ R ,  c~>0 und ~ % = 1  (l<n). 
v = l  v = l  

Beweis. 1. Aus g(e~; R ) > -  ~ fiir alle v= 1, .. . ,  n folgt, dab R ka nach unten 
beschr~nkt ist. Zufolge [12] existiert daher zu 4~ eine multisubjektiv optimale 
L6sung r~R ka bezi.iglich der abgeschlossenen und konvexen Menge R k". 

2. Sei D:={xERka: x<_r}, dann hat man wegen p ' x < p ' r  ftir alle x~D die 
Beziehung 

sup p'x < sup p ' r <  sup p'x,  

d.h. jedes x aus D ist multisubjektiv optimal bezfiglich R ka. 

Weiter ist D abgeschlossen und konvex mit g(p; D)> -oQ fiir alle p > o ,  der 
vordere Rand V(D) ist daher nicht leer, was zusammen mit (2.32) die Existenz 
eines Punktes r o aus dem unteren Rand U(D)~D lehrt. Daraus folgt: 

r o ist multisubjektiv optimal beziiglich R ka, 
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wobei zus~itzlich wegen 

{to} = {x=< ro} ~ D=  {x-< ro} n R k a ~  {x=< r} = {x~ ro} ~ e  ka, 

also ro~ U(R ka) gilt. 

3. Zufolge (2.33) ist r o eine A-Ecke yon R k" mit A>0,  fiir das die letzte Zeile 
a~, > o' ist. Bei diesem A ist die Menge 

XA: = {X E Rka: X ~ y fiir al ley ~ R ka} 4: O, 

abgeschlossen und konvex. Insbesondere liegt X a in der am-Randmenge von 
Rk~c~ X A. Nach Satz (2.10) ist X a also kompakt;  zudem ist seine Dimension klei- 
ner als n. Wir diirfen daher schreiben (vgl. z.B. [6], S.400-401) 

l 

ro= ~ % ~  mit l<n; e , > 0 ,  ~ % = 1  
v~l v 

und r, Extremalpunkt von X a far v < 1. 

4. Es bleibt der Nachweis, dab r~ Extremalpunkt von R k" ist. Dies trifft zu; 

denn h~itte man x, yER k" mit r~=(x+y)/2, so folgte aus A r ~ A x ,  Arv<AY die 
Gleichung A r ~ = A x = A y ,  d.h. x, y E X  A, und r, wiire entgegen 3. kein Extremal- 
punkt von X A. 

Aus diesem Hilfssatz in Verbindung mit dem ersten Teil yon (3.14) ersehen 
wir direkt 

(3.18) Satz. Unter der Voraussetzung (3.11) gilt: 

(1) Sind die Hypothesen P~ atomlos auf ~1, so gibt es zu jeder Klasse cb einen 
multisubjektiv optimalen Test Yo~kTs 

(2) Im Fall beliebiger Hypothesen gibt es einen randomisierten Test Yoo= 
l 

cqJll + "'" + ~ l ~  mit Gewichten %>0,  ~ c%= 1 (l~n) und 3-~ek7s so daft 3- o multi- 
subjektiv optimal bezfiglich q~ ist. i 

Da Bayes- und MinimaxlSsungen SpezialNlle multisubjektiv optimaler Tests 
sind, besagt dieser Satz insbesondere, dab es immer randomisierte Bayes- und 
Minimaxl6sungen gibt. Dartiber hinaus haben wir jedoch wegen der S~itze (3.14) 
und (3.16) 

(3.19) Satz. Unter der Voraussetzung (3.11) hat man zu jeder Vorbewertung p>o  
eine Bayesl6sung ~ e k ~ ,  deren Bayesrisiko sich aus 

p ' r (G)  = ~ u(~o; 1) dP 

mit u(co; 1) gemiifi (3.7) berechnet. 

Modifizieren wir die Beweisidee zu (3.17), so erhalten wir eine Verallgemei- 
nerung des Korollars (2.17"), die wir gleich benutzen werden. 

(3.20) Hilfssntz. Sei R ~ R "  vorn eekenabgeschlossen mit g(p; R ) > -  c~ ffir alle 
p> o und bezeichnet E~ die Menge der vorderen Extremalpunkte yon R, so gilt 

M(R k~) = {xeR": x > r o ffir mindestens ein ro~(E~)k}. 



Bayesl6sungen bei mehrstufigen Tests 145 

Beweis. 1. Aus Eo c H(R k") folgt sofort, dab die rechte Menge in der linken 
enthalten ist. 

2. Sei reM(Rka), dann ist die Menge D.'--{x~Rka: x<r} wegen 

-oo<g(e;R)<e'x<e'r  bei e = ~ e ~  f i i r a l l e x e D  
v 

kompakt und konvex. U(D) ist somit nicht leer, und es gibt ein r o aus U(D)cD 
mit ro<r. Dieselbe SchluBweise wie im Beweis zu (3.17) liefert nun 

l 

to=  ~ c~r ~ mit c~>0, ~c%=1 (l<v<l<_n), 
v ~ l  v 

und r~ ist eine A-Ecke von R ka mit A > 0 ;  wie behauptet. 

Bemerkung. Wie wir durch das Beispiel in (2.27) festgestellt haben, ist E~ nicht 
immer die Menge aller Extremalpunkte yon H(Rka); (3.20) ist daher tatsiichlich 
allgemeiner als (2.17"). 

Nun untersuchen wir noch kurz das Testproblem, welches entsteht, wenn wir 
die Schadensbereiche S (ca; t) durch die maximalen Hfillen M(to; t); = M(H(ca; t)) 
ersetzen. Offensichtlich geniigen auch diese der Voraussetzung (3.11), sofern diese 
bereits fiir S(ca; t) galt. Fiir den zugeh6rigen Risikobereich kR M k6nnen wir den 
S~itzen (3.15) und (3.16) entnehmen, dab kR M vorn eckenabgeschlossen ist und 
die A-Ecken yon ~R~ fiir Matrizen mit dem Rang n und nichtnegativen Elemen- 
ten mit den A-Ecken yon kR B fibereinstimmen. Insbesondere ist 

g(p;kRM)=g(p;kR)=g(p;kRn) fiir alle p > o .  

AuBerdem sieht man sofort, dab mit rakRM auch r+x ffir jedes x_>o zu kR M 
gehSrt, da man ja x bet der Schadensfunktion addieren daft. Beachten wir noch 
(3.20), so finden wir 

M (kRka)~kR~, 
w~ihrend die Umkehrung 

M ( k R ~ O ) ~ * R ~  

aus der Tatsache folgt, dab die entsprechenden Sfiitzfunktionen fiir positive p 
iibereinstimmen. Das ergibt den 

(3.21) Satz. Bei Voraussetzung (3.11) ist M(kRk~)=kR~. 

Speziell ist wegen (3.14), Tell (1) 

(3.22) Satz. Unter der Voraussetzung (3.11) und atomlosen Hypothesen auf ~1 ist 

M (*R~ = *R ~ . 

Wit merken noch an, dab man aufgrund dieser beiden Sgtze bei der Unter- 
suchung von ,,vorderen" Eigenschaften des Risikobereiches (z.B. Abgeschlossen- 
heit nach vorn, Bayesl6sungen usw.) yon Anfang an annehmen darf, dab die 
Schadensbereiche gleich der maximalen Hiille yon S(ca; t) k~ sind. 

Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wit nochmals auf Satz(3.16) 
zufiickkommen und ihn in eine fiir die sp~iteren Betrachtungen bequemere Form 
bringen. Dazu benutzen wit den Begriff der Stopzeit. 
10 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw, Geb., Bd. 19 
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(3.23) Definition. Unter den Voraussetzungen von (1.1) heigt eine Abbildung 

T: ~2 --, {1, 2 . . . . .  k} 

eine Stopzeit (zum Testproblem (i.1)), wenn 

{co: r(co)<_t}eq~t ftir alle t<_k<<_ oo. 

Aus einer gegebenen Stopzeit T liil3t sich eine Zerlegung gemiiB (1.1) machen, 
indem man setzt 

F,.'={co: T(co)=t} fiir t = l  . . . .  ,k;  

umgekehrt liefert eine Zerlegung ~ = F ,  u . - .  vo F k gem~il3 (1,1) eine Stopzeit ver- 
m6ge der Festsetzung 

T(co):=t auf F t fiir t =  1, . . . ,k .  

Beide Betrachtungsweisen sind demnach ~iquivalent. 

Bei einer gegebenen Stopzeit T (Zerlegung) l~i[3t sich nun der Begriff der 
Schadensfunktion auch so einfiihren: 

s (co) ist eine Abbildung s: Q -~ R" • { ~ } derart, daft s (co) ~cmeJ3bar auf{ T(co) = t} 
ist fiir alle t= 1 . . . .  ,k  und s(co)eS(co; r(co)) fiir alle coe(2. 

Mit Hilfe yon Definition (3.8) lassen sich spezielle Stopzeiten angeben gem~il3 

(3.24) Definition. (1) T * : = t  auf GtGt_ 1 fiir t < k  2 mit Go==0, Gk'.=f2 heiBt 
obere Stopzeit; 

(2) T , : = t  auf H,H,_ 1 fiir t<_<k mit Ho :=  0, Hk:=g2 heiBt untere Stopzeit. 

Dabei ist infolge G t c H t bei 0_<_ t < k bis auf P-Nullmengen: 

T, < T* P-fast iiberall. 

Den Satz (3.16), Teile (1) und (2) k/Snnen wir jetzt folgendermagen aussprechen: 

(3.25) Satz. Unter der Voraussetzung (3.11) gilt ffir eine Matrix A>=0: 

Ein Test ~-- mit der Stopzeit T und der Schadensfunktion s(co) entspricht genau 
dann einer A-Ecke des Risikobereiches, wenn P-fast iiberall gelten 

(1) T,<=T<__T* und u(co; r ) = A v ( A ; c o "  T)of(co; r) ,  

(2) A s (co) of(co; T(co)) = A v (A; co; T(co)) of(co; T(co)) mit v(A; co; t) gemiifi (3.15). 

Der Beweis ist offenkundig. 

Bemerkung. T, <_ T braucht an sich nicht eigens verlangt zu werden; es folgt 
bereits aus der zweiten Bedingung unter (1). 

4. Weitere Hilfssiitze 

Bei der Behandlung der unendlichstufigen Tests werden wir uns auf Ergeb- 
nisse von Krieger sttitzen [8]. Diese Resultate sollen hier ohne Beweis und ledig- 
lich in der Allgemeinheit referiert werden, in der sie fiir unsere weiteren Er/Srte- 
rungen yon Interesse sind. 

2 Ein Querstrich bedeute das Komplement der Menge. 
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(4.1) Satz. Es seien die Voraussetzungen yon (1.1) mit k= co erfi~llt; ferner seien 
die Schadensbereiche S(co;t) beschrgmkt und eckenabgeschlossen fi~r alle oJE(2, 
sowie die zugeh6rigen Stiitzfunktionen g(p;co;t) ~t-meflbar fiir jedes peR" und 
P~-integrierbarffir p= •  (v= 1 . . . .  , n; t =  1, ..., oo). Auflerdem sei 

lira infg(G; co; t)= + ~ P-fast i&erall, 
t~eo 

und die IntegraIe 
~! infg(e~; ~o; t) dP~> - oo 

t<co 

existieren ffir v = 1, ..r, n. 
Dann ist der Risikobereich ~R streng vorn eckenabgeschlossen. 

Bemerkung. 1. Aus den Voraussetzungen folgt S(co; oo)= {do} P-fast iiberall. 

2. Aus dem Satz (4.1) ergibt sich nicht die Existenz der A-Ecken yon ~ fiir 
alle A > 0; und auch dann, wenn man die Existenz der A-Ecken annimmt, ist es 
wegen des nicht-konstruktiven Beweises unmSglich, diese anzugeben und ins- 
besondere ein Konstruktionsverfahren fiir BayeslSsungen herzuleiten. 

Im kommenden Paragraphen werden wir diesen Satz auf den Fall nicht 
beschr~inkter Schadensbereiche erweitern und dabei feststellen, dab es zu jeder 
positiven Matrix A auch eine A-Ecke des Risikobereiches gibt. tm Gegensatz 
zu (3.16) ist dies fiir nicht-negative Matrizen im Fall k = oo selbst bei beschr~ink- 
ten S(co; t) nicht mehr allgemein richtig, wie das folgende Beispiel lehrt, wobei 
wir die iibliche Abktirzung 

x + Q : = { x + q : q e Q }  ffir Q ~ R ' ,  xER" 
benutzen. 

(4.2) Beispiel. Man nimmt/2:  = {1,2,...}, als ~t den yon den Mengen {1}, {2}, ..., 
{t + 1, ... } erzeugten o-K6rper N~ ftir t < oo und als ~ = ~ die Potenzmenge von 
Q. Welter w~ihlt man n = 2 und setzt: 

,,1 (co).. ~- 2 -  ~, 

1 
P2 (co): ~ co(co+ 1)' 

was jeweils ein WahrscheinlichkeitsmaB ergibt. 

Ferner fiihren wir die Mengen Q(co)~R 2 ein gem~il3 

- c o +  l/co) 1 
Q(co).'={o,q(co)ff, wobei q(co):--( 0 und e : = ( 1  ) 

gesetzt ist, und definieren mit deren Hilfe die Schadensbereiche 

~te+Q(co) ( t = l ,  2 . . . .  ). far c o < t  
( , )  S (co; 

t ) :=( te+Q(t )  fiir co>=t 

Die Voraussetzungen yon (4.1) sind erffillt; denn wir haben: 

(a) S(co; t) ist kompakt, also eckenabgeschlossen und beschr~inkt ffir alle t 
und co. 
10" 
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(b) Ha t  p s R  2 die K o m p o n e n t e n  p, und P2, so gilt 

~'t (P1 + P2)+ P l ( - c o  + 1/co) ffir co< t~  
g ( P ; c o ; t ) = [ t ( p ~ + p 2 ) + p , ( - t + l / t  ) f i i r c o > t J '  falls p , > 0 ,  

g(p ;  co; t ) =  t(pl +p2  ) sonst. 

g(p; co; t) ist also fiir jedes feste t und p mel3bar beztiglich 5t  und beschriinkt, 
sornit auch Pv-integrabel (v = 1, 2). 

(c) Bei festem coet-2 folgt 

lira inf g (e 1; co; t) = lira ( t -  co + 1/o0) = + oo, 

lira inf g ( e  2 ; co ; t )  = lira t = + oo ; 
t~oo t~co 

ferner hat  man  
inf g (el; co; t) = g (e,; co; co) = 1/co < 1, 

inf g(e2; co; t )=  inf 1 = 1, 
t=<oO t=<oO 

was Pv-integrabel ist (v = 1, 2). 

Wir  wollen nun zeigen, dab es zur Zei lenmatr ix A = e'~ keine A-Ecke gibt. Zu 
diesem Zweck nehmen wir an, ~-o sei ein zur A-Ecke geh6riger Test  mit der 
Schadensfunkt ion s~ und dem Ris ikovektor  r ( 3 - ~  ~ 

1. Zun~ichst be t rachten  wir die Folge der 1-stufigen Tests ~-~ (1 < Go), welche 
definiert ist durch die 

Zerlegungen:  t ' l = F l V O . . . v o F  l mit F,=={t} 

und die 

fiir t < l < oo 

ftir co < l 

fi~r ( o> l ,  

irgendeines Testes 

(**) 

woraus  folgt 

s 1 (co) ~ 1~co, 

e;r~ E 1 o~r2 co Pl(co)=~x~ d.h. e, 1 r o = ~o. 

Schadens unkt onen: / 
U e + q t t )  

die nach (*) zuliissig sind. 

Diese Festsetzung ist in l Jbere ins t immung mit (1.1) ein Test, dessen Risiko- 
vektor  / als erste K o m p o n e n t e  hat  

r~ = y" 2- '~  + ~ 2 -  ,off = e, 1 / .  
co<l co>l 

' r ~ < e' 1 / ffir alle l = 1, 2, die Beziehung Daraus  ergibt sich wegen e I ... 

e' 1 r ~ < ~ 2-~ = ,  e0 < oo. 
o)=1 

2. Anderersei ts  gilt fiir die erste K o m p o n e n t e  sa(co) der Schadensfunktion 
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Damit  Gleichheit  vorliegt, mul3 auch in (**) das Gleichheitszeichen fiir alle coe(2 
gelten. Das bedeutet  aber  ftir ~--0 die Zerlegung Ft~ {t} und die Schadensfunk- 
t ion 

s~ fiir alle ( o e P ,  

so dab sich fiir die zweite K o m p o n e n t e  e~ r ~ des Risikovektors  ergibt 

e'2 r~ • e'z(coe+q(co))P2 = ~ co / (co+l )co=oo ,  
oefl e o = l  

was zeigt, dab es keinen Ris ikovektor  geben kann, der A-Ecke yon ~~ ist. 

Um die sp~iteren Oberlegungen nicht unterbrechen zu mtissen, sei an dieser 
Stelle die Diskussion der Voraussetzungen in (4.1) vorweggenommen.  Bereits im 
ersten Paragraphen  waren wir uns dari iber klar geworden, dab die Schadens- 
bereiche mit wachsender  Stufenzahl in geeigneter Weise ins Unendliche wandern. 
Dies geschieht in (4.1) dadurch,  dab man ftir die Stt i tzfunktionen g(p; co; t) u.a. 
fordert :  

(4.3) Voraussetzung. g (p; co; t)= = g (p; S (co; t)) geniigen den Bedingungen 

(1) g (p; co; t) ~t-mel3bar fiir p > o, t = 1, 2 . . . .  ; 

(2) g(e~; co; t )>  - oo und P~-integrabel fiir t =  1, 2, ... ; v = 1, . . . ,  n; 

(3) ~infg(e~;co;t)dP~>-oo fiir v = l , . . . , n ;  
.Q t 

(4) lira inf g (e~; co; t) = + ov P~-fast tiberall ftir v = 1, . . . ,  n. 
t - c o o  

F a r  das Weitere ist eine andere Voraussetzung zweckmN3ig, n~imlich 

(4.3') Voraussetzung. S(co; t) l~il3t sich schreiben in der Fo rm S(co; t)=c(t)+ 
Q(co; t), wobei c(t)eR" und Q(co; t )~R" mit f ( p ;  co; t) . '=g(p;  Q(co; t)). 

f (p ;  co; t) und c(t) geniigen den Bedingungen 

(l ') f(p; co; t) ~t-mel3bar far p > o, t = 1, 2 , . . . ;  

(2') f(e~; co; t )>  - oo und P~-integrabel ffir t = 1, 2 . . . .  , v = 1 . . . .  , n; 

(3') ~ inff(ev;  co; t) dP~ > - oo flit v = 1 . . . . .  n; 
.O t 

(4') o < c ( 1 ) < c ( 2 ) - < . . ,  und c(t)--, + ~  Mr t--+oo. 

Auf  den ersten Blick erscheint (4.3) schwiicher als (4.3'). Man hat aber den 

(4.4) Satz. Die Voraussetzungen (4.3) und (4.3') sind iiquivaIent. 

Beweis. (a) Sei (4.3') erftillt u n d p  > o. 
Wegen g(p;co;t)=p'c(t)+f(p;co; t) folgen (1) und (2) unmit te lbar  aus (1') 

und (2'). 

Ferner  ergibt sich aus (3') die Absch~itzung 

inf f (e , ;  co; t) > - ov P~-fast iiberall. 
t 

Verm/Sge g (e,; co; t) > e', c (t) + in f f (e , ;  co; t) und (4') erh~ilt man daraus (4) und 
t 

zusammen mit (3') schliel31ich 

a~ inf g(e~; co; t) dP~ > ~ inff(e~; co; t) dP~ > - oo. 
f2 t 
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(b) Sei nun (4.3) erfiillt. Wir konstruieren zun~ichst aus den g(ev; co; t) eine 
geeignete Folge c(t)~R" mit der Eigenschaft (4'). Dies geschieht komponenten-  
weise; der Einfachheit halber werden wir fiir den Augenblick das Argument  ev 
bzw. v unterdriicken, sofern keine Verwechslung entstehen kann. 

Setzt man i (co; t), = inf g (co; s), so gilt: 
s > t  

i(co; t) ist eine mono ton  nicht-fallende Folge yon Funkt ionen mit 

lim/(co; t ) -  + oe P~-fast tiberall 
t ~ C O  

und 
i(co;t)<g(co;t) fiir t = l , 2 ,  . . . .  

Zu jeder natiirlichen Zahl l definieren wit die Funkt ionen 

m(co; t, 1)."--min(i(o); t ) -  l, 0), 

die folgende Eigenschaften haben:  

(I) re(co; t , /)<re(co; t +  1, 1)<0 fiir alle t, l; lim re(co; t , / ) = 0  P~-fast iiberall. 
t - * c O  

(II) re(co; t , / )>min(i(co;  1 ) - / ,  0) ist P~-integrabel fiir jedes t, l =  1, 2, .... 

Aus (I) und (II) folgt nach dem Satz yon Lebesgue 

(III) ~ re(co; t, l)dP~ konvergiert  mono ton  yon unten gegen 0 fiir jedes feste I. 

Zu jeder natiirlichen Zahl l gibt es daher ein t~ mit 

0>= ~m(~o;t, 1)dP~> - 2  -1 flit t>t  z. 
S~ 

O. B. d.A. k6nnen wir annehmen t o: = 1 < t 1 < t 2 < . . . .  

Mit  Hilfe der so gefundenen Folge t~ (l = 1, 2 . . . .  ) definieren wir 

c(t),=l fiir tt<t<t~+~, I=0 ,  1,2 . . . .  , 
und erhalten 

0=<c(1)<c(2)<=... mit c(t)~oo bei t ~ o o .  

Wir  denken uns nun dieses Verfahren ftir jede Komponente  v = 1 . . . . .  n durch- 
gefiihrt. Die so gefundenen cv(t) fassen wir zum Vektor c(t) zusammen und set- 
zen noch 

(2(co; t ) :=  -c( t )+ S(co; t). 

Die Richtigkeit yon (1') und (2') verifiziert man wie unter (a), w~ihrend (4') 
durch die Kons t rukt ion  yon c(t) erzwungen wurde. 

Beim Nachweis yon (3') lassen wir wieder die Argumente e~ bzw. v weg, soweit 
dies geht, und sch~itzen ab: 

Fiir tt<t<tl+ 1 ( /=1 ,2 ,  ...) gilt 

f(co; t) = g(co; t ) -  c(t)>=/(co; t ) -  c(t)=/(co; t ) - I >  re(co; t, l). 

Weiter ist wegen m (co; t, l) < 0: 
oo 

inff(co; t )=  inf inf f(co;t)>infm(co;tz,l)>~m(co;tl, l). 
t ~ t l  1 ~ 1  t z < = t < t ~ + l  l>-1 l = l  " 
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Nach dem Satz vonder  monotonen Konvergenz gilt aul3erdem 

,=t~i>nff(co;t)dP~> e ~ / = l ~ m ( c o ; t l ' l ) d P ~ =  l=a ~fm(co;tt'l)dP~ 

oo 

= > -  ~22-z= - l > - - o v  
l=1 

Schliel31ich ist auch noch 

inff(co; t) = min (inff(co; t), f(co; 1) . . . .  , f(co; t 1 - 1)), 
t > l  t>=tl 

was als Minimum endlich vieler integrierbarer Funktionen mit einem Integral- 
wert gr/SBer als - o o  selbst wieder integrierbar ist und ein Integral gr/SBer als 
- o0 liefert. 

Damit ist die Aquivalenz von (4.3) und (4.3') v611ig bewiesen. 
Der Satz (4.4) l~13t eine bemerkenswerte Interpretation der Voraussetzung 

(4.3) zu: 
Man kann n~imlich o. B. d. A. stets annehmen, dab sich die Schadensfunktion 

eines mehrstufigen Testes additiv zusammensetzt aus den Kosten c(t), die unab- 
hiingig yon der Beobachtung co mit wachsender Stufenzahl gegen unendlich stei- 
gen, und dem Schaden q (co; t), der durch die Terminalentscheidung in der t-ten 
Stufe bei der Beobachtung yon co entsteht und nach unten beschr~inkt ist. Letz, 
teres bedeutet praktisch nur, dab die M6glichkeit, unbeschr~inkt hohe Gewinne 
zu erzielen, yon vornherein ausgeschlossen wird ohne Rficksicht darauf, wie die 
Beobachtung ausf~illt. 

5. U n e n d l i e h s t u f i g e  T e s t s  

Wir beginnen damit, dab wir die Voraussetzungen genau formulieren, die wir 
in Zukunft stets, ohne sie gesondert aufzufi_ihren, als gegeben annehmen, sofern 
nichts Gegenteiliges gesagt wird. 

(5.1) Voraussetzungen. Vorgelegt seien die a-K6rper 31 c 32 c ' "  c 3~ ~ 3 fiber 
~2 und die Mal3e P1, ..., Pn auf 3. Zu jedem co~(2 und jedem t =  1, 2 . . . .  gebe es 
eine Menge S(co; t )cR",  S(co; ~ )  sei fiir alle coco gleich {~}. H(co; t) sei die vor- 
dere Hfille von S(co; t) ka (soweit diese fiberhaupt definiert ist). Mit g(p; co; t) bzw. 
h(p; co; t) bezeichnen wir die Stfitzfunktion yon S(co; t) bzw. H(co; t). 

Es seien folgende Bedingungen erffillt: 

(1) S(co; t)4=0, vorn beschr~inkt und vorn eckenabgeschlossen fiJr alle co,g2 
und t = l , 2  . . . . .  

(2) g(p; co; t) sei ftir jedes p > o  3t-meBbar ( t= 1, 2, ...). 

(3) h(p; co; t) sei fiir p =  _+e~ P~-integrierbar (v= 1, ..., n; t =  1, 2 . . . .  ). 

(4) lira infh(e~; co; t)= + ~ Pv-fast fiberall und ~ infh(ev; co; t) dP~> - Go fiJr 
t~oo ~ t__<oo 

v = l ,  . . . ,  r/. 

Bemerkung. h(p;co;t) wird eindeutig bestimmt durch die Kenntnis von 
g(p; co; t) ffir alle p > o  (vgl. (2.11)); insbesondere ist h(e~; co; t)=g(e~; co; t). 
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Wegen s(co)eR" P-fast mug unter der Voraussetzung (5.1) ftir jede zu einem 
Test gehSrige Zerlegung P(F~)=0  bzw. fiir die entsprechende Stopzeit T <  oo 
P-fast ~iberall gelten (sog. ,,Abgeschlossenheit" des Testes). Umgekehrt gehSrt 
jede derartige Zerlegung bzw. Stopzeit zu einem Test, sofern sich eine meBbare 
und zumindest uneigentlich integrable Schadensfunktion s(co) dazu finden l~igt. 
Wir werden sp~iter sehen, dab das immer mSglich ist. 

Wir zeigen nun die zu (3.14) bis (3.16) analogen Behauptungen im unendlich- 
stufigen Fall. Dabei werden die beiden ersten Siitze tunlich gemeinsam bewiesen. 

(5.2) Satz. (1) Sind alle P~ atomlos auf ~1 (v = 1 . . . . .  n), so ist ~~ konvex. 

(2) Unter der Voraussetzung (5.1) ist ~ nach unten beschriinkt und streng vorn 
eckenabgeschlossen, und zu jedem A > 0 gibt es eine A-Ecke yon ~176 

(5.3) Satz. Unter der Voraussetzung (5.1) gilt bei beliebiger Matrix A > 0 :  

(1) Fiir jedes t < oo ist die A(co; t)-Ecke v(A; o~; t) der Menge S(co; t) eine ~t- 
mefibare Funktion. 

(2) Ist der Risikovektor des Testes J-  mit der Stopzeit T und der Schadens- 
funktion s(co) eine A-Ecke yon ~ so ist 

As(co) of(co; T)= Av(A; co; T)of(co; T) P-fast fiberall. 

Der Beweis zu (5.3) liigt sich nahezu wSrtlich von (3.15) tibernehmen. 

Beweis zu (5.2). Zu Behauptung (1) vgl. [-13]. 
Behauptung (2). (a) Die Beschr~inktheit nach unten folgt aus der Absch~itzung 

e; r(J-) = S e'~s(co) dP~> ~ inf g(e~; co; t) dP~ 

= ~ inf h(e~; co; t) dP~> - oo, 
t 

die far jede Schadensfunktion s(co) und jedes v=  1, ..., n richtig ist. 

(b) Wir betrachten das Testproblem, bei welchem die S(co; t) durch die H(co; t) 
ersetzt werden. Sei ~176 H der zugehSrige Risikobereich. Wie beim Beweis von 
(3.14) schliel3t man mit Hilfe yon (5.3) anstelle yon (3.6), dab fiir A > 0 mit rg(A) = n 
die A-Ecke yon ~176 n zu ~176 gehSrt und A-Ecke von ~ ist. Da weiter infolge (4.1) 
~~ streng vorn eckenabgeschlossen ist, besitzt ~176 dieselbe Eigenschaft. 

(c) Aus (a) und (b) ergibt sich direkt die Existenz einer A-Ecke bei A > 0. 

Dem Teil (2a) dieses Beweises entnehmen wir folgendes 

(5.2*) Korollar. Zu jedem Test existiert der Risikovektor eigentlich oder uneigent- 
lich, d.h. die Integrale fiber die Komponenten der Schadensfunktion existieren 
immer, kOnnen aber unter Umstiinden den Wert + oo annehmen. 

Das Analogon zu Satz (3.16) erfordert einige Vorbereitungen. Wir wollen von 
jetzt ab stets von einer festgehaltenen Matrix A > 0 ausgehen und daher der Ein- 
fachheit wegen die Abh~ingigkeit yon A bei den entsprechenden GrSl3en nicht 
mehr zum Ausdruck bringen. Dasselbe werden wir meist mit co tun. Wir schreiben 

also jetzt v (t)." = v (A; co; t), 

f( t) ,  =f(co; t). 
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Weiter mtissen wir unterschiedliche Testprobleme simultan betrachten und die 
zugeh6rigen GrSl3en entsprechend kennzeichnen. Dazu treffen wir folgende 

Vereinbarung. Es bezeichne yon jetzt ab k nicht mehr die Stufenzahl der Tests, 
sondern den h6chsten Index der beim gerade behandelten Testproblem vorkom- 
menden o--KSrper bzw. Schadensbereiche. 

Bei den bisherigen {)berlegungen fiel dieser Index mit der Stufenzahl zusam- 
men. Eine Verwechslung scheint jedoch ausgeschlossen, da k in der Vorausset- 
zung (5.1) tiberhaupt nicht mehr vorkommt. 

In Ubereinstimmung mit dieser Vereinbarung bezeichne ~32 die Menge aller 
( ( k - l +  1)-stufigen) Tests, die zu dem Problem 

[ ~  . . . .  , ~ ;  s ( ~ ;  1), . . . ,  s(o~; k); P1, . . . ,  P,] 

gehOren, bei denen also mindestens l Beobachtungen durchgeffihrt werden miis- 
sen, ehe iiberhaupt eine Terminalentscheidung gef~illt werden darf(l < k < o% l < oe). 
~R sei der entsprechende Risikobereich. Speziell ist k%=~; und ~R=~R. Man 
erkennt unschwer die Beziehungen t~j3;k  ~ bzw. kR~t~, ~'" ~' ffir alle l<j<_i<_k. Die 
A-Ecke yon ~R bzw. eine im folgenden festgehaltene davon, sofern diese rlicht 

eindeutig bestimmt ist, bezeichnen wir mit It. Es gilt A]r ~ A jr be i l  < j_< i_< k. 
Infolge (3.14) und (5.2) gibt es zu jeder solchen A-Ecke (mindestens) einen Test 
~ -  mit der Stopzeit ~T und der Schadensfunktion ks~, derart, dab A r(~3--)= A~r. 
Ein solches ~ J  denken wir uns fest gew~ihlt. 

Schlieglich setzen wir noch 

ktu: = o ~ ( A ~s o f (~ T)]~z ) 
und behaupten 

(5.4) Hilfssatz. Folgende Beziehungen gelten P-fast iiberall: 
k E (1) Fiir jedes ~ - - ~ .  mit T, s ist l u < g ( A s  ~ 

(2) ~u ist unabhiingig yon der Wahl des Testes ~Y. 

(3) ~u=Av(k)  of(k), falls k< oo. 

(4) ~u = E-min [Av (I) of(l), ~ (t + ful ~,)], falls 1 < k < oo. 
E.  

(5) ~tu<~u fiir l<i<k<_oo. 

Beim Beweis dieses Hilfssatzes werden wir uns einer ,,Methode der zusam- 
mengesetzten Tests" bedienen, die auch spiiter noch mehrfach benutzt wird. Diese 
Methode findet bereits in [13], S. 29 Anwendung. Wir wollen sie in einem eige- 
hen Hilfssatz festhalten. 

(5.5) Hilfssatz. Seien ~e~2 ,  ~- ~2~j~2 mit Tl, s 1 bzw. T2,s2, wobei l<=j sowie 

Dann liefert folgende Festsetzung einen neuen Test ~- gemgtfi 

T:= TaIx+ TzIx a, 

s: = sl lx + s2 I x. 
Es ist J-E~tX mit re=max(i, k). 

I x bedeutet die Indikatorfunktion der Menge X. 
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Beweis yon (5.5). J - ~ " ~  ist offensichtlich, sofern T und s i iberhaupt einen 
Test definieren. 

1. T ist eine Stopzeit; denn 

(a) fiir t< l  ist {T l= t }={T2=t}=O,  
(b) ftir l < t < j gilt wegen { T 2 = t} = 0 

{T=t}  = {TI= t } X = { T l = t } e ~ t  , 

(c) ftir j < t < oo ist wegen X e ~t 

{ T = t } =  { T l=t  } X u { r 2 = t  } X ~ t ,  

(d) schlieglich hat  man noch P ( T =  o o ) < P ( T l =  o o ) + P ( T  2 = oo)=0. 

2. s stellt eine Schadensfunktion dar;  denn es ist 

(a) s = s a auf { T =  t} = { T a = t}, also ~,-meBbar, falls t < j  und 

(b) S = I x s l + I x s  2 auf {T=t} ,  also ~t-megbar mit Werten in S(co; t), falls t>j .  

Beweis yon (5.4). (1) Seien ~ ,  Jzzs~X mit Stopzeiten T1, T 2 und  Schadens- 
funktionen sl, s2, wobei A r(~2)= A]r  gelte. Setzt man 

g 

X= = {d~ s 1 of(T1)l~)<, g (As  2 o f(T2)I~)},  

d a n n i s t  X 6 ~ t .  Sei welter J -  mit  T, s der gem~iB (5.5) aus ~ und J2 zusammen-  
gesetzte Test, also J-E ~3;. W~ire nun  P(X) > 0, dann gilt fiir den Risikovektor r (J-): 

A ~ r ~ A r ( J ) =  ~ As  o f (y )  dP= ~ As  I o f (E )  dP+ ~ As 2 of(T2) dP 
f l  X J{ 

= ~ g ( A s  1 of(T1)l~t) dP + ~ g (As  z of(Tz)l~h) dP 
X 

$ I g(as2 dP + g(A< of(T )l ,)dP 
# f ;  X 

= ~ As  2 o f ( T z ) d P = a r ( ~ ) = A ] r ,  
fl 

was nicht sein kann,  so dab P ( X ) =  0 ist. 

Insbesondere ist ftir J2 = ~3- die Beziehung 

p ( g ( A s l  e 1, o f(Zl)l  ~,) ,< lu) = 0 
gtiltig. 

(2) folgt aus (1), indem man auch ~ so wiihlt, dab r(J~l) A-Ecke yon ~R ist. 

(3) ist der (einstufige) Spezialfall des Satzes (3.15), zweiter Teil. 

(4) Sei ~oo der einstufige Test mit  To=-I und der nach Satz(3.15) zul~issigen 
Schadensfunktion s o = v(l), dann folgt wegen k ~+ lY,, J o ~ %  aus (1): 

k E tu<g(Av(l)of( l ) l~l)=Av(1)of( l )  P-fast 
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und 
~u ~: # (A z+ ~s of(~+ lkT) [ ~ )  

= #(#(A k k z+lsof(l+tr)]~l+l)l~l)=C(l+~ulq~t) P-fast, 
also 

k E lu<E-mm(Av(1) of(1), #(l+~u[~l)) P-fast tiberall. 

Um auch die andere Richtung zu zeigen, wenden wir (5.5) an, wobei wit setzen: 

f . _ k y -  
l ' - - I  ' 

- f 2 e ~  mit T : :=- /+I  und SE:-~v(l+l) 
und 

X : =  {~T>l}e3, .  

Wir erhalten dadurch einen Test J aus ~Z mit T,s, wobei infolge T>I  sogar 
Ye~+f~.  Welter ist 

Aso f (T )=A~so f (~T)  P-fast auf X ~ r  

k E Damit ergibt sich wegen z+lu<g(Asof(T)[8~+l) P-fast tiberall: 

k E g( ,+luiSO<g(Asof(T) l~ , )=~u auf X P-fast, 

w~ihrend zufolge (5.3) gilt: 

A ~s of(l) = A v (1) o f(1) = ~u auf X P-fast, 

womit (4) gezeigt ist. 

(5) folgt zusammen mit (1)aus 13--e~X und g(~ula,)=~u P-fast. 

Ftir den Fall k < oQ ergeben (3) und (4) ein Rekursionssystem zur Bestimmung 
der kuz, wie wi res  schon in Definition 0.7) zur Festlegung der zu den A-Ecken 
des Risikobereiches geh6rigen Stopzeiten betrachtet haben. Im Fall k = oo lassen 
sich die ~u nicht so leicht beschaffen; sie sind aber wohldefinierte (wenn u p s  
zun/ichst auch noch unbekannte) Funktionen. Analog dem Fall k<oo  setzen 
wir nun allgemein (k< c~ oder k = c~) 

(5.6) Definition. 

(1) {G: = {Av(1)of(l)~,g(,+~u [{},)} ( l<k< m); 

k G �9 k G t : =  U t , kGo: = O ;  kGk:=~'2 (t<k<= oo); 
l<t 

(2) {avO) o f (I) < g (,+ lul{},) } (l < k < m); 
k H . kilt:= (..) t , kno:=O; kHk:=g2 (t < k < oo). 

l<=t 

Ohne Schwierigkeit erkennt man 

~G, ~H ~ ~I mit 
(5.7) 

~Gc~H; I G ~ G ;  I H ~ H  P-fast ffir alle l<i<_k<oo; 
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woraus man ebenso leicht folgende einfache Beziehungen herleitet: 

kGt, kHt E ~t mit 
(5.8) 

kGtmkHt; iGt~kGt; iHt~kH t P-fast ffir alle t<i<_k<<_ ~ .  

Damit laBt sich analog zum Fall k < ~ (vgl. (3.24)) eine obere bzw. untere Stop- 
zeit kT* bzw. kT, definieren. 

(5.9) Definition. 
(1) kT*. '=  t aufkGtkGt_l  fiir 1 <=t<k< ~,  

kT*:=k sonst; 

(2) kT,:=t aufkHt'~t_l fiir l <t<k<o% 
k T,." = k sonst. 

Als unmittelbare Folgerung yon (5.8) halten wir lest: 

kT, <kT* P-fast tiberall. 

Bei k < oo sind kT, und kT* trivialerweise Stopzeiten, bei k = ~ ist das erst noch 
nachzuweisen. 

Im folgenden werden wir nur den Fall k =  m behandeln. Es ist daher ohne 
Gefahr der Verwechselung mSglich, den oberen Index Go bei G und H zu unter- 
driicken. Wir beginnen mit einem 

(5.10) Hilfssatz. Es seien bei festem t< 

sowie 
:~  ~ T Tt*: = ~~ * auf Gt; Tt, , auf Hi; 

auf H,; 

auf u,; 
auf Hr. 

A ~ r =  ~ ~udP= ~ Av(1)of(1)dP+ ~ g(~zu]~)dP 

= f Av(1)of(1)dP+ ~ ~udP 

= ~ Av(1)of(1)dP+ S A~s~ 

Tt* : = ~+~T auf Gt; Tt,:=t~~ T 

s*:--v(~~ *) auf Gt; st,:=v(~~ 

s?'.=~ffts auf G~; s,,~=,~s 

Dann sind T t , ,  Tt* Stopzeiten, s t , ,  st* zugeh6rige Schadensfunktionen, und ffir die 
entsprechenden Tests ~t, bzw. ~ *  gilt 

Ar(Jt ,  ) = Ar(Z* ) = A 3r. 

Beweis. Offensichtlich definieren Tt* und s* einen Test Jtt*. Der Rest wird 
durch vollst~indige Induktion in t gezeigt. 

Nach (5.4), Behauptung (4) und (5.6) ist P-fast 

(Av(1)of(1) auf G a 

lu=~e(~ul~l) auf G- 7' 
also wird im Fall t = 1 : 
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Ftir t -  1 werde die Behauptung als richtig unterstellt. Dann  gilt wegen 

oo [Av(t)of( t )  auf G t Gt-~_ a 

und der Indukt ionsvoraussetzung:  

A~r=Ar(3-[*l)= ~ Av(~176 ~ ~udP 

= ~ A v ( ~ T * ) ~  
G t  -- 1 

+ y Av(t)of(t)dP+ (. g(,~ul~Jt)dP 

= ~ Av(~T*)of(~T*)dP+ y ,~udP=Ar(~*). 
Gt 

Die Aussage flit ~ ,  beweist man auf dieselbe Art, indem man lediglich G dutch  H 
und ~ T* durch | ersetzt. 

(5.11) Satz. ~ und ~T* gemiifl (5.9) sind Stopzeiten mit | <_ ~T* P-fast. 

Beweis. Die Mel3barkeitsbedingungen fiir Stopzeiten sind offensichtlich 
erfiillt. Wegen ~o T < ~ T* P-fast ist nur  zu zeigen 

P ( G ) =  1 bei G .'= [_)G,. 
t < o O  

Zu diesem Zweck nehmen wir das Gegenteil  an, also P ( @ ) > %  fiir alle t bei 
geeignetem % > 0. Dem Hilfssatz (5.10) entnehmen wir 

A~a r= ~ Avt~176176 ~ A , ~ l s o f ( t ~ r ) d P = ' I t + i t  
G, G7 

C~ir alle t =  1, 2 . . . . .  Aufgrund yon Bedingung (4) in (5.1) ist der Integrand in I~ 
komponentenweise  durch eine integrierbare Funkt ion  nach unten beschr inkt .  
Ferner  ist G t m o n o t o n  aufsteigend. Nach  dem Lemma  yon Fa tou  gilt daher  

l t - - ~ l o > - - ~  bei t ~ c ~  
mit 

I o = ~ Avf~176 *) of(~176 dP. 
G 

Zur  Absch~itzung yon i t greifen wir auf Satz (4.4) und die Voraussetzung (4.3') 
zurtick. Danach  hat man  

,Zs>e(t)+q, 

wobei ~ q o d/5 > - ~ u n d o  _-< c (t) bei t --+ c~ mono ton  gegen o5 strebt, c(t) 1/il3t 
D 

sich absch/itzen durch c (t) > fl (t)- e 

mit e = ~ e a s  und fl(t)=mine'~c(t), wobei fl(t) eine skalare Funkt ion  ist mit 
v as 

O < f l ( t ) ~ o o  fiir t -~oo.  
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Wegen A > 0 folgt 

it = ~ A t ~ s ~  ~ t ~  s~ 

>-A ~ c ( t )odP+A ~ qo d/5=: Jt+2It .  

Wiederum aufgrund des Fatouschen Lemmas konvergiert 2I t gegen einen end- 
lichen Weft 210 = A ~ q o dP bei t ~ 00. 

G 
Ffir die #-te Komponente  des ersten Integrals gilt, wenn wit die #-te Zeile 

! 

yon A mit a~ bezeichnen und dutch au> c~ e mit passendem au >0  absch~itzen 
(#=  l , . . . ,m) :  

a'u~ - c(t)odP>aufi(t)e'  ~ eodP=c~ufl(t)n ~ dP>euf l ( t )n .~o~oo  fiir t---,oo. 
Gt Gt Gtt 

Damit haben wir aber wegen der Endlichkeit yon A ~r einen Widerspruch zu 

A ~r >_= I t + lit + 2It fiir alle t 

hergeleitet und die Annahme P(Gt)>e o widerlegt, den Satz also vollst~indig 
bewiesen. 

Mit Hilfe yon I t + it = A ~r und I t ~ I o > - Co k6nnen wir schlieBen 

[ t ~ l o = A ~ r - I o < + ~  fiir t--, oo. 

Auf der anderen Seite entnehmen wir dem Beweisgang und P(G)= 0: 

2 I t ~ o = ~ A q o d p  und j t > o  ftiralle t, 
G 

so dab wir bei beliebig gegebenem e > 0 nach unten absch~itzen diirfen: 

[t>ll t+2It> - e e  fiir alle t > t  o bei hinreichend grol~em t o. 

Das ergibt 
Io>  - e e  fiir alle e > 0 ,  

d.h. also 

• 0  ~_~ O, 
und wir erhalten den 

(5.12) Hilfssatz. A~r>= ~ Av(~176 ~ Av(~~ 
G f~ 

Wir werden nun zwei bestimmte zur A-Ecke yon ~R geh/3rige Tests angeben. 

(5.13) Satz. Setzt man ~176  bzw. ~176176 so ergibt dies mit ~ 
bzw. ~T* einen Test o~ ,  bzw. ~J-* derart, daft r(~J-,) und r(~ --*) eigentlich 
existieren mit 

A r ( ~ , )  = Ar(~176 -*) = Ar(~l y )  = A ~r. 

Beweis. 1. Verm6ge (5.3) und (5.12) definieren ~T,  und ~~ bzw. ~ T* und ~s* 
tats~ichlich einen Test. 
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2. Far oo~--, folgt mit Hilfssatz (5.12) 

A r ( * J  *) = ~ A v(~T*)o dP< Ar(~aJ-). 
(2 

Da jedoch ~ f f  eine A-Ecke bestimmt, w~hrend "3-* in ~X liegt, hat man 

A r ( ~ J * ) ~  Ar(3~-), 
was zeigt 

A r < g * )  = A ~ (3Y- )  = A ~. 

3. Ersetzt man in den Uberlegungen ab (5.11) G durch H und ...* durch . . . , ,  
so bleiben diese richtig, und man erh~ilt 

A r ( ~ , )  = A r (~3-) = A ~r. 

4. Wegen A > 0  existieren mit A~lr=Ar(~176176 auch die Risiko- 
vektoren r(O~J -*) und r (~J , )  selbst eigentlich, was den Beweis vervollst~indigt. 

Wir wollen den Hilfssatz(5.10) noch etwas verallgemeinern. Anschliegend 
sind wir dann in der Lage, den zu (3.16) analogen Satz zu beweisen. 

(5.14) Hilfssatz. Sei Yoo~ ~ mit To, s o A-optimal, dann gilt ffir aIle Tests ~ ~ ~;s 
mit T1, s 1 und alle X ~ l  

y AsoodP ~ ~ Aslod-#. 
X X 

Der ~iuBerst einfache Beweis kann tibergangen werden. 

(5.15) Hilfssatz. Sei f mit T, s ein Test derart, daft r = r ( J - )  A-Ecke yon ~R, dann 
gilt bei {T<t} c X ~ t  

Ar= ~AsodP+ I ~udP fiiraIle t = l , 2  . . . . .  
X X 

Beweis. Wegen { T<  t} c X gilt T >  t auf X; zufolge (5.14) ist daher 

g(Asof(r)p~,)~u a u f  ~. 
Daraus folgt weiter 

Ar= I As o f (T )dP  + f E(Aso f (T) l~ t )dP~ ~ Aso f (T)  dP + ~ ~udP=: Ar 1 . 
X X X X 

Andererseits ist r I der Risikovektor des Testes ~ mit 

{ ~ s  a u f X  
TI' sl = ~T, ~ auf X"  

E 
Mithin hat man auch A r I > A r, was A r 1 = A r zeigt. 

(5.15") Korollar. Unter den Voraussetzungen yon (5.15) gilt 

g(Asof(r)[n83= ~u P-fast auf X.  
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(5.15"*) Korollar.  Unter den Voraussetzungen yon (5.15) gilt 

Ar= ~ AsodP+ ~ tudP fiiralle t - l , 2 , . . . .  
{T < t} {T >= t} 

(5.16) Satz. Unter der Voraussetzung (5.1) gilt bei A > 0 :  

(1) Ist der Risikovektor des Testes 3- eine A-Ecke yon ~R, so gilt f~r  die 
zugeh6rige Stopzeit T: 

~~ T <=~ und )u= Av(T)o f(T)  P-fast iiberall. 

(2) Umgekehrt liefert jede Stopzeit T mit 

~T,<-T<~T * und o~TU __Av(T)of(T) P-fast 

zusammen mit einer Schadensfunktion s derart, daft 

Asof(T)=Av(T)of(W) P-fast ist, 
eine A-Ecke yon ~~ 

Beweis. (1) (a) Unter  der Annahme  P(T<~~ gibt es ein t <  oo derart ,  
dab X." = { T =  t; T,  > t} = { T =  t} H~ positive Wahrscheinlichkeit  besitzt. Ferner  
ist { T <  t} c X ~ t .  Zufolge (5.3), Teil (2) und der wegen X c H t ~  ~H giiltigen 
Beziehung E 

~tu=o~(t+~u]~t)<, Av(t)of(t ) P-fast a u f X  

hat  man  zusammen mit  (5.15) 

Ar(J-)= ~ AsodP + ~ AsodP= ~ AsodP + ~ Av(t) of(t)dP 
X X X X 

:~ j Asodp+ ~ ~tudP=Ar(J),  
�9 X X 

was einen Widerspruch darstellt. Demnach  ist P-fast iiberall o~ T. <_ T. 

(b) Im Falle P(T>~T*)>O liiBt sich ein t < o o  finden mit P ( Y ) > 0  bei 
Y." = { T >  t; T* = t} ~ ~ r  Dabe i  ist { T < t} ~ { T < t + 1 } c Y~ 5,  c ~ t  + 1. )i, hnlich wie 
oben sch~itzt man  der Reihe nach mittels (5.15) sowie der wegen Y c {~ T* = t} ~ ~G 
geltenden Beziehung 

E oo ~u=Av(t)of(t)<o~(t+lui~t) P-fast auf 

und nochmal iger  Anwendung  yon (5.15) ab 

A t ( J - ) =  j AsodP+ J t~udP= j As odP+ J ~(t~~ dP 
Y Y Y Y 

~ AsodP+ ~ ~udP=Ar(~-), 

was wiederum zu einem Widerspruch fiihrt. Somit  ist P-fast iiberall ~ T* > T. 

(2) Zu Y aus (2) definieren wir eine Folge yon Tests ~ verm/Sge 

( T , s  fiir T < t  
Tt'st:=~~176 * fiir T>t  
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und beweisen durch vollst~indige Induktion nach t: 

Bei t = 1 hat man 
A r (Z)  = A % 

Av(1)of(1)=~u auf {T- - l} ,  

also mit (5.15") und (5.15"*) 

Ar(J~O= ~ Av(T)odP+ ~ A| 
{T=I} {T>I} 

= I Av(1)od_P+ I i udP+  Y 
G1 GT{T = 1} {T > 1} 

= A ~ r .  

~u dP = A r(~Y *) 

Zur Durchfiihrung des Induktionsschlusses beachten wir: Es ist 

tu=Av(t)of(t) P-fast auf {T=t} .  

Daraus folgt mit Hilfe des Korollars (5.15") und der Induktionsannahme 

Ar(~Y~t)= f Av(T)odP+ ~ Av(t)odP+ ~ A~ 
{T < t} {T ~t}  {T > t} 

= ~ Av(T)odfi+ ~ ~udP+ ~ ~udP 
{r<t} {r=t} {T>t} 

= ~ Av(T)odP+ ~ A~176 
{T < t -  I} {T> t -1}  

und die Behauptung ist verifiziert. 

Daraus ziehen wir weiter die Folgerung 

( r  = t }  {T = t} 

und schlieBen endlich 

A~ar=yA~s*~ y 
.(2 t = l  {T=t} 

fiir alle t = 1, 2, ..., 

A ~176 o dP 

A v (t) o d/5 = A r ( J ) ;  
t = l  ( r= t}  

wodurch auch die zweite H~ilfte des Satzes bewiesen ist. 

Damit haben wir die S~itze (3.14) his (3.16) aufden unendlichstufigen Fall tiber- 
tragen. Es fehlt uns jedoch noch ein Verfahren, um die bislang unbekannten, ftir 
die Gewinnung von optimalen Tests aber notwendigen Funktionen ~u zu 
konstruieren. 

Kehren wit noch einrnal zur Definition der unteren und oberen Stopzeiten 
zurtick. Nach (5.8) und (5.9) ist P-fast bei k<  i<  oo: 

{"T,_-< t }  ~ ' = H , =  H,={ T,<t}, 
11 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verve. Geb., Bd. 19 
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also 

analog 

Damit  gilt P-fast iiberall 

kT <iT P-fast iiberall" 

kT* --< iT* P-fast iiberall. 

Es ist h(p; co; t)=g(p; co; t)=p. s(co; t), und bis auf die Bedingungen (3) und (4) 
ist die Voraussetzung (5.1) trivialerweise erfiillt. Weiter ist 

i s ( o ;  t) dP= + ~ (t--co)/2~'+2 
Y~ r  

endlich, also auch (3) gegeben. SchlieBlich gilt 

und 

lim inf s (co; t) = lim (t - co) = + oo fiir alle co 
t ~ o o  t ~ o o  

inf s (co; t) dP  = 1, 
~ t < ~  

womit auch (4) nachgeprtift wurde. 

Wir w~ihlen A = 1 und geben dafiir die Rekursionsformeln zur Berechnung 
der ~u gem~ig (5.4) bei 1 < k < oo an. 

Av(k)of(k)=s(co;k) k 

k-co 
#(~u[{~k-')= {2k-1 +�89 

fiir c.o < k -  1 
fiir c o > k -  1. 

l i m k T , = : T , < ~ 1 7 6  und l imkT*=:T*<_~T *. 
k-~ m * k ~  oo - -  

Wegen 
{T,<t}=~kHte~t  und {T*<t}=OkGte~t 

k k 

erftillen diese Limiten die Mel3barkeitsbedingung flit Stopzeiten. AuBerdem sind 
sie durch ~ T* nach oben beschr~inkt, weshalb sie nur mit Wahrscheinlichkeit 0 
den Wert oo annehmen k6nnen und somit selbst Stopzeiten sind. Das legt die 
Vermutung nahe T, = C~ und T * =  ~ T*, die sich jedoch als falsch herausstellt. 
Auch die schwiichere Vermutung ~ T , <  T*_<_~T*, die mittels (5.15") und (5.16) 
zu Aussagen fiber die t u fiihren wiirde, erweist sich leider als falsch. Wir wollen 
uns anhand eines Beispiels davon iiberzeugen und nehmen dazu den einfachsten 
Fall n=  1. (Das ist keine unzul~issige Einschr~inkung; denn man kann daraus ein 
Beispiel ftir ein beliebiges n konstruieren, indem man alle P~ gleich setzt und die 
Schadensbereiche als Produktmengen des eindimensionalen Falles w~ihlt.) 

(5.17) Beispiel. Seien O, ~t = (St- 1 und Pt = P wie in (4.2); dazu S (co; t): = {s (co; t)} 
einpunktig gem~iB 

s(co; 1):=2, 

{  -co  co<,  
s(co;t):= 2' ffir co> t )  bei l < t < o v ,  

s(co; oo): = m. 



Bayesl6sungen bei mehrstufigen Tests 163 

Das ergibt sukzessiv fiir k > 2 

k_~u=min(s(co; k -  1), ~(~u [~k_l))= S(CO; k -  1), 

k =min(s(co;t), t+l E(~+~ul~0)=s(co, t) (t>l) t u 

und 
~u=2<#(~u]~0=2+ 1. 

Daraus folgert man 

kG 1 = kH 1 = f2, 
w a s  Z U  

kT, = kT* = 1 auf ~2 ftir alle k < oo, 

T, = T* = 1 auf Q 
fiihrt. 

Nun ist aber s(co; t)= 1 bei t = c o +  1 und { c o } ~ + ~  flit alle cos~2. Man kann 
mithin einen Test ~oo mit der Stopzeit To(co ) = co + 1 und der Schadensfunktion 
So(co)=l auf {co}~o+ l  linden, was Ar(Yoo)= 1 liefert und wegen s(co; t ) > l  fiir 
alle t, co sicher A r minimiert. Zus~itzlich sieht man, dab nut  fiir diesen Test A r = 1 
angenommen wird, ftir alle anderen aber A r > 1 gilt. Somit ist 

T, (co) = ~ T* (co) = co + 1 > T, (co) = T* (co) auf ganz f2. 

Beachtet man noch ~1 = {0, ~2} und weiter 

S So ~ l=  ~ ~udP=~l u, 
12 f~ 

so Ril3t sich konstatieren 
lira ~u = 2 > ~u = 1. 
k ~  

Das lehrt uns, dab im allgemeinen auch die A-Ecke yon kR bei k---,oe nicht 
gegen die A-Ecke von ~R strebt. 

Urn far die Bayesl6sungen, an denen man vor allem interessiert ist, ein 
Konstruktionsverfahren zu erhalten, welches sich auf die berechenbaren Gr613en 
k bzw. k tu tT sfiitzt, mul3 man zusStzliche Bedingungen in die Voraussetzung (5.1) 
aufnehmen, die nattirlich m6glichst schwach sein sollen. Im Beispiel (5.17) kam 
die Ungleichung l im~u> ~u dadurch zustande, dab die Funktionen s(co; t) ftir 

k~oO 

bestimrnte (o-Werte zu stark gegen Unendlich streben und nicht gleichm~if3ig 
in t integrabel sind. Wir haben also eine Bedingung anzugeben, die die m/Sglichen 
Schadensfunktionen in geeigneter Weise beschr~inkt. 

Zu diesem Zweck kehren wir zurfick zu den {~berlegungen in Paragraph 4 
und setzen mit c(t) und Q(co; t) aus (4.3'): 

s(co; t)= c(t)+ Q(co; t). 

Dann ist die vordere Hiille H(co; t )= c(t)+ H(Q(co; t)k~), und ihre Stfitzfunktion 
l~13t sich schreiben 

h(p; co; t)=p' c(t)+q(p; co; t), 

worin q(p;co; 0 die Stiitzfunktion der vorderen Htille H(Q(co; t) ka) bezeichne. 
Wir verlangen nun eine gewisse Beschr~inkung der vorderen Htillen yon Q (co; t) k~ 
,,nach hinten" (vgl. die Er/Srterungen vor (3.10)), n/imlich 
11" 
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(5.18) Zusatzvoraussetzung. 

~ in fq ( - e~;co ; t )dP~>-oo  ftir v = l , . . . , n .  
t '< oO 

Als Folgerung erhalten wir den 

(5.19) Hilfssatz. Unter den Voraussetzungen (5.1) und (5.18) gibt es eine Funktion 
q (co)> o derart, daft das Integral 5 e'v q (co) dP~ eigentlich existiert und ffir alle x (co; t) 
aus H(Q(co; t) ka) gilt a 

l e; x (co; t)[ < e; q (co) (v = 1 . . . . .  n). 

Beweis. (a) Ersetzt man  in (4.3') die Funkt ion  f durch q, so folgt aus (5.1), 
Tell (4), (4.4) und (4.3'), Teil (3') bei p =  e,: 

~ inf q (e~; co; t) dP~> - oo. 

(b) Bei x(co; t)eH(Q(co; t) k") gilt 

0 < ]e; x (co; t) l < max ( -  q; (co), - q~ (co)) =: e" q (co) 
mit 

q',=infq(e~;co;t) und q'~ =in fq( -e~;co; t ) ,  
t t 

worin e; q (co) eigentlich P~-integrabel ist. 

Dami t  sind wir in der Lage, auch im unendlichstufigen Fall fiir jede gegebene 
Vorbewer tung  p > o s~imtliche BayeslSsungen aufzufinden. 

(5.20) Satz. Unter den Voraussetzungen (5.1) und (5.18) gilt: 

(1) Ein Test Y mit Stopzeit T und Schadensfunktion s ist genau dann Bayes- 
16sung bezfiglich p > o, wenn P-fast 

~T,(co)< T(co)<~r*(co) und ~u=p'v(co; T)of(co; T), 
sowie 

p' s (co)~ f(co; T(CO)) = p' v (co; T(co)) o f(co; T(co)). 

Dabei bestimmen sich ~T,  und ~176 gemgtfi (5.6) und (5.9) mit Hilfe der Beziehung 

~u = lim ktu. 
k--* co 

(2) Das Bayesrisiko bereehnet sich zu 

lira ~ ~u dP. 

Bemerkung. Das Bayesrisiko im unendlichstufigen Fall ist also gem~iB (3.19) 
der Grenzwer t  der Bayesrisiken der sp~itestens nach k Schritten abbrechenden 
Tests. 

Beweis. (1) Nach  Teil (5) des Hilfssatzes (5.4) ist 

oo k + l  tu <= ~u < ktU P-fast iiberall gir alle k < oo. 
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Es existiert daher 
~u:= lira kU 

k~c~ 

P-fast mit ~u <tu. Ferner sind tu und ~u fiir alle k und t ~t-meBbare Funktionen. 

Bei festem t sei X ~ t  beliebig. Setzt man noch 

sowie 
Fj:=i~T=.j}Xe~j ( j = t , t +  1, ...), 

Vk:= ~) F j{~T>k}e~  fiir k>t; 
k<=j 

und ist v (j) = c (j) + q (j) auf F~ mit q (j) e H(Q (co; j)g"), so hat man die Absch~itzung 
- q < q (j) < + q, und es ist 

S,.  ae>= ~ ~,u dP = 2 
X X 

= 2  
t < j < k  

= 2  
t<=j<k 

+2 
k<=j 

>=2 
t < j < k  

+2 
k<=j 

>=2 
t<_j<k 

p' 3s o dO 
t < j  Fj 

yP'VU) ~ 2 fP'G s~ 
Fj k N j  Fj 

~ p' v(j)odP + 2 ,[ p' v(k)odP 
Fj k < j  Fj 

p' (c (j) - c (k) + q (j) - q (k)) o dP 
Fj 

f p'v@)o dP + f p' v(k)o dP 
Fj V k 

p'(c(j)-c(k))o dP-2  ~ p' qo dP 
Fj Vk 

~p'v(j)odP+ ~p'v(k)odP-Z ~p'qodP. 
Fj Vk Vk 

Hieraus ergibt sich vermittels des Hilfssatzes (5.14) 

,udP> ~ ~udP> ~,udP-2 .[p'qo dP 
X X X Vk 

>__ ~,u a lP-2  f p q dP. 
X Vk 

Wegen der Integrabilit~it von q und well Vk~ {~tT>k} mit P(~T>k)~ 0 bei 
k ~ oo, l~igt sich das letzte Integral beliebig klein machen. Daher gilt 

~,udP= ~tudP ffir alle X e ~ t ,  
X X 

was letztlich 
tu = ~u P-fast tiberall 

ergibt. 

(2) Nach dem Satz yon Lebesgue fiber monotone, integralbeschr~inkte Kon- 
vergenz gilt 

p'~r=p'f ~sodP= ~ u d P = ~  limfudP=lim fig tU alP. 
g? ~2 k ~ co k ~ oo 
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