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1. Problemstellung und Hauptergebnisse

Unter cinem sequentiellen oder mehrstufigen Test versteht man im Gegen-
satz zum klassischen oder einstufigen Test ein Entscheidungsverfahren, bei dem
zunichst eine Beobachtung (erste Stufe) gemacht und anschlieBend entschieden
wird, ob eine endgiiltige Entscheidung (Terminalentscheidung) zu treffen oder
eine weitere Beobachtung (zweite Stufe) durchzufiihren ist. Im letzteren Fall ist
dann wiederum entweder eine Terminalentscheidung zu fdllen oder erneut zu
beobachten, usw. Systematisch wurden sequentielle Tests erstmalig von Wald [17]
untersucht. Eine Zusammenfassung neuerer Ergebnisse findet sich in der Mono-
graphie von Wetherill [19], die neben einem umfangreichen Literaturverzeichnis
zahlreiche praktische Anwendungen mehrstufiger Verfahren enthilt. Mit Riick-
sicht darauf wollen wir uns bei den Literaturangaben auf dicjenigen Arbeiten
beschrinken, deren Ergebnisse explizit benutzt werden.

Wir legen unseren Betrachtungen ein Modell zugrunde, welches von Richter
stammt (s. [13]).

(1.1) Definition. Gegeben sei eine Grundmenge 2 mit Elementen o, ein o-
Korper & tiber Q, sowie die WahrscheinlichkeitsmaBe (Hypothesen) P, ..., P, auf
& Weiter sei gegeben die aufsteigende Folge von 6-Korpern §, <, << §, < -+
< & ber Q mit 1 £k < o0, sowie die Mengen @+ S(w, )= R™ (Schadensbereiche)
fiir jedes weQ und 1<t <k. Bei k=00 wird auch cbeS(w; o) zugelassen .

Dann wird ein k-stufiger Test J definiert durch
(1) eine disjunkte Zerlegung Q=F UF,U---UF, mit Feg, fir alle 1<t<k;

(2) eine Abbildung s: 2—R"uw {} (Schadensfunktion) derart, daB die Ein-
schriinkung s(w; t)=s(w)|F, von s auf F, §-meBbar ist und fiir weF, gilt: s{w; t)e
S(w; 1) bei 1=t<k; auBerdem ist P,(s(w)=))=0 (v=1,...,n).

Die Menge aller k-stufigen Tests heiBe *3.

1 & bezeichne den Vektor mit sémtlichen Komponenten gleich co.
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Gelegentlich werden wir sagen: [§,, S(w; 1), P, ..., B,(1St<k)] ist ein ,, Test-
problem™.

Wesentlich fiir dic Beurteilung der Giite eines Testes sind die ,mittleren
Schéden® oder Risiken. Hierzu fithren wir als Verkniipfung zwischen x und yeR"
mit den Komponenten x, bzw. y, ein

(1.2) Definition. z: =x o ye R* mit Komponenten
z,=x,y, (=1,...,n).

Ist A eine (m x n)-Matrix, so schreiben wir anstelle von A(x e y) kurz Axo y.

Aullerdem fassen wir die P, (v=1,...,n) in Definition (1.1) zu einem vekto-
ricllen Mal3 P zusammen und setzen

(1.3) Definition. (1) Zu 7 e*T heilit
r(T):= [s(w)odP
0

der Risikovektor von 7, sofern das Integral (eigentlich oder uneigentlich) exi-
stiert.

(2) *R:={r(7). Te*T} heiBt der Risikobereich (aller k-stufigen Tests);
1=kZ 0.

Im folgenden wollen wir die Vektoren des R" als Spaltenmatrizen auffassen.
A’ bedeute die Transponierte der Matrix 4. Weiter bedeute A<B bzw. A<B,
daB die entsprechenden Beziechungen fiir die Matrizen A und B komponenten-
weise gelten. o bezeichne den Nullvektor, 0 die Nullmatrix.

(1.4) Definition. Sei p=o0 aus R" mit Komponenten p, und Z p,=1. Dann
v=1

nennt man p’'r(J) das Bayesrisiko von Z zur Vorbewertung (a-priori-Vertei-
lung) p; 7, heiBit Bayeslosung zu p, wenn gilt

pPr(Z)<pr(J) firalle 7.

Wir wollen nun Aussagen iiber die Gestalt von *R machen. Insbesondere sind
wir daran interessiert, unter welchen Voraussetzungen es zu einer gegebenen
Vorbewertung Bayeslosungen gibt und wie sich diese gegebenenfalls konstruieren
lassen.

Mehrere Ergebnisse in dieser Richtung liegen bereits vor. Fiir den Fall, daB
sdimtliche Hypothesen P, beziiglich §, atomlos sind, hat Richter [13] unter
Benutzung eines Satzes von Ljapunov [9] die Konvexitit von R bewiesen
(1£k<o0). R kann dabei auch leer sein. Ist zusitzlich k< co, sind ferner simt-
liche Schadensbereiche beschrénkt und eckenabgeschlossen (vgl. Definition (3.1))
und geniigen die Stiitzfunktionen g(p; S(w; 1)) (s. Definition (2.1)) bei festgehalte-
nem peR"” und t <k gewissen MeBbarkeits- und Integrabilitdtsbedingungen, so
1Bt sich auch die Kompaktheit von *R nachweisen ([13, 7]) und ein Verfahren
zur Konstruktion der Extremalpunkte von R aufstellen. (Der einstufige Fall
wurde fiir nicht von we abhingige Schadensbereiche bereits von Blackwell [2]
behandelt.) Verzichtet man auf die Atomlosigkeit der Hypothesen, so kann man
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immer noch zeigen, daB *R alle Extremalpunkte seiner abgeschlossenen konve-
xen Hiille enthilt, und diese Punkte selbst konstruktiv gewinnen ([10], firr den
einstufigen Fall s. auch [3]). Sind die Schadensbereiche auch noch abgeschlossen,
so iibertrdgt sich diese Eigenschaft auf den Risikobereich [11]. In jedem der
genannten Fille hat man also Bayeslosungen, bei Randomisierung sogar multi-
subjektiv optimale Losungen (vgl. [12]), und es sind Verfahren zu ihrer Bestim-
mung bekannt.

Hauptzweck dieser Arbeit ist es, die entsprechenden Sitze fiir unendlich-
stufige Tests zu beweisen. Fiir Alternativtests bei unabhingigen Beobachtungen
und fixen Kosten pro Beobachtung ist dies durch Richter [14] geschehen. Weiter
sind Ergebnisse vorhanden fiir den Fall, daf dic Beobachtungen gewisse Markov-
Eigenschaften besitzen [1]. AuBlerdem sind zu nennen die Arbeiten von Snell
[16], Siegmund [15] und Krieger [8], die sich mit der Existenz von Bayeslosun-
gen im Fall beliebiger Abhéngigkeiten der Beobachtungen befassen, ohne jedoch
auf Konstruktionsmoglichkeiten einzugehen.

Im allgemeinen Fall abhingiger Beobachtungen und beliebiger Schadens-
bereiche lassen sich die Aussagen des endlichstufigen Falles nicht ohne zusitz-
liche Voraussetzungen zu den MeBbarkeits- und Integrabilitdtsbedingungen
beziiglich der Schadensbereiche auf den unendlichstufigen iibertragen; es braucht
unter den bei k< oo hinreichenden Bedingungen nicht einmal Bayeslésungen zu
geben.

Beispiel. Seien

S(a);t):S(t):{(

xl) €eR%: xf+x§§1~_§—} fiir t<oo

2

und S(o0)=S(w; cv)= {0} unabhingig von weQ gewahlt bei §,={0, Q} fiir alle
t< oo, dann findet man *R = S (k) fiir k< oo und

*R={J S@O)={x}+x3<1},

t< oo
was zwar beschrénkt ist, aber fiir keine Vorbewertung p eine Bayeslosung zuliBt.

Diese Schwierigkeit 18t sich umgehen, wenn man annimmt, daB bei festem
o die Schadensbereiche mit wachsendem ¢ in geeigneter Weise ins Unendliche
streben. Dies ist auch praktisch sinnvoll; denn mit wachsender Stufenzahl wach-
sen auch die Kosten fiir die Beobachtungen (Stichprobenerhebungen) beliebig
hoch an. Indessen bedeutet dies, dal *R Vektoren mit beliebig groBen Kompo-
nenten enthilt, die Beschriinktheit sich also nicht wie in [11] von den Schadens-
bereichen auf den Risikobereich iibertrigt. Es liegt deshalb nahe, die Beschrinkt-
heitsforderung von vornherein auch fiir die Schadensbereiche aufzugeben. Fiir
die Berechnung von Bayeslosungen kommen ohnehin nur solche Schadensfunk-
tionen in Frage, deren Komponenten ,klein® sind; ,hinten“ liegende Punkte der
Schadensbereiche sind statistisch nicht interessant. Auf der anderen Seite nimmt
bei unbeschriankten Schadensbereichen die zugehorige Stiitzfunktion fiir gewisse
p den Wert —co an. Wir miissen daher die iiblichen MeBbarkeits- und Integra-
bilitdtsforderungen modifizieren.

Zu diesem Zweck definieren wir in Paragraph 2 zuniichst einen geeigneten
»interessanten® Teil einer abgeschlossenen konvexen Menge, die ,,vordere Hiille*,
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und betrachten zwei Klassen von Extremalpunkten, die ,,vorderen” bzw. ,streng
vorderen® Extremalpunkte, die eng damit zusammenh&ngen.

Mit deren Hilfe beweisen wir im dritten Abschnitt fiir endliches k: Enthalten
die S(w;?) fir alle we®, 1Zt<k samtliche vorderen Extremalpunkte ihrer
abgeschlossenen konvexen Hiille und geniigt die Stiitzfunktion h(p; w; t) der vor-
deren Hiille H{w; ) der abgeschlossenen konvexen Hiille von S(w; t) den tiblichen
MeBbarkeits- und Integrabilitidtsbedingungen, so enthilt auch *R simtliche vor-
deren Extremalpunkte seiner abgeschlossenen konvexen Hiille. Weiter werden
notwendige und hinreichende Bedingungen an die Zerlegung und Schadensfunk-
tion eines Testes 7, aufgestellt dafiir, daB r(7;) gerade vorderer Extremalpunkt
von *R ist, und ein Verfahren zur Bestimmung derartiger Tests, die bei passendem
p=o insbesondere Bayeslosungen sind, angegeben.

Der vierte Paragraph bringt fiir den Fall k=0 die Formulierung und aus-
fithrliche Diskussion der angekiindigten Bedingungen, die gewahrleisten, daB die
Schadensbereiche S(w; 1) bei wachsendem ¢ ins Unendliche streben.

SchlieBlich zeigen wir im letzten Paragraphen flir unendliches k: Gelten die
oben genannten Voraussetzungen des Abschnittes 3 sowie die Zusatzbedingung

liminfh(e,; w; )=+ 0
P-fast iiberall mit ‘
jirtlfh(ev;w;t)de> -0 (v=1,...,n),
Q

wobei e, den v-ten Basisvektor bedeute, so enthilt *R alle streng vorderen Extre-
malpunkte seiner abgeschlossenen konvexen Hiille. Es werden wieder notwendige
und hinreichende Bedingungen dafiir aufgestelit, dafl ein Test Z, zu einem streng
vorderen Extremalpunkt von *R gehort. Unter der weiteren Einschriankung, daB
H(w;t) nicht zu stark gegen Unendlich strebt, wird auch ein Verfahren zur
Berechnung von Bayeslosungen angegeben.

2. Einige Hilfsmittel aus der Theorie der konvexen Mengen

In diesem Paragraphen sollen einige Sdtze iiber konvexe Mengen hergeleitet
werden, die fiir die spiteren Uberlegungen wichtig sind.

Es sei M eine beliebige Teilmenge des n-dimensionalen cuklidischen Raumes
R". Mit M* bzw. M bezeichnen wir ihre konvexe bzw. (euklidisch) abgeschlossene
Hiille. Es ist dann M*®: =(M")* die kleinste abgeschlossene und konvexe Menge,
die M enthilt,

Der Menge M +( zugeordnet ist die Stiitzfunktion g(p; M), d.h. eine Abbil-
dung g: R*—R*U{—~ o0} gemil

(2.1) Definition.
g(p; M):=inf(p’'x: xeM) fiiralle peR" bei M +§,

gp;P)i=+ow fiir alle peR".

Eine reelle Funktion f auf dem konvexen Definitionsbereich D nennen wir
konkav, wenn sie fiir jedes reelle f mit 0 < <1 und beliebige x,, x,eD der Un-

gleichung
F(Bx;+ (=P x)Z Bf(x)+(1—p) f(x))
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geniigt. Ist ferner D ein konvexer Kegel, so nennen wir f positiv homogen, wenn

fBx)=pf(x) fiir jedes f=0

gilt. SchlieBlich bezeichnen wir f als halbstetig nach oben, wenn fiir jedes xeD
gilt .
llnyﬂ sup f(y)=/(x).

Damit konnen wir als wesentliche Eigenschaften der Stiitzfunktion festhalten

(2.2) Satz. Die Stiitzfunktion g(p; M) ist bei M £0 eine konkave, positiv homogene
und nach oben halbstetige Funktion. Umgekehrt ist eine reelle Funktion f auf R"
mit den genannten Eigenschaften die Stiitzfunktion der Menge

M:={xeR":p'x= f(p) fiir alle peR"}.

Zum Beweis vergleiche man etwa in [18] die Sitze (2.2), (2.6) und (2.7).
(2.3) Satz. Seien N, M, M, (iel) Teilmengen von R", dann gilt:

(1) Aus M <N folgt g(p; M)=g(p; N) fiir alle peR",

(2) glp; M)=g(p; M*)=g(p; M") fiir alle peR",

(3) g(p; M)=g(p; N) fiir alle peR" ist dquivalent mit M** = N**

@) g(p; UI M;)=infg(p; M) fiir alle peR".

Der Beweis findet sich in [18], Sédtze (2.3) und (2.8).

Bemerkung. Es besteht mithin eine cineindeutige Beziehung zwischen den
Stiitzfunktionen und den abgeschlossenen konvexen Mengen des R™

Gemil (1.4) erfordert die Bestimmung einer Bayeslosung, zu einer gegebenen
Teilmenge K +0 des R" und gegebenem peR” ein x, aus K zu finden derart, daf3
gilt
() P'xo=g(p; K).

Der Vektor p steht dabei fiir eine Wahrscheinlichkeitsbelegung der Hypothesen
P,...,P; es ist daher nur der Fall pzo zu betrachten. Daraus folgt, daB als
Losungen x, in der Gleichung (+) nur solche x in Betracht kommen, die in einer
noch zu prizisierenden Weise ,,vorn“ liegen. x-Werte mit p’x>g(p; K) bei p=o
sind fiir statistische Aussagen erst in zweiter Linie interessant.

Wir wollen nun einen ,,vorderen® Teil von K definieren, zuvor aber noch
einige Voraussetzungen beziiglich K machen, die in unserem Fall zweckméBig
sind. Damit die Gleichung (x) eine Losung hat, darf K nicht leer sein; also
g(p; K)<oo. Weiter darf fiir die in Frage kommenden p-Werte die rechte Seite
von () nicht gleich — oo werden. Da schlieflich die Losungen x, stets Rand-
punkte der konvexen Hiille K* sind, wollen wir nur abgeschlossene und konvexe
K betrachten.

(2.4) Voraussetzung. (1) K ist abgeschlossen und konvex,
(2) g(p; K)< oo fiir alle peR",
(3) g(p; K)> — oo fiir alle p>o.
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Wir merken noch an, daB g(p; K) als konkave und fiir p > o endliche Funktion
in jedem Punkt p> o stetig ist.

Nunmehr setzen wir
(2.5) Definition. Sei p>o und K gemiB (2.4), dann sagen wir

1) K(p):={xeK:p'x=g(p; K)} heiBt ,,p-Randmenge von K*,

(2) V(K):= | J K(p) heiBt ,streng vorderer Rand von K*,

>0

(3) H(K):=V(K)* heiBt ,,vordere (konvexe) Hiille von K*.

Wir wollen jetzt die Stiitzfunktionen der Mengen in (2.5) bestimmen, wobel
dieselben wegen (2.3) fiir V(K) und H(K) identisch sind. Dazu bendétigen wir
zwei Hilfssdtze aus [18], die hier ohne Beweis wiedergegeben seien (vgl. [18],
Paragraph 2).

(2.6) Hilfssatz. Es sei K, R" (icI) eine Familie nicht-leerer abgeschlossener kon-
vexer Mengen mit Stiitzfunktionen g,(p). Fiir jedes pe R" definiert man die Funktion

l(p):=sup ( > 2, (0): i,€l, m natiirliche Zahl, p,€R" mit Zpﬂzp) )
p=1 u

Dann gilt

(1) Gibt es ein igel und einen Punkt p,eR" derart, daff g, (po)> —oc und
g:,(p) im Punkt p=p, stetig ist, so folgt aus I(p,)< oo die Beziehung

D:=()K;+0.

iel

(2) Sei L:={peR": I(p})> — o0}, dann ist
l(p)=gp; D) fiir alle inneren Punkte von L.

(2.7) Hilfssatz. Ist K, 30 abgeschlossen und konvex und bei festem p,eR" die
Menge K,:={xeR": pyx=g,(p,)}. so gilt fiir [(p) gemdf (2.6)

Ip)= %ifgo(&(l’"“’po)— Vg1(p0))-

Nunmehr berechnen wir der Reihe nach die Stiitzfunktionen von K(p) bei
p>o0, V(K) und H(K).
(2.8) Satz. K(p)=*0 fiir alle p>o.

Beweis. Sei p,> o beliebig gewdhlt. K(p,) ist der Durchschnitt von K mit der

Hyperebene
H:={xeR": pyx=g(py; K)}.

K und H sind abgeschlossene konvexe Mengen.

Da die Funktion g(p; K) an der Stelle p=p, endlich und stetig ist, hat man
nach (2.6) und (2.7) lediglich

l(po) = lim (g(po+vPo) = vE(po)) <0

zu zeigen, was aufgrund der Homogenitét der Stiitzfunktion klar ist.
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(2.9) Satz. (1) g(po; K(po))=g(po; K) fiir alle py>o,
2) g(p;K(pO)):vlirg (g(p+vpo; K)—vg(py; K)) fiir alle peR", py> o beliebig.
Beweis. (1) ist klar,
(2) Um den zweiten Teil von (2.6) anwenden zu konnen, zeigen wir, dal3
I{p)=1im (g(p+vp,; K)—vg(p,; K))> — oo fiir alle peR" bei festem p,>o.

Zu fest gewdhltem peR" und p,>o existiert eine natiirliche Zahl v, derart,
daB3 p+v,py>o0. Damit schitzen wir ab

I(p)=lim (g(p+v po; K)~vg(py; K))
=vlirg(g(@+vopo)+(v—vo)Po§K)—(V-Vo)g(l’m K))—Vog(Po;K)
=lim sup(g(p+vo Po; K)+ (v —v,) 8(po; K)— (v—v4) g(Po; K)) —vo 2(po; K)

=8(p+vo00; K)—vog(pg; K)> — 0,
was (2) beweist.
Eine einfache Folgerung aus dem Beweis zu Satz (2.9) ist

(2.10) Satz. K(p,) ist nicht leer, kompakt und konvex fiir alle p,>o.

Beweis. Abgeschlossenheit und Konvexitét sind klar; K +0 ist richtig zufolge
(2.8). Die Beschrédnktheit von K(p,) folgt unmittelbar aus der Tatsache, dal die
Stiitzfunktion g(p; K(p,)) fiir alle pe R" endlich ist.

(2.11) Satz. H(K) besitzt die Stiitzfunktion
g(p; H(K))= inf (lim (2(p+vpo; K) = vg(po; K))).
Beweis. Folge von (2.3) und (2.9).
(2.12) Satz. g(p; H(K))=g(p; K) fitr p>o.
Beweis. Folgt aus K(p)c H(K)< K und Satz (2.9), Behauptung (1).

Da bei p,>o0 und beliebigem pe R" fiir hinreichend groBes v stets p+vp,>o,
héngt die Stiitzfunktion von H(K) gemidf Satz (2.11) nur von den Werten ab, die
die Stiitzfunktion g(p; K) fiir Werte p > o annimmt. Umgekehrt wird g(p; K) auf
{p> o} zufolge (2.12) durch die Werte von g(p; H(K)) festgelegt. Das erlaubt den
(2.13) Satz. Geniigen K, und K, der Voraussetzung (2.4), so ist

(1) H(K,)=H(K,) genau dann, wenn g(p; K,)=g(p; K,) fiir alle p>o,

(2) g(p; K))=g(; K,) fiir alle p>o genau dann, wenn g(p; K,)=g(p; K,) fiir
alle p=o.

Beweis. (1) folgt aus (2.11) und (2.12).

(2) Es geniigt zu zeigen: Bei beliebigem festen p,>o ist fiir p=o, aber p+o

g(p; Ky)=lim g(ap+(1—a) po; K,).
In der Tat: Weil g(p; K,) auf R” nach oben halbstetig ist, gilt
lim sup g(op+(1—a) po; Ky)<g(p; K).

9 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 19
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Andererseits folgt aus der Endlichkeit von g(p,; K,)
lim(ag(p; K,)+(1-2) g(po; K) =8 (p; Ky)-
Das bedeutet insgesamt
g(p; Ky)Slim inf g(op+(1—a) po; K)

<lim sup g(xp+(1—2) po; K})=2(p; Ky,
wie behauptet.
Um eine bessere Ubersicht iiber alle konvexen abgeschlossenen Mengen mit
gleicher vorderer (konvexer) Hiille zu bekommen, definieren wir

(2.14) Definition. Geniigt K der Voraussetzung (2.4), dann heiflt die Menge
M(K):={xeR": zu x gibt es ein ye K mit y<x}

,maximale (vordere konvexe) Hiille von K*

(2.15) Satz. (1) HK)=c K< M(K),

(2) M(K) ist abgeschlossen und konvex,

(3) g(p; M(K))=g(p; H(K)) fiir alle pzo,

(4) g(p; M(K))= — oo fiir alle p%o,

(5) M(K) erfiillt (2.4).

Beweis. (1) ist klar.

(2) a) Abgeschlossenheit: Sei x,e M(K) eine Folge, die fiir v— oo gegen x,
konvergiert. Zu x, wihlen wir y,€ K mit x,2y,. Es bezeichne e den Vektor mit
simtlichen Komponenten gleich 1. O.B.d. A. kdnnen wir y,<x,=<x,+ ¢ anneh-
men, die Folge y, ist also (komponentenweise) nach oben beschrinkt. Umgekehrt
ist aufgrund von —oo<g(e; K)<e'y, fur alle v die Folge y, auch nach unten

beschrinkt. Es gibt demnach eine konvergente Teilfolge der y, mit einem Grenz-
wert y,e K, fir welchen y,<x,, also x,e M(K) folgt.

b) Konvexitit. Zu x,, x,e M(K) gibt es y;, y,€ K mit y,<x,. Fiir 0<a <1 gilt

weiter
ax;+(1—o) x,Zay,+(1—a) y,eK

und folglich ax; +(1~a) x,e M(K).
(3) Sei p<o. Fiir y<x ist auch p’y<p’x, und es ergibt sich aus (2.12) und
(2.13) o
g(p; H(K))=g(p; K)=inf(p' y: ye K)

=inf(p'x: M(K))= ’MK R
wie behauptet. inf(p'x: xe M(K))=g(p; M(K))

(4) Ist eine Komponente von p negativ, so findet man ein x aus M(K) derart,
daB p’ x beliebig klein wird, indem man bei irgendeinem ye K die entsprechende
Komponente hinreichend groB macht und die iibrigen unverdndert 148t. Damit

halt
erhilt man g(p; M(K))=inf(p’ x: xe M(K))= —c0.

(5) Ist nach dem Vorangegangenen trivial.
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(2.16) Satz. Bei K, L gemdif (2.4) gilt H(K)=H(L) genau dann, wenn
H(K)cL=M(K).

Beweis. Hat man H(K)< L <= M(K), so ist
glp; HK)zg(p; L)zg(p; M(K))  fiir alle peR".
Speziell bekommt man wegen (2.15), Teil 3 und Satz (2.12) fiir p>o
g(p; K)=g(p; H(K))=g(p; L)=g(p; M(K));

infolge des ersten Teiles von (2.13) also H(K)=H(L).

Umgekehrt folgt aus H(K)=H(L) vermoge (2.12) und (2.13)

g(p; K)=g(p; L)=g(p; H(K)) fiir alle p>o.
Aus (2.15) ergibt sich damit
g(p; M(K)<g(p;L) fiir alle peR"

Beachtet man noch H(L)< L, so folgt schlieBlich aus (2.15) und der Bemerkung

nach (2.3) H(K)=H(L)c Lc M(K).

Bemerkung. Nach (2.16) ist H(K) die kleinste und M (K) die groBte abgeschlos-
sene konvexe Menge mit derselben vorderen Hiille wie K selbst.
(2.16*) Korollar. H(H(K))=H(K)=H(M(K)).

Analog zum Satz (2.12) findet man
(2.17) Satz. Bei L und K gemdf; (2.4) ist M(K)= M (L) genau dann, wenn H(K)<
L<M(K).

Beweis folgt unmittelbar durch sukzessive Anwendung der Sitze (2.15), (2.12)
und (2.13).

Bemerkung. Nach (2.17) ist H(K) die kleinste und M (K) die groBte abgeschlos-
sene konvexe Menge mit derselben maximalen Hiille wie K selbst.

(2.17%) Korollar. M(H(K))=M(K)=M(M(K)).
Fiir die spitere Anwendung ist es erforderlich, g(p; H(K)) mit Hilfe abzihl-

barer Operationen aus g(p; K) zu gewinnen. Sei zu diesem Zweck X die Menge
aller p> o mit rationalen Komponenten, dann gilt

(2.18) Satz. Geniigt K der Voraussetzung (2.4), so berechnet sich die Stiitzfunktion
von H(K) fiir alle peR" zu

g(p; H(K))= inf lim (g(p+vpo; K)=vg(po; K))-

Beweis. 1. Es bezeichne f(p) die rechte Seite der Gleichung. Definiert man
F:=({J K(po)f*,

pocX

so gilt g(p; F)= f(p) zufolge (2.3) und (2.9).

[
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Weiter hat man wegen F < H{K):
—w<g(p;K)=g(p; HK)<f(p) firalle p>o,
sowie
g(p; HK)<f(p) firalle peR"
2. Aus K(p,)= K folgt mit (2.9) fiir alle p, p,e &

g(p; K(po)Zg(p; K)=g(p; K(p).
Das fithrt zu

g(p;H(K))=g(p;K(p))=j§1€fzg(p;K(po))=f(p) fiir alle peZ.

Auf p>o sind aber f(p) und g(p; H(K)) endliche und damit als Stiitzfunktionen
auch stetige Funktionen; also

glp; HK)=f(p) furallep>o,

H(F)=H(H(K))= H(K)

was nach (2.13)

nach sich zieht. Wegen der trivialen Beziehung

H(F)c FcH(K)
ist somit
F=H(K),

und die entsprechenden Stiitzfunktionen stimmen iiberein.
Zur Berechnung der Extremalpunkte einer konvexen Menge K des R” ist
folgende Definition zweckmiBig

(2.19) Definition. (1) Es bezeichne ,,2“ die lexikographische Ordnung im R";
E-min(x,, ..., x,) bedeute das lexikographisch kleinste Element der Menge

{X4, o0y X0

(2) Sei A eine (m x n)-Matrix und x, yeR", dann sei x Z y gleichbedeutend mit
Ax< Ay.

Die Anordnungsrelation ,, Zeist linear; hat A den Rang n, so gilt ferner: Aus
xéy und yéx folgt x=1y.

Fiir K = R" definieren wir
(2.20) Definition. x ,€ K heiBt A-Ecke von K, wenn x, < x fiir alle xeK;
und bemerken dazu
(2.21) Satz. (1) Bei A mit rg(A)=n ist die A-Ecke eindeutig bestimmt.

(2) Bei konvexem K < R" gilt:

Ist x Extremalpunkt von K, so ist x A-Ecke von K fiir mindestens eine Matrix A
mit rg(A)=n. Ist umgekehrt x die A-Ecke von K bei rg(A)=n, so ist x auch ein
Extremalpunkt von K.
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Unter den Extremalpunkten zeichnen wir zwei Klassen aus.

(2.22) Definition. (1) x heilt streng vorderer Extremalpunkt von K< R", wenn
x A-Ecke von K ist mit 4 >0 und rg(4)=n.

(2) x heiBt vorderer Extremalpunkt von K<R", wenn x A-Ecke von K ist
mit 420 und rg(4)=n.

Eine Rechtfertigung dieser Terminologie wird durch den folgenden Satz
gegeben.

(2.23) Satz. Geniigt K der Voraussetzung (2.4), so ist x genau dann streng vorderer
Extremalpunkt von K, wenn x Extremalpunkt von K ist und im streng vorderen
Rand V(K) liegt.

Beweis. Die Notwendigkeit ist offensichtlich. Sei also x Extremalpunkt, d.h.
A-Ecke von K mit rg(4)=n, sowie xe V(K), dann gilt fiir ein geeignetes p,eR"

mit p,>o0: pyx=pyy fiir alle ye K. Demnach ist BxiBy fiir alle ye K, wobei

die Matrix
Po
B=
()

den Rang n hat. Addiert man nun bei B ein geniigend groBes Vielfaches der
ersten Zeile zu jeder folgenden, so erhilt man eine Matrix C>0 mit rg(C)=n

und Cx<C y fiir alle ye K, wie verlangt war.

Fiir beliebiges K braucht bei gegebener Matrix A nicht notwendig immer
eine A-Ecke zu existicren. Man hat jedoch den

(2.24) Satz. Ist K+ kompakt und konvex, dann gibt es zu jeder Matrix A eine
A-Ecke von K.

Allgemeiner 148t sich konstatieren

(2.25) Satz. Geniigt K der Voraussetzung (2.4) und ist A>0, dann exsitiert eine
A-Ecke von K.

Beweis. Sei a

’

al

dann ist die Randmenge K(a,)+0, sowic kompakt und konvex gemiB (2.10).
Somit existiert eine B-Ecke von K(a,), wobei B aus den Zeilen d5, ..., a, bestehe
(sofern iiberhaupt m> 1). Es gilt dabei

a;xZayy fiiralle yek,

BxéBy fiir alle ye Kn{z: d} x=aj z},
und x ist A-Ecke von K.

Im Gegensatz dazu braucht bei 4=0 eine A-Ecke nicht zu existieren. Man
betrachte etwa folgendes



134 V. Mammitzsch:

Beispiel. Sei
K:{(;) eR*: xy=1; x>0,y>0}.

K erfiillt die Voraussetzung (2.4), doch gibt es zur Einheitsmatrix E keine E-Ecke.

Zwischen den vorderen Extremalpunkten einer Menge K und denen ihrer
vorderen Hiille besteht ein einfacher Zusammenhang.

(2.26) Satz. Unter der Voraussetzung (2.4) ist x genau dann vorderer Extremal-
punkt von K, wenn x vorderer Extremalpunkt von H(K) ist.

Beweis. 1. Sei xeK die A-Ecke von K mit A=0 und rg(A4)=n. Wire x¢ H(K),
so gibe es wegen K< M(K)=M(H(K)) ein ye H(K) mit y<x, aber y=x. Dazu
hat man infolge 4=0 die Beziehung 4y =< Ax, erst recht also A yéAx, wihrend
andererseits Ax< A4 y gilt, was y=x nach sich zieht und einen Widerspruch
ergibt. Somit ist xe H(K) und als Extremalpunkt von K auch ein solcher von
H(K)cK. :

2. Sei umgekehrt x die A-Ecke von H(K), wobei A=0 und rg(A)=n. Wire
nun x nicht 4-Ecke von K, so existierte ein ye K mit y Zxund y =+ x. Wie unter 1.
lieBe sich zu y ein z aus H(K) finden derart, daB z <y, also auch P y. Insgesamt

liefert dies z 2 yéx mit z#x, da sonst y=x whre. Es gilt also z € x mit z=%x und
ze H(K), was nicht sein kann, da x A-Ecke von H(K) ist. Damit ist auch die
Umkehrung bewiesen.

(2.26%) Korollar. Bei A=0 mit rg(A)=n und K gemaf} (2.4) gilt: x ist die A-Ecke
von K, wenn und nur wenn x auch die A-Ecke von H(K) ist.

Nur um keine falschen Vorstellungen aufkommen zu lassen, beweisen wir
den nichsten

(2.27) Satz. K geniige (2.4); dann gilt:

(1) Nicht jeder Extremalpunkt von K muf in H(K) liegen.

(2) Jeder Extremalpunkt von H(K) liegt zwar in K, muf aber nicht Extremal-
punkt sein.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Angeben eines Beispiels, auf das
mich in einem anderen Zusammenhang Herr W. Fenchel aufmerksam machte.

Wir wihlen im R® die Punkte

-1 -1 -1
a=| 0], a,={ 0}, az=| 0O
1 -1 0

und den Kreisbogen
X
B=1ly)z=0;x2+y?=1; x50, y=0;.
z

Es sei K=(Bu{a,,a,}), dann ist K kompakt und konvex und (2.4) ist erfiillt.
Weiter sieht man H(K)=(Bu {a,})*. Extremalpunkte von K sind a; und a,,
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sowie alle Punkte auf B mit Ausnahme von a, =1%(a, +a,). Dagegen besteht die
Menge der Extremalpunkte von H(K) aus a; und sdmtlichen Punkten von B
einschlieBlich des Punktes a,.

Im Spezialfall K= M (K) 148t sich (2.26) noch verschiirfen.

(2.28) Satz. K erfiille (2.4). Ist dann x Extremalpunkt von M(K), so ist x auch
Extremalpunkt von H(K) und K.

Beweis. Wir zeigen, daB M(K) liberhaupt nur vordere Extremalpunkte besitzt;
daraus folgt dann mittels Satz (2.26) und H(K)= H(M(K)) unmittelbar die Be-
hauptung.

Sei nun xéy fiir alle ye M(K), und A mit den Zeilen a5, ..., a, habe den
Rang n. Wegen (2.22) geniigt es zu zeigen, daB wir sémtliche ¢, = o wihlen kénnen
(u=1,...,m).

DefinitionsgemiB ist a} x=g(a,; M(K)). Deshalb ist a, Z0; denn andernfalls
wire g(a,; M(K))= — oo, was ausgeschlossen ist. Durch Addition geeigneter Viel-
facher von a; zu den iibrigen Zeilen von A4 148t sich erreichen, daB bei diesen
alle die Komponenten positiv werden, die auch bei g, positiv sind. Fiir die abge-
dnderte Matrix A* gilt wieder rg(4*)=n und

xgy fiir alle ye M(K).

Nehmen wir nun an, a¥ besitze eine negative Komponente. Die entsprechende
Komponente in a, =a}¥ ist dann gleich Null. Da mit x auch alle y=x zu M(K)
gehdren, konnen wir, indem wir die entsprechende Komponente unter Beibe-
haltung der restlichen Komponenten von x hinreichend groB wihlen, ein ye M(K)
finden derart, daB a¥' x=af’y und a}’'x>a%"y. Das widerspricht jedoch der
Voraussetzung, was af = o erweist. Iteration dieses Verfahrens liefert schlieBlich
eine Matrix mit nicht-negativen Komponenten und dem Rang n, wie verlangt war.

Die Umkehrung des Satzes (2.28) ist nicht richtig. Betrachtet man wieder das

X

Beispiel in (2.27), so sieht man, daf3 alle Punkte ( y) mit x=—1,y=0und z= —1
Z

zu M(K) gehoren, also weder a; noch a; Extremalpunkte von M (K) sein kdnnen.

Zum Abschluf3 dieses Paragraphen sei noch auf eine andere Methode, ,,vorn
liegende” Punkte zu definieren, eingegangen.

Zunichst definieren wir nach Richter [12], S.276

(2.29) Definition. V,(K):=V(K)* heiBt vorderer Rand von K; K gemiB (2.4).

Weiter setzen wir, einem Vorschlag von Ferguson folgend [4] (man vergleiche
auch [20]),

(2.30) Definition. U(K):={xeR": {y: ySx} " K={x}} heiBt unterer Rand von
K; K gemilB (2.4).

Es ist natiirlich V,(K)=K und U(K)=K. Die Beziehungen zwischen den
Mengen V(K), V,(K) und U(K) sollen nun studiert werden. Im allgemeinen
stimmen vorderer und unterer Rand einer Menge nicht notwendig iiberein. Das
erkennt man etwa am Beispiel in (2.27). Hier ist a, Hiufungspunkt der in B
liegenden Punkte, die mit Ausnahme der Endpunkte simtlich zu V(K) gehéren,
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und somit zwar ein Element von V,(K), jedoch nicht von U(K). Der Vollstindig-
keit halber sei noch festgehalten, daB V(K) weder gleich (K} noch gleich U(K)
zu sein braucht. Beides 146t sich wiederum anhand des Beispiels in (2.27) demon-
strieren. Dagegen haben wir die Relationen
(2.31) Satz. Gilt (2.4), so ist:

(1) V(K)=V,o(K),

2) V(K)c U(K).

Beweis. (1) ist trivial.

(2) Sei x,€ V(K), dann gibt es ein p,> 0 mit py x, < p; x fiir alle xe K. Ist nun
y=xund y=x, so gilt py y<pp x, also y¢K.

Als wesentlichstes Ergebnis kann man die Gleichheit der abgeschlossenen

konvexen Hiillen des vorderen und des unteren Randes beweisen. Damit haben
wir eine zweite Definitionsmoglichkeit fiir die vordere Hiille in der Hand.

(2.32) Satz. Unter der Voraussetzung (2.4) ist
H(K)=V(K)* =V, (K)*"=U(K)*".
Beweis. 1. Die erste Gleichung ist die Definition von H(K). Satz (2.31) liefert
V(KYecVy(K) und V(K)*<U(K)*“.

2. Wegen V(KY'o V(K) ist V(K)¥* > V(K)*=V,(K). Weiter ist V(K)** konvex
und abgeschlossen, so daB V(K)“> V,(K)* und vermoge 1. die zweite Gleichung
folgt.

3. Um die dritte Gleichung zu verifizieren, geniigt offenbar der Nachwets von
U(K)= H(K). In Verfolg eines Widerspruchsbeweises nehmen wir an, es existiere
ein ue U(K), welches nicht zu H(K) gehort. Da aber ue K « M(K), gibt es wegen
M(K)=M(H(K)) zu u ein ye H(K) mit y<u, y+u. Das ist wegen H(K)c K ein
Widerspruch zu Definition (2.30) des unteren Randes.

Eine zusitzliche Definitionsmoglichkeit des unteren Randes, auf die wir
spéter zuriickgreifen werden, beinhaltet der folgende

(2.33) Satz. Bei K gemdf (2.4) ist u genau dann ein Element von U(K), wenn es
eine Matrix A mit den Zeilen a,20" (v=1,...,m) und a,,>0" gibt, so daf u eine
A-Ecke von K ist.
Beweis. DaB die angegebene Bedingung hinreichend ist, folgt daraus, da8 fiir
jedes u; Su mit u, ==u gilt:
au=du  (v=1,...,m und d,u <a,u.
Wir nehmen nun an, es sei ue U(K) gegeben. Da es auf eine Parallelverschiebung

von K nicht ankommt, setzen wir 0.B.d. A. u= 0. Die Mengen K und {x <0, x=*0}
sind konvex und disjunkt, es gibt daher ¢in b, &0 mit der Eigenschaft

(*) bix<hy furalle x<0 und alle yeK.

b, enthilt keine negativen Komponenten; denn sonst kdnnte man, indem man
die entsprechenden Komponenten von x klein genug macht, ein x<o mit
b} x>0=Db] o finden, was wegen oe K ein Widerspruch zu (x) wire.
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Es sei jetzt L, die Menge aller xe R" mit verschwindenden Komponenten an
denjenigen Stellen, an denen die Komponenten von b, positiv sind. Dann steht
b, senkrecht auf L,, und es ist dim(L,)<n. Weiter setzen wir K,:=KnL;, was
wieder die Voraussetzung (2.4) erfiillt. AuBerdem gilt K,n{xeL,: x<o0}={o}.
Die Menge {xeL,: x<o0, x40} ist konvex, und folglich gibt es ein b,+0 aus
L, mit b, x<0< b, y fiir alle xe L, n {x<o0} und ye K,. Wie oben schlieft man,
daB b, = o ist.

Weiter definiert man L, als Menge aller xe L, deren Komponenten an den
Stellen verschwinden, an denen b, positiv ist, und setzt K,:=KnL,. Dabei ist
dim(L,)<n—1. In derselben Weise wie oben stellt man die Existenz eines by =0
aus L, sicher mit by x < b’ y fiir alle x<o0 und yeK,, usw. Man erhilt schlieBlich
nach m<n Schritten L_={o}, das Verfahren bricht also nach endlich vielen
Schritten ab.

Definiert man die Matrix B mit den Zeilen b, (v=1,...,m), so findet man

o=BuéBx fiir alle xeK.
Setzt man noch

und
uéx fiir alle xeK.

3. Endlichstufige Tests

Wir werden jetzt in Verfolg des eingangs aufgestellten Programms die in 1.
erwihnten Sitze fiir beschrinkte Schadensbereiche exakt formulieren und sie
anschlieBend auf unbeschrinkte Schiden erweitern. Dazu bendtigen wir einige
neue Begriffe und Bezeichnungen.

(3.1) Definition. Eine Menge X < R" heift
(1) eckenabgeschlossen, wenn sie alle Extremalpunkte,
(2) vorn eckenabgeschlossen, wenn sie alle vorderen Extremalpunkte,

(3) streng vorn eckenabgeschlossen, wenn sie alle streng vorderen Extremal-
punkte

ihrer abgeschlossenen konvexen Hiille enthilt. .
Weiter fiihren wir das Wahrscheinlichkeitsmal P=—73 P ein, beziiglich
n v

dessen alle P, totalstetig sind. Wir diirfen daher schreiben:
(3.2) Definition. (1) dP(w)=f(w; 1) dP(w) auf @, fiir alle 1 <r<k mit geeigneten
&,-meBbaren (vektorwertigen) Funktionen f(w;f)=o,

Q) r(T)=) [s(w)ef(w;t)dP fir 7T

t<k F,
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Der v-te Einheitsvektor werde mit e, bezeichnet; d.h. e, habe die Kompo-
nenten 8, fiir v, u=1, ..., n, wobei J, , das Kroneckersymbol ist.

Wir bemerken, daB} eine Menge X < R" genau dann beschriinkt ist, wenn die
Stiitzfunktion g(p; X) fiir alle p=4e, endliche Werte annimmt (v=1, ..., n).
Damit formulieren wir die

(3.3) Voraussetzung. Es gelten die Voraussetzungen von (1.1) mit k< co. S(w; t)
sei eckenabgeschlossen fiir alle we Q und t < k. Bei festem ¢ <k sei die Stiitzfunktion

g(p; ;1):=g(p; S(w; 1)
fiir jedes peR" §,-meBbar und fiir p= +e¢, endlich und P-integrierbar (v=1, ..., n).

Die folgenden Sitze (3.4), (3.6) und (3.9) sind eine Zusammenfassung der
Ergebnisse aus [13, 7] und [10].

(3.4) Satz. (1) Sind alle P, atomlos auf §,(v=1,...,n), so ist *R konvex.

(2) Unter der Voraussetzung (3.3) ist ¥R beschrinkt und eckenabgeschlossen,
und zu jedem A gibt es eine A-Ecke von *R.

Die folgende Definition dient zur Beschreibung der A4-Ecken des Risiko-
bereiches.

(3.5) Definition. Zu gegebenem

A=] : mit ay, ..., 4;€R"
a
sei A(w; t) die Matrix mit den Zeilen
(a0 flws ), ....(@efl@; D), €, ...n ey t<k=S 0.
Bemerkung. ¢}, ..., e, wurden als Zeilen angefiigt, damit A(w;t) den Rang n
besitzt.
Man hat den

(3.6) Satz. Unter der Voraussetzung (3.3) gilt:

(1) Fiir jedes t<k ist bei beliebiger Matrix A die A(w;t)-Ecke v(A;w;t) von
S(w;t) eine §,-mefbare Funktion.

(2) Ist der Risikovektor des Testes T mit der Zerlegung Q=F,U---U F, und der
Schadensfunktion s(w) eine A-Ecke von*R, so ist As(w)o f(w;t)=Av(A;w;1)o f(w; )
P-fast auf F, fiir alle t<k.

Die noch ausstehende Bestimmung der Zerlegung von Q eines zur A-Ecke
des Risikobereichs gehdrigen Tests erfolgt bei k< oo durch ein Rekursionsver-
fahren. Wir setzen

(3.7) Definition.
u(w; k)= Av(4; w;k)o f(w; k); k<o,
u(w; 1): = E-min(Av(4; ; Dof(w; 1), Eu(w; t+1IF,)) fir t<k.
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Hierin bedeute &(...|&,) den bedingten Erwartungswert beziiglich des o-
Korpers &,, genommen filir die Wahrscheinlichkeit P. Dabei denken wir uns
eine bestimmte Version ein- fiir allemal fest gewidhlt.

Weiter definieren wir die endlichen Mengenfolgen
(3.8) Definition.
(1) ,G:={w: Av(4; w;])of(w; l)%é’(u(w; I+ 1)|§,)} fir 151<k
G:=|J,G fur 1 St<k;

1<t
Q) He={w: Av(d; w; Do flw; )< &(uw; 1+1)|F) fir 1<I<k
H;:=|) H fir 1Zt<k.

1<t
Bemerkung. Offensichtlich ist G, H, fiir alle t <k.
Nunmehr kénnen wir sagen

(3.9) Satz. Unter der Voraussetzung (3.3) gilt:
(1) Ist der Risikovektor des Testes I mit der Zerlegung Q=F, u---UF, eine

A-Ecke von *R, so gilt fiir alle t <k bis auf P-Nullmengen
G,cFu---UF und Fc,H

mit G,, H aus Definition (3.8).
(2) Umgekehrt liefert jeder Test mit einer Zerlegung gemdfi (1) und einer
Schadensfunktion s(w) gemif (3.6), Teil (2) eine A-Ecke von *R.
(3) Speziell ist [u(w;1)dP mit u(w; 1) aus (3.7) die E-Ecke von {Ar: re*R}.
Q

>t

Bemerkung. Aus (1) folgt weiter G, F, u---u F, < H, fiir alle t.

Wir wollen auch unbeschrinkte Schadensbereiche in unsere Betrachtung
einbeziehen. Im Hinblick auf Satz (3.4) und darauf, dal Bayeslosungen fiir strikt
positive Vorbewertungen im vorderen Rand der abgeschlossenen konvexen
Hiille des Risikobereiches liegen, konnte man zundchst versuchen, in der Voraus-
setzung (3.3) anstelle der Eckenabgeschlossenheit der Schadensbereiche nur zu
verlangen, daB diese vorn eckenabgeschiossen sind, und die Voraussetzung der
Endlichkeit von g(—e,; w; ) tiberhaupt fallen zu lassen. Natiirlich kénnte man
dann nur erwarten, daB der Risikobereich vorn eckenabgeschlossen ist. Indessen
gehen diese Abschwédchungen zu weit. Es kann sogar vorkommen, daB3 der
Risikobereich iiberhaupt keine Bayeslosungen zuldBt; und dies sogar im ein-
stufigen Fall.

Beispiel. Sei k=1 und n=2. (Wir unterdriicken den Index t=1.) Es sei
Q:={w,, w,}, § die Potenzmenge von Q und B (w,):=9,, (v, u=1, 2). Weiter sei

S(a)l):z{(zl) >0: Xlxzzl; xlél}a

2

S(wz)::{(il) >0: X, ngl;ngl}.

2
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S(w) ist abgeschlossen und konvex, also nach (3.1) trivialerweise vorn eckenab-
geschlossen. Offensichtlich ist g(p; w) fiir alle pe R? meBbar; es kann allerdings
unendlich werden. Jedoch ist g(e,; ®) endlich und als Folge davon auch inte-
grierbar beziiglich P, fiir v=1, 2. Die abgeschwiichten Voraussetzungen von (3.3)
sind also erfiillt. Dariiber hinaus haben wir sogar

-1 fir w=w, - fir o=,

g(—el;w)={ ) g(-ez;w)={

—oo fir w=w, 1 fir o=w,

was zeigt, daB g(—e,; w) eigentlich P-integrabel ist.
Fiir den zugehorigen Risikobereich ergibt sich elementar

R:{(”) L0<ry, 1‘2§1}.
ry

R 1483t jedoch keine Bayesldsungen zu.

Wir sehen also, daB man auf die Beschrinktheitsbedingung in (3.3) nicht
ganz verzichten darf. Wir k6nnen sie aber dahingehend abschwichen, daB sie
nur fiir die (statistisch allein interessanten) vorn liegenden Punkte gelten soll:
(3.10) (1) g(p; w;t)> — o fiir p>o.

(2) Die vordere Hiille H(w;t):=H((S(w; 0)*) ist beschrankt fiir alle weQ
und t=k.

Aus (2) folgt fiir die zugehorige Stiitzfunktion
hip;w; t):=g(p; Hw;1))>—oc0 fiir p=te, (v=1,...,n).

Mittels der Sdtze (2.12) und (2.13) schlieBen wir, dal dann auch g(p; w; )> — o0
fiir alle e, (v=1, ..., n), was wegen der Konkavitit von g auf {p>o} die Bedin-
gung (1) nach sich zieht. Dem Satz (2.11) entnehmen wir

(%) h(p; w; t)=;§£(}1lgo(g(p +jq;w;t)—jglg; w; 1)

fiir alle we, t<kund peR".

Damit verlangen wir endgiiltig
(3.11) Voraussetzung. Es gelten die Voraussetzungen von (1.1) mit k< co. Weiter
sei S(w;t) vorn eckenabgeschlossen fiir alle weQ und t<k. Bei festem 1<k
sei die Stiitzfunktion g(p; w;¢) fiir jedes p>o F,-meBbar und fiir p=e, endlich
und P-integrierbar; ferner sei die durch die rechte Seite von (+) definierte Funktion
h(p; w;1t) fiir p= —e, endlich und P-integrabel (v=1, ..., n).

Wir konstatieren zunédchst
(3.12) Hilfssatz. Unter der Voraussetzung (3.11) ist h(p; w;t) §,-mefbar fiir alle
peR" und fiir p= +e, B-integrabel (v=1, ..., n) bei festemt <k.

Beweis. Nur die MeBbarkeit ist zu zeigen, die aber direkt aus (2.18) folgt.
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Weiter fithren wir der Bequemlichkeit halber zwei neue Begriffe ein.

(3.13) Definition. Eine Menge X < R" heil3t

(1) vorn beschridnkt, wenn ihre Stiitzfunktion g(p; X) fiir p>o endlich und
die vordere Hiille H(X*“) beschrinkt ist;

(2) nach unten beschrinkt, wenn fiir passendes x,eR" die Bezichung x,<x
fiir alle xe X gilt.

Bemerkung. 1. Die Bedingung (1) schlieBt (2) ein.
2. (3.11) k6nnen wir anschaulich wie folgt angeben:

Es gelte (1.1) mit k<<oco; S(w;t) sel vorn eckenabgeschlossen und nach vorn
beschréankt fiir alle weQ und t<k; H(w;t) sei kompakt und konvex fiir alle
weQ, t<k, die zugehorige Stiitzfunktion h(p; w;t) sei bei festem <k meBbar
beziiglich &, fiir alle pe R” und P-integrabel fiir p=e, (v=1, ..., n).

Wir werden jedoch die alte Formulierung von (3.11) beibehalten, da diese
formal schwicher als die neue und folglich leichter zu verifizieren ist.

Analog zu (3.4) 148t sich nun sagen

(3.14) Satz. (1) Sind alle P, atomlos auf &, (v=1, ..., n), so ist *R konvex.

(2) Unter der Voraussetzung (3.11) ist ¥R vorn beschrinkt und vorn eckenab-
geschlossen, und zu jedem A>=0 gibt es eine A-FEcke von *R.

Zum Beweis brauchen wir die entsprechende Erweiterung von (3.6).

(3.15) Satz. Unter der Voraussetzung (3.11) gilt bei beliebiger nichi-negativer
Matrix A:

(1) Fiir jedes t<k ist die A(w;t)-Ecke v(A4;w;1) der Menge S(w; 1) eine §,-
mefbare Funktion.

(2) Ist der Risikovektor des Testes T mit der Zerlegung Q=F, v---U F, und der
Schadensfunktion s(w) eine A-Ecke von*R, soist As(w)o f(w;t)=Av(4;w;t)o f(w;t)
P-fast auf F, fiir alle t<k.

Beweis von Satz (3.15). (a) Ersetzen wir in (1.1) die Mengen S(w; t) durch die
neuen Schadensbereiche H(w; 1), so erhalten wir ein neues Testproblem. Die sich
darauf beziehenden Gréfen werden wir durch den unteren Index H kennzeichnen.

H(w;1t) ist beschrinkt und abgeschlossen, insbesondere also eckenabge-
schlossen; auBlerdem ist wegen Hilfssatz (3.12) die Stiitzfunktion h(p; w;t) von
H(w;t) §-meBbar fiir alle peR". Mithin gelten die Sitze (3.4), (3.6) und (3.9).

(b) Aus der Beziechung A{w;t)=0 und dem Korollar (2.26*) folgt: Bei 4=0
ist vy (A; w; t)=v(4; w; 1)eS(w; 1) fir alle weQ, t<k.

(c) Mit (a) und (b) ergibt sich aus Satz (3.4) die Behauptung (1).

(d) Fiir einen beliebigen Test .7 €*T mit der Zerlegung @=F uU---UF, und
der Schadensfunktion s(w) hat man definitionsgemas:

(%) As(a))of(w;t)ﬁAv(A;co;t)of(w;t) bei wek,.
Definiert man dazu den Test 7, mit derselben Zerlegung wie .7 und der Schadens-

funkti
unktion sy@)yi=v(A;w;0) aul E (t=1,..., k),
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so liefert dies einen Test wegen Behauptung (1), und Integration von (x) fiihrt zu
Ar(T)EAr(T).

Somit kann () nur dann eine A-Ecke von ¥R sein, wenn in (%) P-fast iiberall
fir alle t=1,..., k das Gleichheitszeichen steht. Damit ist die Behauptung (2)
gezeigt.

Beweis von Satz (3.14). Behauptung (1) findet sich in [13].

Behauptung (2). (a) Wir beweisen zunichst:

Ist A=0und ryy_, eine A-Ecke von*Ry, soist ry_,€*R und auch 4-Ecke von *R.

In der Tat: Weil es nur auf Vektoren ankommt, die beziiglich 2 Aquivalent
sind, 146t sich wegen (3.6) 0.B.d.A. die zu ry ,=7(J; ,) gehorige Schadens-

funktion als vy(4;w;t) auf Fy, der zugehorigen Zerlegung wéhlen. Gemif
Absatz (b) des vorstehenden Beweises ist aber

vg(4; w;t)eS(w;t) fiiralle weQ und t=1,... k,
also ry_,€*R.
Sei jetzt 7 €*T beliebig mit der Zerlegung Q=F, U---U F, und der Schadens-

funktion s(w), dann definieren wir 7, genau wie in (d) des vorstehenden Beweises
und erhalten wieder

Ar(T) < Ar(T).
Zugleich ist 7, ein Test aus *Ty, so daB weiter gilt

Ary (S ANT)EAr(T)  firalle 7€,
wie behauptet.

(b) Nehmen wir in (a) speziell 4'=peR", so erhalten wir
g(p;*Ry)=g(@;*R)> —oo fiiralle p>o.
Daraus folgern wir mittels der Satze (2.13) und (2.3)
H(*RM)= H(RY) =R,
worin R, beschriinkt ist. *R ist demnach vorn beschrinkt.

(c) Weiter leiten wir aus (b) mit Hilfe des Korollars (2.26%) her:

Fiir A=0 mit rg(4)=n ist r, die A-Ecke von ¥R genau dann, wenn es die
A-Ecke von ¥R* ist.

Die A-Ecke von *R%* gehort jedoch wegen (3.4) zu “Ry, und nach (a) auch zu *R,
was zeigt, daB *R vorn eckenabgeschlossen ist. Daraus ergibt sich schlieBlich
zusammen mit der Beschriinktheit von H(*R*®) die Existenz einer 4-Ecke von *R
bei A20.

Beachtet man, daB man sich aufgrund von (3.15) und Teil (b) des zugehorigen
Beweises bei der Bestimmung der den A-Ecken von ¥R mit 4=0 entsprechenden
Zerlegungen auf dic Betrachtung von ¥R, beschrinken kann, so erhilt man
unmittelbar das Analogon zu Satz (3.9).
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(3.16) Satz. Unter der Voraussetzung (3.11) gilt fiir eine Matrix A=0:

(1) Ist der Risikovektor des Testes I mit der Zerlegung Q=F, u---UF, eine
A-Ecke von *R, so gilt fiir alle t <k bis auf P-Nullmengen

G,cFu---UFcH, und FcH

mit G,, H und H, aus Definition (3.8).

(2) Umgekehrt liefert jeder Test mit einer Zerlegung gemdff (1) und einer
Schadensfunktion s(w) gemdf (3.15), Teil (2) eine A-Ecke von *R.

(3) Speziell ist {u(w;1)dP die E-Ecke von {Ar: re*R}.
0

Es sei an dieser Stelle ausdriicklich erwéhnt, daB ¥Ry, keineswegs eine Teil-
menge von R sein muB. Das kann man sich leicht durch einfache Gegenbeispiele
mit diskreten Schadensbereichen und diskreten Hypothesen klar machen.
Dagegen ist “Ry, stets Teilmenge der konvexen Hiille von *R.

Die Ergebnisse dieses Paragraphen konnen auf die Theorie der in [12] ein-
gefithrten multisubjektiv optimalen Tests angewendet werden, die eine Ver-
bindung zwischen den Bayeslosungen und den Minimaxlésungen darstellen. Bei
einer gegebenen Klasse ¢ von Vorbewertungen heil3t ein Test F,e T multisub-
jektiv optimal beziiglich der Klasse T, wenn gilt

sup(p' r(%): pe ®)<sup(p'r(7): ped) fiiralle 7eX.

Allgemeiner nennen wir jetzt einen Vektor r,, der der entsprechenden Bezichung
fiir alle re R<R" geniigt, auch multisubjektiv optimal, selbst wenn r, nicht
Risikovektor eines Testes und das vorgegebene R kein Risikobereich ist. Es
gilt nun der

(3.17) Hilfssatz. Sei R < R" vorn eckenabgeschlossen und g(p; R) endlich fiir p=o,
dann existiert zu jeder Klasse &< {pzo} eine multisubjektiv optimale Lisung r,
beziiglich R** und es ist
1 1
ro= > a,r, mit neR, 0,>0 und Y a,=1 (I<n).
v=1 - v=1

Beweis. 1. Aus g(e,; R)> — oo fiir alle v=1, ...,n folgt, daB R* nach unten
beschrinkt ist. Zufolge [12] existiert daher zu ¢ eine multisubjektiv optimale
Losung re R* beziiglich der abgeschlossenen und konvexen Menge R**.

2. Sei D:={xeR**: x<r}, dann hat man wegen p’'x=<p'r fiir alle xeD die
Beziehung
supp'x<sup p'r<supp’x,
ped ped ped@

d.h. jedes x aus D ist multisubjektiv optimal beziiglich R¥.

Weiter ist D abgeschlossen und konvex mit g(p; D)> — oo fiir alle p=o, der
vordere Rand V(D) ist daher nicht leer, was zusammen mit (2.32) die Existenz
eines Punktes r, aus dem unteren Rand U(D)c D lehrt. Daraus folgt:

7 ist multisubjektiv optimal beziiglich R*
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wobei zusitzlich wegen
{ro} ={xSro}nD={xZr} "R {x=Zr}={x=Zr,} " R*,

also rye U(R*) gilt.

3. Zufolge (2.33) ist r, eine A-Ecke von R** mit A=0, fiir das die letzte Zeile
a, >0’ ist. Bei diesem A ist die Menge

X, :={xeR*: xéy fir alle ye R*} %0,

abgeschlossen und konvex. Insbesondere liegt X, in der g,-Randmenge von
R¥~ X,. Nach Satz (2.10) ist X, also kompakt; zudem ist seine Dimension klei-
ner als n. Wir diirfen daher schreiben (vgl. z.B. [6], S.400—401)

3
ro= . 0,5, mitI<n; >0, Ya=1
v

v=1

und r, Extremalpunkt von X, fiir v<1.
4. Es bleibt der Nachweis, daB r, Extremalpunkt von R** ist. Dies trifft zu;

denn hitte man x, ye R¥ mit r,=(x+ y)/2, so folgte aus Arngx, ArvéAy die
Gleichung Ar,=Ax=A4y, d.h. x,yeX,, und r, wire entgegen 3. kein Extremal-
punkt von X,,.

Aus diesem Hilfssatz in Verbindung mit dem ersten Teil von (3.14) ersehen
wir direkt
(3.18) Satz. Unter der Voraussetzung (3.11) gilt:

(1) Sind die Hypothesen P, atomlos auf §,, so gibt es zu jeder Klasse @ einen
multisubjektiv optimalen Test Jye*T.

(2) Im Fall beliebiger Hypothesen gibt es einen randomisierten Test =
i

o, 7+ -+, 7, mit Gewichten «,>0, Y a,=1 (1=n) und 7,e*I, so daf T, multi-
subjektiv optimal beziiglich @ ist. 1

Da Bayes- und Minimaxldsungen Spezialfille multisubjektiv optimaler Tests
sind, besagt dieser Satz insbesondere, daB es immer randomisierte Bayes- und
Minimaxlosungen gibt. Dariiber hinaus haben wir jedoch wegen der Sitze (3.14)
und (3.16)

(3.19) Satz. Unter der Voraussetzung (3.11) hat man zu jeder Vorbewertung p=0
eine Bayeslosung 9;6"51, deren Bayesrisiko sich aus

p'r(7)= [u(w;1)dP
Q
mit u(w; 1) gemdf (3.7) berechnet.

Modifizieren wir die Beweisidee zu (3.17), so erhalten wir eine Verallgemei-
nerung des Korollars (2.17%), die wir gleich benutzen werden.

(3.20) Hilfssatz. Sei R<R" vorn eckenabgeschlossen mit g(p; R)> — o fiir alle
p>o0 und bezeichnet E, die Menge der vorderen Extremalpunkte von R, so gilt

M(R*)={xeR": x = r, fiir mindestens ein rye(E,)}.
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Beweis. 1. Aus E,< H(R*) folgt sofort, daB die rechte Menge in der linken
enthalten ist.

2. Sei re M(R*%), dann ist die Menge D:={xeR**: x<r} wegen

~w<gle;R)Sex<er bei e=) e, firalle xeD
kompakt und konvex. U(D) ist somit nicht leer, und es gibt ein r, aus U(D)cD
mit ry<r. Dieselbe SchluBweise wic im Beweis zu (3.17) liefert nun

!
ro= Y. o, r, mit a,>0, Yoa=1 (1Zv<I=n),
v=1

v

und r, ist eine A-Ecke von R* mit 4=0; wie behauptet.

Bemerkung. Wie wir durch das Beispiel in (2.27) festgestellt haben, ist E, nicht
immer die Menge aller Extremalpunkte von H(R*%); (3.20) ist daher tatséichlich
allgemeiner als (2.17%).

Nun untersuchen wir noch kurz das Testproblem, welches entsteht, wenn wir
die Schadensbereiche S(w; t) durch die maximalen Hiillen M(w; t):=M(H(w; 1))
ersetzen. Offensichtlich geniigen auch diese der Voraussetzung (3.11), sofern diese
bereits fiir S(w; t) galt. Fiir den zugehorigen Risikobereich *R,, kdnnen wir den
Sédtzen (3.15) und (3.16) entnehmen, daB *R,, vorn eckenabgeschlossen ist und
die A-Ecken von *R,, fiir Matrizen mit dem Rang » und nichtnegativen Elemen-
ten mit den A-Ecken von *Rj iibereinstimmen. Insbesondere ist

g(0;"Ry)=2(p;*R)=g(p;*Ry) fiir alle p>o.

AuBerdem sieht man sofort, daB mit re*R,, auch r+x fiir jedes x=o0 zu *R,,
gehort, da man ja x bei der Schadensfunktion addieren darf. Beachten wir noch
(3.20), so finden wir

M(kRka)Cle]cu,
wihrend die Umkehrung

M(kRka)DkRIIcv[

aus der Tatsache folgt, daB die entsprechenden Stiitzfunktionen fiir positive p
libereinstimmen. Das ergibt den

(3.21) Satz. Bei Voraussetzung (3.11) ist M(*R**)="R% .
Speziell ist wegen (3.14), Teil (1)
(3.22) Satz. Unter der Voraussetzung (3.11) und atomlosen Hypothesen auf &, ist
M(*R%)="R,,.

Wir merken noch an, daBl man aufgrund dieser beiden Sdtze bei der Unter-
suchung von ,,vorderen“ Eigenschaften des Risikobereiches (z.B. Abgeschlossen-
heit nach vorn, BayeslGsungen usw.) von Anfang an annehmen darf, dal3 die
Schadensbereiche gleich der maximalen Hiille von S{w; ¢)** sind.

Zum AbschluB dieses Paragraphen wollen wir nochmals auf Satz(3.16)
zuriickkommen und ihn in eine fiir die spiteren Betrachtungen bequemere Form
bringen. Dazu benutzen wir den Begriff der Stopzeit.

10 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw, Geb., Bd. 19
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(3.23) Definition. Unter den Voraussetzungen von (1.1) heiBt eine Abbildung
T Q-1{1,2,...,k}
eine Stopzeit (zum Testproblem (1.1)), wenn
{o: Tw)<tled, firalle t<k=<oo.

Aus einer gegebenen Stopzeit T 4Bt sich eine Zerlegung gem&B (1.1) machen,
indem man setzt
E:={w:T(w)=t} fir t=1,...,k;

umgekehrt liefert eine Zerlegung Q=F u--- U F, gemil (1.1) eine Stopzeit ver-
moge der Festsetzung

T(w):=t auf F firt=1,... k.

Beide Betrachtungsweisen sind demnach dquivalent.

Bei einer gegebenen Stopzeit T (Zerlegung) 14Bt sich nun der Begriff der
Schadensfunktion auch so einfiihren:

s(w) ist eine Abbildung s: Q — R" U {0} derart, dafi s(w) F-meBbar auf { T(w)=t}
ist fir alle t=1, ...,k und s(w)eS(w; T(w)) fir alle weQ.

Mit Hilfe von Definition (3.8) lassen sich spezielle Stopzeiten angeben gemil
(3.24) Definition. (1) T*:=¢ auf G,G,_, fiir t<k? mit Gy:=0, G,:=Q heift
obere Stopzeit;

(2) T,:=t auf H H, , fir t<k mit Hy:=0, H,:=Q heiBt untere Stopzeit.
Dabei ist infolge G, = H, bei 0=t <k bis auf P-Nullmengen:

T,£T*  P-fast iiberall.

Den Satz (3.16), Teile (1) und (2) konnen wir jetzt folgendermaBen aussprechen:

(3.25) Satz. Unter der Voraussetzung (3.11) gilt fiir eine Matrix A=0:

Ein Test  mit der Stopzeit T und der Schadensfunktion s(w) entspricht genau
dann einer A-Ecke des Risikobereiches, wenn P-fast iberall gelten

(1) T,ET=T* und u(w; T)=Av(4; 0; T)o flo; T),
(2) As(w)of(w; T(w))=Av(4; w; T(®))e f(w; T(w)) mit v(4; w;t) gemdf (3.15).
Der Beweis ist offenkundig.

Bemerkung. T, < T braucht an sich nicht eigens verlangt zu werden; es folgt
bereits aus der zweiten Bedingung unter (1).

4. Weitere Hilfssitze

Bei der Behandlung der unendlichstufigen Tests werden wir uns auf Ergeb-
nisse von Krieger stiitzen {8]. Diese Resultate sollen hier ohne Beweis und ledig-
lich in der Allgemeinheit referiert werden, in der sie fiir unsere weiteren Erorte-
rungen von Interesse sind.

2 Ein Querstrich bedeute das Komplement der Menge.
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(4.1) Satz. Es seien die Voraussetzungen von (1.1) mit k= co erfiillt; ferner seien
die Schadensbereiche S(w;t) beschrinkt und eckenabgeschlossen fiir alle weQ,
sowie die zugehdrigen Stiitzfunktionen g(p;w;t) §,-mefbar fiir jedes peR" und
P-integrierbar fiir p= te, (v=1,...,n;t=1, ..., 00). Auferdem sei

liminfg(e,;w;t)=+c0  P-fast iiberall,
tsw@

und die Integrale
{ infgle,; ;) dP,> — 0
R
existieren fiir v=1, ..., n
Dann ist der Risikobereich *R streng vorn eckenabgeschlossen.

Bemerkung. 1. Aus den Voraussetzungen folgt S(w; c0)={&} P-fast iiberall.

2. Aus dem Satz (4.1) ergibt sich nicht die Existenz der A-Ecken von “R fiir
alle 4>0; und auch dann, wenn man die Existenz der 4-Ecken annimmt, 1st ¢s
wegen des nicht-konstruktiven Beweises unméglich, diese anzugeben und ins-
besondere ein Konstruktionsverfahren filir Bayeslosungen herzuleiten.

Im kommenden Paragraphen werden wir diesen Satz auf den Fall nicht
beschrinkter Schadensbereiche erweitern und dabei feststellen, dafl es zu jeder
positiven Matrix 4 auch eine A-Ecke des Risikobereiches gibt. Im Gegensatz
zu (3.16) ist dies fiir nicht-negative Matrizen im Fall k= co selbst bei beschriank-
ten S(w; ) nicht mehr allgemein richtig, wie das folgende Beispiel lehrt, wobei
wir die iibliche Abkiirzung

x+Q:={x+q:qeQ} fir QcR", xeR"
benutzen.

(4.2) * Beispiel. Man nimmt Q:={1,2, ...}, als &, den von den Mengen {1}, {2}, ...,
{t+1, ...} erzeugten o-Korper &, fiir t < co und als §,, = § die Potenzmenge von
Q. Weiter wihlt man n=2 und setzt:

F(w):=27%,

Pz(w)::m,

was jeweils ein Wahrscheinlichkeitsmall ergibt.
Ferner fithren wir die Mengen Q(w)< R? ein gemif}

Q(w):={o,q(w)}*, wobei q(w)::(_wgl/w) und ez:(l)

gesetzt ist, und definieren mit deren Hilfe die Schadensbereiche

(*)

S(w;t):={te+Q(w) fiir o<t (=12.)

te+ Q) fir o=t

Die Voraussetzungen von (4.1) sind erfiillt; denn wir haben:

(a) S(w;t) ist kompakt, also eckenabgeschlossen und beschrinkt fiir alle ¢
und .
10*
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(b) Hat peR? die Komponenten p, und p,, so gilt

tp,+p)+p(—o+1ljw) fir o<t
glp; ;)= )
t(p,+py)+p(—t+1/t) fiirw=t
gp;o;t)=t(p,+p,) sonst.

}, falls p,>0,

g(p; w;t) ist also fiir jedes feste ¢t und p meBbar beziiglich §, und beschrinkt,
somit auch P-integrabel (v=1,2).
(c) Bei festem weQ folgt

lim inf g (e;; w; )= lim (t — + 1/w) = + o0,
t= t—
lirr<1 infg(e,; w;t)=limt= + c0;

t= o t—cw

ferner hat man
infg(e;; w; )=gle;; w; w)=1/w =1,
t=w

infg(e,;w;)=infl=1,
t=< o0 t£w

was P-integrabel ist (v=1, 2).

Wir wollen nun zeigen, daB} es zur Zeilenmatrix 4=¢; keine A-Ecke gibt. Zu
diesem Zweck nehmen wir an, 7° sei ein zur A-Ecke gehoriger Test mit der
Schadensfunktion s°(w) und dem Risikovektor r(Z7 °)=r°.

1. Zunichst betrachten wir die Folge der I-stufigen Tests 9 (< o), welche
definiert ist durch die
Zerlegungen: Q=Fu---UF mit F:={} fir t<l<oo

und die ) l
ro<
Schadensfunktionen: s’(w):z{we 7 u @
le+q(]) fir =1,
die nach (*) zuldssig sind.

Diese Festsetzung ist in Ubereinstimmung mit (1.1) ein Test, dessen Risiko-
vektor ¥ als erste Komponente hat
=3 2"%w+ Y 27%/I=¢ 1"

w<l wxl

Daraus ergibt sich wegen e} r° <¢, 7 fiir alle [=1,2, ... die Beziehung

o
s Y 27%w=: a®< 0.

w=1

2. Andererseits gilt fiir die erste Komponente s,(w) der Schadensfunktion
irgendeines Testes

(%%) s, (@)= 1w,

woraus folgt

1
eir°2 Y —P(w)=0° dh € r0=a°.
@
o

we
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Damit Gleichheit vorliegt, muB auch in () das Gleichheitszeichen fiir alle weQ
gelten. Das bedeutet aber fiir 7° die Zerlegung F°={t} und die Schadensfunk-
tion s%w)=we+q(w) fiir alle we,
so daB sich fiir die zweite Komponente e, ° des Risikovektors ergibt
&r’= Y éy(we+qw) P= Y ofw+1)o=co0,
wel? w=1
was zeigt, dal} es keinen Risikovektor geben kann, der A-Ecke von “R ist.

Um die spiteren Uberlegungen nicht unterbrechen zu miissen, sei an dieser
Stelle die Diskussion der Voraussetzungen in (4.1) vorweggenommen. Bereits im
ersten Paragraphen waren wir uns dariiber klar geworden, da3 die Schadens-
bereiche mit wachsender Stufenzahl in geeigneter Weise ins Unendliche wandern.
Dies geschieht in (4.1) dadurch, daBl man fiir die Stiitzfunktionen g(p; ;) u.a.
fordert:

(4.3) Voraussetzung. g(p; w; t):=g(p; S(w; 1)) geniigen den Bedingungen

(1) g(p; w; 1) F-meBbar fir p>o,t=1,2,...;

(2) g(e,;w;t)> —oo und B-integrabel fiir t=1,2,...; v=1,...,n;

(3) [infg(e,; w;1)dP,> —oco fiir v=1,...,n;

] t

(4) liminfg(e,; w; 1)= + oo P-fast iiberall fiir v=1, ..., 5.
1t 00

Fiir das Weitere ist eine andere Voraussetzung zweckméBig, ndmlich

(4.3") Voraussetzung. S(w;t) 14Bt sich schreiben in der Form S{(w;t)=c(t)+
Q(w; t), wobei ¢(r)eR" und Q(w; )< R” mit f(p; w; t):=g(p; Q(w; 1)).

f(p; w;t) und c(r) geniigen den Bedingungen

1) f(p; w; t) F-meBbar fir p>o, t=1,2,...;

(2) f(e,; w; )> —oco und P-integrabel fiir t=1,2, ...,v=1,...,5n;

(3) jSrtlff(evga); tydP,> — oo fir v=1,...,n;

@) ozc()Ec@)=-+- und c(t)— + & fiir t - 0.
Auf den ersten Blick erscheint (4.3) schwécher als (4.3'). Man hat aber den

(4.4) Satz. Die Voraussetzungen (4.3) und (4.3') sind dquivalent.

Beweis. (a) Sei (4.3) erfiillt und p>o.
Wegen g(p;w;t)=p c(t)+f(p; w;t) folgen (1) und (2) unmittelbar aus (1)
und (2).

Ferner ergibt sich aus (3') die Abschédtzung
i1t1f fle,;wst)>—oc0  P-fast iiberall,
Vermoge gle,; w;t)=e,c(t)+inff(e,; w;t) und (4} erhdlt man daraus (4) und
zusammen mit (3") schlieBlich '

filtlfg(ev;a); )dP,z [inff(e,; w;t)dP,> —c0.
2 Q!
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(b) Sei nun (4.3) erfiillt. Wir konstruicren zunichst aus den g(e,; w;t) eine
geeignete Folge c(f)e R” mit der Eigenschaft (4'). Dies geschicht komponenten-
weise; der Einfachheit halber werden wir fiir den Augenblick das Argument e,
bzw. v unterdriicken, sofern keine Verwechslung entstehen kann.

Setzt man i(w; t):=ir>1f g(w; s), so gilt:
st

i{w; ¢) ist eine monoton nicht-fallende Folge von Funktionen mit
limi(w;f)=+o00  P-fast iiberall

t— 0

und
(w;=g(w; 1) fur t=1,2,....

Zu jeder natiirlichen Zahl | definieren wir die Funktionen
m(w; t,)):=min(i(w; 1)—1,0),
die folgende Eigenschaften haben:
(D) m(o;t, DEm(w;t+1, ) <0 fir alle ¢, I; lim m(w; t, )=0 P-fast iiberall.
t—o>®©

(1) m(w;t, )=z min(i(w; 1)—1,0) ist P-integrabel fiir jedes t,1=1,2, ....

Aus (I) und (IT) folgt nach dem Satz von Lebesgue

(IIT) {m(w;¢, 1) dB, konvergiert monoton von unten gegen O fiir jedes feste L
Q2

Zu jeder natlirlichen Zahl [ gibt es daher ein ¢, mit

0= [m(w;t,DdRz —27"  fir t=1,.
Q

0.B.d.A. kdénnen wir annehmen t,:=1<t,<t,<---.
Mit Hilfe der so gefundenen Folge ¢, (I=1, 2, ...) definieren wir
c(t):=1 fir ,<t<y,,, 1=0,1,2,...,

und erhalten
0=c()Zc@E+ mit c(t)» oo bei t—o0.

Wir denken uns nun dieses Verfahren fiir jede Komponente v=1, ..., n durch-
gefiihrt. Die so gefundenen ¢, (¢) fassen wir zum Vektor ¢(f) zusammen und set-

zen noch
Q(w;t):= —c(t)+S(w; t).

Die Richtigkeit von (1) und (2') verifiziert man wie unter (a), wiahrend (4)
durch die Konstruktion von c¢(t) erzwungen wurde.

Beim Nachweis von (3') lassen wir wieder die Argumente e, bzw. v weg, soweit
dies geht, und schitzen ab:

Fir ,<t<t,, (1=1,2,..)) gilt
flo;n=glw;)—c@)zi(w; )—c®)=i(w;)—Ilzm(w; ).
Weiter ist wegen m(w;t, ) <0:

inf f(w; t)::linf inf  flw;)= lin{m(a); i, )= Y m(w; 1, ).
1zt z =1

2l nst<tiva
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Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt auflerdem

{ inf f(w; t)dP>§

0 t=t

m(w; t;, DdB=Y [m(w;t, ) dP,
2

=1

[\
|

27l= —1> — 0.

s uMg

)
b

SchlieBlich ist auch noch
inlif(co; t)=min(tintff(w; 1), flw;1), ..., flw; t,—1)),
[ 2ty

was als Minimum endlich vieler integrierbarer Funktionen mit einem Integral-
wert groBer als —oo selbst wieder integrierbar ist und ein Integral groBer als
— oo liefert.

Damit ist die Aquivalenz von (4.3) und (4.3) vollig bewiesen.

Der Satz(4.4) 146t eine bemerkenswerte Interpretation der Voraussetzung
4.3) zu:

Man kann nidmlich o.B.d. A. stets annehmen, daB sich die Schadensfunktion
eines mehrstufigen Testes additiv zusammensetzt aus den Kosten c¢(¢), die unab-
hingig von der Beobachtung w mit wachsender Stufenzahl gegen unendlich stei-
gen, und dem Schaden g(w; 1), der durch die Terminalentscheidung in der t-ten
Stufe bei der Beobachtung von w entsteht und nach unten beschrénkt ist. Letz-
teres bedeutet praktisch nur, daBl die Moglichkeit, unbeschrinkt hohe Gewinne
zu erzielen, von vornherein ausgeschlossen wird ohne Riicksicht darauf, wie die
Beobachtung ausfillt.

5. Unendlichstufige Tests

Wir beginnen damit, daBl wir die Voraussetzungen genau formulieren, die wir
in Zukunft stets, ohne sie gesondert aufzufiihren, als gegeben annehmen, sofern
nichts Gegenteiliges gesagt wird.

(5.1) Voraussetzungen. Vorgelegt seien die o-Korper §, < F,c---<F, < § iiber
Q und die MaBle P, ..., B, auf § Zu jedem weQ und jedem t=1,2, ... gebe es
eine Menge S(w; t)< R", S(w; o) sei fiir alle we Q2 gleich {¢0}. H(w; t) sei die vor-
dere Hiille von S(w; 1)** (soweit diese iiberhaupt definiert ist). Mit g(p; w; t) bzw.
h(p; w;t) bezeichnen wir die Stiitzfunktion von S(w;t) bzw. H(w;1).

Es seien folgende Bedingungen erfiillt:

(1) S(w;t)=0, vorn beschrinkt und vorn eckenabgeschlossen fiir alle we®
und t=1,2,....

(2) g(p; w; 1) sei fiir jedes p>o F-meBbar (t=1,2,...).
(3) h(p; w; 1) sei fiir p= +e, P-integrierbar (v=1,...,n;t=1,2,...).
(4) liminfh(e,; w; t)= + oo P-fast iiberall und | infh(e,; w; 1) dP,> — oo fiir
t— o0 0 IS0
v=1,...,n

Bemerkung. h(p;w;t) wird eindeutig bestimmt durch die Kenntnis von
g(p; w; 1) fiir alle p>o (vgl. (2.11)); insbesondere ist h(e,; w; t)=g(e,; w; t).
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Wegen s(w)e R" P-fast muB unter der Voraussetzung (5.1) fiir jede zu cinem
Test gehorige Zerlegung P(F,)=0 bzw. fiir die entsprechende Stopzeit T'< oo
P-fast {iberall gelten (sog. ,,Abgeschlossenheit” des Testes). Umgekehrt gehort
jede derartige Zerlegung bzw. Stopzeit zu einem Test, sofern sich eine meBbare
und zumindest uneigentlich integrable Schadensfunktion s(w) dazu finden 146t.
Wir werden spiter sehen, daBl das immer moglich ist.

Wir zeigen nun die zu (3.14) bis (3.16) analogen Behauptungen im unendlich-
stufigen Fall. Dabei werden die beiden ersten Sédtze tunlich gemeinsam bewiesen.

(5.2) Satz (1) Sind alle P, atomlos auf &, (v=1, ..., n), so ist “R konvex.

(2) Unter der Voraussetzung (5.1) ist R nach unten beschrinkt und streng vorn
eckenabgeschlossen, und zu jedem A >0 gibt es eine A-Ecke von ®R.
(5.3) Satz. Unter der Voraussetzung (5.1) gilt bei beliebiger Matrix A>0:

(1) Fiir jedes t< oo ist die A(w;t)-Ecke v(A; w;t) der Menge S(w; 1) eine §,-
mefibare Funktion.

(2) Ist der Risikovektor des Testes J mit der Stopzeit T und der Schadens-
funktion s(w) eine A-Ecke von R, so ist

As(@)of(w; TY=Av(A;w; T)of(w; T)  P-fast iiberall.

Der Beweis zu (5.3) 148t sich nahezu wortlich von (3.15) iibernchmen.

Beweis zu (5.2). Zu Behauptung (1) vgl. [13].

Behauptung (2). (a) Die Beschrianktheit nach unten folgt aus der Abschiitzung

e,r(7)= [e,s(w)dRz [infgle,; ;1) dP,
Q ot
= [infh(e,; w;t)dP,> — o0,
Q t

die fiir jede Schadensfunktion s(w) und jedes v=1, ..., n richtig ist.

(b) Wir betrachten das Testproblem, bei welchem die S{w; t) durch die H(w;1)
ersetzt werden. Sei Ry der zugehorige Risikobereich. Wie beim Beweis von
(3.14) schlieBt man mit Hilfe von (5.3) anstelle von (3.6), da8 fiir A>0mitrg(4)=n
die 4-Ecke von Ry zu “R gehort und A-Ecke von R ist. Da weiter infolge (4.1)
*“Ry streng vorn eckenabgeschlossen ist, besitzt “R dieselbe Eigenschaft.

{c) Aus (a) und (b) ergibt sich direkt die Existenz einer 4-Ecke bei 4>0.

Dem Teil (2a) dieses Beweises entnehmen wir folgendes

(5.2*) Korollar. Zu jedem Test existiert der Risikovektor eigentlich oder uneigent-
lich, d.h. die Integrale iiber die Komponenten der Schadensfunktion existieren
immer, kénnen aber unter Umstinden den Wert + oo annehmen.

Das Analogon zu Satz (3.16) erfordert einige Vorbereitungen. Wir wollen von
jetzt ab stets von einer festgehaltenen Matrix 4 >0 ausgehen und daher der Ein-
fachheit wegen die Abhingigkeit von A bei den entsprechenden GroBen nicht
mehr zum Ausdruck bringen. Dasselbe werden wir meist mit o tun, Wir schreiben

also jetzt v(t):=v(4; w;1),

f@O):=f(w;1).
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Weiter miissen wir unterschiedliche Testprobleme simultan betrachten und die
zugehdrigen GroBen entsprechend kennzeichnen. Dazu treffen wir folgende

Vereinbarung. Es bezeichne von jetzt ab k nicht mehr die Stufenzahl der Tests,
sondern den hochsten Index der beim gerade behandelten Testproblem vorkom-
menden ¢-Korper bzw. Schadensbereiche.

Bei den bisherigen Uberlegungen fiel dieser Index mit der Stufenzahl zusam-
men. Eine Verwechslung scheint jedoch ausgeschlossen, da k in der Vorausset-
zung (5.1) iiberhaupt nicht mehr vorkommt.

In Ubereinstimmung mit dieser Vereinbarung bezeichne T die Menge aller
((k—1+ 1)-stufigen) Tests, die zu dem Problem

(& . B Sl D, ., S{ws k) P, ..., B

gehoren, bei denen also mindestens [ Beobachtungen durchgefiihrt werden miis-
sen, ehe iiberhaupt eine Terminalentscheidung gefdllt werden darf(I <k < 00,l < 0).
*R sei der entsprechende Risikobereich. Speziell ist *IT=*¥ und *R=*R. Man
erkennt unschwer die Be21ehungen 1T T bzw. R R fur alle IS j<iZk. Die
A-Ecke von *R bzw. eine im folgenden festgehaltene davon sofern diese nicht

eindeutig bestimmt ist, bezeichnen wir mit %. Es gilt 4% r<A rbei ISjSisk.
Infolge (3.14) und (5.2) gibt es zu jeder solchen A-Ecke (mmdestens) einen Test
*7 mit der Stopzeit T und der Schadensfunktion %s, derart, daB Ar(x7 )= A%
Ein solches %7~ denken wir uns fest gewihit.

SchlieBlich setzen wir noch

=6 (A% fGTIF
und behaupten : i : )

(5.4) Hilfssatz. Folgende Beziehungen gelten P-fast iiberall:

(1) Fiir jedes e mit T, s ist lu<éa(ASOf(T)|%)

(2) *u ist unabhingig von der Wahl des Testes *F.

(3) fu=Av(k)of(k), falls k< 0.

4) fu=E-min[Av()of (), &, fulF)], falls | <k = 0.

) ku<iy fir 1ISi<k< o.

Beim Beweis dieses Hilfssatzes werden wir uns einer ,,Methode der zusam-
mengesetzten Tests™ bedienen, die auch spiter noch mehrfach benutzt wird. Diese

Methode findet bereits in [13], S.29 Anwendung. Wir wollen sie in einem eige-
nen Hilfssatz festhalten.

(5.5) Hilfssatz. Seien Z;e4X, 7,€iT mit T,,s, bzw. T,,s,, wobei 1<] sowie
{T<j}cXe§;.

Dann liefert folgende Festsetzung einen neuen Test I gemif
T:=T,I,+T,I; >,

si=8Iy+5,15.
Es ist €T mit m=max (i, k).

3 I bedeutet die Indikatorfunktion der Menge X.
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Beweis von (3.5). 7 €% ist offensichtlich, sofern T und s iiberhaupt einen
Test definieren.

1. T ist eine Stopzeit; denn
(a) fiir t<list {}=t}={T,=t}=0,
(b) fiir ISt<j gilt wegen {T,=1}=0

{T=0}={Ti=t} X={T,=1}€§,,
(c) fiir jSt< oo ist wegen Xe§,
{(T=t}={T,=t} XU {T,=t} Xe§,,

(d) schlieBlich hat man noch P(T=o0)< P(T;=0)+ P(T,=0)=0.

2. s stellt eine Schadensfunktion dar; denn es ist

(a) s=s, auf {T=t}={T, =1}, also §,-melbbar, falls t<j und

(b) s=1Iys,+1gs, auf {T=t}, also &,-meBbar mit Werten in S(w; 1), falls t = ;.

Beweis von (5.4). (1) Seien 7}, 7,e*T mit Stopzeiten T;, T, und Schadens-
funktionen s,, s,, wobei Ar(7,)= A*r gelte. Setzt man

Xo={&(As,0f(T)IF) < 6(As, 0 £ (T)IF)}

dann ist Xe@,. Sei weiter 7 mit T, s der gemiB (5.5) aus ; und 7, zusammen-
gesetzte Test, also I €4I. Wiire nun P(X)> 0, dann gilt fiir den Risikovektor r(7):

A% ZAr(T)= [ Asof(T)dP= jAslof(T)dPJrjAsz (T,) dP
Q

——ng Aslof(T)l%)dP—k jé"(Aszof(Tz)l‘&)dP
£ [ 8(Asyof(T)IF) dP + 55 Ao f(Ty)|%) dP

= {As,of(T) dP=Ar(T;)=A%r,
Q

was nicht sein kann, so daB P(X)=0 ist.
Insbesondere ist fiir 7, =% die Bezichung

P(8(As;o f(T)|F) £ ) =
gliltig.

(2) folgt aus (1), indem man auch Z; so wihlt, daB r(7]) A-Ecke von *R ist.
(3) ist der (einstufige) Spezialfall des Satzes (3.15), zweiter Teil.

(4) Sei 7, der einstufige Test mit Ty=! und der nach Satz(3.15) zuldssigen
Schadensfunktion s,=v(l), dann folgt wegen , +’1‘.7, FoetT aus (1):

ki Z g (Av(l)o f(DIF)=Av(Dof()  P-fast
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und
E
<8 (A, o f (L 5T)IF)

=&(E(A,, (5o f (D& )IE) =60, ulF)  P-ast,
also

u £ E-min (Av(Dof(l), &G, kul&))  P-fast iiberall.
Um auch die andere Richtung zu zeigen, wenden wir (5.5) an, wobei wir setzen:

,yj::’;gj

FekT mit T,:=I1+1 und s,:=v(+1)
und
Xi={T> e,

Wir erhalten dadurch einen Test 4 aus *I mit 7, s, wobei infolge T>1 sogar
T €, XX Weiter ist

Asof(T)=A%sof*T)  P-fast auf Xe,.
Damit ergibt sich wegen , +’{u£éa (Asof(T)|&,. ) P-fast iiberall:

EG, ulF)<E(Asof(T)F)="u auf X P-fast,
wihrend zufolge (5.3) gilt:

A¥sof(h=Av()of()="u  auf X P-fast,
womit (4) gezeigt ist.

(5) folgt zusammen mit (1) aus |7 €*T und & (u|F) ="*u P-fast.

Fiir den Fall k< o0 ergeben (3) und (4) ein Rekursionssystem zur Bestimmung
der *u, wie wir es schon in Definition (3.7) zur Festlegung der zu den A-Ecken
des Risikobereiches gehorigen Stopzeiten betrachtet haben. Im Fall k= co lassen
sich die %u nicht so leicht beschaffen; sie sind aber wohldefinierte (wenn uns.

zun#chst auch noch unbekannte) Funktionen. Analog dem Fall k<oo setzen
wir nun allgemein (k< oo oder k= o0)

(5.6) Definition.
(1) 4G ={Av()of) S 6, uIF)} (<k=o0);
“Gi=J4G; *Gy:=0; "G =Q (t<k £ 0);

2) ’§H=={zflv(l)°f(l)2é"'(z+'1‘uli§z)} (I<kzo0);
“Hy:= | )*H; *Hy: =0; *H,: = Q (1 <k < o0).

1Zt
Ohne Schwierigkeit erkennt man
*G,*He &, mit

(5.7) _ .
*Go*H; iGo%G; HoYH  P-fast firalle 1<i<k< 0;
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woraus man ebenso leicht folgende einfache Beziechungen herleitet:
*G,,*H,e§, mit

3.8) . .
( *G,c*H,; 'G,o*G,; 'H,o*H, P-fast fiiralle t<iSk< .

Damit 148t sich analog zum Fall k< oo (vgl. (3.24)) eine obere bzw. untere Stop-
zeit *T* bzw. *T, definieren.
(5.9) Definition.
(1) ¥T*: =t auf *G,*G,_, fir 1Zt<k=< o0,
kT*: =k sonst;
(2) *T,:=t auf*H,

FH,_ fir 1St <k < oo,
*T,:=k sonst.

Als unmittelbare Folgerung von (5.8) halten wir fest:
*T,<*T*  P-fast iiberall.

Bei k< oo sind *T, und *T* trivialerweise Stopzeiten, bei k= oo ist das erst noch
nachzuweisen.

Im folgenden werden wir nur den Fall k=00 behandeln. Es ist daher ohne
Gefahr der Verwechselung moglich, den oberen Index oo bei G und H zu unter-
driicken. Wir beginnen mit einem

(5.10) Hilfssatz. Es seien bei festem t< oo

T*:=*T* auf G; T, .:=%T, auf H,;
sowie
TF=3T  auf G; T,=5T ayf H;
sf:=0(*T*) auf G;  s,,:=0v(*T,) auf H,
St*:=t+ais auf CTt; Sr*::t:iS auf I_Tt
Dann sind T, , T* Stopzelten S; 4 55 zugehorige Schadensfunktionen, und fiir die

entsprechenden Tests J;, bzw. J;* gilt
AT )= Ar(F*) =A%

Beweis. Offensichtlich definieren T,* und s¥ einen Test Z*. Der Rest wird
durch vollstindige Induktion in ¢ gezeigt.

Nach (5.4), Behauptung (4) und (5.6) ist P-fast

o Av()ef(1) auf G,
VUeCulE;)  auf G
also wird im Fall r=1:

A%r= [ 2udP= jAv(l)Of(l)dP+ I«f(ﬁul%odf’
J 2
§Au of(1)dP+ E"%udP

= J‘ Av(1)ef(1)dP + J A%so f(3T)dP=Ar(F¥).
Gy Gy
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Fiir t—1 werde die Behauptung als richtig unterstellt. Dann gilt wegen

oy {Av(t)of(t) auf G,G,
E(5ul®)  auf G,

t

und der Induktionsvoraussetzung:

A%r=Ar(F*)= [ Av(*T¥of(*T*)dP+ | “udP
Ge-1 [crmry
— j‘ Av(aoT*)of(eoT*)dP

Gt-l

+ | Av@ef@®dP+ | &(5ulF,)dP

GG

= [ Ap(*T*)of(*T*dP+ |, ZudP=Ar(7*).
Gy Ge

Die Aussage fiir 7], beweist man auf dieselbe Art, indem man lediglich G durch H
und ©T* durch *T_ ersetzt.

(5.11) Satz. *T, und ©T* gemdf; (5.9) sind Stopzeiten mit *T, < T* P-fast.
Beweis. Die MefBbarkeitsbedingungen fiir Stopzeiten sind offensichtlich
erfiillt. Wegen ® T, £*°T* P-fast ist nur zu zeigen

P@G)=1 bei G= |G,

t< oo

Zu diesem Zweck nehmen wir das Gegenteil an, also P(G,)>¢, fiir alle t bei
geeignetem &, > 0. Dem Hilfssatz (5.10) entnehmen wir

t+1

A%r= jAv(mT*)Of(wT*)dP‘*‘ jA[ﬁsof( ®T)dP=: ]t+I_z
Gt G¢

fiir alle t=1,2,.... Aufgrund von Bedingung (4) in (5.1) ist der Integrand in I,
komponentenweise durch eine integrierbare Funktion nach unten beschrinkt.
Ferner ist G, monoton aufsteigend. Nach dem Lemma von Fatou gilt daher

L—I,>—c Dbeit—w
mit
Io= [ Av(®T*)o f(*T*)dP.
G

Zur Abschitzung von I, greifen wir auf Satz (4.4) und die Voraussetzung (4.3')

zuriick. Danach hat man ©
t+1S§C(t)+q,

wobei jqodﬁ>—6o und 0=<c¢(t) bei t >0 monoton gegen ¢ strebt. c(t) 146t

Q
sich abschitzen durch c)zp() e

mit e=) e, und B(t)=min e, c(t), wobei B(1) eine skalare Funktion ist mit
v

0< B(¢)— oo fiir £ - 0.
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Wegen 4 >0 folgt

I=
G

§A4,352f(3T)dP=4 Gj  SsodP
A

v

[c@yedP+A [ godP=: I+,I,.
G, Ge
Wiederum aufgrund des Fatouschen Lemmas konvergiert ,I, gegen einen end-
lichen Wert ,Iy=A {godP beit—co.
¢

Fiir die u-te Komponente des ersten Integrals gilt, wenn wir die p-te Zeile

i

von A mit a, bezeichnen und durch a,>a, e mit passendem «,>0 abschitzen
(u=1,...,m):

a,fctyedPzu,p(t)e | eodﬁzcxﬂﬁ(t)n [dP>a, B()n-gg—o0  fiir t—o0.
G G Ge

Damit haben wir aber wegen der Endlichkeit von 4 %r einen Widerspruch zu
A%rz1+ 1,4+ ,1, fiiralle ¢

hergeleitet und die Annahme P(G,)>g, widerlegt, den Satz also vollstindig
bewiesen.

Mit Hilfe von I,+I,= A%r und I, - I,> — & konnen wir schlieBen

L->I,=A%—I,<+& fiir t—c0.
Auf der anderen Seite entnehmen wir dem Beweisgang und P(G)=0:

Jd,—>0={AqodP und =0 fiiralie ¢,
G

so dal} wir bei beliebig gegebenem &> 0 nach unten abschédtzen diirfen:

I=,I+,I,=z~¢ce fiir alle t=1, bei hinreichend groBem t,,.

Das ergibt
I,=—¢ce fiiralle £¢>0,

d.h. also
I

v

o,
und wir erhalten den

(5.12) Hilfssatz. A%r= [ Av(*T*)odP= | Av(*T*)odP.
G Q

Wir werden nun zwei bestimmte zur 4-Ecke von ®R gehorige Tests angeben.
(5.13) Satz. Setzt man ®s,:=v(*T,) bzw. ®s*:=v(*T*), so ergibt dies mit T,
bzw. ©*T* einen Test *T, bzw. T * derart, daf} v(*7,) und r(*T*) eigentlich
existieren mit

Ar(*T)=Ar(*T *)=Ar(5T )=A"r.

Beweis. 1. Vermdge (5.3) und (5.12) definieren * T, und ®s, bzw. *T* und *s*
tatsdchlich einen Test.
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2. Fiir *77* folgt mit Hilfssatz (5.12)

Ar(*T*)= [ Av(®T*)odP< Ar(%T).
Q
Da jedoch %7 eine A-Ecke bestimmt, wahrend ®7* in ¥ liegt, hat man

Ar(CT*)E Ar(T),
was zeigt
Ar(CT *)=Ar(2T)=A%r.

3. Ersetzt man in den Uberlegungen ab (5.11) G durch H und ...* durch ... %
so bleiben diese richtig, und man erhilt

Ar(*T)=Ar(T)=A%r.

4. Wegen A4>0 existieren mit A5r=Ar(*J *)=Ar(*J,) auch die Risiko-
vektoren #(*7*) und r(*J,) selbst eigentlich, was den Beweis vervollstindigt.

Wir wollen den Hilfssatz (5.10) noch etwas verallgemeinern. AnschlieBend
sind wir dann in der Lage, den zu (3.16) analogen Satz zu beweisen.

(5.14) Hilfssatz. Sei 7, T mit Ty, s, A-optimal, dann gilt fiir alle Tests 7€ <X
mit T;, s, und alle X e,

[AsqodP< [ As odP.
X X

Der duBerst einfache Beweis kann iibergangen werden.

(5.15) Hilfssatz. Sei I mit T, s ein Test derart, daf r=r(J") A-Ecke von R, dann
gilt bei {T<t}c Xe§,

Ar=[AsodP+ [ %udP firalle t=1,2, ...
X X

Beweis. Wegen {T<t}c X gilt T=t auf X; zufolge (5.14) ist daher

&(Asof(T)F)>“u auf X.
Daraus folgt weiter

Ar= [ Asof(T)dP+ jéﬂ(ASOf(T)l&)dPi [Asof(T)dP+ | “udP=: Ar,.
X b X b

Andererseits ist r; der Risikovektor des Testes 7] mit

T s = T, s auf X
LA e es  auf X

Mithin hat man auch Ar, £4 ¥, was Ar, = Ar zeigt.

(5.15*) Korollar. Unter den Voraussetzungen von (5.15) gilt

E(Asof(T)|F)="u  P-fast auf X.
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(5.15*%*) Korollar. Unter den Voraussetzungen von (5.15) gilt
[ AscdP+ | “udP firalle t=1,2,....

{T<} irzu

(5.16) Satz. Unter der Voraussetzung (5.1) gilt bei A>0:

(1) Ist der Risikovektor des Testes I eine A-Ecke von R, so gilt fiir die
zugehérige Stopzeit T:

"T2TE"T* und Gu=Av(T)of(T) P-fast iiberall.
(2) Umgekehrt liefert jede Stopzeit T mit
*T,=T<*T* und Gu=Av(T)of(T) P-fast
zusammen mit einer Schadensfunktion s derart, dafi

Asof(T)y=Av(T)of(T) P-fast ist,
eine A-Ecke von ®R.

Beweis. (1) (a) Unter der Annahme P(T<*T,)>0 gibt es ein t<co derart,
daB X:={T=t; T,>t}={T=t} H, positive Wahrscheinlichkeit besitzt. Ferner
ist {T<t}cX e%}, Zufolge (5.3), Teﬂ (2) und der wegen X c H =®H giiltigen
Bezichung

Cu=&( 5ulF,) § Av(t)of(t) P-fastauf X
hat man zusammen mit (5.15)

Ar(T)= yAsodm [AsodP= §Asodﬁ+ [ Av(@)of(t)dP
X X
>jAsOdP+j “udP=Ar(7),

was einen Widerspruch darstelit. Demnach ist P-fast iiberall *7, < T.

(b) Im Falle P(T>®T*)>0 148t sich ein t<oo finden mit P( Y)>0 bei

={T>t; T*=t}eq,. Dabeiist {T <t} < {T<t+ e YeF, <y Ahnlich wie
oben schatzt man der Reihe nach mittels (5.15)sowieder wegen Y < {*T* =1} c *G
geltenden Bezichung

©u=Au(t)o f(t)%(g’(tf{ul&) P-fast auf ¥
und nochmaliger Anwendung von (5.15) ab
Ar(f):yjAs<>dﬁ+§,fludpzygAsOdﬁ+ng(,;qu1&)dP
3 fAsodP+ [ SudP=Ar(7),
*y ¥

was wiederum zu einem Widerspruch fithrt. Somit ist P-fast iberall *T* = T.
(2) Zu J aus (2) definieren wir eine Folge von Tests 4, vermoge

T sime T s fiir Tt
e T Yok @ok fir Tt
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und beweisen durch vollstindige Induktion nach ¢:
Ar(T)=A%r.
Bei t =1 hat man
Av(Def(N)=%u auf {T=1},
also mit (5.15%) und (5.15%*)

Ar(F)= [ Av(T)edP+ [ A®s*cdP

(T=1 (T>1
—jAv(l) odP+ [ %udP+ | “udP=Ar(*7*)
Gi{T=1} {T>1}
=A%r.

Zur Durchfithrung des Induktionsschlusses beachten wir: Es ist
“u=Av(t)of(t) P-fastauf {T=r}.
Daraus folgt mit Hiife des Korollars (5.15%) und der Induktionsannahme

Ar(Z)= [ Av(T)edP+ [ Av()odP+ [ A®s*odP

(T<t) (T=1 (T>1

{ Av(T)odP+ [ “udP+ { “udP

{T<t} {T=t} {T>t)
= [ Ao(T)edP+ | A®s*cdP=Ar(J_,)=A%r,
{T<t-1} {(T>t—1}

und die Behauptung ist verifiziert.
Daraus zichen wir weiter die Folgerung

[ Av@)odP= [ A®s*odP firalle t=1,2,...,
{T=t} (T=1)

und schlieen endlich

A‘ﬁr—jA ©g*odP = Z [ A®s*odP

t=1{T=8

Z [ Av@®)odP=Ar(T);

=1 (T=1
wodurch auch die zweite Hilfte des Satzes bewiesen ist.

Damit haben wir die Sétze (3.14) bis (3.16) auf den unendlichstufigen Fall {iber-
tragen. Es fehit uns jedoch noch ein Verfahren, um die bislang unbekannten, fiir
die Gewinnung von optimalen Tests aber notwendigen Funktionen “u zu
konstruieren.

Kehren wir noch einmal zur Definition der unteren und oberen Stopzeiten
zuriick. Nach (5.8) und (5.9) ist P-fast bei k<i< o0

(T, <1} =*H,>'H,= {'T, <1},

11 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 19
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also ‘ . .
T.<'T,  P-fast iiberall;

analog
kT#*<IT*  P-fast iiberall.
Damit gilt P-fast iiberall
lim *T, = T, <*T, und l}im kT o TH L OT*,

k- 0

(<} =(V*H,e®, und {T*<1}=()"GeF,

Wegen

erfiillen diese Limiten die Mef3barkeitsbedingung fiir Stopzeiten. AuBlerdem sind
sie durch ®T* nach oben beschriankt, weshalb sie nur mit Wahrscheinlichkeit 0
den Wert co annehmen konnen und somit selbst Stopzeiten sind. Das legt die
Vermutung nahe T, =T, und T*="T*, die sich jedoch als falsch herausstelit.
Auch die schwachere Vermutung *T,=T*<*T*, die mittels (5.15%) und (5.16)
zu Aussagen liber die “u filhren wiirde, erweist sich leider als falsch. Wir wollen
uns anhand eines Beispiels davon iiberzeugen und nehmen dazu den einfachsten
Fall n=1. (Das ist keine unzulédssige Einschrdnkung; denn man kann daraus ein
Beispiel fiir ein beliebiges n konstruieren, indem man alle P, gleich setzt und die
Schadensbereiche als Produktmengen des eindimensionalen Falles whlt.)

(5.17) Beispiel. Seien 2, §,=®,_, und B, =P wie in (4.2); dazu S(w; t): = {s(w; 1)}
einpunktig gemif

s(w; 1):=2,

t—o fir o<z .

s(w,t)::{zt fiir wgt} bei 1<t< oo,
s(w; w)i=0o.

Es ist h(p; w;t)=g(p; w;t)=p - s{w;t), und bis auf die Bedingungen (3) und (4)

ist die Voraussetzung (5.1) trivialerweise erfiillt, Weiter ist

J £slw;)dP=+ ) (t—w)/2°+2
Q o<t
endlich, also auch (3) gegeben. SchlieBlich gilt
liminfs(w; )=lm(t—w)=+o0 firalle »
t— t— o0
und
j inf s(w; ) dP=1,

< o0

womit auch (4) nachgepriift wurde.

Wir wihlen A=1 und geben dafiir die Rekursionsformeln zur Berechnung
der *u gemiB (5.4) bei 1 <k < oo an.

Av(k)e f(k)=s(w; k)=yu

k—w fir o<k—1
k. —
@m("”(g"—l)‘{zk-w% fiir o=k—1.
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Das ergibt sukzessiv fiir k>2

p_fu=min(s(w; k—1), & (u|F,_,)=s(w; k- 1),

u=min(s(w; 1), £ (T u|F)=s(@;1) (t>1)
und

u=2<6GulF)=2+3.
Daraus folgert man

G, =*H,=Q, *I,=*T*=1 auf Q fiir alle k<o,
was zu
T =T*=1 auf@Q

*

fiihrt.

Nun ist aber s(w;f)=1 bei t=w+1 und {w}eF,, , fiir alle Q. Man kann
mithin einen Test Z, mit der Stopzeit Ty(w)=w+1 und der Schadensfunktion
solw)=1 auf {w}e, , finden, was Ar(J;)=1 liefert und wegen s(w;)=1 fiir
alle t, w sicher Ar minimiert. Zusdtzlich sieht man, daf} nur fiir diesen Test Ar=1
angenommen wird, fiir alle anderen aber Ar>1 gilt. Somit ist

T (@)="T*(w)=0+1>T (0)=T*(w) aufganz Q.
Beachtet man noch &, = {0, @} und weiter

[sgedP=1= [ “udP="u,
2 Q
so 148t sich konstatieren
gin;’{u=2> Qu=1.
Das lehrt uns, daB im allgemeinen auch die A-Ecke von *R bei k— oo nicht
gegen die A-Ecke von “R strebt.

Um fiir die Bayeslésungen, an denen man vor allem interessiert ist, ein
Konstruktionsverfahren zu erhalten, welches sich aufl die berechenbaren Grof3en
ku bzw. T stiitzt, muB man zusitzliche Bedingungen in die Voraussetzung (5.1)
aufnehmen, die natiirlich méglichst schwach sein sollen. Im Beispiel (5.17) kam
die Ungleichung glng) *u>%u dadurch zustande, daf3 die Funktionen s(w;¢) fiir

bestimmte w-Werte zu stark gegen Unendlich streben und nicht gleichmiBig
in t integrabel sind. Wir haben also eine Bedingung anzugeben, die die moglichen
Schadensfunktionen in geeigneter Weise beschrinkt.

Zu diesem Zweck kehren wir zuriick zu den Uberlegungen in Paragraph 4
und setzen mit ¢(t) und Q (w;t) aus (4.3):

S(w; )=c(O+Q(w; 1).

Dann ist die vordere Hiille H(w; f)=c(t)+ H(Q(w; t)*“), und ihre Stiitzfunktion

14Bt sich schreiben .
hip;w;t)=p'c()+q(p; w; 1),

worin g(p; w;t) die Stiitzfunktion der vorderen Hille H(Q(w;t)*) bezeichne.
Wir verlangen nun eine gewisse Beschrinkung der vorderen Hiillen von Q (w; t)*®
»nach hinten“ (vgl. die Erérterungen vor (3.10)), ndmlich

1+
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(5.18) Zusatzvoraussetzung.

{ infq(—e;w;f)dP>~co fiir v=1,...,n.

I} t< o

Als Folgerung erhalten wir den

(5.19) Hilfssatz. Unter den Voraussetzungen (5.1) und (5.18) gibt es eine Funktion
q(w)>o derart, da das Integral | €,q(w)dP, eigentlich existiert und fiir alle x(w; 1)
aus H(Q(w; 1)) gilt Q

e, x(w;t)|Se,qlw) (v=L1,...,n).

Beweis. (a) Ersetzt man in (4.3') die Funktion f durch g, so folgt aus (5.1),
Teil (4), (4.4) und (4.3"), Teil (3') bei p=e,:

{infq(e,; w;1)dP,> — 0.
0 t

(b) Bei x(w; t)e H(Q(w; 1)) gilt
0=<le, x(w; )| Smax(—g, (), —q) ()= ¢,q(w)
mit
q,=infg(e,; ;1) und g):=infg(—e,; w;1),
t t
worin ¢, q(w) eigentlich P-integrabel ist.

Damit sind wir in der Lage, auch im unendlichstufigen Fall fiir jede gegebene
Vorbewertung p > o simtliche Bayeslosungen aufzufinden.

(5.20) Satz. Unter den Voraussetzungen (5.1) und (5.18) gilt:

(1) Ein Test  mit Stopzeit T und Schadensfunktion s ist genau dann Bayes-
losung beziiglich p>o, wenn P-fast

T () ET@E*T*(w) und Ju=pv(w;T)of(w;T),
sowie
p's(@) e f(w; T(@)=p v(w; T(w)° flo; T(w).

Dabei bestimmen sich T, und °T* gemdf} (5.6) und (5.9) mit Hilfe der Beziehung
= fim
(2) Das Bayesrisiko berechnet sich zu

lim [4udP.

—»oog

Bemerkung. Das Bayesrisiko im unendlichstufigen Fall ist also gemiB (3.19)
der Grenzwert der Bayesrisiken der spitestens nach k Schritten abbrechenden
Tests.

Beweis. (1) Nach Teil (5) des Hilfssatzes (5.4) ist

“us**u<*u  P-fast iiberall fir alle k< co.
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Es existiert daher
= lim *u
k- co

P-fast mit Su < u. Ferner sind ,u und *u fiir alle k und ¢ &,-meBbare Funktionen.
Bei festem ¢ sei X e, beliebig. Setzt man noch

Fr=(T=j} Xe®;  (=p1+1..),
sowie

V= UFJ,{“;Tgk}egk fir k>t;

k=j

und ist v(j)=c(j)+ q(j) auf F; mit q(j)e H(Q(w; j)*%), so hat man die Abschétzung
—q<q(j)= +q, und es ist

fudP=[<udP=Y {[p=scdP
X X

t<j Fj

= Y [poG)edP+ Y [p %sedP

tZj<k Fj k<j F;
=2 fro(e dP+Z [ p'v(k)o dP
tSj<k F; k<j F;
+Y, [r(c()~cl)+q()—qk)edP
kSj Fj
= ) fp'v(i)°d13+fp/v(k)odP
t<j<k F;
+2 fple()—ck)e df’—ij’qodf)
k<j F;
z Y [0 dP+jpuk) odP 2qu 4.
t<]<k F;

Hieraus ergibt sich vermittels des Hilfssatzes (5.14)

JudPz j°°udP> fAudP -2 fp qodP
X

><

Vi

> fudP—-2{pgodP.
Vi

><

Wegen der Integrabilitit von g und weil V,c{®T =k} mit P(*T =k)—0 bei
k— o0, 146t sich das letzte Integral beliebig klein machen. Daher gilt

fudP=[~udP firalle Xe§,
X X

was letztlich
M=%u  P-fast iiberall
ergibt.
(2) Nach dem Satz von Lebesgue iiber monotone, integralbeschriinkie Kon-
vergenz gilt
P er=p [ $sodP= j fudP= [ limfudP=1lim {fudP.
O k- ko0 g

Q
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