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Zusammenfassung. Es zeigt sich, dall auch ffir die allgemeinere Klasse der beding~ 
konvexen Funktionen der yon A. Or~nE~r ffir quadratische Zielfunktionen formulierte Satz 
giiltig bleibt. Ferner lassen sich aus diesem Satz auch ffir das Programmierungsproblem ganz 
i~hnliche Schliisse ziehen wie im quadratischen Fall. Es ist damit gezeigt, daI3 derartige nicht- 
konvexe Programmierungsprobleme grunds~tzlich 16sbar sind. In  Zukunft wird es darauf 
ankommen, bessere Verfahren zur L6sung dieser Probleme zu finden. 

Im Zusammenhang mit der Unternehmensforschung ist in den letzten Jahren 
die Optimierung konvexer Funktionen unter Nebenbedingungen ausffihrlich unter- 
sucht worden. Dabei sind besonders die linearen Funktionen und Funktionen, die 
sieh additiv aus linearen und quadratischen Formen zusammensetzen, behandelt 
worden, wobei zun~chst yon den quadratisehen Formen Definitheit verlangt 
wurde. O~DEZ~ [1] hat dann auf die Definitheit verziehtet, daffir abet nut  hneare 
Gleiehungen als Nebenbedingungen zugelassen. Es ergab sieh, dab ffir die 
L6sbarkeit eines solchen Problems zwei Bedingungen notwendig und hinreiehend 
sind: 1. Im Optimum ist der Gradient der Zielfunktion orthogonal zu dem durch 
die Nebenbedingungen definierten linearen Raum. 2. Die quadratisehe Zielfunktion 
/(x) ist konvex fiber diesem Raum, sofern das Optimum ein Minimum ist, andern- 
falls ist sie konkav. 

Dal3 man sieh im Falle einer niehtlinearen Zielfunktion bisher hauptsi~ehlieh 
mit den quadratischen Funktionen befaBt hat, mag zwei Grfinde haben. Zum einen 
sind gerade die quadratischen Funktionen dem Mathematiker sehon lange ver- 
traut,  und zum andern haben vielfaeh die in der Praxis auftretenden Funktionen 
(Kosten- oder Gewinnfunktionen) Eigensehaften, die den Versueh nahelegen, sie 
dureh quadratische Funktionen zu approximieren. Diejenigen dieser Eigenschaf- 
ten, die in dieser Arbeit verlangt werden, sind die folgenden: 

1. Die Funktion /(x) ist mindestens einmal stetig differenzierbar. 
2. Die Funktion ](x) ist bedingt konvex. 

D e f i n i t i o n .  Die Funktion ](x) heiBt bedingt konvex, wenn daraus, dab f~r 
xl # xz und f~r ein 20 mit 0 < X0 < 1 

gilt, folgt: 

Ffir 

/(~oXl + (1 - ~o)x2) </~0] (Xl )  -~ (l - -  ~0)/(X2) 

x3 = x l  + ~ (x2 - x l )  ] 
x4 x l §  v e R  
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gilt 

/(2x3 + (1 - 2 ) x 4 )  _-< 2/(x3) + ( ]  - 2 ) 1 ( x 4 )  

f f i r j e d e s ~ R m i t 0 < ~ < l .  
Ffir eine Approximation dureh quadratische Funktionen sind sicher noch wei- 

tere Eigenschaften zu verlangen - -  z.B. daB, wenn die Funktion fiber einem Strahl 
konvex ist, das gleiehe ffir jeden dazu parallelen Strahl gelten mu8 (was offenbar 
mit  der bedingten ]~onvexit~t nicht verlangt wird) - -  jedoch werden wir mit  den 
beiden erw~hnten auskommen. 

Die Definition der bedingten Konvexi t~t  bedeutet anschaulich, dai~ eine bedingt 
konvexe Funktion, die fiber einem beliebigen Abschnitt  eines Strahles unterhalb 
der Sehne zwischen den beiden Endwerten verl~uft, fiber dem ganzen Strahl 
konvex ist, d.h., daraus, dab yon drei Funktionswerten fiber einer Geraden der 
mittlere unter  der Verbindungsgeraden der beiden i~ul~eren liegt, schliel~t man 
bereits auf  die Konvexi tg t  der Funktion fiber der betrachteten Geraden. Aus der 
Definition folgt sofort, wenn wit ,,bedingt konkav"  analog zu ,,bedingt konvex"  
definieren, das 

Lemma 1. Eine _Funktion, die bedingt konvex ist, ist auch bedingt konkav. 

Beweis. Zu zeigen ist, dab aus 

(1)  l(~ox~ + (1 - ~ o ) X 2 )  > ~o/(xO + (1 - ;~o)/(x2) 

mit  xl �9 x2; 0 < ~o < 1 folgt, daI3 /(x) l~ngs des ganzen dureh xl,  x2 best immten 
Strahles konkav  ist, d.h. 

/ (~x  + (1 - -  ~)y) ~ ~/(x) + (1 - - ) , ) ] (y)  (2) 

ftir 

x = xl + / *  (x2 - -  xl) ~ /~, v e R 
y = xl + v (x2 - -  xl) J /~ * v 

und alle ~ mi t  0 < ~ < 1. 
Wgre die Relation (2) fiir irgend eine Wahl yon 2, #, v falsch, so wfirde folgen, 

dab / (x) auf  dem yon x, y best immten Strahl - -  auf  dem natfirlieh Xl, x2 liegen - -  
konvex ist, also (1) nicht gelten kann. Daraus s die Behauptung. 

Ffir sp~teren Gebrauch benStigen wir noeh 

Lemma 2. Ist die ~unlction ~(x) ]conkav i~ber dem Strahl x + / , ( y -  x); 
i~ e R, dann gilt 

( x + v ( y - - x ) ) ~ c f ( x ) + v ( q ; ( y ) - - q ~ ( x ) )  / i~r v >  l .  

Beweis. Nehmen ~ an, ffir vo ~ 1 gelte 

~(x + v0(y - x)) > ~(x) + ~0(~(y) - ~(x)) ;  (3) 

d a n n i s t  m i t z = x + v 0 ( y - - x )  

y = /~0x  + (1 --/~0)z,  wobei vo(1 --/~o) ---- 1. 
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Da q konkav ist fiber dem betraehteten Strahl und (3) gelten soll, folgt 

~(y) = ~(#0x + (1 - -  #0)z) > / t o ~ ( x )  + (1 - -  #0) ~(z) 
> / t o ? ( x )  -t- (1 -- / to)  r ~- vo(1 -- / to)  [r - -  ~(x)] = of(y), 

also ~v (y) > ~ (y). 
Aus diesem Widersprueh folgt das Lemma. 
Nunmehr wollen wit nns der folgenden Frage zuwenden: Unter  welchen 

Bedingungen existiert ein Minimum einer bedingt konvexen Funktion unter 
]inearen Nebenbedingungen ? Pr/~zise lautet das Problem folgendermai~en: 

Sei x e Rn, und / (x)  sei einmal stetig differenzierbar und bedingt konvex. 
Gesucht ist 

Minl(x) 
(4) unter den Bedingungen 

A x = b  

A ist eine (m • n)-Matrix vom Rang r und b ein m-Vektor. 
Nun beweist man leicht den folgenden 

Satz 1. Notwendig und hinreiehend da/i~r, daft das Problem (4) eine L6sung xo 
besitzt, sind die beiden ]olgenden Bedingungen: 

I.  iV' "V/(xo) = 0 
A x o  = b 

I I .  /(x) ist ]convex i~ber dem linearen R a u m  L • {x I A x ---- b }. Dabei ist V / (xo) 
der Gradient yon ] (x) im  Pun/ere xo, und iV ist eine n • (n - -  r)-Matrix ,  deren Spalten 
eine Basis  des Ve/ctorraumes V = {x ]A  x : 0} bilden. 

Beweis. D a ]  die Bedingungen notwendig sind, kann man folgendermal~en 
zeigen: Mit den Lagrange-Multip]ikatoren ut bildet man die Funktion 

r u) = / ( x )  + u' (Ax  -- b). 

I s t  xo der gesuchte Optimalpunkt,  so mul~ bekanntlich gelten 

(5) V x q i ( x o ,  u) = V / ( xo )  -4- A '  u ~- 0 

(6) Vu ~b(x0, u) = A x o  - -  b = O . 

(6) ist identisch mit  dem zweiten Tell von I. 
Multipliziert man (5) mit  iV', so folgt 

iV 'V / ( xo )  + i V ' A '  u = O. 

Da A iV = 0 ist, folgt also der erste Teil yon I.  
U m  die Notwendigkeit yon I I  zu beweisen, zeigen wit, dab /(x) fiber L gegen 

- -  c~ strebt, sofern diese Bedingung verletzt ist. Wir nehmen also an, es gebe zwei 
Punkte  xi ,  x2 ~ L und einen Wert  ~i mit  0 ~ ~i ~ 1 derart, da~ 

(7) / ( ~ l X l  -~ (1 - -  ~1) X2) > 2 1 / ( X l )  -~- (1 - -  ) . i ) / (x2) .  

Ohne Einschr&nkung der Allgemeinheit kSnnen wir annehmen, da]~ 

(8) / (x~) _>_ / (x2) 

gilt. Setzen wir x3 ~ ~ixi  Jr (1 - -  ~i)x2, so gilt A x a  ---- b, d.h. x3 e L. 
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Nach Lemma 1 ist ] (x) konkav fiber dem Strahl 

x l + v ( x 2 - - x 3 ) ;  v e R .  

Ferner gilt nach (7) und (8) 

(9) / (xa )  > ),:/(xl) + (1 - -  2:)/@2) ~/(x2) 

Da nun ](x) konkav ist fiber dem Strahl Xl-~ v ( x 2 -  x3) und folglich fiber 
x3 -F v @2 - -  x3), folgt nach Lemma 2 

(10) l ( z a + v ( x 2 - - x a ) ) ~ / ( x 3 ) + v [ / ( x u ) - - / ( x a ) ]  ffir v > l .  

Da 

[ x a + v @ 2 - - x a ) ] e L  ffir jedes v e R  

und da nach (9) ] @2) - -  / (x3) < 0, strebt  also / (x) l~ngs des Strahles x3 + v @2 --  x3) 
gegen - -  c~. Also ist Bedingung I I  notwendig ffir die Existenz einer LSsung xocL.  
Da~ die Bedingungen hinreichend sind, sieht man sofort : Ffir konvexe Funktionen 
gilt bekanntlich 

/ (x2) - / ( x l )  >= (x2 - Xl)'  V / ( x l ) ,  

Haben  wir also einen Punkt  xo, der den Bedingungen I genfigt, und ist I I  erffillt, 
so gilt ffir jedes x e L 

l ( z )  - l (xo) >= (x - x o ) ' V / ( x o )  

also, da x - -  x0 = Nz mit  einem eindeutig best immten Vektor z, 

/(x) - - / (xo)  > z ' N ' V / ( x o )  : 0 nach I .  

Folglich liefert x0 ein globales Minimum. 
Man sieht sofort, dal] der Satz von O~D~r [1] in diesem Satz vollst/indig ent- 

halten ist. Ferner ist es natfirlich m5glieh, aus diesem Satz ffir das Program- 
mierungsproblem 

I Min / (x) 
(11) unter A x = b  

x > 0  

/~hnliehe Schluf3folgerungen zu ziehen, wie das im quadratischen Fall (siehe [2]) 
geschehen ist. 

Wir nehmen dazu an, daft ( l l )  eine optimale LSsung xo hat, ffir die xo > 0 
gilt. Ffir eine derartige LSsung gilt der folgende 

Satz 2. Ist  xo > 0 eine optimale zuliissige L6sung von (11), so gilt notwendigerweise 

I ' .  N ' V l ( x o )  = 0; 

I I ' .  /(x) ist i2ber jedem Strahl xo ~- N z innerhalb des zul~issigen Bereiches konvex. 
_N hat dieselbe Bedeutung wie ]ri~her. 

.Beweis. Da xo innerer Punkt  des zul/~ssigen Bereiehes ist, folgt Bedingung I '  
genauso wie Bedingung I in Satz 1. W/~re Bedingung I I '  verletzt, so wfirde aus 
Lemma 2 folgen, dal~ es ein zul/~ssiges xl gibt mit  ](xl) < / ( x o ) ,  imWiderspruch 
dazu, dal] xo optimal ist. Damit  ist der Satz bewiesen. 
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Nehmen wir nun an, der zulKssige Bereich {x I A x -~ b, x > 0} sei beschrs 
Dann folgt aus Satz 2 ihnlich wie in [2] ein kombinatorisches Verfahren zur LSsung 
yon (11). 

Zuerst sucht man einen Punkt  xo, der den Bedingungen 

{ N'Vl(xo) = 0 
(12) A x o  = b 

x 0 > 0  

gen/igt. Finder man einen solehen Punkt,  so prfift man naeh, ob Bedingung I I '  
erffillt ist. Ist  das der Fall, so hat  man offensiehtlieh das Optimum gefunden. Ist  
Bedingung II '  nieht erffillt oder hat (12) keine zul/issige LSsung, so geht man zu 
Teflbereichen des zul/~ssigen Bereiches yon (11) fiber, indem man sukzessive 
Komponenten yon x gleieh Null setzt (d. h. die entsprechenden Spalten yon A und 
die entspreehenden Komponenten yon V]  (x) streicht; dann muB man allerdings 

ffir die aus A entstandene Matrix A eine neue Matrix N berechnen). In ]edem dieser 
Teilbereiche sucht man wieder eine LSsung zu 

(13) 
{ ~vvl(~o) = o 

~o ~0. 
2V, V [  und x0 sollen angeben, dab die Rechnung in einem Teilbereieh durch- 

gef/ihrt wird. Finder man eine L6sung, die I I '  genfigt (wobei I I '  nur noch fiber dem 
entspreehenden Teilbereich verlangt wird), so notiert man sie. Da es nur endlich 
viele solcher Teflbereiehe gibt (diejenigen mit der kleinsten Dimension sind offenbar 
die Eekpunkte des Ausgangsbereiches, die offensichtlich den Bedingungen (13) 
und II '  genfigen), hat man sehliel~lich endlich viele zul/~ssige L6sungen notiert, 
aus denen das Optimum auszuw/~hlen ist. 

Um zu zeigen, dab dieses Verfahren zum Ziel ffihren muG, mfissen wir das 
folgende Lemma beweisen: 

Lemma 3. Existiert eine LSsung xo yon (12), die der Bedingung I I '  nicht geniigt, 
so gibt es keinen Punk t  xi  mit A x i  = b, xi  > O, der optimal ist. 

Beweis. Nehmen wir an, es gebe einen solchen Optimalpunkt xi. Nach Satz 2 
ist dann j (x) fiber der Geraden, die dutch x0 und xi geht, konvex. Also gilt, da 
xt -- x0 = Nzi  ist, wobei zi eindeutig bestimmt ist, 

(14) ] ( x i ) - J ( x 0 )  > ( x l - x o ) ' V J ( x o )  = z ~ N ' V J ( x o ) = 0  oder /(xl) > / ( x o ) .  

Da in x0 Bedingung I I '  verletzt ist, gibt es aber einen Punkt  x~ des zulissigen 
Bereiches derart, dab 

(15) /(x2) </(xo). 

Aus (14) und (15) folgt 

(16) ] @2) < [ (xi). 

12" 
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Folg l ich  is t  Xl entgegen der  A n n a h m e  n ich t  op t imal .  Aus  diesem Wide r sp ruch  
folgt  das  Lemma .  

Dieses L e m m a  zeigt,  da~ das  Verfahren  in  endl ich vielen Schr i t t en  in der  
angegebenen Weise  zum Zie]e ff ihrt  (wobei das  L e m m a  natf i r l ich au f  die Teil- 
bereiche sinngem~B anzuwenden  ist). 
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