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Zusammenfassung. Es zeigt sich, daB auch fiir die allgemeinere Klasse der bedingt
konvexen Funktionen der von A. OrDEX fiir quadratische Zielfunktionen formulierte Satz
giiltig bleibt. Ferner lassen sich aus diesem Satz auch fiir das Programmierungsproblem ganz
#hnliche Schliisse ziehen wie im quadratischen Fall. Es ist damit gezeigt, daB derartige nicht-
konvexe Programmierungsprobleme grundsitzlich 16sbar sind. In Zukunft wird es darauf
ankommen, bessere Verfahren zur Losung dieser Probleme zu finden.

Im Zusammenhang mit der Unternehmensforschung ist in den letzten Jahren
die Optimierung konvexer Funktionen unter Nebenbedingungen ausfithrlich unter-
sucht worden. Dabei sind besonders die linearen Funktionen und Funktionen, die
sich additiv aus linearen und quadratischen Formen zusammensetzen, behandelt
worden, wobei zundchst von den quadratischen Formen Definitheit verlangt
wurde. ORDEN [1] hat dann auf die Definitheit verzichtet, dafiir aber nur lineare
Gleichungen als Nebenbedingungen zugelassen. Es ergab sich, daB fur die
Lésbarkeit eines solchen Problems zwei Bedingungen notwendig und hinreichend
sind: 1. Im Optimum ist der Gradient der Zielfunktion orthogonal zu dem durch
die Nebenbedingungen definierten linearen Raum. 2. Die quadratische Zielfunktion
f(z) ist konvex tiber diesem Raum, sofern das Optimum ein Minimum ist, andern-
falls ist sie konkav. ,

Daf man sich im Falle einer nichtlinearen Zielfonktion bisher hauptsichlich
mit den quadratischen Funktionen befafit hat, mag zwei Griinde haben. Zum einen
sind gerade die quadratischen Funktionen dem Mathematiker schon lange ver-
traut, und zum andern haben vielfach die in der Praxis auftretenden Funktionen
(Kosten- oder Gewinnfunktionen) Eigenschaften, die den Versuch nahelegen, sie
durch quadratische Funktionen zu approximieren. Diejenigen dieser Eigenschaf-
ten, die in dieser Arbeit verlangt werden, sind die folgenden:

1. Die Funktion f(x) ist mindestens einmal stetig differenzierbar.
2. Die Fuunktion f(x) ist bedingt konvex.

Definition. Die Funktion f(x) heiBt bedingt konvex, wenn daraus, dal far
%1 +xe und fur ein A mit 0 << g < 1

f(Zox1 4 (1 — Ao)we) < Aof(x1) -+ (1 — o) f(w2)
gilt, folgt:
Fiir
x3 = 21 + p(rs — 1)

x4 =21 + v(X2 — 1) } pyek
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gilt
fAag + (1 — A)wa) = Af(ws) + (L — 2) f(xa)

fir jedes Ae Rmit 0 < 4 < 1.

Fiir eine Approximation durch quadratische Funktionen sind sicher noch wei-
tere Eigenschaften zu verlangen — z.B. daB, wenn die Funktion iiber einem Strahl
konvex ist, das gleiche fiir jeden dazu parallelen Strahl gelten muf} (was offenbar
mit der bedingten Konvexitdt nicht verlangt wird) — jedoch werden wir mit den
beiden erwihnten auskommen.

Die Definition der bedingten Konvexitat bedeutet anschaulich, dafl eine bedingt
konvexe Funktion, die tiber einem beliebigen Abschnitt eines Strahles unterhalb
der Sehne zwischen den beiden Endwerten verlduft, itber dem ganzen Strahl
konvex ist, d.h., daraus, daB von drei Funktionswerten tiber einer Geraden der
mittlere unter der Verbindungsgeraden der beiden duBeren liegt, schlieBt man
bereits auf die Konvexitdt der Funktion iiber der betrachteten Geraden. Aus der
Definition folgt sofort, wenn wir ,bedingt konkav‘‘ analog zu ,,bedingt konvex
definieren, das

Lemma 1. Eine Funkition, die bedingl konvex ist, ist auch bedingt konkav.
Beweis. Zu zeigen ist, daBl aus

(1) FAozy + (1 — do)a2) > Aof (1) + (1 — Zo) f (%2)

mit 1 +29; 0 << Ap < 1 folgt, daB f(z) lings des ganzen durch 1, 2z bestimmten
Strahles konkav ist, d.h.

@) fAz+ Q1 —y) = Af(=)+ 1 — 1))

fir

x=uw1+ ulrs —x1) | u,veR
y=a1+ v(@a—x1) | u+v

und alle A mit 0 << A << 1.

Wire die Relation (2) fiir irgend eine Wahl von 4, u, v falsch, so wiirde folgen,
daB f(x) auf dem von z, y bestimmten Strahl — auf dem natiirlich z1, 3 liegen —
konvex ist, also (1) nicht gelten kann. Daraus folgt die Behauptung.

Fiir spiteren Gebrauch benétigen wir noch

Lemma 2. Ist die Funktion @(x) konkav iber dem Strahl x + u(y — z);
u € R, dann gilt

platry—2)=e)+viply) — @) fir »>1.
Beweis. Nehmen wir an, fir yo > 1 gelte
() @@+ voly — ) > @) + ro(p(y) — @ (@));
dann ist mit z = & + vo(y — )

y = uox + (1 — wo)z, wobei vo(l — o) =1.
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Da ¢ konkav ist tiber dem betrachteten Strahl und (3) gelten soll, folgt

@y) = @uox + (1 — po)2) = po@ () + (1 — po) ¢ (2)
> po (@) - (1 — po) (@) + vo(l — o) [ (%) — @ ()] = @ (y),

also ¢(y) > @(y).
Aus diesem Widerspruch folgt das Lemma.

Nunmehr wollen wir uns der folgenden Frage zuwenden: Unter welchen
Bedingungen existiert ein Minimum einer bedingt konvexen Funktion unter
linearen Nebenbedingungen ? Prizise lautet das Problem folgendermaBen:

Sei € R?, und f(x) sei einmal stetig differenzierbar und bedingt konvex.
Gesucht ist

Min f ()
(4) unter den Bedingungen
Ax=5b

A ist eine (m X n)-Matrix vom Rang r und b ein m-Vektor.
Nun beweist man leicht den folgenden

Satz 1. Notwendig und hinreichend dafiir, daff das Problem (4) eine Losung xp
besitet, sind die beiden folgenden Bedingungen:

L N’/ f(zo) =0
Axo =h

II. f(x) ist konvex diber dem linearen Raum L = {x| Ax = b}. Dabei ist <7 f(xo)
der Gradient von f(x) im Punkie xo, und N ist eine n X (n — r)-Matriz, deren Spalten
eine Basis des Vektorraumes V = {x| Az = 0} bilden.

Beweis. Dall die Bedingungen notwendig sind, kann man folgendermaBen
zeigen: Mit den Lagrange-Multiplikatoren u; bildet man die Funktion

D(z,u) =f(x) +u(dx—b).
Ist 2g der gesuchte Optimalpunkt, so mul bekanntlich gelten
(5) Vz@(@o,u) =f(xe) + 4" u =0
(6) Vau@@o,u)=Axg—b=0.

(6) ist identisch mit dem zweiten Teil von I.
Multipliziert man (5) mit N’, so folgt
N'Vf(xo) + NA' u=0.
Da AN = 0 ist, folgt also der erste Teil von I.
Um die Notwendigkeit von II zu beweisen, zeigen wir, daB f(x) iiber L gegen

— oo strebt, sofern diese Bedingung verletzt ist. Wir nehmen also an, es gebe zwei
Punkte z1, 3 € L und einen Wert 11 mit 0 << 11 << 1 derart, daB

(7 HArzs + (1 — J)we) > Aaf(xn) 4+ (1 — 1) f(w2) .
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daf}
(8) f@1) = f(=2)

gilt. Setzen wir 3 = Ayz1 + (1 — A1)xa, so gilt Axg = b, d.h. x3 < L.
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Nach Lemma 1 ist f(x) konkav iiber dem Strahl

21+ v(ra—23); vekR.
Ferner gilt nach (7) und (8)
9) Hws) > 2af(x1) + (1 — A1) f (w2) = fl2)

Da nun f(z) konkav ist iiber dem Strahl z; 4 v(x2 — x3) und folglich iber
x3 -+ v (22 — x3), folgt nach Lemma 2

(10) fles + v(we — 23)) = f(xa) + »[f(wa) — f(wa)] fir »>1.

Da
[xg + v(wa — x3)]e L fiir jedes ve R

und da nach (9) f(z2) — f (23) <0, strebt also f(z) langs des Strahles xg - v (xs — x3)
gegen — oo. Also ist Bedingung II notwendig fiir die Existenz einer Losung zoe L.
Daf die Bedingungen hinreichend sind, sieht man sofort: Fiir konvexe Funktionen
gilt bekanntlich

f(x2) — f(z1) = (x2 — 21)" V(1) -

Haben wir also einen Punkt zq, der den Bedingungen I geniigt, und ist IT erfiillt,
so gilt fir jedes x € L

f(2) — f(zo) = (x — @0)" V(20)
also, da x — 29 = Nz mit einem eindeutig bestimmten Vektor z,
fl@) —f(xo) =2 N'Vf(xe) =0 mnachI.

Folglich liefert xo ein globales Minimum.

Man sieht sofort, daf der Satz von OrDEN [I] in diesem Satz vollstindig ent-
halten ist. Ferner ist es naturlich moglich, aus diesem Satz fir das Program-
mierunggproblem

Min f (#)
(11) unter Az =10
x>0

dhnliche SchluBifolgerungen zu ziehen, wie das im quadratischen Fall (siehe [2])
geschehen ist.

Wir nehmen dazu an, dal (11) eine optimale Lésung z hat, fir die x9 > 0
gilt. Fir eine derartige Losung gilt der folgende

Satz 2. Istxzg > 0 eine optimale zulissige Losung von (11), so gilt notwendigerweise
Y. N'Vf(xo) = 0;
IT'. f(x) ist iiber jedem Strahl xo -+ Nz innerhalb des zuldssigen Bereiches konvex.
N hat dieselbe Bedeutung wie friher.

Beweis. Da xy innerer Punkt des zuldssigen Bereiches ist, folgt Bedingung I’
genauso wie Bedingung I in Satz 1. Wire Bedingung II" verletzt, so wiirde aus
Lemma 2 folgen, daB es ein zuldssiges #;1 gibt mit f(z1) < f(2o), im Widerspruch
dazu, dal zg optimal ist. Damit ist der Satz bewiesen.
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Nehmen wir nun an, der zuldssige Bereich {x|4dx = b, .= 0} sei beschrénkt.
Dann folgt aus Satz 2 dhnlich wie in [2] ein kombinatorisches Verfahren zur Losung
von (11).

Zuerst sucht man einen Punkt xg, der den Bedingungen

N'Vf(xe) =0
xozo

geniigt. Findet man einen solchen Punkt, so prift man nach, ob Bedingung I’
erfiillt ist. Ist das der Fall, so hat man offensichtlich das Optimum gefunden. Ist
Bedingung I1’ nicht erfiillt oder hat (12) keine zuldssige Losung, so geht man zu
Teilbereichen des zuldssigen Bereiches von (11) iber, indem man sukzessive
Komponenten von « gleich Null setzt (d.h. die entsprechenden Spalten von 4 und
die entsprechenden Komponenten von Vf(z) streicht; dann mufl man allerdings

fiir die aus 4 entstandene Matrix A eine neue Matrix N berechnen). In jedem dieser
Teilbereiche sucht man wieder eine Losung zu

NVf(E)=0
(13) Ay =b
20 =0.

N , V f und %o sollen angeben, daf die Rechnung in einem Teilbereich durch-
gefiihrt wird. Findet man eine Losung, die T1” geniigt (wobei IT” nur noch iiber dem
entsprechenden Teilbereich verlangt wird), so notiert man sie. Da es nur endlich
viele solcher Teilbereiche gibt (diejenigen mit der kleinsten Dimension sind offenbar
die Eckpunkte des Ausgangsbereiches, die offensichtlich den Bedingungen (13)
und IT’ gentigen), hat man schlieflich endlich viele zulédssige Losungen notiert,
aus denen das Optimum auszuwéhlen ist.

Um zu zeigen, daBl dieses Verfahren zum Ziel filhren muf}, miissen wir das
folgende Lemma beweisen:

Lemma 3. Euwustiert eine Losung xo von (12), die der Bedingung 11" nicht gendigt,
so gibt es keinen Punkt xy mit Axq = b, 1 > 0, der optimal ist.

Beweis. Nehmen wir an, es gebe einen solchen Optimalpunkt x1. Nach Satz 2
ist dann f(x) dber der Geraden, die durch xp und x; geht, konvex. Also gilt, da
a1 — %o = Nz; ist, wobei z; eindeutig bestimmt ist,

(14)  f(@) — f(20) = (w1 — 20) Vf(20) = 2y N' V(o) =0 oder f(21) = /(o).

Da in zp Bedingung I1’ verletst ist, gibt es aber einen Punkt x9 des zuldssigen
Bereiches derart, daB

(15) flaz) < (o).
Aus (14) und (15) folgt
(16) flae) <f(x).

12%
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Folglich ist 27 entgegen der Annahme nicht optimal. Aus diesemn Widerspruch
folgt das Lemma.

Dieses Lemma zeigt, dafl das Verfahrven in endlich vielen Schritten in der

angegebenen Weise zum Ziele fiihrt (wobei das Lemma natiirlich auf die Teil-
bereiche sinngemiB anzuwenden ist).
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