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] ~ i n l e i t u n g  

Die folgenden Ausfiihrungen sollen auf Zusammenh/~nge hinweisen, die zwi- 
schen dem yon H. I~CHT~R [5] eingeffihrten Entseheidbarkeitsbegriff und d e r  

t~onsistenz yon Schs nnd Testfolgen bestehen. 
Es sei jeder natfirliehen Zahl n ein s-K6rper  Nn fiber einem Merkmalsraum X s  

nnd damit  auch ein Produkt-~-K6rper N1 • ...  • ~ s  zugeordnet. I s t  auf jedem 
~1 • .-. • ~ n  ein Wahrscheinliehkeitsmag #n erkl•rt und sind diese #n vertrgg- 
lieh, so wird die Folge m : = {~n : n ~ 1, 2 . . . .  } eine ein]ache statistische Hypo- 
these fiber der Versuchslcette K : ~ {(Xn, ~n)  : n ~ 1, 2, ...} genannt. Die Hypo- 
thesenmenge ~ (K) fiber K ist die Menge filer einfachen statistisehen t typothesen 
fiber K. I s t  E Element ans N1 • ... • N s  (wir sagen dana  aueh, E ist Testereignis 
zum Stichprobenum]ang n), so wird zu E eine auf ~ erkl/~rte Funktion, die 
Li]celihood/unlction, dureh / ( r e ; E ) :  = / ~ n ( E ;  m) definiert. Mit ~ bezeiehnen 
wir den kleinsten ~-K5rper fiber ~IJ~, bezfiglieh dessen file Likelihoodfunktionen 
meBbar sind. Wir nehmen nun an, d a g e s  in ~J~ eine wahre Hypothese fit gibt, 
die uns zwar unbekanat  ist, fiber deren Lage in ~ aber eine Glaubwi~rdiglceits. 
bewertung ~o [5] ein Vorwissen zum Ausdruck bringt. ~ ist ein in ~ erkl/~rtes 
normales MaB mit  dem Definitionsbereieh ~ .  Eine Behauptnng, B91:-=,,r~ 
liegt in ~ ~ " ,  heigt bezi~glich ~ entscheidbar [5, S. 334], wenn gilt: 

(A) Zu jeder natiirtichen Zahl n gibt es ein Testereignis En, mit dem die [olgenden 
Ungleiehungen er/iillt sin& 

~l(m;En) dq)>=n ~ t(m;En)dq~, 

i / ( m ; E ~ ) d ~ l  [ / (m;E~)d~0.  
9l 7t 9~ ~_ 91 

E~ ist dabei das Komplement  yon En.  {En} nennen wit dana eine entscheidende 
Testereignis/olge zu ~.  M i t g  bezeiehnen wit das System der Mengen ~ ~ ,  
ffir die B~ bezfiglieh ~0 entseheidbar ist. Von der Entscheidbarkeitsdefinition 
ausgehend, beweisen wir ffir endliehe ~0: 

1. o ~ ist ein ~-K6rper. 

2. I s t  ~0-fast allen m e ~ ein Parameter  q(m) e R ~ zugeordnet, so sind Be- 
haaptungen der Art:  ,,q (~)  liegt in einer vorgegebenen Borelmenge des R e`` 
genau dann entseheidbar, wenn es fiir q eine konsistente Sehatzerfolge gibt. 

3. B~ ist genau dann entseheidbar, wenn es zu ]eder reellen Zahl e, 0 < c~ < 1, 
ffir die I Iypothese ~ eine konsistente Testfolge mit  asymptotiseher Sieherheits- 
sehranke ~ gibt. 

10" 
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1. Hilfss~tze 

Wir nennen eine Folge yon Testereignissen {En : n ~ 1, 2 . . . .  } regul~ir, wenn 
ffir jedes n En Testereignis znm Stichprobenumfang n is t .  

Auf Grand ihrer Definition sind die Likelihoodfunktionen vertr/~glich; d.h., 
sind i, ~ natfirliche Zahlen und ist i < ], so gilt ffir jedes Ereignis E e ~1 •  • ~ i  
l(m; E) ~ l(m; E • X~+I • ... • Xj). Aus der Vertri~glichkeit folgt unmittelbar 

Hilfssatz ]. Ist {En} eine Testereignis[olge and gilt: 

(1) lira l(m; En) =/( t t t )  /iir m e  ~ ~ ~1~, 
~- - -~  o o  

so l~i[3t sich eine reguI~ire Testereignis]olge angeben, die eben/alls Bedingung (1) 
erJiillt. 

Es sollen hier nur endliehe Mage ~0 betrachtet werden. Unter dieser Voraus- 
setzung, die wir im folgenden nicht mehr besonders anffihren, ist (A) gquivalent 
der Bedingung (B) : 

(B) Es existiert eine Testereignis/olge {E~}, so daft gilt: 

lira l(m; En) = Z~(m) ~s-f.fi.. 
n - - >  o o  

Dabei ist ;/st die Indikatorfunktion yon ~. 

Beweis. (B) impliziert (A), wie unmittelbar einzusehen ist. Umgekehrt folgt 
aus (A), dab die Folge {l (m; En)} dem MaBe ~0 naeh gegen Z~ konvergiert. Damit 
existiert eine Teilfolge, die ~-f. ft. auf gJ~ gegen Z~ konvergiert, also gilt (B). 

Hilfssatz 2, ~ ist ein Mengenk6rper, undes  gilt: 
a) Ist {En} entseheidende Testereignis/olge zu ~, so ist die Folge der Kom- 

plemente {ESn} entseheidende Testereignis/olge zu ~)~-  ~. 
b) Ist ~i aus # au[ Grund der reguliiren Testereignis/olge {Ejn}, ] = 1 . . . . .  ~, 

so ist {~J Ejn} entscheidende Testereignis/olge zu ~.J ~j .  
] J 

Beweis. 1. d ~ ist nicht leer, denn {X1 •  • Xn} ist eine entscheidende Teat- 
ereignisfolge zu !))~. 2. # ist beziiglich Komplementbildang abgeschlossen. Kon- 
vergiert namlich {l (m; En)} qs-f. ft. gegen Z~, so konvergiert die Folge {l (n~; E~)} 

{1 - - l ( m ; E n ) }  ~-f.ii. gegen Z~-~-  3. # ist bezfiglich Vereinigungsbildung 
abgeschlossen. Ist  fiir ?" = 1, 2 0~j E #,  so gibt es zu ~3' ehle entscheidende Teat- 
ereignisfolge {Ejn}, die auf Grund yon Hilfssatz 1 regular gew/~hlt werden kann. 
F/Jr {En}, definiert dureh En : -~- Eln U E~n, gilt dann: l(m; En) >~l(m; E;n) 
( ] =  1,2) and l (m;En)  < ~ l ( m ; E l n ) @ l ( m ; E 2 n ) .  Ist  nun m e , l U g 2  und 
damit in wenigstens einer der beiden Mengen enthalten, z.B. m e ~1, so folgt 
aus der ersten Ungleichung 

1 --> lira sup l (m; En) >= lira inf 1 (m; En) >= lira l (m; Eln). 

Geh6rt m zum Komplement yon ~1 U ~2, so impliziert die zweite Ungleiehung 

0 ~ l iminf  I (m; En) _<_ lim sup l (m; En) _< l iml(m ; Eln) -~ lira l (m; E~n). 

Geh6rt m nicht zur Vereinigung der beiden Ausnahmemengen, so gilt im ersten 
FMI lira l(m; End) -= 1 and im zweiten Fall lira l(m; Ezn) ~ lira l(m; E2n) = O. 
Dutch Zusammenfassen erhalten wir lira l (m; En) = Z~ .~h  q)'f" fi'" 
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Sp/~ter werden wir mit  t t i lfe yon Testereignissen Schs konstruieren.  
Bei der angewandten Methode wird das folgende Korollar  benStigt.  

Korollar.  Bilden die Mengen 9~1 . . . .  , ~t~ e 6 r eine disjunkte Au]teilung der 
Hypothesenmenge ~ ,  8o gibt es ]i~r jedes j, j ~- 1 . . . . .  k, eine entscheidende Test. 
ereignis/olge {Ejn} zu ~ j ,  so daft ]i~r jedes n, n = 1, 2, . . . ,  die Testereignisse 
E l n , . . . ,  Etch eine disjunkte Au/teilung des Stichprobenraumes zum Stichproben- 
um[ang n bilden. 

Beweis. Ffir jedes j, ] = 1, . . . ,  k, gilt 92j = (~J  ~ ) c .  Zu ~j  gibt es eine regu- 
t t 

1/~re entseheidende Testereignisfolge {Ejn }. MAt Hilfe der {Ej,~} definieren wir ent- 
seheidende Testereignisfolgen {Ejn} mit  den gefordertea Eigensehaften durch:  

] 

Eln  : = Eln 

Ejn : = E~n U ~ = 2 , . . . , k .  
\~ = 1 

3 ~ ist naeh Il i l fssatz 2 ein Mengenk6rper. W i t  zeigen, dab 8 ein (~-K6rper 
ist, und  benutzen  dabei den fo]genden Hilfss~tz fiber I)oppelfolgen. 

Hiltssatz 31. Es  seien /i~r n, ] = 1, 2 . . . .  , / in ,  gj reelle JV'-meflbare Funkt ionen 
au] ~ und |  I , t  

(2) l im/ jn  = gj q>/. it. au[ @j /iir ] = 1,2 . . . .  , 
~ - - >  o o  

(3) l imgj = g  au/ | : = W | 
j - - >  o o  

und bilden die | eine au[steigende Mengenfolge, so gibt es eine monoton wachsende 
Folge natiirIicher Zahlen {nj} mit 

(4) lim [jn~ = g q)-f.it, au[ | 
]---> c o  

Beweis. Wegen der Endliehkeit  yon ~0 folgt aus (2), da~ ffir jedes ~ {]jn} ~- 
n~hezu gleiehm/~Itig auf | gegen gj konvergiert .  Is t  {sj} eine Nullfolge posit iver 
reeller Zahlen, so gibt es zu jedem j eine natiirliche Zahl n I und  eine Ausnahme- 
menge ~j. ~ | mit  ~v (~j) < 2-J, so dab ftir a l l e n  > nj und  ffir alle m ~ | - -  ~lj 
gilt: 

(5) I/J~ (m) - m(m) I < ~.  

Die Zahlen n~ k6nnen so gew/~hlt werden, da~ die Folge {n~} monoton  w/s 
Es sei ~ ~ | die Menge, fiir die (4) mi t  dieser Folge {hi} nieht  gilt. Wir  definieren 
for  p =  1 ,2 . . .  

?i~: : {In e |  l[~n~ (m) --  g (m)] > 1 ffir unendlich viele j}. 
79 

9A ist die Vereinigung der 9X~. Is t  m z 9~, so gilt fiir unendlieh viele j: 

1 
I/in, (131) --  9't (m) I + [gJ (m) - g (m) I > ~ .  

1 tiiffssatz 3 isb eine ]eichte Verallgemeinerung tines Sa~zes fiber Doppelfolgen in [3]. 
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Wegen (5) und (3) ist ~fir jedes p 9~p Teflmenge yon 

Aus 

und 

ff 
p k = l ] = k  

9 (kn__l j q  9JJ) = l l rn  9 (j =q  ~J) ~1 i221-k  = ~ 

folgt, dal] (4) mit (nj} 9-s ft. auf | gilt. 

Satz 1. ~ i s t  ein a-K6rper. 

Bewe%. Gezeigt werden mull noch, dal~ abz/ihlbare Vereinigungsbildung nicht 
aus # herausffihrt. Es sei jeder natfirlichen Zahl k eine Menge ~ e # zugeordnet. 
Wir geben eine entscheidende Testereignisfolge zu ~ : =  (,.J ~ an: 

k 
i 

Nach Hflfssatz 2 gibt es zu jeder Vereinigungsmenge ~ : --~ U ~k eine ent- 
k = l  

scheidende Testereignisfolge {E~n}. Es gilt also ffir ~" = 1, 2 . . . .  

l iml(m; E1n) = Z~  q~-f.ii, auf ~)~. 

Die Folge {Zz~} konvergiert auf ~ punktweise gegen g~- Nach I-Iilfssatz 3 gibt 
es eine Folge {nj}, mit der gil~: 

lira l (m;  E ~ )  = Z~ 9-f.fi. auf ~)~. 

2, Entscheidbare Behauptungen und konsistente Sch~itzer~olgen 

Eine Stichproben/unktion zum Stichprobenum/ang n ist eine auf X1 x .  X X n  
erkl~rte ~z  X...  x ~n-me~bare reellwertige Funktion. 

Definition. Es sei P eine 9-/.i& au/ ~)~ definierte reellwertige Fgnktion.  Eine 
.Folge { Un} yon Stichproben/un{ctionen zum Stichprobenum/ang n hei/3t konsistente 
ScMitzer/olge /i~r P,  wenn /i~r ]edes s ~ 0 und ]gr 9"/" a. m e ~J~ gilt: 

(6) lim l(m; {x e X1 •  X X n  : I Un (x) -- P (m) l < s}) = 1. 
~ ---> o O  

Satz 2. Sind  q~-/.i~, au/  ~ ]c reelle X.me/3bare Funkt ionen Q1 . . . .  , Qk erkt~irt, 
#o ist q: = (Q1 . . . . .  Qk) genau dann #-me/3bar, wenn zu ]edem z e {1, . . . ,  ]~} 
eine ]consistente Sch~tzer/olge (Uzn}  liar Qz existiert. 

Beweis. 1. Zun~chst nehmen wir an, dal~ konsistente Sch~tzerfolgen {Uzn} 
ffir die Qz gegeben sind. Es sei i e (1, . . . ,  ]c} beliebig lest gewiihlt, Q : ~  Qi, 
Un : -~ Uin. Wir zeigen, dal~ das q-Urbild eines Halbraumes der Form 

H(~) : ~ - -{ (~I , . . . ,~ )cR k:~l ~ } ,  

beliebig reell, zu d ~ geh6rt, indem wir zu q-1 (H(~)) eine entseheidende Test- 
ereignisfolge konstruieren. 
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{~1} sei eine monoton gegen 0 strebende Folge positiver reeller Zahlen. Jedem 
j = 1, 2 . . . .  wird eine Testereignisfolge {Ejn}, definiert durch Ejn : = {x : Un (x) 
~ 7  + 6j}, zugeordnet. Far  alle meq- l (H(~) )  ist {x: I Un(x) -- Q(m) 1 < 8j}~_Ejn, 
Die Konsistenz yon {Us} impliziert : 

(7) lira l (m; Ejn) -= 1 ~-f.a. auf q-1 (H(~)). 
~t--> oo  

Fiir alle m e q-1 (H (7 + ~j)c) gibt es ein s : e (m) > 0, so dab 

{x: I u~ (x) - Q (m)] > ~} ~_ E~n. 

Aus der Konsistenz yon { Un} folgt: 

(8) l iml(m;Ejn) = 0 ~-f.a. auf q-1 ( H ( , / +  ~3.)c). 
% - ~ O o  

Wegen (7) und (8) gitr far jedes ] 

lira 1 (m; Ejn) -- Z~-l(n(,)) ~-f. ft. auf q-1 (H (7) ~j H (7 + ~j)c). 
~ - - +  c o  

Nach Hrifssatz 3 gibt es eine Folge {nj}, mit der grit: 

lim l (m; Ejnj) = Zq-l(~(,)) ~0-f. ft. auf q-1 (Re) also aueh 9-f. ft. auf ~J~, q.e.d. 
j - + o o  

2. Nun setzen wir voraus, dM] q o~-meBbar ist. Mit q sind auch die Qu d~-mei3- 
bare Funktionen. Es sei wieder Q : = Q~ bei beliebig lest gewghltem i ~ {1 . . . . .  k}. 
Fiir Q werden wit- eine konsistente Sehs konstruieren. Ohne Beschr~nkung 
der Allgemeinheit nehmen wir an, dab Q fiberall uuf ~ erkls ist. Zunitchst 
ordnen wir jeder natfirliehen Zahl/c eine endliche disjunkte Zerlegung des R 1 
in Intervalle I~ (~ = 0 . . . .  ,2k 2 + 1) zu, indem wit definieren: 

ffir ?" -- 1, . . . ,  2k e. Die Q-Urbilder der Intervalle, die zu einem festen k geh6ren, 
liegen in ~ und bilden eine disjunkte Aufteilung yon ~j~. Zu jedem Intervall I~ 
gibt es also eine zu Q-1 (I~) entscheidende Testereignisfolge {E~n }. {E~n } kann 
nach tIilfssatz 1 regul/~r und naeh dem Korollar zu IIilfssatz 2 so gew/~hlt werden, 
dag die Ereignisse E~n far i 0, . . . ,  2ku + 1 eine disjunkte Aufteilung des 
Stiehprobenraumes zum Stichprobenumfang n bilden. Die Folge {/(m; E~-n) } 
konvergiert mit waehsendem n ?-f.a.  auf Q-1 (I~) gegen 1. Wegen der Endlich- 
keit von ~ folgt aus der Koavergenz ~-f. a. die Konvergenz ~-nahezu gleichm~gig. 
Es existiert also eine Ausnahmemenge g[~ mit ~(~I~) < (2e(2k 2 + 2)) -1 und 
eine nat/irliehe Zahl pl. ~), so dab ffir a l l en  > p}k)und m c (Q-I(I~) - 9i~) gilt: 

1 
l(m;E~n ) > 1 - - - ~ .  Wir definieren noeh 9ie: : k)9If und bemerken, dab 
~0 (gie) < 2-~ ist. 

Es sei nun {~}  eine monoton zunehmende Folge reeller Zahlen mit 
de ~ Max {p~-~): ] : 0 . . . . .  2k 2 + 1} und lira de : co. Wir erklgren far jeden 
Stichprobenumfang n auf dem Stiehprobenraum X1 •  • Xn die reelle Funktion 

.i U~ (x) : = -- k + ~- falls x e E~n und (~e ~ n < (~k+l 
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und behaupten:  {Un} ist eine konsistente Sch~tzerfotge ffir Q. Es sei m e ~ eine 
beliebige lest vorgegebene Hypothese,  e > 0. Fiir jedes k gibt es in der zu k 

k gehSrenden disjunkten Aufteilung des R 1 genau ein Intervall  Ij(m) , das Q(m) 
enthiilt. Ferner gibt es eine natiir]iehe Zahl K, so dab ffir Mle k > K die s-Um- 
gebung (Q(m) - e, Q(m) -~ e) das Intervall  I~m ) umfM~t. Ffir k > K gilt dann: 

/ (m; {x: Un(x )e  ~ I~.(m)}) ~ / ( m ;  {x : Q (m) - s < Un (x) < Q(m) + e}). 

Es war aber ffir Ok ~ n < 6k+~ 

/ ( m ; { x :  U~(x) ~ ~ -~ E~(m)n) 1 k e I~(~)}) l (m; >- - - - ,  

wenn m ~ 9~. Ffir Mle k > K und ~ ~ n < ~e+~ folgt 

1 -<t(m; {z: l V . ( x ) -  Q(m)l < ~ } ) ,  

falls m ~ 9~. Mit n strebt  in der letzten Ungleichung k gegen r Es gilt desha]b: 

l im/ (m;  {x: l Un(x) - -  Q(m)l < s}) = l,  
n---> oo 

wenn ~ nieh~ zur J~,~usnahmemenge ~ 0 ~Is gehor~. ~)ie n~_sn~hmemenge ls~ 
r=ik=r 

eine ~-Nullmenge; damit  ist {U~} eine konsistente Schs fiir Q. 

3. Entseheidbare Behauptungen und konsistente Testfolgen 

Definition. Es sei ~ ~ JV', 0 ~ cr ~ 1. Eine regulSre Testereignis/olge {En}, 
die/i~r q~-]. a. m ~ ~)~ die Bedingung 

lira inf 1 (m; En ) ~ 1 - -  ~ au/ 
(9) 

l im sup l (m;  E n ) = O  au[ TJ~-- 9~ 

er/gllt, heifit eine konsistente Test]olge ]i~r die Hypothese ~ mit asymptotischer 
Sicherheitssehranke ~. 

Satz 3 3. ~ gehSrt genau dann zu #,  wenn es zu ]eder reellen Zahl g, 0 ~ ~ ~ 1, 
eine konsistente Test/olge ]iir die Hypothese ~ mit asymptotischer Sicherheitsschranke 
:r gibt. 

Beweis. 1. I s t  ~ ~ g,  so ist jede regul~re entscheidende Testereignisfolge 
zu ~ fiir jedes g, 0 ~ ~ ~ 1, eine konsistente Testfolge ffir ~ mit  asymptotischer 
Sicherheitsschranke g. 

2. Nun nehmen wit an, dal~ es zu jeder Zahl j, ] ~ 2, 3 . . . . .  fiir 92 eine kon- 
sistente Testfolge {Ejn} mir asymptotischer Sieherheitsschr~nke ~'-1 gibt. Wit  
definieren 

n > ~  3 

Die o (p;  j) sind ~ - m e ~ l ) a r  und bi]den eine in p absteigende Mengenfolge, deren 
Durchsehnitt  eine ~-Nullmenge ist. Zu jedem j l~l~t sich ein pj angeben, so dab 

2 Satz 3 verd~nke ich in dieser Form einem I~inweis yon I~errn Prof. Dr. H. RICHTER. 
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das ~v-Mag der Menge g ( p j ;  j) k M n e r  als 2-J ist. Die Folge {pj} k a n n  dabei  
s treng mono ton  waehsend gew~hlt werden. Wi t  definieren eine Testereignisfolge 
{En} dureh : 

En : = Ejn ffir 10j < n ~ pj+l .  

{En} ist entscheidende Testereignisfolge zu 3 ;  es gilt ns  

o o  c o  

l i m l ( m ; E n ) = Z ~  ffir m E ~  und  m ~ [ ~  [,.J ~ (p j ;  1"). 
k = l  j=/z 

Die Ausnahmemenge  ist eine ~0-Nullmenge. 
Un te r  der zus/~tzlichen Voraussetzung,  da$ jede einfache Hypo these  m dureh 

cx )  

ein Wahrsehein l iehkei t smag # fiber dem a-K6rper  1-I Nn gegeben ist, lassen sich 
n = l  

Satz 1 und  Satz 2 der vorl iegenden Arbeit  au f  zwei S/~tze yon  L. B ~ I ~ A ~ ,  
L. LECAM und  L o ~ A I ~  SC~W~a~TZ [1, Proposi t ion 2, Theorem 2] zurfiekffihren. 
Die Verbindung wird hergestell t  durch einen Satz yon  Cm KnArT [4, Theorem 3] 
und  durch Uberlegungen,  die auf  J .  L. Doo~  [2] zurfickgehen. 
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