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Einleitung 
In  den letzten zwanzig Jahren ist eine groBe Zahl yon Arbeiten und Mono- 

graphien fiber lineare und nieht-lineare 1)rogrammierungsaufgaben, d.h. fiber 
Optimierungsaufgaben in endlich-dimensionalen Vektorr/~umen erschienen. Nur 
selten hat  man dagegen versucht, die dabei erzielten Ergebnisse auf Optimierungs- 
aufgaben in topologischen Vektorr/s zu fibertragen; die wesentlichsten 
Untersuchungen in dieser l~ichtung s tammen yon HunwIcz ,  BRATTO~r, ] ) U F F I E  

und KRETSCI~MER. 
In  der vorliegenden Arbeit untersuehen wir nun Optimierungsaufgaben in 

reellen lokalkonvexen topologischen Vektorr/~umen. Dabei verstehen wir unter 
einer Optimierungsaufgabe in einem topologischen Vektorraum das folgende : 

Gegeben sei ein topologischer Vektorraum X, eine Teilmenge C yon X und ein 
Funkt iona l / .  Die Aufgabe lautet:  

Bestimme Inf{[ (x)  l x ~ C } . 

~hnlich wie im Fall der Optimierungsaufgaben in endlieh-dimensionalen 
Vektorr~umen beschr~nken wir uns auf konvexe Optimierungsaufgaben, d.h. wir 
verlangen, dab C eine konvexe Menge und [ ein konvexes Funktional ist. 

Es ist bekannt,  dab HUl~WlCZ seiner groBen Arbeit einen allgemeineren Begriff 
einer Optimierungsaufgabe zugrundelegt. Anstat t  konvexe Funktionale / zu 
betraehten, untersueht er Aufgaben, bei denen der Operator [ den topologischen 
Vektorraum X in einen geordneten topologisehen Vektorraum Y --  bei uns den 
reellen Zahlk6rper R - -  abbildet; / muB dann ein sogenannter konvexer Operator 
sein. Eine kurze Besehreibung seiner Fragestellung finder man in w 1 unserer 
Arbeit. Wir besehri~nken uns aus folgenden Grfinden auf den hier angegebenen 
einfaeheren Begriff einer Optimierungsaufgabe: 

Die Dualits der Programmierungsaufgaben lassen sieh auf die hier 
untersuchte Aufgabe, nieht aber auf die I-Iurwiczsehe Aufgabe fibertragen, so dab 
dieser Aufgabenbegriff ffir Tell I der vorliegenden Arbeit unbrauehbar ist. Nun 
wird in Tell I I  der Sattelpunktsatz von KvH~ und TUCK]~ behandelt. Unter  recht 
starken Voraussetzungen 1/~gt sich - -  wie HU~WlCZ gezeigt hat  - -  der Sattelpunkt- 
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satz zwar noch ffir die HvRwIczsehe Aufgabe beweisen. Die Dualit/itstheorie yon 
Tell I zeigt aber, dab der Sattelpunktsatz ffir die hier untersuchte Aufgabe auch 
noch unter schw/icheren Voraussetzungen gilt. I)a schlieglich in den Anwendungen 
kaum Aufgaben auftreten dfirften, die a]lgemeiner als unsere Aufgabenstellung 
sind, liegt es nahe, slch auf die hier angegebene Aufgabenstellung zu beschr/inken. 
Die Theorie gewinnt dadurch an Einfachheit und Geschlossenheit. 

Die Arbeit baut sich folgendermal3en auf: 
Im ersten einleitenden Paragraphen definieren wir den ]3egriff der Opti- 

mierungsaufgabe und stellen die n6tigen Hilfsmittel ffir die weiteren Unter- 
suehungen bereit. 

In den beiden folgenden Paragraphen, dem Hauptteil der Arbeit, untersuchen 
wir Dualit/itsauss~gen bei Optimierungsaufgaben in topologischen Vektorr/iumen. 
Nun hat sich bei Programmierungsaufgaben, d.h. bei Optimierungsaufgaben in 
endlich-dimensionalen Vektorr/iumen, das F~Nc~wLsche Konzept der konjugierten 
Funktionen a]s allgemeinster und natfirlichster Zugang zur Dualit/itstheorie 
erwiesen. Wie ieh in einer frfiheren Arbeit naehgewiesen babe, folgen alle bisher 
bekannten Dualit/itsaussagen bei Programmierungsaufgaben aus den S/itzen der 
F~Nc~Lsehen Theorie. Wir verallgemeinern daher die F~CH~Lsehe Theorie auf 
lokalkonvexe topologische Yektorr/iume; dabei zeigt sich erst die volle Allgemein- 
heir und SchSnheit des F ~ c ~ L s c h e n  Ansatzes. 

In w 2 definieren wir zun/ichst das konjugierte Funktional eines konvexen 
Funktionals und beweisen hiertiber einige Hilfss/itze. 

In w 3 wird dann zu einer Optimierungsaufgabe ihre duale Optimierungsaufgabe 
erkl/irt: W/ihrend die prim/ire Aufgabe die Maximierung eines konkaven Funk- 
tionals im Raume X fordert, verlangt die duale Aufgabe die Minimierung eines 
konvexen Funktionals im Raume X*, dem Raum der stetigen linearen Funktionale 
von X. Die Dualitfitsaussagen verkniipfen beide Aufgaben. W/ihrend der Beweis 
der sehwachen Dualit/itsaussagen relativ einfaeh ist, verlangt der Beweis der 
starken Dualit/itsaussagen die Herleitung des unangenehmen Hflfssatzes 10; sein 
Analogon ffir endlich-dimensionale Vektorr/iume wurde yon F~CH~L und KARLIN 
nieht riehtig angegeben. Obgleich die zus/itzlichen Voraussetzungen der starken 
Dualit/itsaussagen reeht 1/istig sind, zeigen sie doch, dab derartige Aussagen noch 
ffir Aufgaben gelten k6nnen, deren Variationsbereieh keinen inneren Punkt besitzt. 
Solehe Variationsbereiehe treten h/iufig auf, z.B. enth/ilt sehon im L2 -- dem 
ttflbert-Raum der quadratisch-Lebesgue-integrab]en Funktionen -- der Kegel 
der positiven Funktionen keinen inneren Punkt. 

Die praktische Bedeutung der Dualit/itstheorie liegt im folgenden: Hat man 
zul/issige L6sungen ffir die prim/ire und die duale Aufgabe und nimmt die Ziel- 
funktion ffir diese LSsungen den gleiehen Weft an, so hat man bereits optimale 
L6sungen gefunden. 

Ffir lineare Optimierungsaufgaben, die wir im vierten Paragraphen behandeln, 
1/igt sieh die Theorie st/irker konkretisieren. Es wird gezeigt, dal? die zu der primfi.ren 
Aufgabe 

Bestimme Sup {x* (x)[x ~ O, T x <= z0} 

duale Aufgabe die gleiehe Gestalt hat: 

Bestimme Inf{z*(z0)[z* ~ 0, T ' z *  ~ Xo*}. 
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tt ierbei sind x und z0 Elemente geordneter loka]konvexer topologiseher Vektor- 
rs X und Z; x0* und z* sind Elemente ihrer adjungierten l~gume X* und Z .1. 
T ist ein stetiger linearer Operator yon X in Z, T*  sein adjungierter Operator. Die 
Spezialisierung der allgemeinen Dualit/~tsaussagen aus w 3 auf  diese ]inearen Opti- 
mierungsaufgaben bereitet nun keine Schwierigkeiten mehr. In  der bisherigen 
Li teratur  sind nur derartige ]ineare Optimierungsaufgaben behandelt  worden; 
Teflaussagen unserer Dualiti~tsaussagen waren bekannt.  

Konkrete  nicht-lineare Programmierungsaufgaben auf  Optimierungsaufgaben 
in topologischen Vektorritumen zu iibertragen, ist nieht so ohne weiteres mSglich. 
Z. B. braucht  man ffir das Analogon einer Programmierungsaufgabe mit  quadra- 
fischer Zielfunktion und linearen Nebenbedingungen ein geeignetes Skalarprodukt 
des topologisehen Vektorraumes. Selbst wenn es existiert, was nicht notwendig ist, 
is~ es im allgemeinen nieht mSg]ieh, die duale Aufgabe zu berechnen. Eine gewisse 
nicht notwendig lineare Optimierungsaufgabe, die yon EIsw~Bn~o ffir endlieh- 
dimensionale Vektorr/~ume angegeben worden ist, ls sieh jedoch auf topologisehe 
Vektorr~ume vera]lgemeinern. Ihre duale Aufgabe wird im w 5 best immt.  Es folgt 
ein Beispie] einer nicht-linearen Aufgabe im L2. 

I m  Teil I I  der Arbeit sollen der allgemeine Satte]punktsatz (das al]gemeine 
Kuhn-Tueker-Theorem) und Anwendungen der Theorie behandelt  werden. 

Abschliel~end mSchte ich tIerrn Prof. Dr. H. SC~B]mT ffir das In~eresse danken, das er 
meiner Arbeit zuteil werden ]iel~. )Teben anderen Anregungen geht der tIilfssatz 8 auf ihn 
zuriiek, der sich Ms Schlfissel zu den weiteren Untersuchungen erwiesen ha~. 

Aul3erdem danke ich der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die finanzielle Unter- 
stiitzung, die mir die Abfassung dieser Arbeit ermSglichte. 

w 1 0ptimierungsaufgaben in topologischen Vekton'~iumen 

1. Reelle topologische VektorrSume 

Bei den folgenden Definitionen beziehen wir uns auf die Biicher yon KST}tV. 
und :BOU~]~AKI. Man findet die gleichen ])efinitionen in den meisten der im Lite- 
raturverzeichnis angegebenen Lehrbficher fiber topologische Vektorri~ume und 
Funktionalanalysis. 

Ein Vektorraum - -  oder auch linearer Raum --  X fiber dem KSrper R der 
reellen Zahlen heiBt topologischer Vektorraum - -  topologischer ]inearer Raum - - ,  
wenn auf X eine separierte (Itausdorffsche) mit  den linearen Operationen vertr~g- 
liche Topologie % erkl~rt ist. I m  einzelnen bedeutet das, dal3 die Operationen 
(xl, x2) --> xl + x2 yon X •  --> X und (~, x) --> ~x yon R x X  --> X stetig sind. 
Wir betrachgen in dieser Arbeig nur reel]e topologisehe Vektorri~ume. 

Es seien X und Z topologische Vektorri~ume, ~ cX und 9t c Z gewisse Teil- 
mengen. I s t  ein Operator T - -  d.h. eine Abbildung - -  yon X in Z erkls ffir alle 
x e ~ und ist T(~)) = ~R, so nennt man ~) den Definitionsbereich (domain) und 
~R den Wertebereich (range) yon T. Gilt ffir den Operator 

T (xl ~- x2) = T (xl) -b T (x2) ffir alle Xl, X2, Xl -~- X2 e ~) 

(1) T(acx) = o:T(x) ffir reelles ~ und x, ~ x e  ~ ,  

so nennt man den Operator linear. 

1 Mit dem Index 0 werden feste Elemente bezeiehner 

7* 
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0 p e r a t o r e n ,  die einen topologischen V e k t o r r a u m  in den  K f r p e r  der  reellen 
Zahlen  - -  in die reelle Gerade  - -  abbi lden ,  bezeichnet  m a n  als Funk t iona le .  

2. Optimierungsau/gaben in topologischen Vektorr~iumen 

Es sei X ein topologischer  Vek to r r aum,  C eine Tei lmenge yon  X,  /(x) ein 
F u n k t i o n a l  mi t  Def ini t ionsbereich C. Als Minimierungsaufgabe  bezeichnen wir  die 
Aufgabe :  

(2) Be~ti~me ~ f  {/(x)  I x ~ V c x } ;  

en t sprechend  als Maximie rungsaufgabe  : 

(2') Bestimme Sup {/(x) ] x e C c X } .  

Anmerkung. HvRWmZ betrachtet in [13] die folgende allgemeinere Optimierungsaufgabe: 
X und Y seien topologische Vektorr~ume, in A c Y sei eine transitive, bin~ire Relation 
gegeben, geschrieben a'~a" fiir a', a " ~  A. Ein Element ao ~ A hei]t  Q-maximal in A, wenn 
aus a Q ao folgt ao ~ a fiir alle a ~ A. f(x) sei ein Operator yon X in Y, C eine Teilmenge yon X. 
In der Menge Yo = {Y = f(x) [x e C} betrachtet man die ~-maximale Teilmenge 

]~0 = {y0 e Yo[y~Yo impliziert YoeY f/it a l ley e Y0}. 
- I  

Gesucht wird dann die Urbildmenge f(Yo), ihre Elemente nennt man e-maximal. Setzt man 
Y = R, so besagt die HuRwIczsche Aufgabe: Man bestimme diejenigen x e C, fiir die die 
Aufgabe (2') ihr Supremum annimmt. Fiir eine Diskussion dieser Fragestellung verweisen wir 
auf die Einleitung. 

3. Konvexe und konlcave Optimierungsau/gaben in lolcalkonvexen topologischen 
Vektorriiumen 

Eine  Tei lmenge C eines topologischen Vek to r raumes  heil~t konvex ,  wenn mi t  
xl ,  x2 E C und  0 --~ v ~ --< 1 auch v~xl ~- (1 - -  v~)x2 e C ist .  

Gib t  es in e inem topologisehen V e k t o r r a u m  eine Umgebungsbas i s  der  0, die 
aus symmet r i schen ,  konvexen  Mengen bes teht ,  so nenn t  m a n  den R a u m  lokal-  
konvex.  W i r  werden  uns in den  fo lgenden Unte r suchungen  au f  loka lkonvexe  topo-  
logische Vektorri~ume beschr~nken,  da  in a l lgemeineren R/ iumen der  duale  
R a u m  - -  der  R a u m  der  s te t igen  l inearen  F u n k t i o n a l e  - -  nu r  aus der  0 bes tehen 
kann  (s. K6TH~). 

E in  F u n k t i o n a l  [ (x) von X in den  K S r p e r  der  reellen Zahlen  R nenn t  m a n  
konvex  fiber einer konvexen  Menge C, wenn ffir xl ,  xe e C, 0 --< ~ --~ 1 gi l t  

(3) / ( # x l  + (1 - -  ~)x2) g ~/(xl)  + (1 - -  v~)/(x2). 

] )as  F u n k t i o n a l  heil~t k o n k a v  fiber C, wenn - -  / (x) konvex  ist  fiber C. 
Als konvexe  Minimierungsaufgabe  bezeichnen wir  die Aufgabe  : 

(4) Bestimme I n f { / ( x ) l x e C c X , / ( x ) k o n v e x ,  C k o n v e x } .  

E n t s p r e c h e n d  definier t  m a n  konkave  Maximierungsaufgaben .  Alle  Aussagen der  
Arbe i t  betreffen konvexe  bzw. konkave  Opt imierungsaufgaben .  

4. Beschreibung der /convexen Menge C 

I n  der  Theorie  der  l inearen Opt imie rungsaufgaben  in endl ich-dimensionalen  
Vektorri~umen, die wir  en t sp rechend  dem englischen Sprachgebr~uch  kurz  als 
l ineare P rog rammie rungsau fgaben  bezeichnen wollen, wird  die jeweilige Menge C 
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dureh Bedingungen der Art 
n 

(5) x ~ 0  ffir i = 1  . . . .  ,n ;  X a k ~ x ~ - - b k ~ O  ffir ] c = l  . . . . .  m 
i = 1  

besehrieben. Wir mfissen dies auf topologische Vektorr iume iibertragen. 
Eine Teilmenge K eines topologisehen Vektorraumes X bezeiehnet man als 

Kegel (mit 0 als Seheitel), wenn aus 

x s K ,  ~ = 0  fo]gt e x ~ K .  

Der Kegel heiBt konvex, wenn darfiber hinaus aus 

x i , x 2 e K  folgt x i ~ - x 2 ~ K .  

Ein konvexer Kegel K c X ermSglicht uns die Einffihrung einer bingren, 
reflexiven und transitiven Relation, kurz einer Ordnungsrelation, die wit durch 
oder genauer ~ g  bezeichnen: 

Sind xi ,  x2 ~ X ,  so gilt x i  ~= x2 (genauer x i  ~=~: x2) genau dann, wenn xl  - -  x2 ~ K 
ist. 
I s t  ein konvexer Kegel ausgezeiehnet, so nennt man den Vektorraum geordnet. 

Die Nebenbedingungen (5) lassen sieh nun folgendermagen verMlgemeinern: 

1. I n  X ist ein ]convexer Kegel K x  gegeben, der C enthi~It; es ist also x ~ K~ O. 

2. Es  gibt einen geordneten topologischen Velctorraum Z, der Kegel der positiven 
Elemente yon Z sei Kz, und eine Abbildung T yon X in Z. Ge]ordert wird: 

E s i s t  T ( C ) ~ O ,  d.h. T(C)  c K z .  

5. Der duale R a u m  X *  

I s t  X ein topologischer Vektorraum, so bezeiehnet man die Menge der stetigen 
linearen Funktiona]e yon X a]s seinen dualen Raum X * ,  seine Elemente a]sx*.  
Dabei versieht man die reelle Gerade mit  ihrer natfirlichen Topologie und definiert 
(x*~ ~- x~) (x) : x*~ (x) Jr x~ (x), (~x*) (x) : gx*  (x) ffir alle x e X und reelles ~. 
Das Nullelement ist die Abbildung 0", die jedes x c X auf 0 abbildet. X* ist ein 
Vektorraum; ffir lokalkonvexe topologische Vektorrs X l~l~t sich X* auf ver- 
schiedene Art zu einem topologischen Vektorraum machen: 

Bei der schwachen* (weak*)  Topologie yon X *  definiert man eine Umgebungs- 
basis der O* durch 

C ( s , B )  = {x*EZ*] ]x* (x ) l  < s /i~r alle x ~ B ,  B endlich}, 

bei der s alle positiven Zahlen und B alle endlichen Teilmengen von X durchli~u/t. 

In  den Lehrbfichern fiber topologisehe Vektorr~ume wird nun gezeigt : 

Versieht man X *  mit  seiner schwachen* Topologie, so ist sein dualer R a u m  
X ** = X .  Die schwache* Topologie ist die grSbste Topologie, die dies leistet. 

Die feinste Topologie yon X*, ffir die noeh X** = X ist, ist die sogenannte 
Mackey-Topologie. 

Bei der starlcen Topologie von X *  --  die man i~blicherweise bei Banach-Rgumen 
verwendet - -  definiert man eine Umgebungsbasis der O* dutch 

U(e, B) : {x* e X * ]  ]x*(x)] < e ]i~r alle x ~ B ,  Bbesehriinkt} ,  
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bei der wieder e alle positiven Zahlen und B alle beschriinkten Teilmengen von X 
durchl~u]t. 

(Eine Menge B heiI3t beschrs wenn es zu jeder Nullumgebung U eine reelle 
Zahl ~ gibt mit  B c ~ U.) 

Offensichtlich ist die starke Topologie feiner als die schwache* Topologie von 
X*,  da ihre Umgebungsbasis die Umgebungsbasis der schwachen* Topologie 
umfa~t.  

Man finder noch folgende Bezeichnungen: 
Versieht man  X*  mit  seiner starken Topologie und ist dann X**  = X, so 

nennt  man X halbrcflexiv. 
S t immt darfiber hinaus die starke Topologie yon X** mit  der Ausgangstopo- 

logic yon X fiberein, so nennt man X reflexiv. 

6. Hyperebenen. Algebraisch-innere Punkte  

Eine Teflmenge H eines Vektorraumes X he i ] t  linear, wenn sic gegeniiber den 
linearen Operationen (xi, x2) --> xl ~- x2 und (~, x) --> ~x (~ reell, xl ,  x2, x E X )  
abgeschlossen ist. Sie heil3t maximal,  wenn sic eine echte Teilmenge yon X ist und 
es keine Teflmenge H '  # X gibt, die H echt umfal3t, d. h. wenn sie yore Defekt 1 
ist. Maximale lineare Teilmengen H c X und die dazu parallelen Mannigfaltigkei- 
ten x0 ~ H nennt man Ityperebenen.  (Z. B.  K6TH]~, S. 59.) 

Es gilt nun folgender Zusammcnhang zwischen Hyperebenen und linearen 
Funktionalen (KSTHE, S. I60): 

Is t  u (x) ein nicht identisch verschwindendes lineares l~'unktional, so ist ihr 1Vull- 
raum elne Hyperebene; umgekehrt gibt es zu ]eder Hyperebene dutch 0 ein lineares 
Funktional,  dessen Xu l l raum die Hyperebene ist. 

Das _Funktional ist genau dann stetig, wenn die zugeh6rige Hyperebene topologisch 
abgeschlossen ist. E ine  (abgeschlossene) Hyperebene wird dutch eine Gleichung 
u (x) = ~ gegeben, u (x) ist ein (stetiges) lineare8 Funktional.  

Wit verwenden noch folgende Bezeichnungen: 

Ein Punkt  x einer Menge C c X heis t  algebraisch-innerer Punkt  yon C, wenn 
es auf  jeder Geraden durch x eine Strecke gibt, die x als inneren Punkt  enthiilt. 
Die Gesamtheit  der algebraisch-inneren Funkte  yon C heil~t der Kern  (core) yon 
C, er umfal~t die topologisch-inneren Punkte  yon C. 

Die algebraische Itfille C a yon C besteht aus allen x ~ X, zu denen es ein 
x'  e C gibt, so da~ die halboffene reelle Verbindungsstrecke Ix', x) e C ist. Punkte  
yon C a, die nicht algebraisch-innere Punkte  yon C sind, heifien algebraische l%and- 
punkte  yon C. C heil~t algebraisch-abgeschlossen, wenn C -~ C a ist. Jeder  algc- 
braische Randpunkt  ist auch topologischer Randpunkt  yon C. 

7. Trennungssiitze 

I s t  eine Hyperebene durch die Gleichung u (x) = ~ gegeben, so best immt sic 
die beiden algebraisch-offenen (bzw. algebraisch-abgeschlossenen) Halbr~nme, die 
durch u (x) < :r (bzw. u (x) ~ ~) und u (x) > ~ (bzw. u (x) ~ ~) gegeben sind. Man 
sagt, zwei Teflmengen A und B eines topologischen Vektorraumes werden durch 
eine t{yperebene H getrennt, wenn sie in verschiedenen Halbrs  liegen, d. h., 
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wenn es ein lmeares Funktional  u (x) gibt mit  

sup u(x) ~_ o~ ~ in fu(x) .  
x e A  x ~ B  

Gilt hier an einer Stelle das ( Zeichen; so sagt man, H trenne A und B strikt. 
Fiir die Trennung konvexer Mengen hat  man die folgenden Ergebnisse erhalten, 

die zum groBen Teil auf dem Satz yon HAI~-BANACK beruhen (K6TH~, S. 190/91, 
245): 

TI : Sind A und B Iconvexe Teilmengen eines lolcallconvexen topologischen Velctor- 
raumes, die lceine algebraisch-inneren (topologisch-inneren) Punkte gemeinsam 
haben und besitzt eine der beiden Mengen A oder B einen algebraisch-inneren (topo- 
logisch-inneren) Punlct, so gibt es eine A und B trennende (abgeschlossene) Hyper. 
ebene H, die lceinen algebraisch-inneren (topologisch-inneren) Punlct der Mengen A,  
B enthiilt. 

T2: Sind A und B Iconvexe Teilmengen eines endlich-dimensionalen Vektor. 
raumes, die hSchstens Randpunlcte gemeinsam haben, so gibt es eine trennende 
Hyperebene. 

TS:  Es sei A eine lconvexe abgeschlossene Teilmenge eines lolcallconvexen topo. 
logischen Velctorraumes X,  B eine zu A disjunkte Iconvexe kompalcte Teilmenge yon 
X.  Dann gibt as eine A und B strikt trennende abgeschlossene Hyperebene. 

8. Der duale Keget 

U m  einen topologischen Vektorraum X zu ordnen, haben wir in 4. konvexe 
Kegel K betrachtet.  I m  Raum X* definieren wir als dazu dualen Kegel 

K * - - - - { x * e X * ] x * ( x ) ~ 0  ft iralle x e K } .  

Wit  schreiben entsprechend 4. 

x* ~= K, O oder ki~rzer x* ~ 0 ]i~r x* ~ K * . 

Es gilt nun der folgende 

Itilfssatz 1: Ist K ein konvexer Kegel eines lokallconvexen topologischen Vektor. 
raumes X ,  so gilt: (i) Ist K abgeschlossen und x* (Xo) ~ 0 ]i~r alle x* e K*, so ist 
x0 e K. (ii) K* ist schwach* abgeschlossen. (ifi) Ist X**  = X und K abgeschlossen, 
so ist K** ~ K. 

Beweis yon (i) : I s t  x0 ~ K, so gibt es nach dem Trennungssatz T S  - -  indem 
man B = x0 setzt - -  eine strikt trennende Hyperebene Xo* (x) ---- ~ mit  

x0* (xo) < inf x~ (x). 
x e K  

Wegen 0 e K ist inf x0* (x) ~ 0; da K ein Kegel ist und das Inf imum beschr/~nkt 
~ K  

ist, ist es 0. Es gilt also: x0*(x ) ~ 0  f/Jr alle x e K ,  d.h. x~eK* und x~(xo) <0 ,  was 
zu zeigen war. 

Beweis yon (fi): Versieht man  X* mit  seiner schwachen* Topologie, so ist x 
vermSge x* (x) ein stetiges lineares Funktional;  die schw~che* Topologie ist die 
grSbste Topologie, die dies leistet. F/it  festes x ist daher die Menge der x* ~ X*,  
f/it die x* (x) ~ 0 gilt, schwach* abgeschlossen. Bildet man den Durchschnitt  
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dieser Mengen fiir alle x E K, so ist diese Menge als Durchsehnitt  abgeschlossener 
Mengen abgeschlossen. Dieser Durchschnitt  ist abet  gerade K*.  

Aus (i) und (ii) folgt (iii), da aus der Voraussetzung X** = X folgt: 

K** = {x ~ X Ix* (x) ~ 0 fiir al]e x* s K*}.  

w 2 Konjugierte Funktionale 
1. Konjugierte Funktionale von /convexen Funktionalen 

Es sei C eine konvexe Teilmenge des loka]konvexen topologischen Vektor- 
raumes X, /(x) ein auf  C definiertes konvexes Funktional. Wir bilden im Raum 
R • X die lY~enge 

(1) [/,C] = {(y,x) e R •  y ~ / ( x ) ) .  

Wie man leicht besti~tigt, ist [/, C] eine konvexe Menge. I s t  diese konvexe 
Menge au~erdem topologisch abgeschlossen, so li~13t sie sich - -  wie aus dem Tren- 
nungssatz T S  folgt - -  auch als Durehschnitt  der sie enthaltenden abgeschlossenen 
Halbr~ume darstellen. Nun ist im Raum R • X jede abgeschlossene t typerebene 
yon der Form x * ( x ) ~  y*y ~ ~ mit  x* ~X* ,  y*, ~ e R .  Wegen der speziellen 
Gestalt der konvexen Menge [/, C] sind, wie wit sps zeigen werden, die Hyper-  
ebenen mit  y* ~ 0 zur Beschreibung dieser Menge ohne Belang. Wir beschrs 
uns daher auf  die Hyperebenen mit  y* 4 0 und setzen y* ~ - -  1. Aus Symmetrie- 
grfinden ersetzen wir ~ durch y*. ])ann definieren wir als zu [/, C] duale Menge 
[/, C]* die Menge aller dieser abgeschlossenen I typerebenen x* (x) -- y ~ y* mit  
x* (x) - -  y ~ y* fiir alle (y, x) ~ [/, C], oder kfirzer 

(2) [ / , C ] * = { ( y * , x * ) e R •  fi iralle (y,x)s[/ ,C]}.  

Ansehaulieh gesproehen besteht [/, C]* aus allen Hyperebenen, die unterhalb 
yon [/, C] ]iegen. Gilt nun 

x * ( x ) - - y ~ y *  fi iralle (y ,x )~[ / ,C] ,  

so muI3 natfirlich erst recht 

x * ( x ) - - / ( x )  ~ y *  ffiralle x ~ C  

gelten. Also ist y* ~ sup (x* (x) -- / (x)). Wir ffihren als Bezsichnungen ein 
x e C  

(3) /*(x*) = sup (x*(x) - - / (x) ) ,  C* = {x*eX*] /* (x*)  < co}. 
xeC, 

In  Anlehnung an FE~C~EL, yon dem diese Definition in endlieh-dimensionalen 
Vektorrs s tammt,  nennen wir /*(x*) das zu /(x) konjugierte Funktiona]. 
Wir zeigen als erstes den 

Itilfssatz 2 : Ist C* nicht leer, so ist /* (x*) ein ]convexes Funlctional mit ]convexem 
Definitionsbereich C*. 

Beweis: I s t / *  (xl*) < c~, /* (x2*) < c~, so gilt fiir 0 ~ ~ ~ 1 

/ , (~x* +- (~ - # ) x * )  = s u p  (~x*(x) + (~ - O)x*(x) - / (x ) )  
x6C 

=< 0 sup (x*  (x)  - / (x) )  § ( ]  - 0) sup (x*  (x)  - / (x))  
x~C xEC 

= ~ / * ( x * )  § (1 - ~ ) / * ( x * ) ,  

d. h. C* ist konvex u n d / *  (x*) ist ein konvexes Funktional. 
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Mit Hflfe des konjugierten Funktionals ]* (x*) bilden wir entsprechend (1) im 
R~um R X X* die konvexe Menge 

(4) [ ] * , C * ] = { ( y * , x * ) s R •  ), x * e C * } .  

Die Definitionen yon []*, C*] und der zu [], C] dualen Menge [], C]* verknfipft 
der 

Itiltssatz 3: Es ist [], C]* = []*, C*]. 

Beweis: 1. Ist  (y*, x*) e [], C]*, so gilt x* (x) -- y ~ y* far alle (y, x) e [[, C], 
also erst recht x* (x) --  I (x) ~ y* fiir alle x e C. Also ist sup (x* (x) --  ] (x)) -~ ]* (x*) 
endlich und (y*, x*) e [1", C*]. xee 

2. Ist  (y*, x*) e []*, C*], so ist y* ~ / * ( x * )  == sup (x*(x) --/(x)),  mithin 
xeC  

y* ~ x* (x) --](x) fiir alle x e C, also y* ~ x* (x) - - y  ffir alle (y, x) e [], C], d. h. 
(y*, x*) e[I, 0]*. 

2. Konjugierte 17unktionale von konlcaven Funktionalen 

Es sei g (x) ein konkaves Funktional, definiert auf einer konvexen Menge D, 
d. h. -- g (x) ein konvexes Funktional auf der konvexen Menge D. Man iibertri~gt 
dann die obigen Definitionen und erhglt 

[g,D]= {(y,x) e R •  y=~g(x)}; 

dazu dcfiniert man als duale Menge 

[ g , D ] * = { ( y * , x * ) e R •  fiiralle (y ,x)e[g ,D]} .  

Man zeigt dann wie eben: Es ist 

mit 
[ g , D ] * = [ g * , D * ] = { ( y * , x * ) ~ R •  y* ~g*(x*)}  

g*(x*) : in f (x*(x)- -g(x)) ,  D * = { x * e X * l g * ( x *  ) > - o o } .  
x e D  

3. Mengentheoretische Eigenseha/ten yon [/, C] 

Fiir konvexe Funktionale ](x) und konvexe Mengen C leiten wir jetzt  einige 
Hilfss~tze her. 

tIilfssatz 4: Ist [f, C] abgesehlossen, so ist [], C]* nicht leer. 

Beweis: Wir wi~hlen einen Punkt  (Y0, x0) e R •  mit xo ~ C, Yo < f(xo). Da 
(y0, x0) ~ [/, C] und [/, C] konvex und abgeschlossen ist, gibt es auf Grund des 
Trennungssatzes T S  aus w 1,7 eine strikt-trennende abgeschlossene tIyperebene 
x* (x) -~ y*y == ~ mit 

sup (x*(x) -~- y ' y )  ~ ~ = x*(xo) -~ Y*Yo. 
(y. x)e [f, c] 

Es kann nicht y* : 0 sein, da sup x* (x) ~ x* (x0) einen Widerspruch ergibt. 
:~eO 

Wi~re y* > 0, so wiirde das Supremum beliebig groB, d a y  beliebig groB sein kann. 
Also ist y* < 0; wir kSnnen y* = -- 1 setzen und haben damit gezeigt, dal~ fiir 
dieses x* das Funktional ]* (x*) endlich ist. 
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Die Voraussetzung des Hilfssatzes 4: ,[ / ,  C] ist abgeschlossen" ist  recht  s t a rk  
und  m a n  kann  sich fr~gen, wann  sie erfiillt ist. Zur  Bean twor tung  dieser F rage  
b rauchen  wir den Begriff  der HMbste t igke i t  eines Funkt ionals .  Man gibt  folgende 

Definition. / (x)  ist naeh un ten  halbs te t ig  an der Stelle xo e C, wenn es zu 
vorgegebenem s > 0 eine Umgebung  Uso (e) gibt,  so da~ f/it  alle x e Uso (s) n C 
gilt:  /(x) > /(xo) - -  s. I s t  /(x) nach un ten  halbste t ig  fiir alle x e C, so nennen wit  
/(x) nach un ten  halbstet ig.  

En t sp reehend  definiert  m a n  HMbste t igke i t  nach  oben;  ist  ] (x) naeh oben und  
nach unten  halbstet ig,  so ist  es stetig. I I i e rmi t  gilt der  

IIi lfssatz 5: (i) Ist  C abgeschlossen und I (x) nach unten haIbstetig, so ist [1, C] 
abgesehlossen. (ii) Ist  umgekehrt [/, C] abgeschlossen, so ist f (x) nach unten halbstetig 
1i~r alle x e C. 

Beweis yon  (i). Wi r  miissen zeigen, dab die Komplement /~rmenge yon [1, C] 
often ist. I s t  (yo, x0) ~ [1, C], so g ib t  es zwei F/ille: 

a) xo ~ C. D a n n  gibt  es wegen der  AbgesehlossenJheit yon  C eine Umgebung  
Uxo mi t  Uxo (3 C -~ O. I s t  Uyo eine Umgebung  yon Y0, so is t  Uy 0 • Uxo eine Um-  
gebung yon  (Yo, Xo), die zu [1, C] p u n k t f r e m d  ist. 

b) x0 e C. Dann  ist  Yo < / ( x o ) .  Zu jedem s mi t  2 s  ~ / ( x o )  --  yo gibt  es dann  
wegen der  t t a lbs te t igke i t  y o n / ( x )  eine Umgebung  Uzo(S) mi t  ](x) > ](xo) --  e 
> y0 4- s ffir alle x e Uxo (s). I s t  Uyo (s) = {Y/I Y - -  Y01 < e}, so ist Uy o (s) X Ux~ (s) 
eine U m g e b u n g  yon (y0, xo), die p u n k t f r e m d  zu [i, C] ist. 

Beweis yon (ii). I s t  [1, C] abgesehlossen, so gibt  es zu 1 (xo) --  ~- , xo , xo e C, 

eine abgesehlossene H y p e r e b e n e  x* (x) - -  g = ~ mi t  

8 
(5) ~ = x* (xo) --  ](xo) -~ ~ > x* (x) - -  y ffir alle (y, x) e [1, C] 

(siehe Beweis zu Hilfssatz  4). Da  die H y p e r e b e n e  y ---- x* (x) - -  ~ abgeschlossen ist, 

das Funk t iona l  x* (x) also stet ig ist, gibt  es zu :2~ > 0 eine Umgebung  Ux, mit  

(6) x* (x) --  ~ > x* (xo) --  ~ --  ~- fiir alle x e Uxo. 

Aus (5) und (6) folgt ffir y : /(x), x e C 

/(x) > [(xo) 4- x*(x)  --  x*(xo) --  ~ > f(xo) --  ~ ffir alle x e  UZo, 

d.h. ,  [ (x) ist  nach  un ten  halbstet ig.  
Man k&nn sich natiir]ich fragen, wie welt  die Menge [I, C]* die urspriingliehe 

Menge [1, C] besehreibt .  Eine gewisse An twor t  da r au f  gibt  der  

ttilfssatz 6: Ist  die Menge [I, C] abgeschlossen, so besteht [1, C] genau aus allen 
(y, x) e t~ x X mit 

x*(x)  --  y < y* /i~r alle (y*, x*) e [/, C]* ----- [/*, C*].  

Beweis. 1. I s t  (y, x) e [1, C], so grit nach Definition yon [/, C]*: 

x*(x)  --  y < y* f f i ra l le  ( y * , x * ) e [ l , C ] * .  

2. I s t  anderersei ts  (Yo, xo)~  [[, C], so gibt  es naeh dem Trennungssatz  T S  
.aus w 1,7 eine s t r ik t - t rennende  H y p e r e b e n e  x* o (x) + Y*oY = so mi~ 

(7) x * ( x ) - ~ - y ~ y < ~ o < X * ( X o ) + y ~ y  o f i i ra l le  ( y , x ) e [ ] , C ] .  
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I s t  nun  Yo* �9 0, so k5nnen wir wieder Yo* ~ - -  1 setzen, da  Yo* ~ 0 nicht  mSglich 
ist. D a n n  ist  aber  (g0, x~) e [/, C]* und  dumit  der Hilfssatz bewiesen. 

Daher  ist nur  noch zu zeigen: 

I s t  in  (7) y~ ~ O, so gibt es auch eine abgeschlossene Hyperebene  x*  (x) - -  y ~ y* ,  
die den P u n k t  (yo, xo) und  die Menge  [], C] s tr ik t  trennt.  

Beweis .  57ach Annahme  gibt  es eine Hype rebene  x* (x) ~ Yo* (wir schreiben 
wieder Yo* f/Jr ~o) mi t  

Xo* (x) - -  Yo* ~ 0 fiir alle (y, x) e [/, C],  

x* (xo) - y* > o .  

Weiterhin  gibt  es naeh Hilfssatz 4 sicher eine Hype rebene  mi t  

x* (x) - y - y~ =< o fu r  a]]e (y, x) e [/, C] ,  

x* (xo) - -  yo - -  Y* g 0 

(st~nde hier ~ O, so w~ren wir bereits fertig). 
W i t  be t rach ten  nun  die konvexe  K o m b i n a t i o n  

(8) ~(X*l (X) - -  y - -  y*~) -k (1 - -  ~) (x~(x)  - -  Y'o). 

Ffir  (y, x) ~ [], C] und  0 ~-- z$ ~ 1 ist (8) h6chstens 0. I s t  

~, _-- xo (zo) - y; 
x*o(xo) - y*o- (x~(xo) - yo - y~)' 

so ist 0 ~ v~' ~ 1, da der Z/~hler posi t iv  ist und  der Iqenner wenigstens so groB ist 
wie der Zs fiir v~ ----- ~ '  geht  die Hyperebene  (8) dureh den P u n k t  (yo, xo). 
I s t  nun  0 ~ ~ ~ ~ ' ,  so t r enn t  die Hyperebene  (8) den P u n k t  (yo, xo) und  die 
konvexe  Menge [/, C] strikt ,  wie die folgende Ungleichung zeigt:  

~(x~(xo )  - -  Yo - -  Y*~) ~- (1 - -  v~)(x*o(xo ) - -Y 'o)  

-~ (# - -  ~ ' )  ( x ~ ( x o )  - -  Yo - -  y * )  + ~ '  (x*~ (xo) - -  Yo - -  Y~) - k  

+ (~ - ~ ' )  (~*(~o) - y*)  + (~'  - ~)  (x*(xo)  - y*)  > o ,  

da  der zweite und  dr i t te  Bestandte i l  wegen der Definition yon  ~ '  zusammen  0 
ergeben, der erste posi t iv  und  der letzte echt grSBer als 0 ist. 

4. Topologische Eigenscha]ten yon [], C] und  [], C]* 

Wir  haben  in w 1,5 versehiedene Topo]ogien ffir X *  definiert. I s t  nun  X *  so 
topologisiert ,  dab f~r seinen dualen R a u m  X * *  ---- X gilt, so ergibt  der I t i lfss~tz 
6 den 

Hilfssatz 7: (i) I s t  X * *  ~ X ,  [/, C] abgeschlossen, so ist  [f, C] = [/, C]**. 
(ii) I s t  X ** -~ X ,  so ist  [/, C]** die abg~schlossene Hi~lle von [/, C]. 

Bewei s  yon  (i). Da  X * *  -~ X ist, ist ]edes stetige lineare Funkt iona l  yon  X *  
yon  der  F o r m  x** (x*) ~- x* (x). Die Aussage des Hilfssatzes 6 liiBt sich auch so 
sehreiben: [/, C] bes teh t  genau aus allen (y, x) = (y, x**) E R • X mi t  x * * ( x * )  - -  
- -  y* ~ y ffir alle (y*, x*) ~ [/*, C*]. Das  ist abe t  gerade die Definition (2) der zu 
[/*, C*] dualen Menge [/*, C*]* -~ [f, C]**. 
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Beweis yon (ii). Bezeiehnet m a n  die abgesehlossene Hiille yon  [/, C] durch 
Uberstreichen, so gilt offensichtlieh 

[/, C] c [i, C] c [/, C]**.  

Wende t  man  hierauf  die Operation der Bildung der dualen Menge zweimal an, so 
folgt wegen (i): 

[1, c ]**  c [1, c ]**  = [1, c ] c  [1, e l * * * *  = [1, C]**,  

d.h.  [/, C] = [/, C]**. 
Uber  die Abgeschlossenheit  der dualen Menge [/, C]* zeigen wir den 

Itilfssatz 8: [/, C]* ist abgeschlossen bezi~glich ]eder Topologie von X *, die/einer 
als die schwache* Topologie ist. 

Beweis. Man betrachte  zu festem (y, x) e [], C] die Menge aller (y*, x*) e R • X *  
mit  

(9) x *  (x) - -  y *  - -  y ~ O.  

Versieh~ man  nun X*  mit  seiner schwachen* Topologie, R mit  seiner nat/ir- 
lichen Topologie, so ha t  man  dami t  auch R • X *  mit  seiner sehwachen* Topologie 
versehen. I s t  nun ein R a u m  X *  mit  seiner schwachen* Topologie versehen, so ist 
jedes x vermSge x* (x) ein stetiges lineares Funkt ional  yon  X*.  Die schwache* 
Topologie ist die grSbste Topologie, die dies leistet. Infolgedessen stell~ die ]inke 
Sei~e yon  (9) ein stetiges lineares Funkt ional  yon  R • X *  dar. Daraus  folgt, daI3 
die Menge aller (y*, x*), die (9) genfigt, abgeschIossen ist. Bildet man  nun  den 
Durchschni t t  all dieser abgeschlossenen Mengen fiber alle (y, x ) ~  [/, C], so ist 
diese Menge als Durchschni~t abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Nach  der 
Definition (2) yon  [], C]* ist sie genau [/, C]*. 

Aus Hilfssatz 8 folgt wegen Hilfssatz 5 der 

IIilfssatz 9 : / *  (x*) ist nach unten halbstetig bezi~glich ]eder Topologie, die/einer 
als die schwache* Topologie von X *  ist. 

Fiir die spi~teren Si~tze is~ es wiehtig, ob [/, C] innere Punk te  besitzt. H a t  nun 
[/, C] inhere Punkte ,  so braucht  [/, C]* keinesfalls innere Punk te  zu besitzen, wie 
das folgende Beispiel zeigt: 

Es sei X = C(0, 1) die Menge der fiber [0, 1] stetigen reellen Funktionen. X* ist dann 
nach einem Satz yon F. Rr]~sz isomorph der 3/[enge der reellen norm~lislerten Funktionen yon 
beschr~nkter Variation. (x* (t) G X* heil3t normalisiert, wenn x* (0) = 0 und x* (t -}- 0) ~ x* (t) 
fiir t G (0, i) ist.) )/Jan Lopologisiert die Rs X und X* durch die Normen 

l[x(t)ll=sup[x(t)l, ]lx*(t) l l=Varx*(t)=sup ~ ]x*(t~)-x*(ti_l)]. 
te[0,1] n i = l  

Dabei ist 0 ~ to ~ t: ~ "'" ~ tn-: ~ tn ~ 1 eine beliebige endliche Zerlegung yon [0, 1]. 
Es sei nun 

f(x) = O, C = {x(t) ~ 0  ffir alle te[O, 1]}. 

1 
Da nun jedes stetige lineare Funktional yon X als Stieltjes-Integral .[ x(t)dx*(t) dargestellt 

0 
werden kann, mfissen wir 

1 
f*(x*) = sup ~ x(t)dx*(t) 

x(t) ~ 0 0 
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bestimmen. Offensichtlich ist 

f* (x*) = 0, C* = {x* ~ X* I x* (t) nich~-zunehmend}; 

ist n~mlich x* (t) in einem Teilstiick yon [0, 1] zunehmend, so ist das Supremum nicht endlich. 
C besitzt innere Punkte, z.B. die Funktionen x(t) = ~ > 0. Ist  n~mlich e < cr so bilden 

die Funktionen x(t) = x(t) -~ u(t) mit lu(t) l < e eine in C enthMtene Umgebung yon x(t). 
(Es ist I~(t)l = Ix(t) § u(t)] ~ Lx(t)l -- [u(t)[ > 0 ffir ~lle t e [0 ,  1]). 

C* besitzt keine inneren Punkte: Man braucht ein x*(t) nur an einer Stetigkeitsstelle 
etwas zu vergrSSern. Die neue Funktion unterscheidet sieh dann um beliebig wenig yon der 
Mten Funktion beziiglich der Norm llx*(t)ll = Varx*(t); sie is~ aber nieh~ mehr nicht- 
zunehmend, 

w 3 Dualif i t tsaussagen 

1. Die schwachen Dualitgtsau~sagen 

Es sei [ (x) ein konvexes  Funk t iona l ,  definiert  au f  einer konvexen  Menge C, 
g (x) ein konkaves  Funk t iona l ,  definier~ au f  einer konvexen  Menge D. Es  sei 
[[, C]* = [/*, C*], [g, D]* = [g*, D*];  wir setzen voraus ,  dab  diese Mengen n icht  
leer sind. 

W i t  s tel len die folgenden Aufgaben :  

Primates Problem: Bestimme sup (g (x) - -  f (x)) ,  
xeCt~D 

Duales Problem: Bestimme inf ( /*  (x*) - -  g* (x*)) .  
x*eC*(3D* 

W i r  bezeiehnen nun ein x e C (~ D bzw. x* e C* n D* als eine zul/~ssige L6sung 
der  en t sprechenden  Aufgabe.  Ni ra ra t  die Aufgabe  ffir diese zul/~ssige LSsung ihr  
Supre raum oder  I n f imum an, so bezeiehnet  m a n  die L6sung als op t imal .  

Die Dual i t / i t saussagen sind yon  zwei wesent l ich verschiedenen Aussage typen :  
Bei  den Exis tenzs~tzen  schliel~t m a n  aus der  Exis tenz  zul~ssiger LSsungen au f  die 
Exis tenz  einer op t i raa len  LSsung eines Prob lems  und  die Gleiehhei t  des Wer te s  
yon  S u p r e m u m  und  Inf i raura  der  be iden  Aufgaben.  Be im Dua l i t s  schliei~t 
m a n  aus der  End l i chke i t  des Supremuras  der  prirai~ren Aufgabe  auf  die Exis tenz  
einer op t i raa len  L6sung der  dua len  Aufgabe.  

Genauer  gi l t  der  

Sehwache Exis tenzsatz :  Sind C n D und C* n D* nieht leer und gibt es ein 
x ~ C n D, das innerer Punk t  yon Coder D ist und ist das dazugeh6rige Funktional 
f (x) bzw. g (x) an dieser Stelle x stetig, so ist 

sup(g@) - -  ](x)) = ra in( /*@*)  - -  g*(x*) ) .  
x ~ C n D  x * e C * n D *  

Aul~erdera gi l t  der  

Schwache Dual i t~tssatz :  Gibt es ein x ~ C n D, das innerer Punk t  von Coder D 
ist und ist das dazugeh6rige Funktional ] (x) bzw. g (x) an dieser StelIe x stetig, so gilt: 
Ist  sup (g (x) --  ] (x) ) endlieh, so besitzt die duale Au/gabe eine optimale LSsung mit 

x~Ct~D 

sup (g (x) - -  ] (x)) = rain (]* (x*) - -  g* (x*)) .  
x e C ~ D  x*eC*r3D* 

Bedauer l ieherweise  sagt  dieser Satz  nur  etwas fiber das  sup (g (x) - -  ] (x)) aus. 
x e C n D  

Das folgende Beispiel  zeigt,  da~ schon ira Fal le ,  dal~ X -~ R ist,  das  Supreraura  
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nicht  angenommen zu werden brauch t :  

1 1 
C = ) )  = [ 1 ,  ~ ) ,  f(z) = x '  g ( x )  = - x ; dann ist 

[ - -21 / - -x*  far 0 >_ x* --> -- I 
C * = ( - - ~ , 0 ] ,  f * ( x * ) =  l x * - - I  far - - l_~_x * 

/ 2 g ~  far O ~ z * - _ l  
D*=[O,  oo), g*(x*)= / x * + l  ffir l ~ x * .  

sup(g(x) -- f(x) ) ~ sup (--  2 )  = O wird fiir endliches x nicht angenommen. 
x ~ l  x ~ l  \ 

inf(f*(x*) -- g*(x*)) = inf(-- 2 V--  x* -- 2 ~ x  ~) = 0 wird fiir x* : 0 angenommen. 
~*~0 ~*~0 

Allerdings kann  m a n  fiir R~ume X, ffir die X ~- X * *  gilt, durch zweimalige 
Anwendung  des schwachen Existenzsatzes und  unter  Beach tung  yon  tt i lfssatz 
7 (i) das folgende Korollar  zeigen: 

Korollar zum schwachen Existenzsatz:  Is t  X - ~  X * *  und [f, C] und [g, D] 
abgeschlossen, so gilt: 

Gibt es ein x ~ C ~ D, das innerer P u n k t  yon Coder D ist und ein x* e C* ~ D*,  
das innerer Pun/ct yon C* oder D* ist und sind yon den Funkt ionalen /(x),  g(x),  
/* (x*), g* (x*) die zwei, deren Definitionsbereich einen inneren Punier x bzw. x* 
besitzt, an dieser Stelle stetig, so ist 

max (g (x) - -  / (x)) = rain (/* (x*) - -  g* (x*)).  
x e C ~ D  x * e C * n D *  

2. Beweis der schwachen DualitStsaussagen 

Beweis des schwachen Existenzsatzes:  

1. I s t  x* ~ C* (~ D*, so gill 

/* (x*)  ~ x * ( x ) - -  / (x)  ffir alle x e C ,  

g* (x*) ~ x* (x) - -  g (x) fiir alle x ~ D ,  also 

] * ( x * ) - - g * ( x * )  ~ ( x )  - -  /(x)  ff iral le x ~ C n D ,  d.h.  

inf  (/* (x *) - -  g* (x*)) ~ sup (g (x) - -  /(x) ). 
x*eC* n D *  x e C n . D  

Hieraus  folg~, dal3 In f imum und  Supremum endlich sind. 
2. Wir  setzen je tz t  fl : sup(g(x) - - / ( x ) )  u n d / l ( x )  - ~ / ( x )  ~- ft. Dann  ist das 

x~C~JD 

konjugierte  Funkt iona l  y o n / 1  (x) 

/* (x*) --- sup (x* (~) - / ( ~ )  - f l )  = / *  (~*) - ft. 
xeG 

Die beiden konvexen Mengen [/1, C] und [g, D] haben keine algebraisch-inneren 
Punk te  gemeinsam. Da  wir vorausgesetzt  haben, dab eine der beiden Mengen C 
oder D einen inneren P u n k t  x besitzt  und  das zu dieser Menge gehSrige Funkt ional  
an der Stelle x stetig ist, besitzt eine der beiden Mengen [/1, C] oder [g, D] einen 
inneren Punkt .  Daher  gibt  es eine t rennende abgeschlossene Hyperebene  x* (x) -~ 

y * y  -~ o~, bei der y* * 0 sein muB. W~re ni~mlich y* = 0, so projizieren wir 



Optimierungssufguben in topologischen Vektorriiumen I: Dualit~tstheorie 103 

g • X auf X ; dabei gehen [/1, C] und [g, D] in C und D fiber und die Hyperebene 
x* (x) ----- ~ trenn~ die beiden konvexen Mengen C und D. Dies ist aber nicht mSg- 
lieh, well es ein x c C (~ D gibt, das algebraiseh-innerer Punkt  yon C oder Dis t .  

Wir k6nnen also wieder y* durch - -  1 ersetzen und haben die trennende 
I typerebene x0* ( x ) - - y - - ~  g0 erhalten, die Stfitzhyperebene der beiden Mengen 
[/1, C] und [g, D] ist. Infolgedessen ist 

~o = l*(~*o) = l * ( x * )  - ~ ~ n d  auch ~0 = g*(~0*); 

bei Beachtung der Definition yon/~ erhalten wir also: 

/? = sup (g(x) - - / ( x ) )  ~- /* (x~) --  9" (x~) ~= inf(/* (x*) - -  g* (x*)). 
x e C  ~ D x*eC*  n D *  

Aus den Teilen 1. und 2. folgt die Behauptung, da das Inf imum an der Stelle x0* 
angenommen wird. 

Beweis des sehwaehen Duahti~tssatzes. fi sei wieder wie eben definiert und 
/1 (x) = ] (x) ~- ft. Die beiden konvexen Mengen [/1, C] und [g, D] haben dann keine 
algebraisch-inneren Punkte  gemeinsam; eine der beiden Mengen besitzt einen 
topologiseh-inneren Punkt .  Sie lassen sich also durch eine abgeschlossene Hyper-  
ebene trennen. ~u beim Beweis des sehwaehen Existenzsatzes erkennt man dureh 
Projektion R • X -> X ,  dab der y*-Bestandtei] dieser t Iyperebene nieht 0 sein 
kann. Also gibt es eine abgesehlossene I typerebene x~ (x) - -  y : ~0, die die beiden 
Mengen [/1, C] und [g, D] trennt  und Stfitzhyperebene beider Mengen ist. C* r iD*  
ist mithin nieht leer und Anwendung des schwachen Existenzsatzes ergibt die 
Aussage des Duahtgtssatzes. 

Anmer]cung. Um nachzuweisen, dab eine der beiden Mengen If, C] oder [g, D] einen inneren 
Punk~ besitz~, we~m Coder D einen inneren Punk~ besi~zt, haben wir die Ste~igkei~ des zu- 
gehSrigen l~unktienals an der Stelle x vorausgesetzt. Selbstvers~ndlich wfirde es geniigen, 
wenn das Funktional fiber einer Umgebung yon x beschr~nkt w~re. Dies ist ~ber nach 
BOU~BAK~ [3] fiir konvexe Funktionale gleichwertig mit der S~etigkeit ~n der S~elle x. Die 
Beschr~nktheit ist also keine Abschw~chung der Stetigkei~. 

3. E in  Hil/ssatz 

Die sehwacben Dualiti~tsaussagen enthalten die unangenehme Voraussetzung, 
dab eine der beiden Mengen C o d e r  D innere Punkte  besitzen mu l l  Um noeh 
Dualitgtsaussagen zu bekommen, die frei sind yon dieser Voraussetzung, beweisen 
wir erst einmal den 

Hilfssatz 10: Fi~r i = 1, 2 seien It(x) lconvexe Funktionale mit konvexen 
Definitionsbereichen Cl, [/~, C l] abgeschlossen und [[~, C,]* = [/~, Ci*]; weiterhin sei 
] (x) = / 1  (x) + / 2  (x) mit  Definitionsbereich C = C1 ~ C2 und S ~-- [/1, C1]* + 
+ [/2, C2]*, d.h. 

s = {(y* + y*, x* + z*) ~ R • X *  J (y*, x~) ~ [/,, C , ] *  f ~ r  ~ = 1, 2} 

: l (Y* 'X*)e  R • x *  l X* -~ x*l d- x~ /i~r mlndestens ein x*l e C ~ '  x*2 eC*2 ~ /'1 (x~) d~ /'2 (x's) 

und S die abgeschlossene Hi~lle yon S bezi~glich der schwachen * Topologie von R • X *. 
Dann i,st [], C]* -~ S, d.h. 

[/1 + /2 ,  Cl • C2]* = [/1, C1]* + [/2, C2]*. 
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Daraus /olgt: 

1. Is t  S schwach* abgeschlossen, so i~'t 

/*(x*) = mJn{t*(x~*) + l*~ (x*) [ x* = x~ + x*~, x* ~ C*~, x~ ~ C*~ } , c *  = cT + c* .  

2. Is t  die mit  dem _Vunktional 

h ,  (x,) = ~ f  {/1" (x*) + i~ (x~) I ~* = x* + ~*, z~* ~ c*,  x* ~ c*} 

gebildete Menge [h*, C~ + C'2] schwach* abgeschlossen, so ist 

/* (x*) ---- h* (x*) ffir x*eC*--~CI*+C2*.  

Zum Beweis yon Hilfssatz 10 versehen wir X* mit seiner schwachen* Topologie; 
dann ist X** = X (BouR]3AxI [4], K6T~E). Topologisieren wir dann X** genauso 
wie X, so ist auch X***  = X*. 

Der Beweis des Hilfssatzes besteht aus zwei Teflen und der Herleitung der 
beiden Folgerungen. 

1. ~_~ [/1 + / 2 ,  C1 • C2]* = [/, C]*. 
Ffir i = l, 2 bedeutet (y~, x~) e [[~, Ci]* : 

y~ ~ x* (x) -- /i (x) ffiralle x e C i .  

Durch Addition der beiden Ungleichungen folgt : 

y* + y~ => (x* + x*) (x) --  /1(x) -- /2 (x) f~ral le  x e C l n C 2 .  

Da definitionsgemiig 

[/~ + / 2 ,  r n ~2]* = {(y*, x*) ly* => x* (x) - / 1  (x) - / 2  (~) f~r x e C1 c~ r 

ist, ist S g i l l  + [2, C1 n C2]*~--[/, C]*. Da diese Menge nach tIilfssatz 8 
sehwach* abgeschlossen ist, folgt die Behauptung. 

~. S ~- [/1 + / 2 ,  r n C2]* = [/, C]*. 
Um dies zu beweisen, gehen wir folgenderma~en vor: 
S sei eine konvexe Menge yon R • X, die die Eigensehaft hat,  dal3 mi t  (y, x ) ~ S  

auch a]le (~, x) mit ~ ~ y zu S geh6ren. Wir definieren als duale Menge: 

S* ---- {(y*, x*) ~ R • X* ]y* ~ x* (x) -- y ffir alle (y, x) ~ S}. 

S* enthi~lt dann mit (y*, x*) auch alle (~*, x*) mit ~* ~ y*. (Unsere Definition 
yon [[, C]* ist ein Spezialfall dieser Definition.) Den Itilfss~tzen 7 und 8 ent- 
sprechend gilt fiir S*: 

(i) Is t  X * *  ~ X ,  ist S abgeschlossen und S* ~ O, so ist S**  = S. 

(ii) S* ist abgeschlossen bezi~glich der schwaehen* Topologie yon X * .  

(iii) Is t  X * *  -~ X ,  S* r O, so ist S**  die abgeschlossene Hi~lle yon S. 

Beweis yon (iii). Ist  n~mlich S die abgeschlossene Hfille yon S, so gilt 
S ~ S ~ S * * ,  da S** abgeschlossen ist bezfiglich der durch X* induzierten 
schwaehen Topologie yon X * *  = X und diese Topologie gr5ber ist als die Aus- 
gangstopologie yon X. ttieraus folgt durch z weimalige Anwendung der *-Operation: 

S** _~ S** = S_~ S**** = S** .  
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Wir  zeigen nun  S* _~ [/1 + / ~ ,  C1 (3 C2]. Es sei wieder X*  mit  seiner schwachen* 
Topologie versehen, so dab X * *  = X ist. Also ist 

= * C* S* {(y, x) e R • X[ y ~ (x~* + x2* ) (x) - -  y~* --  Y2*, (Y~, x~*) e [/~, ~ ]} 

= {(y, x) ~ R • X I Y ~ (x~ (x) - -  ]~ (x*)) + (x*2 (x) -- / '2 (x*)) ,  x~ e C*}. 

Da ~ vorausgesetzt  haben, dab die Mengen [/~, C~] abgeschlossen sind, ist 
Ill, Ci] = [/i, C~]** = []~, C~]*. Mithin ist 

l~ (x) = sup (x* (x) - / *  (x*)). 
x*eC~ 

Ffir den P u n k t  (y, x) ~ S* gilt also x e C1 (3 C~, y ~ [1 (x) + ]2 (x). (Ist x r (3 C2, 
so ist ]1 (x) + ]2 (x) nicht  endlich.) Also ist 

S* ~ [1~ + / 2 ,  C~ c~ C2] = [/, C]. 

Bilden wir hiervon die dualen Mengen, so folgt: 

S** ~_ [h  + i~, Oi r~ O~,]* = [I, O]*, 

d.h.  die Behauptung,  da S**  wegen (iii) die abgeschlossene Hfille ~ yon  S ist. 
Herleitung der beiden Folgerungen: Da die erste Folgerung eviden~ ist, brauchen 

wir nur  die zweite zu zeigen: 
Is t  der P u n k t  (h* (x*), x*) r  so gehSrt er als algebraiseher Randpunk t  yon S 

zu S, da jeder algebraische Randpunk t  topologischer R a n d p u n k t  ist. Also ist 
[h*, C~* + Q*] ~ Z. Da andererseifs [h*, C~* + C2"] nach Voraussetzung schwach* 
abgesehlossen und  als algebraiseher AbsehluB yon  S konvex ist, enthi~lt es die 
abgesehlossene Hiille ~q yon  S und  ist daher gleieh S. 

Anmerkung. 1. Obgleich die beiden Komponenten van S = [fl, C1]* + [f2, C~]* schwach* 
abgeschlossen sind, braucht S nicht abgeschlossen zu sein, wie das folgende Beispiel zeigt: 

S = , x > 0  + - - x ,  x < 0  istdieoffeneobereHalbebene. 

2. Ist [h*, C~ + C~] schwach* abgeschlossen, so isg es als algebraischer AbsehluB yon S 
wieder konvex; daraus folgt, dab h* (x*) ein konvexes Funktional sein muB. 

4. Die starIcen Dualit5tsaussagen 

Aus Hilfssatz 10 folgt je tz t  der 

Starke Existenzsatz: Es seien / (x) und - -  g (x) ]r Funlctionale mit konvexen 
Definitionsbereichen C bzw. D, [], C] und [g, D] abgeschlossen. 

S ind dann die beiden Mengen C n D und C* (3 D* nicht leer, d.h. besitzen die 
prim5re und die duale Optimierungsau/gabe zuldssige L6sungen, so gilt: 

1. Ist  die Menge 

S = [/*, C*] + [ - -  g*, - -  D*] 

= {(y*, x*) e R • X * [ y *  ~ l* (x~) - -  g* (x*2) , x* = x~ - -  x~, x* 1 e C*, x~ e D*} 

schwach * abgeschlossen, so ist 

sup (g (x) - -  / (x)) = rain (]* (x*) - -  g* (x*)) 
x e C n D  x * ~ C * ~ D *  

2. Ist  die mit dem ~'unlctional 

h* (x*) = inf{]* (x~*) - -  g* (x~*)Ix* = x~* --  x~*, x~* e C*, x~ e D*} 

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 5 8 
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gebildete Menge [h*, C* - -  D*]  schwach* abgeschlossen, so ist 

s u p  (g (x) - / (x))  = i n f ( / *  (x*)  - g* (x*)) 
x ~ C  (~D x* cC* ( sD*  

Beweis. W i r  setzen in Hi l fssa tz  10: / l ( x ) = / ( x ) ,  C1 = C, / 2 ( x ) = -  g(x), 
02 = D. ] ) ann  i s t  1" (~* )  = 1" (~*) ,  c *  = c*, 1"(~*) = sup(x,(x) + g(x)) 

x~D 
= - - i n f ( - - x * ( x ) - - g ( x ) ) = - - g * ( - - x * ) ,  C ~ = - - D * .  Also is t  das  zu h(x) 

x c D  

- -  / (x)  - -  g (x) bezfiglich C n D kon jug ie r t e  F u n k t i o n a l  

h*(x*) = min( /* (x~)  - -  g*(x*2)) bzw. h*(x*) = inf(/*(x~*) - -  g*(x*2)) 

mit  ~*--~*--~1 --~2,~* x ~ C * ,  x~eD*. D a  es ein x * e C * n D *  gibt ,  i s t  O e C * - - D *  
und  daher  

h*(O) = min ( /* (x* )  - -  g*(x*)) bzw. h*(O) = inf ( /*(x*)  - -  g*(x*)).  
x * ~ G * f s D *  x*~C*{ '~D* 

Andererse i t s  i s t  h* (x*) : sup (x* (x) - -  / (x) -~ g (x)), also 
x ~ C n D  

h *  (0) = s u p  (g (x) - / ( x ) ) .  
~ e C n D  

W e i t e r h i n  gi l t  der  

Starke Dual i t~tssa tz :  Es seien /(x) u n d -  g(x) konvexe Fun/ctionale mit 
konvexen Definitionsbereichen C bzw. D, [/, C] und [g, D] abgeschlossen. Ist dann 
sup (g (x) -- [ (x) ) endlich, so gilt: 
x e C n D  

1. Ist die Menge 

S = [/*~ C*] + [ - -  g*, - -  D*]  

= {(y*, x*) ~ R x x *  I y* >=/* (x~) - g* (x*), x* = x~ - x*, ~*~ ~ c* ,  x~ ~ D*}  

schwach* abgeschlossen, so ist 

sup (g (x) - -  / (x)) = min  (/* (x*) - -  g* (x*)) .  
x e C ~ J O  x*~C*  ~ D *  

2. Ist die mit dem Fun]ctional 

h* (x*) = inf{ /*  (x~) -- g* (x*2)lx* ~- x~ -- x*~, x*~ e C*, xz* e D* / 

gebildete Menge [h*, C* -- D*] 8chwach* abgeschlossen, so ist 

sup (g (x) - - / ( x )  ) = inf ( /*  (x*) - -  g* (x*)) .  
x e C ~ D  x * e C * • D *  

Beweis. Das zum konvexen  F u n k t i o n a l  h (x) = ] (x) - -  g (x), x e C n D kon- 
jug ie r te  F u n k t i o n a l  is t  h* (x*) ~ sup (x* (x) - - / ( x )  ~- g(x)) mi t  dem Definit ions- 

x e C n D  

bereich E*  = {x* ~ X *  ] h* (x*) ~ oo}. Nach  Vorausse tzung is t  h* (0) endlich,  also 
i s t  0 e E*.  Andererse i t s  is t  au f  Grund  der  Vorausse tzungen  und  des Hil fssatzes  10 
E *  = C* - -  D*.  Aus  0 e E *  folgt :  Es  g ib t  ein x* e C* n D*. Anwcndung  des 
s t a rken  Exis tenzsa tzes  e rg ib t  dann  die Aussage des s t a rken  Du~liti~tssatzcs. 

Durch  zweimalige Anwendung  des s t a rken  Exis tenzsa tzes  b e k o m m t  m a n  
schlie~lich das  
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Korollar zum starken Existenzsatz:  Es seien ](x) und -- g (x) ]convexe Funlc- 
tionale mit {~onvexen Definitionsbereiehen C bzw. D, [/, C] und [g, D] abgesehlossen. 
Sind dann die beiden Mengen C ~ D und C* (~ D* nieht leer, d.h. besitzen die 
primSre und die duale Au/gabe zul~issige LSsungen und sind die Mengen 

[], C] -~ [-- g, D] 

= {(y, x) e R • X I Y ~ / (xl) - -  g (xe), x = z l  -b xe, xl e C, x~ e D} 

[/*, C*] + [ -  g*, - D*] 

= ( ( y * , x * ) e R •  ~ / * ( x * )  * * - g x *  = - x * ,  

abgesehIossen bezi~glieh der Ausgangstopologie von X bzw. der sehwachen * Topologie 
yon X*,  so ist 

m a x  (g (x) - -  ] (x)) : rain ([* (x*) - -  g* (x*)) ,  
xeCr~D :v*eC*~D* 

d.h. beide Au/~aben besitzen optimale L6sungen. 

w 4 Lineare 0ptimierungsautgaben 

1. Definition der linearen Optimierungsau/gaben 

Es seien wieder X und  Z lokalkonvexe topologisehe Vektorr~ume,  Kx und  Kz 
konvexe  Kegel  yon  X bzw. Z. Sind in der Opt imierungsaufgabe:  Bes t imme 
Sup (](x) lx ~ O, T x  ~ zo) das Funkt iona l  ](x) und  der Opera tor  T stetig und  
linear, so nennt  m a n  die Aufgabe eine ]ineare Opt imierungsaufgabe.  Die Aufgabe 
lau te t  also: 

(1) Bestimme S u p ( x ~ ( x ) l x ~ g  0 , T x ~ K z o ;  T ~tetiglinear). 

Eine lineare Opt imierungsaufgabe  wird also durch die folgenden fiinf GrSl~en 
beschrieben:  Die konvexen Kegel Kx ~_ X ,  Kz ~ Z, den stetigen linearen Operator T 
und die ]esten Vektoren x~ ~ X *, zo E Z. 

2. Adjungierte Operatoren 

Zur Bes t immung  der dualen Aufgabe brauehen  wit  den Begriff des zu T adjun- 
gierten Operators  T*  ; m a n  definiert : 

Der adjungierte Operator T* eines stetigen linearen Operators T yon X in Z ist 
der Operator T* yon Z* in X*,  der dureh T ' z *  ~-- z * T  oder genauer (T*z*)(x) 
~- z* (Tx) definiert ist. 

Man k o m m t  hierzu auf  folgende Weise: Bildet  m a n  z*(Tx) ,  so ist dies ein 
lineares Funkt iona l  yon  X ;  es ist stetig, da  T und z* stet ig sind. Also ist as ein 
E lemen t  x* ~ X*,  das m a n  durch T ' z *  bezeichnet.  Die Abbi ldung T*  :Z* ~> X *  
ist linear. D a m i t  T*  eine stetige lineare Abbi ldung yon Z* in X*  wird, mul~ m a n  
Z* und  X *  erst  topologisieren. Wir  haben  in w 1,7 die sehwache* Topologie yon 
X *  definiert. Man zeigt nun  (Bov~]3AKI [4], S. 100 if, DUNFORD-SCHWARTZ 
S. 475ff.) : 

Versieht man die RSume Z* und X*  mit ihrer schwachen* Topologie, so ist der 
zu einem stetigen linearen Operator T yon X- ->Z  ad]ungierte Operator T* yon 
Z* --> X *  stetig. 

8* 
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Ist T* stetig beziiglich der schwachen* Topologien yon X*  und Z*, so bleibt T* 
stetig, wenn man Z* und X*  gleichzeitig mit ihrer Mackey-Topologie oder ihrer 
star]ten Topologie versieht. 

Ist T umlcehrbar eindeutig und sind T und T-1 stetig, so sind auch T* und 
( T * ) -1 _~ ( T-1 ) �9 stetig bezi~glich der schwachen * Topologie yon X * und Z *. 

3. Bestimmung der dualen linearen Optimierungsau[gabe 

Um die duale Aufgabe zu bereehnen, erweitern wir die ursprfingliehe Aufgabe, 
die sieh in den R~umen X und Z abspielte, zu einer ~quivalenten Aufgabe in den 
Rgumen 

U = X •  und V = Z •  

Wir erweitern die Abbildnng T:  X --> Z zu 

(2) S: U = X • 2 1 5  V 

ihre Umkehrung ist dann 

(3) S - I : V = Z • 2 1 5  U 

mit S u - ~  ( _  iz 

mit S - ~ v - ~ ( ~  - - / ~ ) ( : ) : ( z : T x ) ;  

dabei sind Ix und lz  die identischen Abbfldungen von X bzw. Z. Wir versehen 
U -~ X • Z und V ~ Z • X mit  ihren Produkttopologien; beide Abbildungen sind 
dann stetig. Wir erg~nzen noch die Vektoren 

x*~X* zu ~ * = ( z * , 0 ) ~ x * •  v *  

z o s Z  zu vo=(zo,  O ) ~ Z •  V .  

Die konvexen Kegel Ku und Kv definieren wir durch 

(4) Ku -~ K x •  Kv = K z •  

Dann betrachten wir die Optimierungsaufgabe 

(5) S e s t ~ m e  Sup{u*(u)lu >=gO, Su_--<govo}. 

Ausgesehrieben lautet  (5) : 

(6) Bestimme Sup{x"~(x)[x~K,O, z~-O,  Tx- -~Z~KZO,  - - x e X } .  

Wegen der Definition (4) der konvexen Kegel Ku, Kv ist (6) niehts anderes als 
die Aufg~be (1); (5) und (1) sind also gleiehwertig. S ist ]etzt aber eine umkehrbar- 
eindeutige Abbildung. 

Wir wenden nun die Theorie des w 2 an; wir setzen 

(7) f ( u ) = 0  anf  C={ueUISu<=vo }, 
g (u) = ~*(u) ~uf D = {u s U l u => 0 }.  

Es sind S und S -1 stetig, also ist auch S* : V* --> U* umkehrbar eindeutig und 
stetig beziiglieh der sehwaehen* Topologien von V* und U*. Es ist 

/* (u*) = sup u* (u) = sup S ' v *  (u) = sup (v* (Su  - -  v0) + v* (v0)), 
Su  ~ vo S u  <= Vo Sit ~ vo 

also 

(s) /*(~*)=~*(vo) auf  e*={u*~y*lu*=S*v*, v*>=o}. 
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ISt n/imlich v* > 0, so ist v* (Su  - -  v0) < 0; da  es nun  ein u0 gibt  mi t  Suo --  vo = O, 
ist das S u p r e m u m  0. I s t  anderersei ts  vl* ~ 0, so gibt  es wegen der Definition von 
Kv* ein Vl = S u l  > 0 mit  v*l(vl) -~ v * S u l  < O. D a n n  gilt fiir u0 - -  ~ul ,  ~ > 0: 
S(uo -- ~Ul) --  vo = - - zcSu l  < 0 und  v*(S(uo -- ~Ul) --  vo) -~ --o~v~Sul.  Die- 
ser Ausdruek  geht  gegen unendlich ffir a -+ co. 

Wei terh in  ist 

g*(u*) -~ in f (u*(u)  - -u~(u) )  = in f (u*  - -  u0* ) (u) = 0 ffir u* > u~ .  
u > 0  u = 0  

I s t  n/~mlich u* - -  Uo* ~ 0, so gibt  es wieder ein ul  > 0 mi t  (u* - -  u*)(ul)  < 0 
und  (u* - -  Uo*) (:r -~  - - o o  ffir ~ --> oo. 

Man erhiflt also 

(9) g * ( u * ) = 0  ffir D * = { u * e V * l u * > u * } .  

Aus (8) und  (9) folgt: Die zu (5) duale Aufgabe laute t :  

(10) Bes t imme In f {v*(vo) lv*  >Kv.O,  S ' v *  >Ku, U*o}. 

N u n  ist U* = X *  •  V* = Z* •  die zu den konvexen  Kegeln  Ku, Kv 
(4) dualen Kegel  sind 

(11) K * : K * •  K * = K * x O .  

Wei terhin  ist  

Infolgedessen lau te t  (10) ausgeschrieben - -  x* f/flit durch die Forderung  
x* : 0 wieder heraus  - -  : 

(13) Bes t imme In f { z*(zo) l z*  >Kz.O, T ' z *  >gx* X'O}. 

4. ()bertragung der DualitStsaussagen 

Wir  haben  dami t  nachgewiesen, dab zur Opt imierungsaufgabe  

(14) Bes t imme Sup {x0* (x) ] x > 0, T x  =< z0, T stet ig linear} 

die duale Aufgabe lau te t  

(15) Bes t imme Inf{z*(z0) ] z* > 0 ,  T ' z *  >x 'o ,  T * s t e t i g l i n e a r } .  

Dabe i  werden Z* und  X *  gleichzeitig mi t  ihrer schwachen* oder ihrer s ta rken  
oder ihrer  Mackey-Topologie  versehen. 

Man beachte :  Bekannt l ich  ist die Maekey-Topologie die feinste Topologie yon 
X*,  ffir die X * *  = X ist (K6Tm~, BOUI~BAKI [d]). I s t  die Topologie yon  X *  feiner 
als die Mackey-Topologie,  so ist die duale Aufgabe yon  (15) nicht  mehr  die Auf- 
gabe (14). 

Da  die Defini t ionsmengen C und  D der beiden Funkt iona le  nach (7) 

c = {(x,  ) xxzl + eX} 

sind und  D b e s t i m m t  keine inneren P u n k t e  besitzt ,  lauten  unsere schwachen 
Dualit/~tsaussagen: 
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Sehwacher Existenzsatz: Besitzen beide A u/gaben (14), (15) zuliissige LSsungen 
und besitzt die prim~ire Au/gabe (14) eine zuliissige L6sung x, deren Bild zo --  T x  
innerer Punlct yon Kz ist, 80 ist sup x~(x) ~- minz*(zo), d. h. die duale Au/gabe 
besitzt eine optimale LSsung. 

Sehwaeher Dualit~itssatz: Gibt es ein x ~ Kx, dessen Bild zo -- T x  innerer Punkt 
yon Kz ist und ist das Supremum der primiiren Au/gabe endlich: so hat die duale 
Au/gabe eine optimale LSsung mit sup x* (x) ~ rain z* (zo). 

Die in den starken Dualitiitsauss&gen vorkommenden Ausdr/icke sind 

s = {(y*, x*) ~ ~ •  J y* >= z*(zo), T*z*~ - x* = x*, ~* ~ o, x* >_>_ x~} 

= {(y* + z*(~o), T*z*  --  x*) ~ R x X *  ] y* => 0, ~* _> 0, x~* __> ~o*}, 
h*(x*) = inf {z*~ (zo) l T*z*~ - x~ = x*, z T ~ O, x~" ~ x~} . 

Da sich an der Abgeschlossenhei~ der Menge S nichts ~nder~, wenn wir Xo* 
dutch 0 ersetzen, besagen unsere starken Dualit~tsaussagen: 

Starker Existenzsatz: Besitzen beide Au/gaben zulgssige L6sungen, sind Kx und 
Kz abgeschlossen, so gilt: 

1. Is tdieMenge{(y* -~ z*(zo), T ' z *  -- x*) e R x X * I y *  ~ O, z* ~ O,x* ~ 0 }  
schwach* abgeschlossen, so ist sup Xo* (x) = min z* (zo). 

2. Ist die mittels des Yunktionals h*(x*) gebildete Menge [h*, C * - -  D*] 
schwach* abgeschlossen, so ist sup Xo* (x) = inf z* (zo). 

Starker Dualit~itssatz: Ist das Supremum der Ziel/unIction der prim~iren A u/gabe 
endlich, sind Kx, Kz abgeschlossen, so gilt: 

1. Is tdieMenge {(y* ~- z*(zo), T ' z *  ~ x*) ~ R x X * I y *  ~ O, z* ~ O, x* ~ 0} 
schwach* abgeschlossen, so ist sup Xo* (x) = min z* (zo). 

2. Ist die mittels des Fun]ctionals h (x ) gebildete Menge [h *, C* --  D*] schwach * 
abgeschlossen, so ist sup Xo* (x) = inf z* (zo). 

SchlieBlich lautet das 

Korollar zum starken Existenzsatz: Besitzen beide AuJgaben zul~issige LSsungen, 
sind Kz, Kz und die beiden Mengen 

U = { ( y + x * ( x ) , T x @ z ) a R •  x ~ 0 ,  z ~ 0 }  

V = { ( y * ~ - z * ( z o ) , T * z * - - x * ) e R •  ] y* ~O,  x* ~O,  z* ~ O }  

abgeschlossen bezgglich der Ausgangstopologien von X,  Z bzw. der schwachen * Topo- 
logie von X*,  so besitzen beide AuJgaben optimale LSsungen mit gleichen Extremal- 
werten. 

Sind X und Z endlich-dimensionale Vektorr~ume und werden die Kegel K z, K z, 
K~., Kz. durch Hyperebenen begrenzt, so sind die Mengen U und V Polyeder. Da 
diese immer abgeschlossen sind, gilt hier an Stelle des starken Dualiti~tssatzes 
und des Korollars zum Existenzsatz : 

Existenzsatz der linearen Programmierungsau/gaben: Haben beide A u/gaben zu- 
l~issige L6sungen, so haben beide Au/gaben optimale LSsungen mit gleichen Extremal- 
werten. 

Dualit5tssatz tier linearen Programmierungsau/gaben: Besitzt die eine Au/gabe 
eine optimale L6sung, so hat auch die andere Au/gabe eine optimale LSsung mit 
gleichem Extremalwert. 
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5. Dislcussion der bisher verS~entlichten Literatur i~ber lineare Optimierungs- 
au]gaben in topologisehen Vektorriiumen 

Dualit~Ltsaussagen bei Optimierungsaufgaben in topologischen Vektorr~umen 
wurden bisher nur yon BttATTON, DIT~FI~ und KI~ETSCHMEI~ untersucht. BX~ATTO:bT, 

DUFFIN und KI~TSCI~MEI~ [18] behandeln nur lineare Optimierungsaufgaben. 
Erst  in seiner neueren Arbeit [19] gibt KI~nTSCI~EI~ auch Paare nicht-linearer 
Optimierungsaufgaben an, ohne aber eine allgemeine Theorie zu entwickeln. Man 
finder bei den drei genannten Autoren den schwachen und den starken Dualit/s 
satz Tell I ffir lineare Op~imierungsaufgaben. 

Bei Du~FI~ und KRETSCtt~I~I~ findet man noch folgende Begriffe : 
Die duale lineare Optimierungsaufgabe 

Bestim e >---- 0, -->_ 

heil~t subeonsistent, wenn es Filter (x*} c K2  und {z*} c K* gibt mit  lira ( T ' z *  - -  
x*) ~ x*. Als Sub-Wert (subvalue) bezeichnet man dann m -~ inf lira z* (z0), 

genommen tiber alle zulassigen Filter (z*}. Beide Autoren zeigen dann: 

Das Supremum der primiiren Au]gabe ist dann und nut  dann endlich mit Extre. 
malwert m, wenn die duale Au]gabe 8ubeonsistent ist mit Sub- Weft m. 

Diese Aussage folgt aus unseren starken Dualitatsaussagen : 
Nach Hi|fssatz 10 wissen wir ja, daft die duale Menge zu U : [--Xo*(X), x I 

x > O, T x  <= z0] gerade ~ ist. Andererseits ist U* = [h*,H*]  mit  h*(x*) 
= sup (x* (x) + x~ (x)), H* = {z* e X * l h *  (x*) < oo}. Laut  Voraussetzung ist 
x>O, Tx<zo  
h* (0) - -  sup Xo* (x) endlich, also 0 e H*.  

x>O, Tx<zo  
D a s i c h n u n a l l e x *  ~ Sdarstel len lassen als x* T ' z *  -- * = x2, zl  => 0, x* => x*, 

d .h .  als z * + x ~ =  T * z ~ - - ( x * 2 - - x ~ )  und [ h * , H * ] = Z  ist, gibt es Filter 
* 

( ~ }  c K~ mit  inf lira (T*z~ - -  x~*) = xo* , d .h .  die duale Aufgabe 
ist subeonsistent und hat  Ms Sub-Weft den Extremalwert  der prim/~ren Aufgabe. 

I s t  umgekehrt  die duale Aufgabe subconsistent, so gibt es Filter {x~*} c K~ 
und {z~*} c K* mit  inf li__m_m (T* z*~ -- x'~) ~ x* o, d. h. Filter {x$} mit  {x~ --  Xo}CK ~ *  * 
und {z~} ---- {z*} c K~* mit  inf lira (T*z~ --  x~) = O. Also ist 0 e H* und damit  
h*(0)----supx*(x)  endlich. Aus dem ersten Tell des Beweises folgt, da~ die 

x>O, Tx<=zo 
Extremalwerte  gleieh sind. 

6. Das Kretschmersche Beispiel eines Paares linearer Optimierungsau/gaben 
mit verschiedenen Extremalwerten 

Es sei L2 der Raum der quadr~tisch-Lebesgue-integrublen Funkt ionen,  fiber dem Interval l  
[0,1], r seien Elemente des ree]len Z~hlkSrpers R. Das Aufgabenpaar lautet  (KI~TSC~t~EI~ [181) : 

(16) Maximiere x(t)dtlx(t)>O, Sx(s)ds<t,  x(s)d~<2 , 
0 

(17) 3~Iinimiere t x ( t)dt  -I- 2 r l x  (t) "~ O, r >~ O, ~ x (s)ds -1- r :> 1 . 
t 

Bei der primS~ren Aufgabe (16) ist X = L~, Z = L~ • R, bei der dualen Aufgabe (17) also 
Z* = L2 • R, X* = L~. Die primgre Aufgabe ha t  die optimMe LSsung x(t)  ~ 1 mi t  dem 
Extremalwert  1, die duale Aufgabe die opt~imale L6sung x (t) = 0, r = i mi t  dem Extremal-  
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wert 2. Das Beispid widerspricht nich~ den schwachen Dualitgtsaussagen, da die Mengen 
{x(t) ~_ 0} bzw. {x(t) ~ 0, r ~ 0} keine inneren Punkte besitzen. Wir zeigen, dab die Mengen S 
bzw. [h*, C* - - / ) * ]  der starken Duali~tsaussagen nicht stark, also erst recht nich$ schwach* 
abgeschlossen sin& ~iir die Aufgaben ist 

S----- y * - t - S t x l ( t ) d t - ~ 2 r l ,  ~ x l ( s ) c l s + r l - - x ~ ( t )  , y * ~ O , x ~ ( t ) = > O , x ~ ( t ) ~ O , r ~ O  . 
o t 

Ist~ (y*, I) ~S ,  so isl~ y* ~ 2, Me man folgendermaBen sieht: Es muB 
1 
~ x ~ ( s ) d s + r ~ - - x 2 ( t ) = l  mi~ x l ( t ) > 0 ,  x~( t )~0 ,  r l > 0  
t 

1 
sein. Daraus folgt rz > 1, x,(t) > O, x2(t) ~ 0 und das Infimum yon ~ tx(t)dt ~ 2r~ ist 2. Also 

0 
ist der Punkt (1, 1) ~ S. Er lieg$ auch nich$ in [h*, U* - - / )*] ,  da das Infimum angenommen 
wird. Wir zeigen jetzt: 

(1, 1) e ~, der abgeschlossenen HiiUe yon S; S ist also nicht abgeschlossen. 
Die Funktion: 

x(t) = {I 0 fiir O<--_t<~l--e2 
fiir 1 - - e  2 ~ t ~ < l  

unterscheidet sich yon der Funk~ion x(~) = 1 um ~ beziiglich der iiblichen ~7orm ]]x(O)]] 
/ 1 \:/2 

=i~oX2(t)d~) . Setz~ man fiir ~ > 0 

nt n-1 i 1 -- t n 
xl(t) --  1 --  (1 --  e2) n { 1 ---(1-~-e~) ~ 

x2(t)  = 
1 - -  t n 

- - I  flit 0___t_<l--s 2 

so ist xu(t) >= 0 und x(t) = ~ xl(s)ds -4- r~ -- x2(t) fiir alle t E [0, 1]. Damit wird aber 
t 
1 

(IS) S t x l  (t) d t  = n 1 
0 n - ~ l  1 --  (1 7- ~2)n 

Is~ x lest, so kann durch geniigend groBes n d e r  Ausdruck (18) beliebig nah an 1 heran- 
gebrach~ werden. Also is~ (1, I) e ~ Wir haben dami~ zugleich einen optimalen Filter ffir die 
duale Aufgabe konstruiert. 

w 5 Eine n ich t - l ineare  Opt imierungsaufgabe 
(u  einer Aufgabe  yon ~ISENBERG) 

1. Die  verallgemeinerte Eisenbergsche Au /gabe  

Es is t  n i ch t  so ohne weiteres  m6glich,  konkre t e  n icht - l ineare  P rogrammierungs -  
au fgaben  a u f  Op t imie rmlgsaufgaben  in topologischen Vek to r rgumen  zu fiber- 
t ragen.  Zum Beispie l  i s t  es bei  Aufgaben  m i t  quadra~ischer  Zie l funkt ion  not -  
wendig,  dab  ein S k a l a r p r o d u k t  im topologischen V e k t o r r a u m  erk lgr t  is t ,  was nich~ 
i m m e r  m6g]ich ist .  Selbs t  wenn ein S k a l a r p r o d u k t  e rk lg r t  ist ,  ]gSt  sich die dua le  
Aufgabe  im al lgemeinen n i ch t  bes t immen.  I n  speziel len topologischen Vektor-  
r gumen  k a n n  m a n  diese Schwier igkei t  oft  umgehen.  

Bemerkenswer t  ist ,  dab  sich eine n ich t  no twendig  ]ineare l ) rogrammierungs-  
~ufgabe - -  die Aufgabe  yon  EIsv,~c]~Fno - -  au f  loka]konvexe  topologische Vektor-  
r f iame vera l lgemeinern  li~Bt. Die  B e s t i m m u n g  der  dua len  Aufgabe  b i lde t  den  Ge- 
gensband dieses Pa r ag raphen .  
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Es seien wieder X und Z lokalkonvexe topologische Vektorri~ume, Kz E X 
und Kz ~ Z abgeschlossene konvexe Kegel, T ein stetiger linearer Operator yon 
X in Z. Die dualen R~ume X* und Z* seien mit festen Topologien 2~x. bzw. 2~z. 
versehen, die feiner als die schwaehe* und grSber als die Mackey-Topologie sind. 
Dann ist X** ~ X, Z** = Z, wie wir in w 1,5 referiert haben, lqach Hilfssatz 1 
aus w 1,8 sind die zu Kx bzw. Kz dualen Kegel K~* _c_ X* bzw. Ks* _ Z* sehwach* 
abgeschlossen. Aul~erdem ist die adjungierte Abbildung T* :Z* -+ X* sehwach* 
stetig. - - g  (x) und ]* (z*) seien konvexe, nach unten halbstetige Funktionale mit 
Definitionsbereichen Kx bzw. Ks* ; beide seien homogen vom ersten Grade, d. h. es 
gelte g (:cx) = ~g (x), ]* (scz*) ~ ~ ]* (z*) ffir positives reelles ~. 

Wir stellen dann die Aufgabe : 

(1) Bestimme Sup{g(x)Ix ~KxO, z*(Tx)  ~]*(z*)  ]i~r alle z* ~K~ 0}. 

Wie wir zeigen werden, ist die dazu duale Aufgabe 

(2) Bestimme Inf{/*(z*)Iz* ~K~0, z*(Tx)  ~ g ( x )  ]i~r alle x ~ g z 0 } .  

Wir merken noeh an, dab die E z s s , ~ G s c h e  Aufgabe eine Verallgemeinerung 
der linearen Optimierungsaufgabe ist. Setzt man n~mlich g(x)-~ Xo*(X), ]* (z*) 
= z* (z0), so lautet die Aufgabe 

Bestimme Sup {Xo*(X) lX ~ O, z* Tx  ~ z*(zo) fiir alle z* ~ 0}. 

Aus z * ( z o ) - - z * ( T x ) =  z * ( z o - - T x ) ~  0 fiir alle z* ~ 0 folgt abet nach 
Hilfssatz 1 aus w 1,8: zo -- Tx  ~ 0, d.h. T x  ~ zo. 

2. Ein Hil/ssatz 

Um die zu (1) duale Aufgabe (2) herzuleiten, zeigen wir erst einmal den 

l I i l f s satz  l l  : Ist Cz = {z e Z I z* (z) <= ]* (z*) /i~r alle z* ~ 0}, so ist Cz nicht- 
leer und ]* (z*) = sup z* (z). 

zeC~ 
Beweis: Wir betrachten die Menge 

[/* (z*), KS*] = {(y*, z*) e R • Z* I Y* ~ ]* (z*), z* e g*} 

und den Punkt  P = (/* (z0*) --  ~, z0* ) mit ~ > 0, Zo* e KS*. Die Menge [/* (z*), KS*] 
ist konvex und nach Hilfssatz 5 abgeschlossen, P geh6rt ihr nieht an. Also gibt es 
eine strikt-trennende Hyperebene, d .h .  ein stetiges lineares Funktional (y, z )e  
e ( R x Z * ) *  ~-~ .RxZ mit 

z (z*) -4- YY* ~ 0 < z (z~) + y ([* (z~) -- ~) fiir alle (y*, z*) e [/*, g~*], 
oder 

z*(z) + y * y  ~ 0 < z~(z) +y(/*(Z*o) --~) fiir alle (y*, z*) a [/*, Ks*]. 

~qun ist y . 0, da sieh sonst ein Widerspruch ergibt; es mui~ y < 0 sein, da y* 
beliebig groI~ werden kann. Wir kSnnen also y == --  1 setzen und erhalten 

z* (z) -- y* ~ 0 < z0* (z) -- [* (Zo*) + ~ fiir alle (y*, z*) e [/*, Ks*]. 

Aus der linken Ungleichung folgt z* (z) ~ / *  (z*) fiir alle z* ~ 0, d. h. z e Cz. 
Aus der ganzen Ungleiehung folgt ffir y* = ]* (Zo*), z* ---- Zo* 

z*(z) <=/*(z*) < ~*(~) +~ ,  (~ > o), 

d. h. die gewiinschte Aussage. 
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3. Berechnung der dualen Au/gabe 

Wie bei der Bes t immung der dualen linearen Aufgabe in w 4 gehen wir auch 
hier vor :  

Wir  be t rachten  wieder die l%~ume U = X •  V = Z •  die Abbildung S :  
U ~-- X • Z -+ Z • X ~ V und ihre Umkehrung  S -1, definiert durch  

Wir  erganzen g(x) zu G(u) =- G(x, z) = g(x), /* (z*) zu F*  (v*) : F*  (z*, x*) 
-~ /*(z*) und definieren K u - ~  K x X 0 ,  Kv ~ K z x X ;  dann ist K*u --  K*xXZ*, 
Kv* = Kz* • 0. Wir  stellen nun  die Aufgaben:  

(3) Best imme S u p { G ( u ) l u ~ O , v * S u ~ F * ( v *  ) f i i ral le  v * ~ 0 }  

(4) Best imme I n f { ~ * ( v * ) I v * ~ O , v * S u ~ G ( u )  ffiralle u ~ 0 } .  

Ausgeschrieben besagen (3) und (4) : Man best imme 

(5) Sup {g (x)]x ~ O, z = O, z* T x  -k z*z -- x * x  ~ /* (z*) ffir alle z* ~ 0, x* = 0} 

(6) In f { / * ( z* ) ] z*  ~ O, x* = O, z * T x  ~- z ' z - -  x * x  ~ g(x) f/Jr alle x ~ 0, z----0}. 

Offensiehtlich sind die Aufgaben (1) und (5) bzw. (2) und (6)/~quivalent. 
Wir  wenden nun  die Theorie des w 2 an und  setzen 

(7) / ( u ) = O  auf  C = { u e U I v * S u ~ F * ( v *  ) f/ irMle v * ~ 0 }  

g(u) = G(u) ~ . f  D = {u ~ U lr~ => 0 } .  

Dann  ist 

/*(u*)  = s u p u * u  = sup ( S*v * )u  = s u p v * S u  = F*(v*)  ffir v* ~ 0 
u e C  u e C  uEC 

nach tIi lfssatz l l .  I s t  u* : S ' v *  mit  v* ~ 0, so ist das Supremum nieht endlich, 
wie man  folgendermMten sieht:  

Nach  Hilfssatz l l  ist die Menge C nicht  leer; es gibt  also ein u0 e C mit  v * S u o  
F *  (v*) ffir alle v* ~ 0. I s t  nun  v* ~ 0, so gibt  es naeh der Definition des 

dualen Kegels (w 1,7) ein Vl = S u l  ~ 0 mit  v * S u l  ~ 0; f/Jr dieses ul  gilt natfir- 
lieh v * S u l  ~ 0 ffir alle v* ~ 0. Also ist ffir g ~ 0: 

v* S(uo -- ~ul)  ---- v* Suo -- o~v* S u l  ~ v* Suo  ~ F*(v*)  f/ir alle v* ~ 0 ,  

d. h. u0 - -  ~u l  E C f~r alle c~ ~ 0. Ffir dieses u0 - -  ~u l  gilt aber:  

v * S ( u o  - ~ u l )  = V*l SUO - ~ v * S u l  ~ oo f~ir ~ - ~  o o ,  

das Supremnm kann  also nicht  endlich sein. 
Dami t  haben wit  

(s) /*(u*) = F*(v*) ~nd C* = {u* = S*v*]v* > 0} 

gezeigt. Andererseits ist 

(9) g*(u*) ---- i n f ( u * u  - -  G(u)) = 0 mit  D* -- { u * t u * u  ~ G(u) ffir alle u ~ 0}.  
u__>0 

I s t  n/imlich u* u - -  G (u) ~ 0 f~r ein u ~ 0, so wird u* (g u) - -  G (~ u) = ~ ( u ' u - -  G (u)) 
ffir ~ -~ oo be]iebig klein. 

D a / * ( u * )  - -g* (u* )  = F*(v*) ,  C* r~ D* = {v* ~ 0, ( S*v* )u  = v * S u  ~ G(u) 
ffir a l l e u  ~ 0} ist, haben wir gezeigt, dab (4) die duale Aufgabe zu (3) und dami t  
(2) die duale Aufgabe zu (1) ist. 
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4. ~bertragung der DualitiitssStze 

Da die Definitionsmengen C und D der Funktionale/(u)  und g (u) nach (7) die 
Form haben 

C-~ {(x,z) e X •  z) ~ /*(z*) ffiralle z * ~ 0 }  

D~- { ( x , z ) ~ X •  ~KzO , z----0} 

und die Menge D sicher keine inneren Punkte besitzt, ]auten die sehwachen 
Dualits 

Schwaeher Existenzsatz: Besitzen beide A u]gaben (1) und (2) zuli~ssige L6sungen 
und besitzt die prim5re Au/gabe (1) eine zus5tzliche LSsung x, die innerer Punkt der 
Menge C = { x e X ] z * ( T x )  ~ ]*(z*) ]i~r alle z* ~ 0} ist, so ist supg(x) = 
-~ rain f* (z*), d. h. die duale Au/gabe hat eine optimale LSsung. 

Schwaeher Dualit~tssatz: Gibt es ein x ~ Kx, das innerer Punkt yon C = {x e X I 
z* ( T x) ~= ]* (~*) ]i~r alle z* ~ 0} ist, und ist das Supremum der primSren Au]gabe 
(1) endlich, so hat die duale Au/gabe (2) eine optimale LSsung mit 

sup g (x) = ra in /*  (z*). 

Um die in den starken DuaHts genannten Ausdriicke zu berechnen, 
brauchen wit 

(lO) ]* (u*) = / *  (~*) f~r c*  = {(T* ~ --  x*, ~*) e X *  •  I~* > 0 ,  x* = 0} 

= {(T* ~ ,  ~ )  ~ X *  xZ*  I ~ >= 0},  
g*(u*) = 0 ffir 

(11) D*={(x*,z*)eX*•247 } 
= {(x?, z*) ~ X* xZ* ix .~z  ~ g(x) ffir ~lle x ~ 0}. 

Infolgedessen ist 

s = {(y*, ~*, ~*) 1 y* ->- l*(~); x* = T* ~ -- ~ ,  ~ >_ 0, x~ x _>_ g (~) mr x _>_ 0, 

(12) z* ~ z~ -- z~*, z2* beliebig} 

- - { ( y * , x * ) I y * ~ / * ( z * ) ; x * = _ T * z * _  * *~_ * xu ,zl --0,  x2 x ~ g ( x ) f f i r x ~ O }  • 

= {(y* + ]*(z*), T ' z *  -- x*)]y* ~ O, z* ~ O, x*x ~ g  (x) ]fir alle x ~ 0} •  

D~s Funktional h* (x*) ergibt sich als 

(13) h* (x*) = inf{/* (z*)l T* z* -- x* = x*, z* ~ 0, x* x ~ g (x) ffir x ~ 0}. 

Verwenden wir dies in den starken Dualitatsaussagen des w 3, so ergibt sich fiir die 
verallgemeinerte EISENBE~Gsche Aufg~be: 

Starker Existenzsatz: Besitzen beide Au/gaben (1) und (2) zuldssige LSsungen, 
so gilt: 

1. Ist die Menge S = ((y* ~-]*(z*), T ' z *  - - x * ) e R •  , 
x* (x) ~ g (x) fi~r aUe x ~ 0} schwach* abge~chlossen, so ist sup g (x) ~ rain ]* (z*), 
d.h. die duale A u/gabe besitzt eine optimale L6sung. 

2. Ist die mittels des Funlctionals h*(x*) (13) und der Mengen (10) und (11) 
gebildete Menge [h*, C* -- D*] schwach* abgeschlossen, so ist sup g (x) ~ inf /*  (z*). 
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Sta rke r  Dual i t~i tssatz:  [st das Supremum der Zielfunktion der prim/iron A u/gabe 
endlich, so gilt: 

1. Ist die Menge S ---- ((y* ~- ]*(z*), T ' z *  -- x*) e R x X *  ]y* >= O, z* >--_ O, 
x* (x) >= g (x) ]i~r alle x >= 0} schwach* abgeschlossen, so ist sup g (x) ---- ra in  f* (z*), 
d.h. die duale Au/gabe besitzt eine optimale L6sung. 

2. Ist die mittels des Funl~tionals h* (x*) (13) und der Mengen (10) und (11) 

gebildete Menge [h*, C*  - -  D * ]  schwach* abgesehlossen, so ist sup g (x) ---- i n f / *  (z*). 

5. Ein Beispiel einer nicht-linearen Eisenbergschen Au/gabe 
Es sei L2(I) der Raum der quadratisch-Lebesgue-integrablen Funktionen fiber dem 

Intervall  I ~ [0, 1]. Es sei X ~ Z = L2(I), T die identische Abbildung yon X in Z. Der 
/ 1 \1/2 

Raum sei wie iiblieh durch die Norm ]lxl] = (~x2(t)dt)J topologisiert. Dann isg aueh 

X* = Z* ~ Le (I);  versehen wit ihn mit  der g]eiehen Topologie, so ist X**  = Z** = L2 (I). 
Als Kegel der positiven Elemente definieren wir in allen Rgumen 

K = {x(t) ~ 0 fiir fast allo to[0,  1]}. 
1 

Da jedes lineare Funktional x* (x) -~ S x* (t)x(t)dt is~, lau~et die EISH:gBER(~sehe Aufgabe f'fir 
f*(z*)---- tlz*[I und konkaves g(x): 0 

Bestimme Sup ff(x) l x(t) >=0, Sz*(t)x(t)dt  ~ z*~(t)dt fiirz*(t) :>0  . 
o 

Set~zt man in der zweiten Nebenbedingung z*(t) ~ x(t), so folglb hieraus fiir x(t) ~ 0 als 
Nebenbedingungen der Aufgabe: 

1 
(14) x(t) >= o, S x2(t)~t <= 1. 

o 
Ist  umgekehrt (14) erffillt, so folg~ aus der Sehwarzschen Ungleichung wieder die zweite 

Nebenbedingung der Aufgabe; beide Bedingungen sind also gleiohwertig. Infolgedessen lautet 
unsere Optimierungsaufgabe: 

1 

1 
In  dieser Aufgabe ist die zweite Nebenbedingung sieher nieht linear. Sie besagt~: Es gibt 

1 
einen 0perat~or A : X - + / ?  - -  niimlieh ~ x2(t)dt --  mit  der Bedingung 0 ~ A x  ~ 1. Dieser 

o 
Operator ist~ natiirlieh nieht linear, da A x = A (--  x), also + --  A x ist fiir x 4: 0. Die zu (15) 
duale Aufgabe lautet:  

f /  1 \x/2 ~ ] 
(16) BestimmeInf l l  ~o Z*2(t)dt ) ]z*(t) >= O, ~z*(t)x(t)dt ~g(x(t)) ffirallex(t) >= O I 

Setzt man g(x) = x~(x), so l~Bt sieh die zweite Nebenbedingung in (16) zu z* (t) >~ x$(t) 
reduzieren, und die Aufgaben: 

Bestimme Sup x;(t) x(t)dt[x(t) ~ 0, j 'x~(t)dt =< 1 
o 

Besgimme Inf  z*g(t)dt Iz*(t) ~ O, z*(t) ~ x~(t) 

sind dual zueinander. Ihre optimalen LSsm~gen sind 
/ 1 \-1/2 

x(t) ~ x~(t) l ~n x~2(t)dt) , z*(t) ---- x~(t). 

Beide Aufgaben haben die gleichen Extremalwerte. 
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