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Einleitung

In den letzten zwanzig Jahren ist eine grofie Zahl von Arbeiten und Mono-
graphien iber lineare und nicht-lineare Programmierungsaufgaben, d.h. iber
Optimierungsaufgaben in endlich-dimensionalen Vektorrdumen erschienen. Nur
selten hat man dagegen versucht, die dabei erzielten Ergebnisse auf Optimierungs-
aufgaben in topologischen Vektorrdumen zu iibertragen; die wesentlichsten
Untersuchungen in dieser Richtung stammen von Hurwicz, BraTroN, DUFFIN
und KRETSCHMER.

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir nun Optimierungsaufgaben in
reellen lokalkonvexen topologischen Vektorrdumen. Dabei verstehen wir unter
einer Optimierungsaufgabe in einem topologischen Vektorraum das folgende:

Gegeben sei ein topologischer Vektorraum X, eine Teilmenge € von X und ein
Funktional f. Die Aufgabe lautet:

Bestimme Inf{f(z)|zeC}.

Ahnlich wie im Fall der Optimierungsaufgaben in endlich-dimensionalen
Vektorrdumen beschrinken wir uns auf konvexe Optimierungsaufgaben, d.h. wir
verlangen, dall C eine konvexe Menge und f ein konvexes Funktional ist.

Es ist bekannt, dall Hurwroz seiner groflen Arbeit einen allgemeineren Begriff
einer Optimierungsaufgabe zugrundelegt. Anstatt konvexe Funktionale f zu
betrachten, untersucht er Aufgaben, bei denen der Operator f den topologischen
Vektorraum X in einen geordneten topologischen Vektorraum Y — bei uns den
reellen Zahlkorper B — abbildet; f muB dann ein sogenannter konvexer Operator
sein. Eine kurze Beschreibung seiner Fragestellung findet man in §1 unserer
Arbeit. Wir beschréanken uns aus folgenden Griinden auf den hier angegebenen
einfacheren Begriff einer Optimierungsaufgabe:

Die Dualitdtsaussagen der Programmierungsaufgaben lassen sich auf die hier
untersuchte Aufgabe, nicht aber auf die Hurwiczsche Aufgabe iibertragen, so daB
dieser Aufgabenbegriff fiir Teil I der vorliegenden Arbeit unbrauchbar ist. Nun
wird in Teil IT der Sattelpunktsatz von Kvax und TockER behandelt. Unter recht
starken Voraussetzungen 16t sich — wie HurwIcz gezeigt hat — der Sattelpunkt-
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satz zwar noch fiir die Hurwiczsche Aufgabe beweisen. Die Dualitédtstheorie von
Teil I zeigt aber, dafl der Sattelpunktsatz fiir die hier untersuchte Aufgabe auch
noch unter schwécheren Voraussetzungen gilt. Da schliefllich in den Anwendungen
kaum Aufgaben auftreten diirften, die allgemeiner als unsere Aufgabenstellung
sind, liegt es nahe, sich auf die hier angegebene Aufgabenstellung zu beschriinken.
Die Theorie gewinnt dadurch an Einfachheit und Geschlossenheit.

Die Arbeit baut sich folgendermafBien auf:

Im ersten einleitenden Paragraphen definieren wir den Begriff der Opti-
mierungsaufgabe und stellen die nétigen Hilfsmittel fiir die weiteren Unter-
suchungen bereit.

In den beiden folgenden Paragraphen, dem Hauptteil der Arbeit, untersuchen
wir Dualititsaussagen bei Optimierungsaufgaben in topologischen Vektorrdumen.
Nun hat sich bei Programmierungsaufgaben, d.h. bei Optimierungsaufgaben in
endlich-dimensionalen Vektorrdumen, das FENcHELsche Konzept der konjugierten
Funktionen als allgemeinster und natiirlichster Zugang zur Dualitidtstheorie
erwiesen. Wie ich in einer fritheren Arbeit nachgewiesen habe, folgen alle bisher
bekannten Dualititsaussagen bei Programmierungsaufgaben aus den Sétzen der
Fexcurrschen Theorie. Wir verallgemeinern daher die FENcagLsche Theorie auf
lokalkonvexe topologische Vektorrdume; dabei zeigt sich erst die volle Allgemein-
heit und Schonheit des FENCHELschen Ansatzes.

In §2 definieren wir zunichst das konjugierte Funktional eines konvexen
Funktionals und beweisen hieriiber einige Hilfssétze.

In § 3 wird dann zu einer Optimierungsaufgabe ihre duale Optimierungsanfgabe
erklirt: Wahrend die primire Aufgabe die Maximierung eines konkaven Funk-
tionals im Raume X fordert, verlangt die duale Aufgabe die Minimierung eines
konvexen Funktionals im Raume X *, dem Raum der stetigen linearen Funktionale
von X. Die Dualititsaussagen verkniipfen beide Aufgaben. Wahrend der Beweis
der schwachen Dualititsaussagen relativ einfach ist, verlangt der Beweis der
starken Dualititsaussagen die Herleitung des unangenehmen Hilfssatzes 10; sein
Analogon fiir endlich-dimensionale Vektorrdume wurde von FENCHEL und KARLIN
nicht richtig angegeben. Obgleich die zusétzlichen Voraussetzungen der starken
Dualitétsaussagen recht listig sind, zeigen sie doch, daf derartige Aussagen noch
fiir Aufgaben gelten kénnen, deren Variationsbereich keinen inneren Punkt besitzt.
Solche Variationsbereiche treten héufig auf, z.B. enthidlt schon im Lz — dem
Hilbert-Raum der quadratisch-Lebesgue-integrablen Funktionen — der Kegel
der positiven Funktionen keinen inneren Punkt.

Die praktische Bedeutung der Dualitétstheorie liegt im folgenden: Hat man
zulissige Lésungen fiir die primére und die duale Aufgabe und nimmt die Ziel-
funktion fiir diese Losungen den gleichen Wert an, so hat man bereits optimale
Losungen gefunden.

Fiir lineare Optimierungsaufgaben, die wir im vierten Paragraphen behandeln,
158t sich die Theorie stirker konkretisieren. Es wird gezeigt, dal die zu der priméren
Aufgabe

Bestimme Sup {z§ (z)|# = 0, T» < 20}
duale Aufgabe die gleiche Gestalt hat:

Bestimme Inf{z*(20) [z* = 0, T*z*=af}.
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Hierbei sind z und zp Elemente geordneter lokalkonvexer topologischer Vektor-
raume X und Z; o und 2* sind Elemente ihrer adjungierten Riume X* und Z*1.
T ist ein stetiger linearer Operator von X in Z, T'* sein adjungierter Operator. Die
Spezialisierung der allgemeinen Dualitédtsaussagen aus § 3 auf diese linearen Opti-
mierungsaufgaben bereitet nun keine Schwierigkeiten mehr. In der bisherigen
Literatur sind nur derartige lineare Optimierungsaufgaben behandelt worden;
Teilaussagen unserer Dualitidtsaussagen waren bekannt.

Konkrete nicht-lineare Programmierungsaufgaben auf Optimierungsaufgaben
in topologischen Vektorraumen zu iibertragen, ist nicht so ohne weiteres moglich.
Z. B. braucht man fir das Analogon einer Programmierungsaufgabe mit quadra-
tischer Zielfunktion und linearen Nebenbedingungen ein geeignetes Skalarprodukt
des topologischen Vektorraumes. Selbst wenn es existiert, was nicht notwendig ist,
ist es im allgemeinen nicht méglich, die duale Aufgabe zu berechnen. Eine gewisse
nicht notwendig lineare Optimierungsaufgabe, die von EISENBERG fiir endlich-
dimensionale Vektorrdume angegeben worden ist, 148t sich jedoch auf topologische
Vektorrdume verallgemeinern. Thre duale Aufgabe wird im § 5 bestimmt. Es folgt
ein Beispiel einer nicht-linearen Aufgabe im Ls.

Im Teil II der Arbeit sollen der allgemeine Sattelpunktsatz (das allgemeine
Kuhn-Tucker-Theorem) und Anwendungen der Theorie behandelt werden.

AbschlieBend méchte ich Herrn Prof. Dr. H. ScausEerT fiir das Interesse danken, das er
meiner Arbeit zuteil werden lieB. Neben anderen Anregungen geht der Hilfssatz 8 auf ihn
zuriick, der sich als Schliissel zu den weiteren Untersuchungen erwiesen hat.

AuBlerdem danke ich der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die finanzielle Unter-
stiitzung, die mir die Abfassung dieser Arbeit ermdglichte.

§ 1 Optimierungsanfgaben in topologisehen Vektorriumen

1. Reelle topologische Vektorréume

Bei den folgenden Definitionen beziehen wir uns auf die Biicher von Kérag
und BoURBAKI. Man findet die gleichen Definitionen in den meisten der im Lite-
raturverzeichnis angegebenen Lehrbiicher tber topologische Vektorriume und
Funktionalanalysis.

Ein Vektorraum — oder auch linearer Raum — X i{iber dem Korper R der
reellen Zahlen heillt topologischer Vektorraum — topologischer linearer Raum —,
wenn auf X eine separierte (Hausdorffsche) mit den linearen Operationen vertrig-
liche Topologie ¥ erklart ist. Im einzelnen bedeutet das, daB die Operationen
{#1, 22) = 21 + 22 von X X X — X und (o, ) - ez von BxXX — X stetig sind.
Wir betrachten in dieser Arbeit nur reelle topologische Vektorriume.

Es seien X und Z topologische Vektorrdume, © cX und R cZ gewisse Teil-
mengen. Ist ein Operator 7' — d.h. eine Abbildung — von X in Z erklirt fiir alle
ze D und ist T(D) = R, so nennt man P den Definitionsbereich (domain) und
R den Wertebereich (range) von T'. Gilt fiir den Operator

T(x1 -+ x2) = T(x1) + T (xe) fiir alle 72,21+ 226D
(1) T(ax) =aT (x) fir reelles o und z,0xcD,
so nennt man den Operator linear.

1 Mit dem Index 0 werden feste Elemente bezeichnet.

7*
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Operatoren, die einen topologischen Vektorraum in den Kérper der reellen
Zahlen — in die reelle Gerade — abbilden, bezeichnet man als Funktionale.

2. Optimierungsaufgaben in topologischen Vektorrdumen

Es sei X ein topologischer Vektorranm, C eine Teilmenge von X, f(z) ein
Funktional mit Definitionsbereich C. Als Minimierungsaufgabe bezeichnen wir die
Aufgabe:

2) Bestimme Inf {f(x)|xeCcX};
entsprechend als Maximierungsaufgabe:
(2" Bestimme Sup {f (z)|xeCcX}.

Anmerkung. HUrRWI0Z betrachtet in [13] die folgende allgemeinere Optimierungsaufgabe:
X und Y seien topologische Vektorrdume, in 4 C Y sei eine transitive, bindre Relation g
gegeben, geschrieben a’ga’ fiir @, a”’ € 4. Ein Element apc A heillt g-maximal in 4, wenn
aus agayp folgt agga fir allea € A. f(x) sei ein Operator von X in ¥, C eine Teilmenge von X.
In der Menge Yy = {y = f(x)|2 € C} betrachtet man die g-maximale Teilmenge

Fo= {yo€ Yo|yoyo impliziert yooy fiir alle y € Yo}.

-1
Gesucht wird dann die Urbildmenge f(Y)), ihre Elemente nennt man g-maximal. Setzt man
Y = R, so besagt die Hurwiczsche Aufgabe: Man bestimme diejenigen x € C, fir die die
Aufgabe (2’) ihr Supremum annimmt. Fiir eine Diskussion dieser Fragestellung verweisen wir
auf die Einleitung.

3. Konvexe und konkave Optimierungsaufgaben in lokalkonvexen topologischen
Vektorrdumen

Eine Teilmenge C' eines topologischen Vektorraumes heiit konvex, wenn mit
21, 22€C und 0 < 9 <1 auch 9z1 + (1 — P)xe € C ist.

Gibt es in einem topologischen Vektorraum eine Umgebungsbasis der 0, die
aus symmetrischen, konvexen Mengen besteht, so nennt man den Raum lokal-
konvex. Wir werden uns in den folgenden Untersuchungen auf lokalkonvexe topo-
logische Vektorrdume beschrinken, da in allgemeineren Réumen der duale
Raum — der Raum der stetigen linearen Funktionale — nur aus der 0 bestehen
kann (s. KOTHE).

Ein Funktional f(z) von X in den Korper der reellen Zahlen B nennt man
konvex iiber einer konvexen Menge C, wenn fiir z1, 25 € C, 0 < ¢ < 1 gilt

®3) f@x1 + (1 — F)we) = Ff(w1) + (1 — P)f(x2) .
Das Funktional heiBt konkav iiber €', wenn — f () konvex ist tiber C.

Als konvexe Minimierungsaufgabe bezeichnen wir die Aufgabe:
4) Bestimme Inf{f(z)|zeCcX,f(z)konvex, Ckonvex}.

Entsprechend definiert man konkave Maximierungsaufgaben. Alle Aussagen der
Arbeit betreffen konvexe bzw. konkave Optimierungsaufgaben.

4. Beschreibung der konvexen Menge C

In der Theorie der linearen Optimierungsaufgaben in endlich-dimensionalen
Vektorraumen, die wir entsprechend dem englischen Sprachgebrauch kurz als
lineare Programmierungsaufgaben bezeichnen wollen, wird die jeweilige Menge C'



Optimierungsanfgaben in topologischen Vektorrdumen I: Dualititstheorie 93

durch Bedingungen der Art

n
) =0 fir i=1,...,n; Zakixi——bkgo fir k=1,...,m

i=1

beschrieben. Wir missen dies auf topologische Vektorrinme tibertragen.
Eine Teilmenge K eines topologischen Vektorraumes X bezeichnet man als
Kegel (mit 0 als Scheitel), wenn aus

zeK, a=0 folgt azek.

Der Kegel heiit konvex, wenn dariber hinaus aus
1,206 K folgt 1+ 26 K.

Ein konvexer Kegel K c X erméglicht uns die Einfithrung einer bindren,
reflexiven und transitiven Relation, kurz einer Ordnungsrelation, die wir durch =
oder genauer =g bezeichnen:

Sind x1, xe € X, so gilt z1 = g (genaver ¥, =g x2) genau dann, wenn x; — z2€ K
tst.

Ist ein konvexer Kegel ausgezeichnet, so nennt man den Vektorraum geordnet.

Die Nebenbedingungen (5) lassen sich nun folgendermafen verallgemeinern:

1. In X ist ein konvewer Kegel K gegeben, der C enthdlt; es ist also x =g 0.

2. Es gibt einen geordneten topologischen Vektorraum Z, der Kegel der positiven
Elemente von Z sei K, und eine Abbildung T von X in Z. Gefordert wird:

Bsist T(C)=g0, dh T(C)cK,.

5. Der duale Raum X*

Ist X ein topologischer Vektorraum, so bezeichnet man die Menge der stetigen
linearen Funktionale von X als seinen dualen Raum X ¥, seine Elemente als x*.
Dabei versieht man die reelle Gerade mit ihrer natiirlichen Topologie und definiert
(&F + o) (x) = oF (@) + 2F (x), (@2*)(x) = ax*(2) fir alle xc X und reelles «.
Das Nullelement ist die Abbildung 0%, die jedes x € X auf 0 abbildet. X* ist ein
Velktorraum; fiir lokalkonvexe topologische Vektorriume X 148t sich X* auf ver-
schiedene Art zu einem topologischen Vektorraum machen:

Bei der schwachen® (weak*) Topologic von X* definiert man eine Umgebungs-
basis der 0% durch

Ule, B) = {a*e X*||a*(x)| <& firalle xeB, Bendlich},
bei der ¢ alle positiven Zahlen und B alle endlichen Teilmengen von X durchliuft.

In den Lehrbiichern iiber topologische Vektorrdume wird nun gezeigt:

Versieht man X* mit seiner schwachen® Topologie, so ist sein dualer Raum
X** = X. Die schwache* Topologie ist die grébste Topologie, die dies leistet.

Die feinste Topologie von X*, fiir die noch X** = X ist, ist die sogenannte
Mackey-Topologie. :

Bei der starken Topologie von X* — die man iiblicherweise bei Banach- Riumen
verwendet — definiert man eine Umgebungsbasis der 0% durch

Ule, B) = {z*e X*||a*()| <& firalle xe B, Bbeschrinkt},
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bei der wieder & alle positiven Zahlen und B alle beschrankten Tetlmengen von X
durchliiuft.

(Eine Menge B heillt beschrinkt, wenn es zu jeder Nullumgebung U eine reelle
Zahl o gibt mit BcaU.)

Offensichtlich ist die starke Topologie feiner als die schwache* Topologie von
X*, da ihre Umgebungsbasis die Umgebungsbasis der schwachen* Topologie
umfaBt.

Man findet noch folgende Bezeichnungen:

Versieht man X* mit seiner starken Topologie und ist dann X** = X, so
nennt man X halbreflexiv.

Stimmt dariiber hinaus die starke Topologie von X** mit der Ausgangstopo-
logie von X iiberein, so nennt man X reflexiv.

6. Hyperebenen. Algebraisch-innere Punkte

Eine Teilmenge H eines Vektorraumes X heilt linear, wenn sie gegeniiber den
linearen Operationen (x1, xg) — z1 4 x2 und (o, ) — az (« veell, z1, s, 2 € X)
abgeschlossen ist. Sie heilt maximal, wenn sie eine echte Teilmenge von X ist und
es keine Teilmenge H' + X gibt, die H echt umfafit, d. h. wenn sie vom Defekt 1
ist. Maximale lineare Teilmengen H ¢ X und die dazu parallelen Mannigfaltigkei-
ten zp -+ H nennt man Hyperebenen. (4. B. KoTnE, S. 59.)

Es gilt nun folgender Zusammenhang zwischen Hyperebenen und linearen
Funktionalen (KoTaE, S. 160):

Ist u(x) esn nicht identisch verschwindendes lineares Funktional, so ist thr Null-
raum eine Hyperebene; umgekehrt gibt es zu jeder Hyperebene durch O ein lineares
Funktional, dessen Nullrawm die Hyperebene ist.

Das Funktional ist genau dann stetig, wenn die zugehorige Hyperebene topologisch
abgeschlossen ist. Eine (abgeschlossene) Hyperebene wird durch eine Gleichung
(%) = o gegeben, u (x) ist ein (stetiges ) lineares Funktional.

Wir verwenden noch folgende Bezeichnungen:

Ein Punkt z einer Menge ¢ ¢ X heiBit algebraisch-innerer Punkt von ¢, wenn
es auf jeder Geraden durch x eine Strecke gibt, die x als inneren Punkt enthélt.
Die Gesamtheit der algebraisch-inneren Punkte von C heilit der Kern (core) von
C, er umfaBt die topologisch-inneren Punkte von C.

Die algebraische Hiille (' von C besteht aus allen z € X, zu denen es ein
" € O gibt, so daBl die halboffene reelle Verbindungsstrecke [2', z) € ' ist. Punkte
von (¢, die nicht algebraisch-innere Punkte von C sind, heilen algebraische Rand-
punkte von C. C heifit algebraisch-abgeschlossen, wenn ¢ = C¢ ist. Jeder alge-
braische Randpunkt ist auch topologischer Randpunkt von C.

7. Trennungssiitze

Ist eine Hyperebene durch die Gleichung «(x) = « gegeben, so bestimmt sie
die beiden algebraisch-offenen (bzw. algebraisch-abgeschlossenen) Halbrdume, die
durch u(z) < o (bzw. u(x) < o) und u(x) > « (bzw. u(z) = «) gegeben sind. Man
sagt, zwei Teilmengen 4 und B eines topologischen Vektorraumes werden durch
eine Hyperebene H getrennt, wenn sie in verschiedenen Halbrdumen liegen, d. h.,
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wenn es ein lineares Funktional u(x) gibt mit

sup v (z) < o < infu ().
z€A zeB
Gilt hier an einer Stelle das < Zeichen, so sagt man, H trenne 4 und B strikt.

Fiir die Trennung konvexer Mengen hat man die folgenden Ergebnisse erhalten,
die zum grofen Teil auf dem Satz von Hann-BaNacH beruhen (KoTHE, S. 190/91,
245):

Ty: Stnd A und B konvexe Teilmengen etnes lokallonvexen topologischen Vektor-
raumes, die keine algebraisch-inneren (topologisch-inneren) Punkte gemeinsam
haben und besitzt eine der beiden Mengen A oder B einen algebraisch-inneren (topo-
logisch-inneren) Punkt, so gibt es eine A und B trennende (abgeschlossene) Hyper-
ebene H, die keinen algebraisch-inneren (topologisch-inneren ) Punkt der Mengen A,
B enthiilt.

To: Sind A und B konvexe Teilmengen eines endlich-dimensionalen Vektor-
raumes, die hdchstens Randpunkte gemeinsam haben, so gibt es eine trennende
Hyperebene.

T8: Es sei A eine konvexe abgeschlossene Teilmenge eines lokalkonvexen topo-
logischen Vektorraumes X, B eine zu A disjunkte konvexe kompakte Teilmenge von
X. Dann gibt es eine A und B strikt trennende abgeschlossene Hyperebene.

8. Der duale Kegel

Um einen topologischen Vektorraum X zu ordnen, haben wir in 4. konvexe
Kegel K betrachtet. Im Raum X* definieren wir als dazu dualen Kegel

K* = {x*cX*|o*(x) 20 firalle zeK}.
Wir schreiben entsprechend 4.
2* 2=z O oder kijrzer z* =0 fiir a*ec K*.

Es gilt nun der folgende

Hilfssatz 1: Ist K ein konvexer Kegel eines lokalkonvexen topologischen Vektor-
rawmes X, so gilt: (i) Ist K abgeschlossen und x*(xg) = 0 fiir alle z* € K*, so ist
xo € K. (ii) K* 1t schwach*® abgeschlossen. (i) Ist X** = X und K abgeschlossen,
so st K¥* = K.

Beweis von (i): Ist o ¢ K, so gibt es nach dem Trennungssatz 7'S — indem
man B = zg setzt — eine strikt trennende Hyperebene ' (x) = o mit

¥ (o) < infaf (x).
zeK

Wegen 0 e K ist inf 2 () < 0; da K ein Kegel ist und das Infimum beschrinkt
zeK ’

ist, ist es 0. Es gilt also: #f () =0 fiir alle ze K, d.h. 5§ K* und «f (xo) < 0, was
zU Zeigen war.

Beweis von (ii): Versieht man X* mit seiner schwachen* Topologie, so ist x
vermoge z*(x) ein stetiges lineares Funktional; die schwache* Topologie ist die
grobste Topologie, die dies leistet. Fiir festes « ist daher die Menge der z* e X*,
fiir die #*(z) = 0 gilt, schwach* abgeschlossen. Bildet man den Durchschnitt
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dieser Mengen fiir alle z € K, so ist diese Menge als Durchschnitt abgeschlossener
Mengen abgeschlossen. Dieser Durchschnitt ist aber gerade K*.
Aus (i) und (ii) folgt (iii), da aus der Voraussetzung X** = X folgt:

K** = {x e X|a*(x) = 0 fiir alle 2% € K*}.

§ 2 Konjugierte Funktionale
1. Konjugierte Funktionale von konvexen Funktionalen

Es sei C eine konvexe Teilmenge des lokalkonvexen topologischen Vektor-
raumes X, f(x) ein auf C definiertes konvexes Funktional. Wir bilden im Raum
R x X die Menge

() [/,01={,x)e ExX|weC,y = }(x)}.

Wie man leicht bestitigt, ist [f, C] eine konvexe Menge. Ist diese konvexe
Menge auBerdem topologisch abgeschlossen, so 148t sie sich — wie aus dem Tren-
nungssatz T'S folgt — auch als Durchschnitt der sie enthaltenden abgeschlossenen
Halbriaume darstellen. Nun ist im Raum R x X jede abgeschlossene Hyperebene
von der Form z*(x) -+ y*y = o« mit «* € X*, y*, « € B. Wegen der speziellen
Gestalt der konvexen Menge [f, C] sind, wie wir spiter zeigen werden, die Hyper-
ebenen mit y* = 0 zur Beschreibung dieser Menge ohne Belang. Wir beschranken
uns daher auf die Hyperebenen mit y* + 0 und setzen y* = — 1. Aus Symmetrie-
griinden ersetzen wir o durch y*. Dann definieren wir als zu [f, ] duale Menge
[f, C1* die Menge aller dieser abgeschlossenen Iyperebenen &% (x) — y = y* mit
x*(x) — y < y* fur alle (y, z) € [f, (], oder kiirzer
(2) [f, 01* = {(y*,a*) e Rx X*|a*(x) —y = y* firalle (y,2)e[f,C]}.

Anschaulich gesprochen besteht [f, C]* aus allen Hyperebenen, die unterhalb
von [f, C'] liegen. Gilt nun
z¥(x) —y <y* furalle (y,2)e[f,C],
so muf} natiirlich erst recht
x*(x) — f(x) = y* fir alle zeC
gelten. Alsoist * = sup (z* (x) — f(x)). Wir fithren als Bezeichnungen ein

zel
(3) f*(a*) = sup (¢*(x) —f(2)), OF = {o* e X*|f*(@¥) < oo}.

zeC
In Anlehnung an FENCHEL, von dem diese Definition in endlich-dimensionalen
Vektorrdumen stammt, nennen wir f*(x*) das zu f(z) konjugierte Funktional.
Wir zeigen als erstes den
Hilfssatz 2: Ist O* nicht leer, so ist {* (x*) ein konvexes Funktional mit konvexem
Definitionsbereich C*.
Beweis: Tst f* (2F) < oo, f* () < oo, s0gilt fir0 <9 =1

f* (@t 4 (1 — 9 af) = sup (Paf (v) + (1 — §) a3 (@) — (=

zeC
= ﬁsug (@¥ (@) —f(2)) + (1 — ) sug (-73>2k(-7€) —f(x)

= 9f* (@) + 1 — O f* (),
d. h. C* ist konvex und f* (x*) ist ein konvexes Funktional.
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Mit Hilfe des konjugierten Funktionals f* (x*) bilden wir entsprechend (1) im
Raum R x X* die konvexe Menge

4) [f*, C¥] = {(y* #¥) e RxX X*|y* = f*(a*), a*ecC*}.

Die Definitionen von [f*, C*] und der zu [f, C] dualen Menge [f, C1* verkniipft
der

Hilfssatz 3: Es ist [f, C1* = [f*, C*].

Beweis: 1. Ist (y*, %) e [f, C1*, so gilt x*(x) —y < y* fur alle (y, 2) €[f, C),
also erst recht x* (x) — f(x) < y* furallex e C. Alsoistsup (z* (x) — f(x)) = f*(z*)

endlich und (y*, «*) € [f*, C*)]. zel
2. Ist (y*, 2¥) e [f*, C*], so ist y* = f*(x*) = sup (x*(x) —f(x)), mithin
zeC

y* = o*(x) —f(x) fur alle » € C, also y* = x*(z) —y fir alle (y, x) e [f, €], d. h.
(y*, «*) elf, C1*.

2. Konjugierte Funktionale von konkaven Funktionalen

Es sei g(x) ein konkaves Funktional, definiert auf einer konvexen Menge D,
d. h. —g(z) ein konvexes Funktional auf der konvexen Menge D. Man iibertrigt
dann die obigen Definitionen und erhélt

[9, D] = {(y,2)e Rx X |zeD, y=g()};
dazu definiert man als duale Menge

lg, DI* = {(y*,a*) e Rx X*|a*(x) —y Z y* firalle (y,2)e[g,D]}.

Man zeigt dann wie eben : Bs ist

[g, DJ* = [g%, D*] = {(y*, 2%) e Rx X* |a* e D¥, y* < g* (%)}
mit
g* (%) = inf (2% (z) — g (2)), D* = {a* e X*| g* (&%) > —oo}.
zeD

3. Mengentheorefvsche Eigenschaften von [f, C]

Fiir konvexe Funktionale f(x) und konvexe Mengen €' leiten wir jetzt einige
Hilfssétze her.

Hilfssatz 4: Ist [f, C1 abgeschlossen, so ist [f, C1* nicht leer.

Bewers: Wir wihlen einen Punkt (yg, 20) € Rx X mit %o € 0, yo < f(20). Da
(yo, o) ¢ [f, C] und [f, C] konvex und abgeschlossen ist, gibt es auf Grund des
Trennungssatzes T'S aus § 1,7 eine strikt-trennende abgeschlossene Hyperebene
2* (x) + y*y = o mit

sup (z* (x) + y*y) << o = ¥ (x0) + y*yo.
(y,x)(f,C1

Es kann nicht y* = 0 sein, da sup z*(z) < x* (x9) einen Widerspruch ergibt.
xzeC

Wiére y* > 0, so wiirde das Supremum beliebig gro8, da y beliebig groB sein kann.

Also ist y* < 0; wir konnen y* = — 1 setzen und haben damit gezeigt, daB fiir

dieses z* das Funktional f* (x*) endlich ist.
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Die Voraussetzung des Hilfssatzes 4: ,,[f, O] ist abgeschlossen® ist recht stark
und man kann sich fragen, wann sie erfillt ist. Zur Beantwortung dieser Frage
brauchen wir den Begriff der Halbstetigkeit eines Funktionals. Man gibt folgende

Definition. f(x) ist nach unten halbstetig an der Stelle zg e U, wenn es zu
vorgegebenem g > 0 eine Umgebung U, (¢) gibt, so daB fir alle xe U, (¢) 0 C
gilt: f(x) > f(xo) — &. Ist f(x) nach unten halbstetig fiir alle z € C, so nennen wir
f(x) nach unten halbstetig.

Entsprechend definiert man Halbstetigkeit nach oben; ist f(x) nach oben und
nach unten halbstetig, so ist es stetig. Hiermit gilt der

Hilfssatz 5: (1) Ist C abgeschlossen und f(x) nach unten halbsietig, so ist [f, C]
abgeschlossen. (i) Ist wmgekehrt [f, C] abgeschlossen, so ist [ (x) nach unten halbstetig
fiir alle z € C.

Beweis von (1). Wir miissen zeigen, dafl die Komplementdrmenge von {f, C]
offen ist. Ist (yo, o) ¢ [f, C], so gibt es zwei Fille:

a) xg ¢ C. Dann gibt es wegen der Abgeschlossenheit von C eine Umgebung
Uy, mit Uy, N C = 0. Ist Uy, eine Umgebung von g, so ist Uy, X Uy, eine Um-
gebung von (yo, zg), die zu [f, '] punktfremd ist.

b) 29 € C. Dann ist yo << f(xo). Zu jedem & mit 2 & << f(zg) — yo gibt es dann
wegen der Halbstetigkeit von f(x) eine Umgebung Uy, (&) mit f(x) > f(xo) — ¢
> yo + ¢ fiir alle z € Uy, (¢). Ist Uy, (e) = {y||y — yo| < &}, soist Uy, (&) X Ug,(e)
eine Umgebung von (yg, o), die punktfremd zu [f, C] ist.

Beweis von (ii). Ist [f, C] abgeschlossen, so gibt es zu (]‘ (wo) — —;— R xo> , 2o C,

eine abgeschlossene Hyperebene x* (x) — y = o mib
() o= o*(@o) — f(@0) + 5 >a*(x) —y firalle (y,2)€[f,C]
(siche Beweis zu Hilfssatz 4). Da die Hyperebene y = 2* (x) — « abgeschlossen ist,
das Funktional x* () also stetig ist, gibt es zu ~;— > 0 eine Umgebung U, mit
(6) x* () —oc>x*(xo)—-oc—-% fir alle xeUy,.
Aus (5) und (6) folgt fiir y = f(z), x e C
f(2) > [ (20) + 2% (%) — 2% (20) — 5 > f(wo) — & firalle weUs,
d.h., f(z) ist nach unten halbstetig.

Man kann sich natiirlich fragen, wie weit die Menge [f, C]1* die urspriingliche
Menge [f, C] beschreibt. Eine gewisse Antwort darauf gibt der

Hilissatz 6: Ist die Menge [f, C'] abgeschlossen, so besteht [f, C] genaw aus allen
(y,x) e R X X mit

a¥ @) —y Sy* faralle (y*, a*)elf, O]* =[f* C*].
Beweis. 1. Ist (y, x) e [f, C], so gilt nach Definition von [f, C]*:
a*@) —y=y* firalle (y*%a2%elf,C1*.

2. Tst andererseits (yo, %o) ¢ [f, C], so gibt es nach dem Trennungssatz T'S
aus § 1,7 eine strikt-trennende Hyperebene z (z) + ¥y = oo mit

(N xF @) Fyry S oo <2 (o) + ydyo furalle (y,2)elf,C].
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Ist nun y¥ + 0, so kénnen wir wieder y§ = — 1 setzen, da y§ > 0 nicht moglich
ist. Dann ist aber (xg, 2¢) € [f, C]* und damit der Hilfssatz bewiesen.
Daher ist nur noch zu zeigen:

Istin (7) y& = 0, so gibt es auch eine abgeschlossene Hyperebene x* (x) — y = y*,
die den Punkt (yo, xo) und die Menge [f, C] strikt irennt.

Beweis. Nach Annahme gibt es eine Hyperebene af (x) = y& (wir schreiben

wieder y§ fiir og) mit
zF@) —ys <0 firalle (y,x)elf,C],
g (@o) — y§ > 0.
Weiterhin gibt es nach Hilfssatz 4 sicher eine Hyperebene mit

¥ @) —y—yF <0 firalle (y,2)e[f, O],
2y (wo) —yo —yF =0

(stdnde hier > 0, so wiren wir bereits fertig).
Wir betrachten nun die konvexe Kombination

(8) Bt (@) —y —yf) + (1~ ) (25 (2) — ¥5) -
Fir (g, 2y e[f,Clund 0 < & = 1 ist (8) hochstens 0. Ist

'ﬂ’ — x(;(zo) - ?/5
@y (%0) — yo— (@1(x0) — o — 1)’

soist 0 << ¢ = 1, da der Zihler positiv ist und der Nenner wenigstens so grof} ist
wie der Zihler; fir ¢ = ' geht die Hyperebene (8) durch den Punkt (yo, xo).
Ist nun 0 < & < &, so trennt die Hyperebene (8) den Punkt (yo, zp) und die
konvexe Menge [f, C] strikt, wie die folgende Ungleichung zeigt:

D (@ (o) — yo — yi) -+ (1 — 8) (27 (xo) — ¥3)
= (0 — &) (xl (zo) — Yo — ?/1) + & (xl (x0) — yo — ¥1 ) +
+ (1 — &) (@ (o) — ¥§) -+ (& — &) (af (wo) — y5) > 0,

da der zweite und dritte Bestandteil wegen der Definition von ¢ zusammen 0
ergeben, der erste positiv und der letzte echt groBer als 0 ist.

4. Topologische Bigenschaften von [f, C1 und [f, C1*

Wir haben in § 1,5 verschiedene Topologien fiir X* definiert. Ist nun X* so
topologisiert, daB fir seinen dualen Raum X** = X gilt, so ergibt der Hilfssatz
6 den

Hilfssatz 7: (i) Ist X** = X, [f, C] abgeschlossen, so ist [f, C] = [f, C]¥*.
(i) Ist X** = X, so ist [f, C1** die abgeschlossene Hiille von [f, C].

Beweis von (i). Da X** = X ist, ist jedes stetige lineare Funktional von X*
von der Form x**{(x*) = 2* (x). Die Aussage des Hilfssatzes 6 148t sich auch so
schreiben: [f, C] besteht genau aus allen (y, #) = (y, #**) € R X X mit 2¥* (z*) —
— y* < y fiir alle (y*, x*) € [f*, C*]. Das ist aber gerade die Definition (2) der zu
[f*, C*] dualen Menge [f*, C*]* = [f, OT**.
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Bewets von (ii). Bezeichnet man die abgeschlossene Hiille von [f, C'] durch
Uberstreichen, so gilt offensichtlich

[f, C1cIf, O] c[f, O1**.

Wendet man hierauf die Operation der Bildung der dualen Menge zweimal an, so
folgt wegen (i):

[f, C1** clf, CT** =[f, CT c[f, OT**** = [f, C1**,

d.h. [f, O] = [f, C]**.
Uber die Abgeschlossenheit der dualen Menge [f, C'1* zeigen wir den
Hilfssatz 8: [f, O* ist abgeschlossen beziiglich jeder Topologie von X*, die feiner
als die schwache® Topologie 1ist.

Beweis. Man betrachte zu festem (y,z)e[f,C] die Menge aller (y*,z*)e B x X*
mit
9) a* (@) —y*—y =0.

Versieht man nun X* mit seiner schwachen* Topologie, R mit seiner natiir-
lichen Topologie, so hat man damit auch R X X* mit seiner schwachen* Topologie
versehen. Ist nun ein Raum X* mit seiner schwachen* Topologie versehen, so ist
jedes x vermoge x* () ein stetiges lineares Funktional von X*. Die schwache*
Topologie ist die grobste Topologie, die dies leistet. Infolgedessen stellt die linke
Seite von (9) ein stetiges lineares Funktional von R x X* dar. Daraus folgt, daB
die Menge aller (y*, z*), die (9) gentigt, abgeschlossen ist. Bildet man nun den
Durchschnitt all dieser abgeschlossenen Mengen iiber alle (y, ) € [f, C], so ist
diese Menge als Durchschnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen. Nach der
Definition (2) von [f, C]* ist sie genau [f, CT*.

Aus Hilfssatz 8 folgt wegen Hilfssatz 5 der

Hilfssatz 9: f* (x*) ist nach unten halbstetiq beziiglich jeder Topologie, die feiner
als die schwache® Topologie von X* ist.

Fir die spateren Sétze ist es wichtig, ob [f, C] innere Punkte besitzt. Hat nun
[f, C] innere Punkte, so braucht [f, CT* keinesfalls innere Punkte zu besitzen, wie
das folgende Beispiel zeigt:

Es sei X = (0, 1) die Menge der iiber [0, 1] stetigen reellen Funktionen. X* ist dann
nach einem Satz von F. R1Esz isomorph der Menge der reellen normalisierten Funktionen von
beschrinkter Variation. (z* (£) € X * heifit normalisiert, wenn z* (0) = 0 und &* (f - 0) = 2*(f)
fiir ¢ & (0, 1) ist.) Man topologisiert die Rdume X und X* durch die Normen

n =

Jo@)] —sup|e@®)], [o*©)] = Varo* () = sup 3 0% (6) — * (tr-1)
te[0,1] 1

Dabeiist 0 =8y =#; =< -++ =< fy—1 = t, = 1 eine beliebige endliche Zerlegung von [0, 1].
Es sei nun
f®) =0, C={x@) =0 firallete[0,1]}.

1
Da nun jedes stetige lineare Funktional von X als Stieltjes-Tntegral [ z(f)dxz* () dargestellt
(4]

werden kann, miissen wir
1
Fra) =sup [ a(t)de* )
2t =00



Optimierungsaufgaben in topologischen Vektorrdumen I: Dualititstheorie 101

bestimmen. Offensichtlich ist
fFa*) =0, C*={r*ecX*|x*({) nicht-zunehmend};

ist ndmlich x* (f) in einem Teilstiick von [0, 1] zunehmend, so ist das Supremum nicht endlich.

C besitzt innere Punkte, z. B. die Funktionen z(t) = « > 0. Ist ndmlich ¢ < , so bilden
die Funktionen z(f) = x(t) + »(f) mit |« (f)| < e eine in ¢ enthaltene Umgebung von z(f).
(Bsist |z(t)| = |«@) + ()| = |x@)] — |«@)| > 0 fir alle t [0, 1]).

C* besitzt keine inneren Punkte: Man braucht ein z*(f) nur an einer Stetigkeitsstelle
etwas zu vergroBern. Die neue Funktion unterscheidet sich dann um beliebig wenig von der
alten Funktion beziiglich der Norm [«* ()| = Var a*(f); sie ist aber nicht mehr nicht-
zunehmend.,

§ 3 Dualitiitsaussagen
1. Die schwachen Dualititsaussagen

Es sei f(x) ein konvexes Funktional, definiert auf einer konvexen Menge C,
g(x) ein konkaves Funktional, definiert auf einer konvexen Menge D. Es sei
[f, C1* =[f*, C*1, [g, DI* = [g*, D*]; wir setzen voraus, daB diese Mengen nicht
leer sind.

Wir stellen die folgenden Aufgaben:

Primdires Problem: Bestimme  sup(g(x) — f(x)),
xzeCND

Duales Problem: Bestimme inf(f*(x*) — g*(x*}).

z*eC*nD*

Wir bezeichnen nun ein z € C N D bzw. x* € C* N D* als eine zuldssige Losung
der entsprechenden Aufgabe. Nimmt die Aufgabe fiir diese zuldssige Losung ihr
Supremum oder Infimum an, so bezeichnet man die Losung als optimal.

Die Dualitdtsaussagen sind von zwei wesentlich verschiedenen Aussagetypen:
Bei den Existenzsitzen schliet man aus der Existenz zulissiger Losungen auf die
Existenz einer optimalen Losung eines Problems und die Gleichheit des Wertes
von Supremum. und Infimum der beiden Aufgaben. Beim Dualititssatz schlieSt
man aus der Endlichkeit des Supremums der primiren Aufgabe auf die Existenz
einer optimalen Losung der dualen Aufgabe.

Genauer gilt der

Schwache Existenzsatz: Sind € N D und C* 0\ D* nicht leer und gibt es ein
x e C N D, das innerer Punkt von C oder D ist und ist das dazugehirige Funktional
f(%) bzw. g (x) an dieser Stelle x stetig, so ist

sup (g (z) — f (x)) = min (f* (z*) — g*(2*)).
zeCND z*eC*n D*

AuBerdem gilt der

Scehwache Dualitiitssatz: Gibt es ein x € C N D, das innerer Punkt von C oder D
ist und ist das dazugehérige Funktional f(x) bzw. g (x) an dieser Stelle x stetig, so gilt:
Ist sup(g(x) — f(z)) endlich, so besitzt die duale Aufgabe eine optimale Losung mit

zeCnD
sup (g (z) — f(x)) = min (f* (a*) — g*(z*)).
zeCND z*eC*ND*

Bedauerlicherweise sagt dieser Satz nur etwas iiber das sup (g (x) — f(z)) aus.
zeCND
Das folgende Beispiel zeigt, daf schon im Falle, daB X = R ist, das Supremum
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nicht angenommen zu werden braucht:

¢ =D=TI1, o), f(x)z-gl;, gl@) = —

q [~

; dann ist

—9/—2* fir O=a*>=—1
C% = (— oo, 0], F*@*) =
2%

-1 fir —1=az%
2)/x* fir 0<a*=<1
D* = [0, =), g*(x*) =
z* 4+ 1 fiir 1< a*.

2
sup (9(x) —f(z)) = sup ( — —5) = 0 wird fiir endliches  nicht angenommen.

mf(f* (%) — g*(z*)) = 1nf 2y —x* — 2 %) = 0 wird fiirr #* = 0 angenommen.
% =

Allerdings kann man fiir Riume X, fiir die X = X** gilt, durch zweimalige
Anwendung des schwachen Existenzsatzes und unter Beachtung von Hilfssatz
7 (i) das folgende Korollar zeigen:

Korollar zum schwachen Existenzsatz: Ist X = X** und [f, C] und [g, D]
abgeschlossen, so gilt:

Gibt es ein x € C N D, das innerer Punkt von C oder D ist und ein x* € C* N D*,
das innerer Punkt von O% oder D¥ ist und sind von den Funktionalen f(x), g(%),

f*(@*®), g*(x*) die zwei, deren Definitionsbereich einen inneren Punkt x bzw. x*
besitzt, an dieser Stelle stetig, so ist

max (g (z) — f(z)) = min(f* @¥) — g*(@*)).

zeCnND x*eC*ND

2. Beweis der schwachen Dualititsaussagen

Beweis des schwachen Existenzsatzes:
1. Ist 2* e 0* N D*, so gilt
f*(@*) = 2*(x) — f(z) firalle zeC,
g¥(x*) < x*(x) —g(z) furalle zeD, also
fEx*) —g*(@*) = g@) — f(z) firalle 2eCnD, d.h
inf(f* (%) — g* (2%)) Z sup (g (2) — ().

z*eC*ND* zeCND
Hieraus folgt, daf Infimum und Supremum endlich sind.
2. Wir setzen jetzt § = sup(g(») — f(z)) und fi(z) = f(x) + S. Dann ist das

xeCND
konjugierte Funktional von f1(x)

fi @) =Sug(w*(x) —f@) —p) =[*@=*)—F.

Die beiden konvexen Mengen [f1, C] und [g¢, D] haben keine algebraisch-inneren
Punkte gemeinsam. Da wir vorausgesetzt haben, dall eine der beiden Mengen C
oder D einen inneren Punkt z besitzt und das zu dieser Menge gehorige Funktional
an der Stelle x stetig ist, besitzt eine der beiden Mengen [f1, C] oder [g, D] einen
inneren Punkt. Daher gibt es eine trennende abgeschlossene Hyperebene z* (z) -
4 y*y = o, bei der y* + 0 sein muB. Wire nimlich y* = 0, so projizieren wir
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R x X auf X; dabei gehen [f1, ('] und [¢, D] in C und D iiber und die Hyperebene
¥ (x) = « trennt die beiden konvexen Mengen ¢ und D. Dies ist aber nicht méog-
lich, weil es ein z € C N D gibt, das algebraisch-innerer Punkt von C oder D ist.

Wir kénnen also wieder y* durch — 1 ersetzen und haben die trennende
Hyperebene i (x) — y = ag erhalten, die Stiitzhyperebene der beiden Mengen
[f1, C] und [g, D] ist. Infolgedessen ist

oo = ff (@) = f*(@f) — f und auch oo =g*(2f);
bei Beachtung der Definition von § erhalten wir also:
B = sup(g(x) — [{@)) = f*(27) — g* (&) = Inf(F* (@*) — g*(¥)).

zeCND z*eC*nD*
Aus den Teilen 1. und 2. folgt die Behauptung, da das Infimum an der Stelle ¥
angenommen wird.

Beweis des schwachen Dualitédtssatzes. f sei wieder wie eben definiert und
f1(x) = f(z) + B. Die beiden konvexen Mengen [f1, O] und [¢, D] haben dann keine
algebraisch-inneren Punkte gemeinsam; eine der beiden Mengen besitzt einen
topologisch-inneren Punkt. Sie lassen sich also durch eine abgeschlossene Hyper-
ebene trennen. Wie beim Beweis des schwachen Existenzsatzes erkennt man durch
Projektion B X X — X, daB der y*-Bestandteil dieser Hyperebene nicht 0 sein
kann. Also gibt es eine abgeschlossene Hyperebene « (#) — y = ayp, die die beiden
Mengen [f;, C]und [g, D] trennt und Stitzhyperebene beider Mengen ist. C* N D*
ist mithin nicht leer und Anwendung des schwachen Existenzsatzes ergibt die
Aussage des Dualititssatzes.

Anmerkung. Um nachzuweisen, daB eine der beiden Mengen [ f, C'] oder [g, D] einen inneren
Punkt besitzt, wenn ¢ oder D einen inneren Punkt besitzt, haben wir die Stetigkeit des zu-
gehorigen Funktionals an der Stelle # vorausgesetzt. Selbstverstdndlich wiirde es geniigen,
wenn das Funktional iiber einer Umgebung von x beschrinkt wire. Dies ist aber nach

Boureaxr [3] fiir konvexe Funktionale gleichwertig mit der Stetigkeit an der Stelle x. Die
Beschriinktheit ist also keine Abschwichung der Stetigkeit.

3. Ein Hilfssatz

Die schwachen Dualitédtsaussagen enthalten die unangenehme Voraussetzung,
dal eine der beiden Mengen C oder D innere Punkte besitzen muB. Um noch
Dualitdtsaunssagen zu bekommen, die frei sind von dieser Voraussetzung, beweisen
wir erst einmal den

Hilissatz 10: Fir i=1,2 scien f;(x) konvexe Funktionale mit konvewen
Definitionsbereichen Cy, [f;, C] abgeschlossen und {f;, C;1* = [fF, CF]; weiterhin sei
f®) = f1{x) + f2(®) mit Definitionsbereich C = C1 N Cy und S = [f1, C1]* +
=+ [f2, Col*, d.h.

8= {(f + 9%, oF + 2d) e Rx X*|(yf, a}) e[fi, Cs)* fiir 4 =1,2}

y* = ff («F) + f3 (oF)

und S die abgeschlossene Hiille von S beziiglich der schwachen® Topologie von R X X*.
Dann ist [f, O1* = 8, d.h.

[f1+ fo, C10 Col* = [f1, C1]* + [fa, Cal*.

a* =¥ + aF fiir mindestens ein x¥e CF, ¥ CF
:{(y*,x*)eRxX* 1tz f 1601, a3 2}
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Daraus folgi:
1. Ist 8 schwach*® abgeschlossen, so ist

f* (@*) = min {f{ 2f) + /¥ (@f)|o* = of 4 2%, 2F € OF, e e Cf}, O* =0T+ C.
2. Ist die mit dem Funktional
h* (%) = inf{f} (a}) + ff (ef)|2* = of + of, of € OF, «f e OF}
gebildete Menge [h*, OF 1 C¥] schwach* abgeschlossen, so ist
[¥(@*) = h*(x*) fir a*eC*=C¥ 4 OF.

Zum Beweis von Hilfssatz 10 versehen wir X * mit seiner schwachen* Topologie;
dann ist X** — X (Boursaxki [4], KOTHE). Topologisieren wir dann X ** genauso
wie X, so ist auch X*** — X*,

Der Beweis des Hilfssatzes besteht aus zwei Teilen und der Herleitung der
beiden Folgerungen.

1. S<[f1+ f2. C1 0 Co]* = [f, C]*.
Riir ¢ = 1,2 bedeutet (y, z¥) e[f;, Cs]*:
y¥ = af (@) — fi(x) firalle xe0;.
Durch Addition der beiden Ungleichungen folgt:
y¥ +y¥ = (@F + 1) (@) — f1(x) — f2(2) fiiralle zeCin Cs.
Da definitionsgeméaf
[f1 + fo, C10 Co]* = {(y*, *)|y* Z 2*(2) — f1(z) — fa(2) fiir € C1 N O}

ist, ist S<[fi + f2. C1 N Caol* = [f, C1*. Da diese Menge nach Hilfssatz 8
schwach* abgeschlossen ist, folgt die Behauptung.

2. 8= [f1+ fa, C1NCo]* =[f, C1*.

Umn dies zu beweisen, gehen wir folgendermaflen vor:

S sei eine konvexe Menge von R X X, die die Eigenschaft hat, dal mit (y, )eS
auch alle (7, z) mit § = y zu 8 gehoren. Wir definieren als duale Menge:

S* = {(y*,2*)e R x X*|y* = o*(x) —y firalle (y,x)eS}.
S* enthilt dann mit (y*, *) auch alle (7%, 2*) mit 7* = y*. (Unsere Definition
von [f, C1* ist ein Spezialfall dieser Definition.) Den Hilfssétzen 7 und 8 ent-
sprechend gilt fiir S*:
(1) Ist X** = X, ist S abgeschlossen und S* =% @, so ist S** = §.
(1) S* ist abgeschlossen beziiglich der schwachen® Topologie von X*.
(iil) Ist X** = X, 8* + 0, so ist S** die abgeschlossene Hiille von 8.

Beweis von (iii). Ist ndmlich S die abgeschlossene Hiille von 8, so gilt
S<=S<c8** da S** abgeschlossen ist beziiglich der durch X* induzierten
schwachen Topologie von X** = X und diese Topologie grober ist als die Aus-
gangstopologie von X. Hieraus folgt durch zweimalige Anwendung der *-Operation:

Sxk o §ik — § o gk = k|
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Wir zeigen nun S* < [f1 + f2, C1 N Cz]. Es sei wieder X * mit seiner schwachen*®
Topologie versehen, so daBl X** = X ist. Also ist

§* = {{y,x)e B x X |y = (2f + %) (0) — i — oF, (¥, ) e[}, OFT}

= {0 e Bx X|y = (f (@) — f{ (@*)) + (F (@) — £ (@), «f e OF}.
Da wir vorausgesetzt haben, daB die Mengen [f;, C;] abgeschlossen sind, ist
[fi, O] = [fr, Ca)** = [ff, CF]*. Mithin ist
filx) = sup (x* (&) — [ (z*)).
z*eCf
Fiir den Punkt (y, ) e S*gilt alsox € 01 N Ca, y = f1(x) + fo(@). (st 2 ¢C1N Oy,
8o ist f1(x) -+ fo(z) nicht endlich.) Also ist
S*<c[fi+f2, C1nCe] =1[f, 1.
Bilden wir hiervon die dualen Mengen, so folgt:
S**2[f1 + fa2, C1 0 Co]* =[f, C]*,

d.h. die Behauptung, da S** wegen (iii) die abgeschlossene Hiille S von S ist.

Herleitung der beiden Folgerungen: Da die erste Folgerung evident ist, brauchen
wir nur die zweite zu zeigen:

Ist der Punkt (h* (z*), 2*) ¢ 8, so gehort er als algebraischer Randpunkt von S
za S, da jeder algebraische Randpunkt topologischer Randpunkt ist. Also ist
h*, CF + C¥] = 8. Da andererseits [2*, OF + C¥] nach Voraussetzung schwach*
abgeschlossen und als algebraischer AbschluB von § konvex ist, enthilt es die
abgeschlossene Hiille S von § und ist daher gleich S.

Anmerkung. 1. Obgleich die beiden Komponenten von 8 = [ fi, C1]* + [fa, C2]* schwach*
abgeschlossen sind, braucht S nicht abgeschlossen zu sein, wie das folgende Beispiel zeigt:

1
S = % , T > 0} + [- 2z %< 01 ist die offene obere Halbebene.

2. Ist [A*, Cf 4 O3] schwach* abgeschlossen, so ist es als algebraischer Abschlufl von S
wieder konvex; daraus folgt, dal 2*(z*) ein konvexes Funktional sein muB.

4. Die starken Dualitdtsaussagen

Aus Hilfssatz 10 folgt jetzt der

Starke Existenzsatz: Es seien [ (x) und — g (x) konvexe Funkiionale mit konvexen
Definitionsbereichen C bzw. D, [f, C] wnd [g, D] abgeschlossen.

Sind dann die beiden Mengen C N D und C* N D* nicht leer, d.h. besitzen die
primdre und die duale Optimierungsaufgabe zuldssige Losungen, so gilt:

1. Istdie Menge
8 =[f*,C*] +[ —g* — D¥]
= {(y*, %) e RX X¥|y* = f*(a) — g* (&), a* = af — o}, o e O, s} e D¥}
schwach™ abgeschlossen, so 1st
sup(g () — f{x)) = min(f*(x*) — g*(z*))

zeCND z*ecC*ND*

2. Ist die mit dem Funktional
B* (2%) = inf {{* (2f) — g* (2F) [o* = 2} — ¥, 2¥ c C*, af e D¥}

Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 5 8
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gebildete Menge [h*, C* — D*] schwach* abgeschlossen, so ist
sup (g (&) — f()) = inf (F*(x%) — g* (@*))

zeCnD z*eC*nD
Beweis. Wir setzen in Hilfssatz 10: f1(z) = f(z), =0, f2(z) = — g(x),
Cy = D. Dann ist f¥(z*) = f*@*), Of =C* fi( x* = sup(x*(m) + g(x)
= — inf(— 2*(z) — g(®)) = — g*(— z*), C5 = — D*. Also 1st das zu k(z)
zeD

= f(x) — g(x) beziglich C N D konjugierte Funktional
R¥(2*) = min (f* (@) — g* (f)) bzw. h*(@*) = inf(F*(a]) — g* ()

mit z* = — ¥, 2¥e0*, a¥ecD*. Da es ein z*c0* N D* gibt, ist 0eC* — D*
und daher

1*(0) = min (f* (2%) — g* (&%) baw. h*(0) = inf(/* (@*) — g* (2*)).

z*eC* N D* @*eC* N D*
Andererseits ist A* (x¥) = sup (z* (x) — f(z (%)), also
zeCND
h*(0) = sup (g (x) — [ (x)).
zeCND

Weiterhin gilt der

Starke Dualititssatz: Hs seien f(x) und — g(x) konvexe Funktionale mit
konvexen Definitionsbereichen C bzw. D, [f, C] und [g, D] abgeschlossen. Ist dann
sup (g (x) — f(x)) endlich, so gilt:

zeCND

1. Ist die Menge
S =[f* C*] 4+ [—g* — D*]
= {(y*, 2*) € RXX*|y* = [*(af) — g* (2F), a* = of — af, 2 € O%, af € D¥}
schwach* abgeschlossen, so ist

sup (g (z) — f(x)) = min (f* (@*) — g* (z*)).

zeC’nD x*eO*nD*

2. Ist die mit dem Funkiional
B* (@¥) = inf {j* (o) — g* (@) | 2% = of — 2%, 2} € 0%, af e D¥}
gebildete Menge [h*, C* — D*] schwach™ abgeschlossen, so ist
sup (g (z) — f(z)) = inf (f* (z*) — g* (x*)).

zeCND a*eC*ND*
Beweis. Das zum konvexen Funktional % (x) = f(z) — g(z), x € C N D kon-
jugierte Funktional ist A* (x*) = sup (x* (x) — f(x) + g()) mit dem Definitions-

zeCND

bereich B* = {* € X*|h* (x*) < oo}. Nach Voraussetzung ist 2* (0) endlich, also
ist 0 € E*. Andererseits ist auf Grund der Voraussetzungen und des Hilfssatzes 10
E* = 0% — D*. Aus 0 e E* folgt: Es gibt ein 2* € C* N D*. Anwendung des
starken Existenzsatzes ergibt dann die Aussage des starken Dualitétssatzes.

Durch zweimalige Anwendung des starken Existenzsatzes bekommt man
schlieBlich das
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Korollar zum starken Existenzsatz: Es seien f(z) und — g(2) konvexe Funk-
tionale mit konvexen Definitionsbereichen C bzw. D, [f, C1 und [g, D] abgeschlossen.
Sind dann die beiden Mengen C N D und C* n D* nicht leer, d.h. besitzen die
primdre und die duale Aufgabe zuldssige Losungen und sind die Mengen

= {(y,2)e Rx X |y = f{x1) — g(x2), ® = 21 + @2, ;1 € C, w2 € D}
7% C*] 4+ [— g% — D¥]
= {(y*, a*)e RXX*|y* = f*(af) — g* (o), a* = of — of, af e O*, af e D¥}

abgeschlossen beziiglich der Ausgangstopologie von X bzw. der schwachen® Topologie
von X*, so ist

max (g (z) — f(x)) = min (f* (z*) — g* (z*)),

zeCND z*eC*ND*

d.h. beide Aufgaben besitzen optimale Lésungen.

§ 4 Lineare Optimierungsaufgaben
1. Definition der linearen Optimierungsaufgaben

Es seien wieder X und Z lokalkonvexe topologische Vektorrsume, K, und K,
konvexe Kegel von X bzw. Z. Sind in der Optimierungsaufgabe: Bestimme
Sup {f(z)|2 = 0, T < 2o} das Funktional f(x) und der Operator T stetig und
linear, so nennt man die Aufgabe eine lineare Optimierungsaufgabe. Die Aufgabe
lautet also:

(1) Bestimme  Sup {a ()| # 2,0, T <g zo; T stetig linear} .

Eine lineare Optimierungsanfgabe wird also durch die folgenden fiinf GroBen
beschrieben : Die konvexen Kegel K, < X, K, < Z, den stetigen linearen Operator T
und die festen Vektoren ¥ € X*, zy € Z.

2. Adjungierte Operatoren

Zur Bestimmung der dualen Aufgabe brauchen wir den Begriff des zu 7' adjun-
glerten Operators 7'*; man definiert:

Der adjungierte Operator T* eines stetigen linearen Operators T von X in Z ist
der Operator T* won Z* in X*, der durch T*z* = 2*T oder genauer (T*2%*) (%)
= 2% (T x) definiert ist.

Man kommt hierzu auf folgende Weise: Bildet man z*(7'z), so ist dies ein
lineares Funktional von X; es ist stetig, da 7' und 2* stetig sind. Also ist es ein
Element z* € X*, das man durch T*2* bezeichnet. Die Abbildung 7%:Z% —» X*
ist linear. Damit T'* eine stetige lineare Abbildung von Z* in X* wird, mu8 man
Z* und X* erst topologisieren. Wir haben in § 1,7 die schwache* Topologie von
X* definiert. Man zeigt nun (BourBaxi [4], S. 100 ff, DUNFORD-SCHWARTZ
S. 4754F.):

Versieht man die Riume Z* und X* mit ihrer schwachen® Topologie, so ist der
zu einem stetigen linearen Operator T von X —Z adjungierte Operator T* von
Z* —> X* stetig.

8%
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Ist T'* stetig beziiglich der schwachen™ Topologien von X* und Z*, so bleibt T*
stetig, wenn man Z* und X* gleichzeitig mit ihrer Mackey-Topologie oder ihrer
starken Topologie versieht.

Ist T umkehrbar eindeutig und sind T und T-1 stetig, so sind auch T* und
{T*)y1 = (T-1)* stetig beziiglich der schwachen® Topologic von X* und Z*.

3. Bestimmung der dualen linearen Optimierungsaufgabe

Um die duale Aufgabe zu berechnen, erweitern wir die urspriingliche Aufgabe,
die sich in den Réumen X und Z abspielte, zu einer dquivalenten Aufgabe in den
Riumen

U=XxZ und V=ZxX.

Wir erweitern die Abbildung 7: X — Z zu

— I, 0 z —z
ihre Umkehrung ist dann
1. T . . 1. {0 —I\fz\_ [ —=x \,
@) S1LV=ZxX—>XxZ=0U mit Slv~(lz T)(x)_(z+Tx),

dabei sind I, und I, die identischen Abbildungen von X bzw. Z. Wir versehen
U = XxZund ¥V == Zx X mit ihren Produkttopologien; beide Abbildungen sind
dann stetig. Wir erginzen noch die Vektoren

rgeX* u uf=(af,0)eX*xZ*=U*
zoeZ zu wvg=(20.0)eZXX=7V.

Die konvexen Kegel K, und K, definieren wir durch

(4) K, = Kzx0, Ky=K,xX.
Dann betrachten wir die Optimierungsaufgabe
(5) Bestimme  Sup {uf (u)|u 2,0, Su =<g,vo}-

Ausgeschrieben lautet (5):
(6) Bestimme Sup {#¢(@)|z =k, 0, z2=0, Tw+z=gz2, —xeX}.
Wegen der Definition (4) der konvexen Kegel Ky, K, ist (6) nichts anderes als
die Aufgabe (1); (5) und (1) sind also gleichwertig. § ist jetzt aber eine umkehrbar-
eindeutige Abbildung.
Wir wenden nun die Theorie des § 2 an ; wir setzen
(7) fu) =0 auf O={uecU|Su =<wv},
guw) =ui(w)auf D={ucUju =0}.
Es sind 8 und §-1 stetig, also ist auch §*: V* — U* umkehrbar eindeutig und
stetig beziiglich der schwachen* Topologien von V* und U*. Es ist
f* (u*) = sup u* (u) == sup S*v* (u) = sup (v* (Su — vp) 4 v*{(v0)) ,
Su < vo Su = vo St < vo
also
(8) f¥(u*) = v*(vg) auf C* = {u*eU*|u*=S%v*, »*=0}.
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Tst ndmlich v* = 0, soist v* (Su — vp) = 0; da es nun ein uo gibt mit Sug— vy =0,
ist das Supremum 0. Ist andererseits v¥ 22 0, so gibt es wegen der Definition von
K¥ ein v; = Suz = 0 mit vf (v1) = vFSuy < 0. Dann gilt fir uo — acwg, o > 0:

S(uo — o) — vg = —aSus = 0 und of (8 (uo — au) — vo) = —avf Suy. Die-
ser Ausdruck geht gegen unendlich fiir o, — co.
Weiterhin ist
g* (u*) = inf (u* () — u¥(u)) = inf (u* — u) (w) =0 fir w*=uf.
uz0 uz0
Ist namlich «F — g 2= 0, so gibt es wieder ein w1 = 0 mit (uf — ug)(u1) <0

und (uF — wd) (eu1) — —oo filr o — oco.

Man erhalt also

9) g¥(u¥) =0 fir D*={u*ecU*|u* = uf}.
Aus (8) und (9) folgt: Die zu (5) duale Aufgabe lautet:
(10) Bestimme Inf{v*(vo)|v* =g, 0, S*v* 2k, uf}.

Nun ist U* = X*XZ*, V* = Z*x X*, die zu den konvexen Kegeln K,, K,
(4) dualen Kegel sind

(11 K* = K¥xZ*, K¥f=K}x0.
Weiterhin ist
T*  — I
(12) 8% — <1z, o )

Infolgedessen lautet (10) ausgeschrieben — x* fillt durch die Forderung
x* = 0 wieder heraus —:

(13) Bestimme Inf{z*(20)|2* Zk,+0, T*2* =g, zg} .

4. Ubertragung der Dualititsaussagen
Wir haben damit nachgewiesen, da8 zur Optimierungsaufgabe
(14) Bestimme Sup {«f(#) | 2 20, T2 <z, T stetiglinear}
die duale Aufgabe lautet
(15) Bestimme Inf{z*(z¢) | 2* = 0, T*2* = o, 7T* stetiglinear}.

Dabei werden Z* und X* gleichzeitig mit ihrer schwachen*® oder ihrer starken
oder ihrer Mackey-Topologie versehen.

Man beachte: Bekanntlich ist die Mackey-Topologie die feinste Topologie von
X*, fir die X** = X ist (KoTHE, BourBAKI [4]). Ist die Topologie von X* feiner
als die Mackey-Topologie, so ist die duale Aufgabe von (15) nicht mehr die Auf-
gabe (14). '

Da die Definitionsmengen C und D der beiden Funktionale nach (7)

C={(x,2)eXXZ|Tw+2=kz, —zecX}
D={(x,2)eXxZ|x =2x,0, z=0}

sind und D bestimmt keine inneren Punkte besitzt, lauten unsere schwachen
Dualitétsaussagen:
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Schwacher Existenzsatz: Besitzen beide Aufgaben (14), (15) zuldssige Losungen
und besitzt die primdre Aufgabe (14) eine zuldssige Lisung x, deren Bild 2o — Tz
tnnerer Punkt von K, ist, so ist sup z (x) = min 2% (2¢), d. h. die duale Aufgabe
besitzt eine optimale Lisung.

Schwaeher Dualitiitssatz : Gibt es ewn x € K, dessen Bild 29 — Tz innerer Punkt
von K, ist und ist das Supremum der primdren Aufgabe endlich, so hat die duale
Aufgabe eine optimale Lisung mit sup x} () = min 2* (zg).

Die in den starken Dualitétsaussagen vorkommenden Ausdriicke sind

S = {(y*,a*) e RXX* | y* = 2 (z0), T*2F — of = x*, zl =0,a% = af}
= {(y* + 21 (o), T*2f — af) e RXX* | y* 20,21 =2 0,af = 27},
B* (x*) = inf {F (20) | T*ef — aF = a*,2f = 0, 2% = 2§} .

Da sich an der Abgeschlossenheit der Menge S nichts dndert, wenn wir xf
durch 0 ersetzen, besagen unsere starken Dualitdtsaussagen:

Starker Existenzsatz: Besitzen beide Aufgaben zuldssige Losungen, sind Ky und
K, abgeschlossen, so gilt:

1. Ist die Menge {(y* + 2*(z0), T*2* — a*) e Rx X*|y* = 0,2% = 0,2* =0}
schwach* abgeschlossen, so ist sup z§ (x) = min z* (2q).

2. Ist die mittels des Funktionals h*(x*) gebildete Menge [h*, O* — D*]
schwach* abgeschlossen, so ist sup x§ (x) = inf 2* (2¢).

Starker Dualitiitssatz: Ist das Supremum der Zielfunktion der primdren Aufgabe
endlich, sind K 5, K, abgeschlossen, so gilt:

1. Istdie Menge {(y* + z*(z0), T*2* — a*) € RX X*|y* = 0,2% = 0,2* = 0}
schwach*® abgeschlossen, so ist sup xg (x) = min z* (zg).

2. Ist die mattels des Funktionals h* (x*) gebildete Menge [h*, C* — D*] schwach*
abgeschlossen, so ist sup x} (x) = inf 2* (z0).

SchlieBlich lautet das

Korollar zum starken Existenzsatz: Besiizen beide Aufgaben zuldssige Losungen,
sind K, K, und die beiden Mengen

U={y+a¥@),Te+2eRxZ|y=0, =0, z2=0}
V = {(g* + 2*(20), T*2* —a*) e RxX* | y* =0, 2*=0, 2*=0}

abgeschlossen beziiglich der Ausgangstopologien von X, Z bzw. der schwachen* Topo-
logie von X*, so besitzen beide Aufgaben optimale Lisungen mit gleichen Extremal-
werten.

Sind X und Z endlich-dimensionale Vektorraume und werden die Kegel K, K,
K., K,» durch Hyperebenen begrenzt, so sind die Mengen U und V Polyeder. Da
diese immer abgeschlossen sind, gilt hier an Stelle des starken Dualititssatzes
und des Korollars zum Existenzsatz:

Existenzsatz der linearen Programmierungsaufgaben: Haben beide Aufgaben zu-
lassige Losungen, so haben beide Aufgaben optimale Losungen mit gleichen Extremal-
werten.

Dualititssatz der linearen Programmierungsaufgaben: Besitzt die eine Aufgabe
eine optimale Lésung, so hat auch die andere Aufgabe eine optimale Losung mit
gleichem Extremalwert.
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5. Diskussion der bisher veréffentlichten Literatur iiber lineare Optimierungs-
aufgaben in topologischen Vektorrdumen

Dualitdtsaussagen bei Optimierungsaufgaben in topologischen Vektorriumen
wurden bisher nur von BrRaTTON, DUFPFIN und KRETSCEMER untersucht. BRATTON,
DurriN und KRETSCEMER [I8] behandeln nur lineare Optimierungsaufgaben.
Erst in seiner neueren Arbeit [19] gibt KRETSCHMER auch Paare nicht-linearer
Optimierungsaufgaben an, ohne aber eine allgemeine Theorie zu entwickeln. Man
findet bei den drei genannten Autoren den schwachen und den starken Dualitéts-
satz Teil 1 fiir lineare Optimierungsaufgaben.

Bei Durrixy und KrETSCHMER findet man noch folgende Begriffe:

Die duale lineare Optimierungsaufgabe

Bestimme Inf{z*(20)|2* = 0, T*2* = 2§}

heifit subconsistent, wenn es Filter {x}} c K und {z¥} c K¥ gibt mit lim (7T*2¥ —
— x¥) = xf. Als Sub-Wert (subvalue) bezeichnet man dann m = inf lim 2 (z),
genommen tiber alle zuldssigen Filter {2*}. Beide Autoren zeigen dann:

Das Supremum der primiren Aufgabe ist dann und nur dann endlich mit Extre-
malwert m, wenn die duale Aufgabe subconsistent ist mit Sub-Wert m.

Diese Aussage folgt aus unseren starken Dualitdtsaussagen:
Nach Hilfssatz 10 wissen wir ja, daB die duale Menge zu U = [—af (x), |
x =20, Te <2 gerade S ist. Andererseits ist U* = [A*, H*] mit h*(x*)
= sup (x*(z) + af(z)), H* = {a* e X*|h*(z*) < co}. Laut Voraussetzung ist
220,772 <z
h*(0) = sup x¥ (x) endlich, also 0 € H*.
220, Tx <20
Da sich nun alle z* € § darstellen lassen als z* = T%2F — aF, 2¥ = 0,2F = ¥,
d.h. als o* 4 25 = T*2F — (2f — o) wnd [h*, H*) = § ist, gibt es Filter
{2} c KF und {2¥} ¢ K¥ mit inf lim (T*2f — 2¥) = o}, d. h. die duale Aufgabe
ist subconsistent und hat als Sub-Wert den Extremalwert der priméren Aufgabe.
Ist umgekehrt die duale Aufgabe subconsistent, so gibt es Filter {x}} c K¥*
und {zF} c K¥ mitinflim (T*2} — 2¥) = 2, d. h. Filter {z}} mit {af — a¥}cKE
und {2} = {«f} c KF mit inf lim (7%} — 2¥) = 0. Also ist 0 € H* und damit
h*(0) = sup z§ (x) endlich. Aus dem ersten Teil des Beweises folgt, dafl die
220,Tx <z
Extremalwerte gleich sind.

6. Das Kreischmersche Beispiel eines Paares linearer Optimierungsaufgaben
mit verschiedenen Butremalwerten
Es sei Ly der Raum der quadratisch-Lebesgue-integrablen Funktionen, iiber dem Tntervall
[0,1], 7 seien Elemente des reellen Zahlkorpers R. Das Aufgabenpaar lautet (Krrrscamer[1 8):

1
(16) Maximiere { fatydtlz@y =0, j‘tx(s) ds <, )"lx(s) ds < 2},
0 0 0

1 1
(17) Minimiere { [txt)dt+2r|2t) =0, r =0, fz(s)ds+r= 1}.
0 ¢

Bei der primaren Aufgabe (16) ist X = Lg, Z = Ls X R, bei der dualen Aufgabe (17) also
Z¥ = Le X R, X* = Ls. Die primiire Aufgabe hat die optimale Losung 2(f) = 1 mit dem
Extremalwert 1, die duale Aufgabe die optimale Losung x(f) = 0, » = 1 mit dem Extremal-
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wert 2. Das Beispiel widerspricht nicht den schwachen Dualitdtsaussagen, da die Mengen
{z(t) = 0} bzw. {z(t) = 0, r = 0} keine inneren Punkte besitzen. Wir zeigen, dafl die Mengen S
bzw. [h*, C* — D*] der starken Dualitdtsaussagen nicht stark, also erst recht nicht schwach*
abgeschlossen sind. Fiir die Aufgaben ist

1 1

8= {(y* + fta(t)dt 4 271, [ar(s)ds + 71— xz(t)), y*¥=0,21() =0, 22(8) =0, 71 20}.
0 i

Ist (y*, 1) € 8, so ist y* = 2, wie man folgendermafBen sieht: Es muB

1
fau(s)ds +ri—w()=1 mit x(¢) =0, 22(0)=0, n=0
¢

1
sein. Daraus folgt vy = 1, 21 ()) = 0, 22(t) = 0 und das Infimum von j' tz(t)dt - 271 ist 2. Also
0
ist der Punkt (1, 1) ¢ S. Er liegt auch nicht in [A¥*, C* — D¥], da das Infimum angenommen
wird. Wir zeigen jetzb:

(1, 1) € 8, der abgeschlossenen Hiille von S; S ist also wicht abgeschlossen.
Die Funktion:
1 fiir 0t — ¢
w(t) = .
0 fir 1—2<:t51

unterscheidet sich von der Funktion x({f) =1 um & beziiglich der iiblichen Norm | (0} ]|

1 1/2
= (jxﬂt)dt) . Setzt man fiir n > 0
0

at) =— "7 APy fir 0is1—e
jp— T ==
=00 1w
ry=0 —l—:zlr—:w fir 1-2=t<1,

1
so ist z(t) = 0 und 2 () = { 21(s)ds + r1 — x2(f) fiir alle ¢ € [0, 1]. Damit wird aber
i

(18) - fm W= "L
o " A+l 1= (1l—e)n’
Ist & fest, so kann durch geniigend groBes n der Ausdruck (18) beliebig nah an 1 heran-

gebracht werden. Also ist (1, 1) € §. Wir haben damit zugleich einen optimalen Filter fiir die
duale Aufgabe konstruiert.

§ 5 Eine nicht-lineare Optimierungsaufgabe
(Verallgemeinerung einer Aufgabe von EiSENBERG)

1. Die verallgemeinerte Eisenbergsche Aufgabe

Es ist nicht so ohne weiteres moglich, konkrete nicht-lineare Programmierungs-
aufgaben auf Optimierungsaufgaben in topologischen Vektorrdumen zu iiber-
tragen. Zum Beispiel ist es bei Aufgaben mit quadratischer Zielfunktion not-
wendig, daB ein Skalarprodukt im topologischen Vektorraum erklirt ist, was nicht
immer moglich ist. Selbst wenn ein Skalarprodukt erklart ist, 146t sich die duale
Aufgabe im allgemeinen nicht bestimmen. In speziellen topologischen Vektor-
rdumen kann man diese Schwierigkeit oft umgehen.

Bemerkenswert ist, daB sich eine nicht notwendig lineare Programmierungs-
aufgabe — die Aufgabe von E1sENBERG — auf lokalkonvexe topologische Vektor-
riume verallgemeinern 1iBt. Die Bestimmung der dualen Aufgabe bildet den Ge-
genstand dieses Paragraphen.
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Es seien wieder X und Z lokalkonvexe topologische Vektorraume, K, < X
und K, < Z abgeschlossene konvexe Kegel, 7' ein stetiger linearer Operator von
X in Z. Die dualen Réume X* und Z* seien mit festen Topologien Ty« bzw. T,
versehen, die feiner als die schwache* und grober als die Mackey-Topologie sind.
Dann ist X** = X, Z** = Z, wie wir in § 1,5 referiert haben. Nach Hilfssatz 1
aus § 1,8 sind die zu K, bzw. K, dualen Kegel K¥ < X* baw. K¥ < Z* schwach*
abgeschlossen. AuBlerdem ist die adjungierte Abbildung T*:Z* — X* schwach*
stetig. — g (x) und f*(2*) seien konvexe, nach unten halbstetige Funktionale mit
Definitionsbereichen K, bzw. K¥; beide seien homogen vom ersten Grade, d. h. es
gelte g(ax) = ag(x), f* (xz*) = af* (2*) fiir positives reelles a.

Wir stellen dann die Aufgabe:

(1) Bestimme Sup {g (x) |z 2,0, 2*(Tz) < f*(z*) fir alle 2* =g20}.

Wie wir zeigen werden, ist die dazu duale Aufgabe
2) Bestimme  Inf{f*(z*)|2* 230, 2*(Tax)=g(x) firalle x=g,0}.

Wir merken noch an, daf§ die ErsenBERGsche Aufgabe eine Verallgemeinerung
der linearen Optimierungsaufgabe ist. Setzt man namlich g(z) = 2§ (x), F*(2*)
= z*(29), so lautet die Aufgabe

Bestimme Sup {zf (v)| = 0, 2% T < 2*(z) fiir alle z* = 0}.

Aus 2*(zp) —2¥(T'x) = 2%(zp — T'2) = 0 fir alle 2* = 0 folgt aber nach
Hilfssatz 1aus §1,8: 2z — T2 = 0,d.h. Tx < z.

2. Ein Hilfssatz
Um die zu (1) duale Aufgabe (2) herzuleiten, zeigen wir erst einmal den
Hilfssatz 11: Ist C, = {2 € Z|2¥(2) < [*(2*) fiir alle z* = 0}, so ist O nichi-

leer und f* (2%) = sup 2*(2).
2eC,

Beweis: Wir betrachten die Menge
[* (2*), K31 = {(y*, 2¥) € R X Z*[y* = f*(2¥), 2* e K]}
und den Punkt P = (f*(2f) —«, 2§) mit & > 0, 2§ e K¥. Die Menge [f*(2*), K¥)
ist konvex und nach Hilfssatz 5 abgeschlossen, P gehért ihr nicht an. Also gibt es

eine strikt-trennende Hyperebene, d. h. ein stetiges lineares Funktional (y, 2) e
€ (RXZ*)* = RXZ mit

2(2%) + yy* =0 <2() +y(f*(}) —o) furalle (y*2%)e[f* K}],
oder
2¥(2) Tyry =0 <2f () Fy(f* ) —w) firalle (g% 2% e[f* KF].
Nun ist y + 0, da sich sonst ein Widerspruch ergibt; es muB y << 0 sein, da y*
beliebig grofl werden kann. Wir kénnen also 4y = — 1 setzen und erhalten
() —y* S0 <) — ) Fo firalle (2% e[f*, K¥.
Aus der linken Ungleichung folgt z* (2) < f*(2*) fiir alle 2* = 0, d. h. z e C,.
Aus der ganzen Ungleichung folgt fiir y* = f* (2¥), 2* = 2§
Q) =P <@ 4o, @>0),
d. h. die gewiinschte Aussage.
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3. Berechnung der dualen Aufgabe

Wie bei der Bestimmung der dualen linearen Aufgabe in § 4 gehen wir auch
hier vor:

Wir betrachten wieder die Rédume U = X xZ, V = Z x X, die Abbildung S:
U= XXZ—+Z7ZxX = V und ihre Umkehrung §-1, definiert durch

x T I\[«x . [0 —I;\(z
su=s()=(LL5)(E) =0 7R)().

Wir ergénzen g(x) zu G (u) = G(x, 2) = g(x), *(*) zu F*(v*) = F* (2%, p%)
= f*(z*) und definieren K, == K;x0, K, = K, x X; dann ist K} = KIxZ*,
K} = K¥x0. Wir stellen nun die Aufgaben:

(3) Bestimme Sup {G'(u)|u =0, v*Su < F*(v*) fir alle »* =0}
4) Bestimme Inf{F*(v*)|v* 20, v*Su = G(u) firalle u=0}.

Ausgeschrieben besagen (3) und (4): Man bestimme
(8) Sup{g(x)|z = 0,2=0,2*Tx + 2%z — x*x < f*(z*) fiir alle 2* = 0, 2* =0}
(6) Inf{f*(z*)|2* Z 0, 2% =0,2* T2 + 2%z — a*z 2 ¢ (») fir alle # =0, z=0}.

Offensichtlich sind die Aufgaben (1) und (5) bzw. (2) und (6) dquivalent.

Wir wenden nun die Theorie des § 2 an und setzen
) flw)=0 auf O={ueU|v*Su < F*(*) firalle v*=0}

gu)==Gu) auf D={uecU|uz=0}.

Dann ist

¥ (u*) = sup u*u = sup (S*¥v*)u = supv*Su = F*(v*) fir ¢v*=0
ueC ueC uel
nach Hilfssatz 11. Ist u* = S*o* mit o* 22 0, so ist das Supremum nicht endlich,
wie man folgendermaBen sieht:

Nach Hilfssatz 11 ist die Menge C nicht leer; es gibt also ein ug € C mit v*Sug
< F*(v*) fiir alle v* = 0. Ist nun of 2= 0, so gibt es nach der Definition des
dualen Kegels (§ 1,7) ein v; = Suy = 0 mit o7 Su; < 0; fiir dieses u; gilt natiir-
lich v*8wuy = 0 fiir alle v* = 0. Also ist fiir ¢ > 0:

v¥8 (g — o) = v¥Sug — av*Sug S v*Sug < F*(v*) fiiralle v* =0,
d. h. g — auy € C fiir alle o« > 0. Fiir dieses up — au gilt aber:
v¥ S (wo — oug) = vF Sug — avFSu; —> oo fiir o — oo,

das Supremum kann also nicht endlich sein.
Damit haben wir

(8) fHu*) = F*(*) und C* = {u* = S*v*|v* = 0}

gezeigt. Andererseits ist

(9) g*(u*) = inf (w*u — G(u)) = 0 mit D* = {w*|u*u = G (u) fir alle u = 0}.
wz0

Ist ndmlich u*u— G (u)<<0firein =0, so wird u™* (e u) — G (cu)=o (u*u— G (u))
fiir o — oo beliebig klein.

Dajf*(u*) —g*(u*) = F¥*(w*),C* N D* = {v* Z 0, (S*v¥)u = v*Su = G(u)
fiir alle w = 0} ist, haben wir gezeigt, dal (4) die duale Aufgabe zu (3) und damit
(2) die duale Aufgabe zu (1) ist.
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4. Ubertragung der Dualitiitssiitze
Da die Definitionsmengen € und D der Funktionale f(«) und g (u) nach (7) die
Form haben
C={(x,2) e XxZ|2*(Tw+2) Zf*(z*) firalle z*=0}
D = {(x,2) e XX Z|x =g,0, z = 0}
und die Menge D sicher keine inneren Punkte besitzt, lauten die schwachen
Dualitdtsaussagen:

Schwacher Existenzsatz: Besitzen beide Aufgaben (1) und (2) zuldssige Losungen
und besitzt die primdre Aufgabe (1) eine zusdtzliche Losung x, die innerer Punkt der
Menge C = {x e X|z*(Tx) < f*(2*) fiir alle 2% = 0} ist, so ist supg(z) =
= min {*(z*), d. h. die duale Aufgabe hat eine oplimale Liosung.

Sehwacher Dualititssatz: Gibt es ein x € K4, das innerer Punkt von 0 = {x e X|
2% (Tx) < f*(2%) fiir alle 2* = 0} ist, und ist das Supremum der primédren Aujgabe
(1) endlich, so hat die duale Aufgabe (2) etne optimale Losung mit

sup g (@) = min f*(z*).

Um die in den starken Dualitdtsaussagen genannten Ausdriicke zu berechnen,
brauchen wir

(10) f*(u*) =f*(zf) fir O%={(T*z} —af, 2f)e X*xZ*|2 20, 2] =0}

= {(T*2], ) e X*x Z*|2{ =0},
g*(u*) =0 fur

(11) D¥ = {(x3,25) e X* X Z*|af x + 25 2 = g (x) fiir alle z = 0, z = 0}
= {(&F,25) e X*XZ*|a)x = g(x) fiir alle x = 0}.
Infolgedessen ist
8= {(y* a*.2%) |y* = [Me); a% = T*2f — o, 2 20,25 w29 (v) fir 0 20,

(12) 2* ==2¥ —2F, 25 beliebig}

={y* M) [ y* =) 2% = T*2] —a3,2] 2 0,a] v =g(x) fira = 0} x Z*

= {(y* + [*(2¥), T*e* —2¥) |y* = 0, 2* = 0,2%x =g () fiir alle x =0} X Z* .
Das Funktional 2* (x*) ergibt sich als
(13) h*(@*) = inf{f* (2%)| T*2* — af = a*,2* =0, 25 x = ¢ () fir =0} .

Verwenden wir dies in den starken Dualitdtsaussagen des § 3, so ergibt sich fiir die
verallgemeinerte EisENBERGsche Aufgabe:

Starker Existenzsatz: Besitzen beide Aufgaben (1) und (2) zuldssige Lésungen,
so gilt:

L. Ist die Menge S = {(y* -+ f*(z¥), T*2* — %) e RXX*|y* =0, 2% =0,
x*(x) = ¢ (z) fir alle x = 0} schwach* abgeschlossen, so ist sup g (x) = min f* (2*),
d.h. die duale Aufgabe besitzt eine optimale Losunyg.

2. Ist die mittels des Funktionals h*(x*) (13) und der Mengen (10) und (11)
gebildete Menge [h*, C* — D*] schwach* abgeschlossen, so tst sup g (x) = inf f* (2*).
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Starker Dualititssatz: Ist das Supremum der Zielfunktion der primédren Aufgabe
endlich, so gilt:

1. Ist die Menge 8 = {(y* + f*(z*), T*2* — 2¥*)e Rx X*|y* = 0,2* =2 0,
x*(x) = g (=) fir alle v = 0} schwach* abgeschlossen, so ist sup g(z) = min f*(z%),
d.h. die duale Aufgabe besitzt eine optimale Lisung.

2. Ist die mittels des Funktionals b* (z*) (13) und der Mengen (10) und (11)
gebildete Menge [h*, C* — D*] schwach™ abgeschlossen, so ist sup g (x) = inf f* (z*).

5. Bin Beispiel einer nicht-linearen Eisenbergschen Aufgabe

Es sei Lp(I) der Raum der quadratisch-Lebesgue-integrablen Funktionen iiber dem
Intervall T = [0, 1]. Es sei X = Z = Ly(I), T die identische Abbildung von X in Z. Der

1 1/2
Raum sei wie iiblich durch die Norm [z] = (_[xz(t)dt)) topologisiert. Dann ist auch
0

X#* = 7% = Lo(I); versehen wir ihn mit der gleichen Topologie, so ist X*¥* = Z** = Ly(I).
Als Kegel der positiven Elemente definieren wir in allen Riumen

K = {x(t) = 0 fiir fast alle £t[0,1]}.

1
Da jedes lineare Funktional *(x) = { x* (t)w(t)dt ist, lautet die ErsExBERGsche Aufgabe fiir
J*(z*) = ||2*| und konkaves g(z): 0

1 1 1/2
Bestimme Sup {g(x) [2(t) =0, fe*@)a@)dt < <j'z*2(t) dt) fur 2*(f) = 0}.
Q 0
Setzt man in der zweiten Nebenbedingung ¥ (£) = z(f), so folgt hieraus fiir z(f) + 0 als
Nebenbedingungen der Aufgabe:
1
(14) z(t) =0, fa?(H)dt <1,
0

Ist umgekehrt (14) erfiilt, so folgt aus der Schwarzschen Ungleichung wieder die zweite
Nebenbedingung der Aufgabe; beide Bedingungen sind also gleichwertig. Infolgedessen Jautet
unsere Optimierungsaufgabe:

1
(15) Bestimme Sup {g(x(t)) [2() =0, [22()dt = 1} .
0
In dieser Aufgabe ist die zweite Nebenbedingung sicher nicht linear. Sie besagt: Es gibt
1
einen Operator 4: X - B — nimlich | 22(f)di — mit der Bedingung 0 =< Az < 1. Dieser
0

Operator ist nattirlich nicht linear, da Az = A(— z), also + — Az ist fiir & 4 0. Die zu (15)
duale Aufgabe lautet:

(16) Bestimme Inf {( _flz*z(t) dt)llz |z*() = 0, jlz*(t)z(t) dt = g(x(¢)) fiir alle z(f) = O} .
0 4]

Setzt man g(z) = z}(x), so liBt sich die zweite Nebenbedingung in (16) zu z*(t) = x§(f)
reduzieren, und die Aufgaben:

1
Bestimme Sup { J}x’ok(t)x(t) di|z(t) =0, [22(@)dt < 1}
0 0
1 1/2
Bestimme Inf {( Jz*2(t) dt) |2%(1) =0, 2*(t) = x’g(t)}
0

sind dual zueinander. Ihre optimalen Losungen sind

1 -1/2
z(t) = x4 (t) (_fxﬁz ) dt) s 2E() = 2§ ().
0

Beide Aufgaben haben die gleichen Extremalwerte.
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