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Zur Theorie der bedingten Tests* 

GEliD N 6 L ~  ~ ** 

Eingegangen am 17. April 1968 

Summary. The construction of a most powerful similar test with Neyman structure for 
composite hypotheses is frequently accomplished by the solution of a class of auxiliary 
problems asking for the determination of most powerful tests for simple hypotheses on the 
regions of constancy of a sufficient statistic. In detail, this class of so-called conditional tests 
has to be constructed so as to yield a test composed by them. This method due to Neyman is 
among others used by FR)_S~R [3], KElVDALL-STuART [6], LEttMANN [7], LEtII~{ANN-SCttEFF]~ 
[8], W~T~I~ [11]. The present paper investigates the suppositions on which this construction 
is possible and the form of the tests obtained hereby. In particular, it is shown that these tests 
are easy to determine in the case of dominated hypotheses. 

1. Terminologie 

I n  der vorl iegenden Arbei t  benutzen wir im wesentlichen die Terminologie 
von WITTIlqG [11]. Insbesondere  liegen allen ]~berlegungen reef]bare R/~ume 
(~, ~ )  und (~, ~ )  zugrunde.  Dabei  kann  z.B. ~ ein euklidischer R a u m  Rn und 
dessen BorelkSrper ~n  oder allgemeiner ~ !~n, !~ = ~ n  : ~ - ( ~ B :  B e  !~n} 
sein; entsprechendes gilt ffir (~, ~)). 

Abbi ldungen yon ~ in ~ geben wir durch T :  ~ --> 2~ oder un te r  For t lassen des 
Wertebereiches durch T 12 an. Ffir S [ ~ X % bedeute t  S (., t) den Schni t t  yon  S 
an der Stelle t e %. Eine reel]bare Abbi ldung T :  (2, ~ )  -+ (~, ~ )  heii~t Statistik. 
Zu den Begriffen der Suffizienz, der (besehr/~nkten) Vollst/~ndigkeit bzw. (be- 
schr/s to ta len  Vollst~ndigkeit  einer Sta t is t ik  T vgl. WITTING [11] und 
FnAS]~ [3]. Abbi ldungen /:  (~, !B)--> (Ri ,  ~1) heif3en ~-merlbare Funktionen. 

Sta t t  R i  kann  dabei  auch der kompakt i f iz ier te  /~l mi t  seinem BorelkSrper ~ i 
auf t re ten.  Eine !B-me, bare Funk t ion  ~ [ ~  mi t  0 =< ~(x) =< 1 Vx e ~ heiBt ein 
Test au] (2, !B). 

l Jber  (2, ~ )  be t raeh ten  wir Mal]e ~t, v . . . .  und  (nicht-leere) Mengen ~ , . . .  
yon  Wahrscheinl ichkei tsmaBen w. Die hierdurch vermSge T fiber (%, ~)) induzier- 
ten  Mal]e bezeichnen wir mi t  #~', v ~' . . . . .  und  die Mengen der w T mi t  !~3 T . . . . .  

heil~t dominier t  durch ein a-finites /t, ~ ~ tt, wenn jede #-Nul lmenge  N 
aueh ~ - N u l l m e n g e  ist, d .h.  wenn w ( N )  ~ 0 Vw ~ ~ gilt. 

I s t  ?I (x) eine Aussage fiber die Punk t e  x ~ ~, so schreiben wir ~ (x) [#] oder 
9~ (.) [~t], wenn die Aussage 2 (x) ffir alle x z ~ richtig ist, die im K o m p l e m e n t  einer 
#-Nul lmenge  liegen. En t sp rechend  ist  9~ (x) [ ~ ]  zu verstehen.  H/~ufig haben  wit 
eine Schar tt (., t) [ ~ ,  t e ~,  yon  Mal~en zu bet rachten.  # [ !~ X ~ hefl]t ~)-merlbares 
Marl, wenn # ( . ,  t) l ~ fiir jedes t e ~ ein Ma~ und t t (B,  . ) [ ~  ffir jedes B ~ ~ eine 
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~-meBbare Funktion ist. Entsprechend definieren wir die Sprechweise ~-me[3- 
bares (~-]inites (bzw. endliehes bzw. normiertes) Marl/~l!~ • ~. 

Den bedingten Erwartungswert bezfiglich eines a-KSrpers ~ c ~ einer ~-meB- 
baren Funktion ], fiir die ]/dw erkli~rt ist, bezeiehnen wir mit Ew(]l ~)(.)- Im 
Falle ~ -~ T-~(~)  ist Ew(/I ~)( . )  eine Funktion h(T(.)) mit ~-meBbarem hi%. 
Ffir h(t) schreiben wir Ew(/It). Ist  T suffizient ffir ~ H ,  so sei EH(/]t) die von 
w e ~ H  unabh~ngige Version yon Ew (/] t), w e ~H.  Fiir eine Indikatorfunktion 
IB einer Menge B e ~ heiBt w (B I t) :=  Ew (I~ I t) bedingte Wahrscheinlichl~eit yon 
B u n t e r  t. Entsprechend wird WH(B]t) definiert. Ist  w(. ]')1 ~ • ~ eine ~-meBbare 
Wahrseheinlichkeit, so spreehen wir yon einer reguliir bedingten Wahrscheinlichlceit. 

2. Bedingte Testprobleme 

Im Sinne der Theorie yon NEu und PEARSON hat ein Testproblem allgemein 
die folgende Gestalt: Gegeben sind ein meBbarer l~aum (~, !~), zwei disjunkte 

�9 t 

Mengen ~ H  und ~i~ yon Wahrscheinliehkeitsverteilungen auf ~ sowie eine 
beliebige, aber feste Zahl g ~ (0, 1) (die Werte ~ ---- 0 und ~ ~-- 1 sind ftir die Praxis 
meist uninteressant und ffihren hier hSchstens zu Komplikationen). Gesucht ist 
eine Funktion cf*]~ mit 

(2.1) ~* ~ • '  :=  {~: ~ Test auf (~, ~), Ew~ ~ ~ Vw ~ ~H},  
t 

(2.2) Ewq~* -= supEw~ Vw e ~ .  

Die Bestimmung einer LSsung yon (2.1--2.2) wird hi~ufig dadurch erleichtert, 
dab man zun~ehst ffir geeignete Mengen ~ H  und ![gg yon Wahrseheinlichkeits- 
verteilungen fiber ~ eine Funktion ~* sucht mit 

(2.3) ~* e hrs :--- - - (~: ~o Test auf (~, ~), Ew~ = ~. Vwe ~H} ,  

(2.4) Ewq:* -~ supEw~ Vw E ~ K ,  

wobei also kP die Menge der ]iir ~H 5hnlichen Tests ist. Geht man nun zur L6sung 
dieses Problems davon aus, dab fiir ~ H  eine (beschri~nkt) vollst~ndige suffiziente 
Statistik T:  (E, !8) --> (2~, ~)) existiert, so ist h y genau die Menge q) der Tests mit 
Neyman-Struktur bezi~glich ![gU, 

(2.5) r :=  {~: ~ Test auf (~, ~), En(cplt) = ~ [~T]} .  

(Vgl. L ~ I ~ n ~ - S c ~ w ~ ] ~  [8], Par t  I, w 4; die beschri~nkte Vollsti~ndigkeit yon T 
ist auch notwendig ffir r = T.) 

Nehmen wir nun an, T sei auch suffizient ~ ffir ~K,  dann k6nnen wir (2.3-- 2.4 ) 
unter der Voraussetzung ~ ~ ~b auch scbreiben in der Form 

(2.6) Ewes* =-EwTEK(~*It) ~EwVEK(q~lt) -~Ewq~ Vq~e~) V w T e ~  T, 

(2.7) ~* e r  

1 Diese Voraussetzung ist n~ttirlich stets erfiillt, wenn !~K eine einelementige Menge {w0} 
d~rstell~. 
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(2.6) ist sieher dann erffillt, wenn gilt 

( 2 . 8 )  EK(9)*It)>EI<(9)lt) [ S  T] V9)~. 

(2.7--2.8) bildet nun eine neue 0ptimierungsaufgabe, die wit zur Unter- 
scheidung yon der urspriinglichen als bedingtes Testproblem bezeichnen 2. Zu seiner 
Formulierung wird lediglich die Suffizienz yon T ffir ~ H  und ~/~, nieht abet deren 
Vollstgndigkeit ffir !3)H benStigt, so dab es als ein yon (2.3--2.4) losgelSstes 
Problem angesehen werden kann. 

Die Forderung (2.8) scheint stgrker zu sein als (2.6), denn wghrend in (2.6) 
Integrale maximiert werden, wird das gleiche nun ffir die Integranden gefordert ! 
Es gilt jedoch das 

Lemma 2.1. T sei su//izient /iir ~H. 

a) Fiir 9)* ~ q5 gilt Ewg)* > Ewg) Vg) E q5 Vw ~ ~K  genau dann, wenn 

Ew(9)*It)>Ew(9)It) [w T] V9)eq~ V w e ~  K. 

b) Ist T auch su//izient /iir ~K,  So ist (2,6) ~iquivalent mit (2.8). 

Beweis. a) Es geniigt zu zeigen, dab die zweite Eigenschaft aus der ersten 
folgt, da die Umkehrung trivial ist. Nehmen wir an, es gebe ein 9)o ~ ~b und ein 
w0 T ~ ~ T  derart, dag ffir D :=  {t: Ew(9)oIt) > Ew(9)*lt)} e ~ gilt w0T(D) > 0. 
F/Jr den Test ~ : =  9)OIT-I(D ) ~- 9)*I1,=1(D9 gilt wegen D ~ 

Eg@ lt) = IDEH(9)oIt) d- IDoEH(9)* It) = Cr @ IDo ) = ~[~gHT], 

also ~0 ~ qS. Andererseits ist aber 

Ewo ~ = Ewg Ew @ I t) = Ew~ ( ID Ew (9)0 [ t) d- I1)o Ew (9)* ] t) ) > Ew~ Ew (9)* [ t) = Ewo 9)* 

im Widerspruch zur Voraussetzung. Tell b) folgt sofort aus der Zusatzvoraus- 
setzung. / 

Nach Tell b) yon Lemma 2.1 ist also unter der zusgtzlichen Voraussetzung 
q~ = k~ eine L6sung yon (2.7--2.8) eine solehe yon (2.3--2.4) und umgekehrt. 
Itieraus ergibt sich sofort der 

Satz 2.2. T sei vollstiindig und su//izient /iir ?fi3H sowie su//izient /iir ~K. Dann 
ist ein Test 9)* genag dann Lgsung yon (2.3--2.4), wenn er (2.7--2.8) er[iillt. 

Bevor wir in den folgenden Absehnitten dazu fibergehen, exphzit LSsungen 
von (2.7--2.8) zu konstruieren, sollen bier noch Existenzaussagen angegeben 
werden, die Verallgemeinerungen einer bekannten Aussage ffir L6sungen yon 
(2.1--2.2) bzw. (2.3--2.4) darstellen (vgl. WITTING [11], Satz 2.20). 

Satz 2.3. a) Ist ~fi)H dominiert und !~3/< = {w0}, so existiert eine L6sung yon 
(2.3--2.4); diese 16st auch (2.7--2.8),/alls T (beschr~inkt) vollstdindig und su//izient 
ist /iir ~H. 

b) ~H und ~K  seien dominiert; T sei su]/izient /i~r ~H und ~gi~K. Dann existiert 
eine L6sung yon (2.7--2.8) ; diese lSst auch (2.3--2.4), ]alls T (beschrdinkt ) vollstiindig 
ist /iir ~3H. 

2 Eine entsprechende Umformung karm man auch fiir (2.1--2.2) vornehmen,  wenn 
man anstelle der Vollstgndigkeib yon T deren totale Vollstgndigkeit fordert  und  q~ durch die 
Menge qD + aller Tests mit  EH(~Vlt ) ~ cr [ ~ ]  ersetzt. Es gilt dann ~P' = ~ '  (vgl. F~ASE~ [3], 
w 5.2). Auf  diesen Fall  lassen sich alle hier bewiesenen Aussagen sinngemgg iibertragen. 
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Beweis. a) Der erste Tell ist eine bekamlte Aussage (vgl. WITTING [11], 
Satz 2.20). Der zweite Tell ergibt sich hieraus sofort mit Satz 2.2, Tell b), da T 
auch suffizient ist ffir {w0}. 

b) Wegen Satz 2.2 genfigt es wiederum, die erste Aussage zu beweisen. Da 
~ H  dominiert ist, existiert eine abzi~hlbare mit ~ &quivalente Teilmenge 

oo 

~ H  = { W H , i : i ~ }  C ?5~H (vgl. WITT~G [11], Satz 2.5), so dab VH =~WI-1 i/2 t 
i = l  

ein mit ~ g  i~quivalentes normiertes Mal3 ist (bei endlichem ~ g  setze man 

VH:-= ~w~, i /n ) .  Entsprechend sei vt: zu ~K konstruiert. Es sei nun ~n e 4,  
i = 1  

n ~ ~, eine Folge mit 

E~ K ~0n -+ sup E ~  ~ = : fi ftir n -+ oo. 

Wegen der schwachen Folgenkompaktheit der Menge der Testfunktionen (vgl. 
~T6LLE-PLAC~KY [10]) existiert eine Teflfolge ~n, und ein Test ~* mit 

J'r ~K)--~r VK) V/eL]_(~,~+ vH) ffir i-->oo. 

Dabei bezeiehnet L1 (v/~ -k vH) den Raum der (vK Jr VH)-integrablen !~-mel]baren 
Funktionen. 

Setzt man hier speziell / ~  dvt;/d (VH-~ VK) ein, so folgt tmmittelbar E~o*  -~ ft. 
Ffir / = (dw/d(vl~ ~- VK))I~-~(D) mit  w ~ Y~3H und D e ~ erh&lt man ffir i -~ c~ 

D D T-~(D) T-~(D) 

=fEH(q~*l t )dw ~" V D e ~ )  V W ~ H ,  
D 

also Eg(q~*[t) = o: [![9~], d.h. ~0" e fiS. Wie beim Beweis yon Lemma 2.1 folgt nun 

Fiir jeden Test ~ gilt aber EK (~ I t) = E,~ (~ I t) [v~], wie man leicht nachreehnet 
(vgl. W~T~I~O [11], Beweis zu Satz 3.21), woraus nunmehr (2.8) folgt. _J 

Nach Satz 2.3 kann man somit zumindest bei dominierten !~H und ~ {  
erwarten, dal~ sich LSsungen yon (2.7--2.8) (bzw. (2.3--2.4)) explizit konstruieren 
lassen. Bei geeigneten Zusatzvoraussetzungen, die sich haupts&chlich auf die 
Struktur der R&ume (~, ~) und (~, ~)  beziehen, ist dies tats&chlich der Fall, wie 
in den folgenden Abschnitten gezeigt werden soll. Dabei k5nnen wir auch nicht- 
dominierte ~ H  und ~K zulassen, so dal~ sich auch hierftir schliei~lich Existenz- 
aussagen ergeben. Bei den folgenden Ausffihrungen behandeln wir ausschliel~lich 
das Problem (2.7--2.8), d~ der Zusammenhang mit (2.3--2.4) dutch Satz 2.3 
bereits gegeben ist. 

3. Einige Grundannahmen 
Ffir die explizite Konstruktion von LSsungen yon (2.7--2.8) sind mehrere An- 

nahmen erforderlich, die im folgenden zusammengestellt und kurz diskutiert 
werden sollen. Zur Formulierung des Problems ben6tigen wir bereits die Voraus- 
setzung 
(3.1) Es existiert eine fiir ~H und ~K suffiziente Statistik 

T : ( ~ , ~ ) - > ( % , ~ )  mit % = T ( ~ ) .  
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Wenn wir im folgenden yon bedingten Erwartungswerten und Wahrseheinlich- 
keiten sprechen, so versteht sieh dies bezfiglich der unter der Annahme (3.1) 
existierenden Statistik T. 

(3.2) Es existieren reguliire bedingte Wahrscheinliehkeiten 
w g ( . l . ) l ~ X ~  und w K ( . ] . ) ] ~ x ~ : .  

(3.3) Es grit ~t : =  T -l(t) e ~ ffir alle t 6 ~ und die gem~ll (3.2) existierenden 
regul~ren bedingten Wahrseheinlichkeiten haben die Eigensehaft: Es 
existiert eine ~HT-Nullmenge /u und eine !~-Nullmenge /u mit 

~H(:~,lt) = 1 v t e N ~ ,  ~K(:~tlt) = 1 v t e . Y ~ .  

(3.4) Es existiert eine ~ - N u l l m e n g e  No mit der Eigenschaft: Jede ST-Null- 
menge N c N~ ist aueh eine !~-Nultmenge.  

Die Annahme ~ = T(E) kann man offenbar stets ohne Einschr~nkung der 
Allgemeinheit maehen. (3.2) ist sieher dann erfiillt, wenn (~, ~ ) =  (Rn, ~n), 
n a ~,  oder allgemeiner E e ~n(E # ~) und !~ = ~s gilt, wie ein bekannter 
Beweis zeigt (vgl. z.B. WIT~INr [11], Satz 3.15). t{ier kann man aueh n = cr 

o o  
\ /  d.h. ~s E ~oo, !~ = E ! ~  mit (Roe, ~r : = / \  (R~/), ~0)  zulassen, denn es existiert 
i = 1  

eine bijektive Abbildung e: R~ +)-Rz mit e(~oo) ---- ~z und e- l (~l )  = ~oo (vgl. 
HALMOS [4], w 38, Aufgabe 7), mit deren I{ilfe man das Problem leieht auf den 
Fall ~s e !~1, ~ = E ~ l  reduziert. Somit gilt der 

Satz 3.1, Unter tier Foraussetzung (3.1) gilt (3.2) [iir ~ a ~n  (~ =~ (~), ~----~s !~n, 
l _ < n _ < o r  

Fiir allgemeinere R/~ume (~s ~) gilt (3.2) jedoeh nur unter zusi~tzliehen An- 
nahmen. Ffir ein einzelnes WahrseheinlichkeitsmaB w existieren bekanntlich 
reguli~re bedingte Wahrscheinlichkeiten, wenn !~ separabel und w perfekt ist (vgl. 
H]~N]~QCZN-To~AT [9], w167 21, 22). Sind nun Mengen ![gH und ~K perfekter 
Wahrscheinliehkeitsmal~e vorgegeben, so werden die Festlegungen dieser reguliiren 
bedingten Wahrseheinliehkeiten selbst unter (3.1) noch yon den Elementen yon 
~ H  (bzw. ~K) abh/ingen. Fordert man jedoch zusatzlich die Dominiertheit yon 
~H und ![gt;, so sind die im Beweis zu Satz 2.3 angegebenen Wahrseheinlichkeits- 
maBe Vg and vK ebenfalls perfekt, so dab (bei separablem ~) regul~re bedingte 
Wahrseheinliehkeiten ~H(-I .) und vK(.] .) existieren. (3.2) ist dann erfiillt mit 

~-(. 1.):= ,,~(. 1.), ~,K(. 1.):= ~,~(. I.). 
Unter der Voraussetzung (3.3), die ffir die Konstruktion yon L5sungen des 

bedingten Testproblems ganz wesentlich ist, li~l~t sieh der bedingte Erwartungs- 
wert ~H (q0]t) eines beliebigen Tests q~ auf (~s ~), der ja bekanntlieh als Erwar- 
tungswert beziiglieh der regul~ren bedingten Wahrscheinliehkeiten gewonnen 
werden kann, darstellen in der Form 

Z,,(~lt)  = f ~ dw~(. It) = ~ ~ dw,~(. It) [~.~] 
Et 

(und entsprechend natiirlieh ffir ~K). Da ffir das rechtsstehende Integral nur die 
Restriktion 

~,~(. It):= wn(.tt) l ~t 
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yon w~/(. It) auf ~t  : =  ~ t ~  bekannt sein mug, und diese unter (3.3) ffir t e N~ 
ein WahrseheinliehkeitsmaB ist, hat man also eine Sehar yon Wahrscheinliehkeits- 
r~umen (~t, Nt, #H(. It)) ffir t e N~ erhalten, und es gilt 3 mit ~t : =  ~l~t  

(3.5) EH(~]t) = SWdWH(.lt)= f~dWH(.It)= [~td~H(.lt), teN~ 
[ ~ ]  ~ ~ ~ 

(und entspreehend ffir ~K). Der bedingte Erwartungswert EH (q~lt) -- definiert 
T (D) : =  ~ ~ dw fiber ~ bezfig- als Radon Nikodymsche Ableitung des MaiZes w~ 

T-I(D) 
lieh w T -- 1/~l~t sieh nunmehr ,,punktweise" gewinnen als Erwartungwert yon ~t 
beziiglieh ~/t (. It) (vgl. hierzu auch LV,~MAN~ [7], S. 46). Dies ist sp~ter yon 
groBer Bedeutung. 

Bisher haben w~r jedoch noch nieht gekls wann (3.3) gilt. Es l~t]t sieh die 
folgende Aussage beweisen: 

Satz 3.2. Unter den Voraussetzungen (3.1--3.2) gilt (3.3), falls ~ separabel ist 
und die einpunktigen Mengen {t} in ~ liegen [i~r alle t e ~. 

Beweis. Offenbar grit ~t e ~ ffir alle t E ~. Da ~) separabel ist, existiert ein 
abz~hlbarer MengenkSrper ~ ' =  {D1, D2 . . . .  } c ~), der ~ erzeugt. Nach den be- 
kannten Eigenschaften bedingter Erwartungswerte grit 

WH(T-I(Di)[t)  = EH(IT-~(D,)]t ) = ID,(t ) ffir t~NH,  i E ~ ,  
W(NH,~)-----O V W e ~ H ,  i : 1 , 2 , . . . .  

Damit stimmen die Wahrscheinliehkeitsmal~e ~(D):----WH(T -1 (D)[t) und ID (t) 

ffir t ~ NH : =  ~J  Ng, ~, w (NH) : 0 ffir alle w e !~H, fiber ~ '  und naeh dem Male- 
i=1 

erweiterungssatz aueh fiber ~) fiberein. Insbesondere gilt also WH (~t I t) =- I{t} (t) : 1 
ffir t e N~.  Der Beweis ffir ~ g  verls ebenso. _J 

Ein etwas komplizierterer Beweis yon Lo]~v]~ ([9], w 26.2A) zeigt, dab man auf 
die Voraussetzung {t} e ~ Vt e ~ in Satz 3.3 aueh verzichten kann, wenn diese 
Mengen dureh die Atome des separablen (~-KSrpers ~ und die Mengen ~t durch 
deren Urbilder ersetzt werden. Allgemeiner gilt dies auch bei beliebigem ~), wenn 

wg (B[ . )  und w~ (B[.) mel~bar sind bezfiglich eines separablen a-K6rpers ~ c ~.  
Letzteres ist z.B. bei separablem ~ der Fall. Bei den folgenden Betrachtungen 
gehen wir jedoch stets yon der etwas ansehaulieheren Annahme (3.3) aus. 

Es sei sehlie~lieh noch erw~hnt, dal~ die in (3.3) auftretenden Ausnahme- 
~ullmengen durch geeignete Wahl der Erwartungswerte innerhalb ihrer J~qui- 
valenzklassen im allgemeinen nieht eliminiert werden k5nnen, wie ]3L)~CKWELL 
u n d  RYLL-NARDZEWSKI [1] geze ig t  haben .  

Die Voraussetzung (3.4) schliel~lich wird aus beweistechnischen Grfinden 
benStigt. Sie ist insbesondere erffillt, wenn gilt !~[gH >~ ~ g ,  Was hs der Fall 
ist. Dariiberhinaus grit der 

Da ~o beschr~nkt ist, existiert~ ~ ~dWH(. ] t) ffir alle t e % und stellt eine ~-meBbare Funk- 
tion dar (vgl. z.B. W ~ T ~ o  [11], Sa~z 3.15). Mithin is~ wegen ~ cfdwH(.[t)= ~ q~dw~(.[t) 

St 
ffir t e hr~ also auch ~ q)tdwH(. It) jedenfalls ~uf N~ eine N ~ - m e ~ b a r e  Funktion. 

15 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 11 
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Satz 3.3. Ist !~ T (oder ~K)  dominiert, so gilt (3.4). 

B~w~i~. Es sei ~ ein mit ~ ~q.iv~le.tes e.d~ehes M ~  u.d {G}~'=~, ~ .... 
eine Fo]ge yon Mengen aus 

~ : =  (N: iVe~ ,w~(2V)=0  V w T c ~ }  
mit der Eigensehaft 

, ~ ( N ~ ) - ~ s . p { , ; ( ; V ) :  ; V ~ }  = : ~  < ~o ffir ] - + ~ .  

D~nn gilt No :=  (,.J N;. e ~ und vT(No) = c. No erffillt (3.4). G~be es n/~mlich 

ein N o N e ,  N e ~  und ein w T e ~  mit  w Z ( N ) ~ O ,  so wfirde auch gelten 
v~ (N) > 0, und mithin ffir No q- N e !)/ zu dem Widerspruch c ~ v~ (No q- N) 

vT (No) = c ffihren. 

Bemerkung .  Bei Satz 3.3 kann man nicht auf die Voraussetzung der Domi- 
niertheit yon ~ verzichten. Dies zeigt das folgende triviale Beispiel: ~ sei 
eine Menge 21-stetiger Verteilungen fiber (~, ~3) = (R~, ~ )  und 

~ T K : :  {Wt: w t ( B ) : =  IB( t )  V B e ~ , t @ ~ } .  

Da die leere Menge die einzige ~T-Nullmenge ist, kann (3.4) offenbar nieht gelten. 
Uber die Gfiltigkeit der Voraussetzungen (3.2--3.4) gilt aufgrund der vor- 

stehenden Uberlegungen somit insbesondere das 

Korollar3.4. Unter der Annahme (3.1) sind (3.2--3.4) erfi~llt, /alls 29K 
dominiert ist und ~ e ~n , ~ ~ ~ !~n , 7~ e ~ m  , ~) = ~ ~ m  , 1 ~ n, m ~ r , gilt. 

4. Umformung des bedingten Testproblems 

Unter den Voraussetzungen (3.1--3.4) soll das bedingte Testproblem nunmehr 
in eine leieht 16sbare Form fiberffihrt werden. Wegen (3.3) und (3.5) (auch ffir ~K) 
kann (2.7--2.8) aueh geschrieben werden in der Form 
(4.1) ~0" ~q~ ~-{q~: q ~ T e s t a u f ( ~ , ~ ) , f q ~ d w H ( . l t ) : o ~ [ ~ T ] }  

~t 

(4.2) fc f*dwg(. I t )  >= f~odwK( . [ t ) [~]  Vq~er 
~t ~t 

Itieran erkennt man, dab das bedingte Testproblem ffir jedes t e ~ in eine eigene 
Optimierungsaufgabe ,,zerfi~llt". St6rend ist jedoeh, dab die in (4.1--4.2) aug 
tretenden •ullmengen variabel sind, d.h. yon ~0 abh~ngen dfirfen. Wir lassen 
daher im folgenden nur eine einzige Ausnahmemenge zu, n/imlieh in der Termino- 
logie yon (3.3) und (3.4) 

(4.3) N1 :--~ No u NH U NK. 

N1 muB natfirlieh nicht notwendig eine Nullmenge sein, weder ffir 2B/t noch ffir 
2t3K. Die Ausffihrungen in Paragraph 3 legen es jedoch nahe, N1 als Ausnahme- 
menge zuzulassen. Demgemi~l~ betrachten wir nun in Abwandlung des Problems 
(4.1--4.2) ffir t e N~ fiber (~t, !~t) die Schar yon (einfaehen) Testproblemen 

(4.4) ~* c T t : =  {~t: ~t Test auf (~t, ~t), f ~t d ~ ( .  It) = ~} 
Et tcN~ 

(4.5) f ~* d~K (. It) = sup f ~, d~K (. ]t). 
~t q~t e W t Y.t 
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I Ia t  man hierfiir eine Sehar yon L6sungen ~0", t ~ N~, gefunden, so wird man 
versuehen naohzuweisen, da6 die ,,zusammengesetzte" Funktion 

~*(.) := ~T(.)(.) I ~ 

(nach geeigneter Definition auf Ni) eine L6sung yon (4.1--4.2) darstellt. Dies setzt 
insbesondere voraus, dab ~* (.) ~3-megbar ist. gs  gilt nun der 

Satz 4.1. Es m6gen die Voraussetzungen (3.1--3.4) er[iillt sein. Hat mau [iir 
jede~ t eN~ eine Lgsung ~* yon (4.4--4.5) derart, daft ~(.)( .)IT-I(N~) eine 
T -I(N~) ~-mefibare Funktion ist, und deJiniert man ~* (.)1~ gem~fi 

r x Iw(~)( ), T(x)~N~ 
(4.6) ~*(x) :-- ~1, T(x) ~No U NH 

( ~, T (x) e N~ - -  (No w N~/), 

so 16st ~o* (2.7--2.8) (und damit auch (4.1--4.2)). 

Beweis. Offenbar ist ~* eine ~-me6bare Funktion und somit ein Test auf 
(~, ~3), da ja die Mengen No, 371, NH und NK ~-mel3bar sind und cp}(.)(.) nach 
Voraussetzung T - i  (N~) ~-megbar ist. Naeh (4.6) und (3.5) gilt somit 

E.(~*  it) = I~(t)  f~* a~.( .  It) + Go~N~(t) + ~ I~_(~Vo~.)(t). 

Wegen (4.4) hat aber der reehtsstehende Ausdruck den Wert ~ ffir alle t q~ No u NH. 
Dies ist eine 29T-Nullmenge, d.h. es grit EH(q~*lt) = ~[~T],  also (2.7). 

Es bleibt somit (2.8) zu zeigen. Hierfiir sei ~o e ~5 beliebig gewihlt. Wegen (3.5) 
gilt dann mit ~ot ~ :=  ~~ I ~t 

~.~~ VteN;o ,Nr  wT(N~o)=O V w T e ~  T, 

also insbesondere ~0t ~ e T t ffir alle t ~ N~oN~. Fiir solehe t k6nnen wir also wegen 
(4.5) eine Abseh/~tzung gem~g (2.8) (oder &qnivalent gemiB (4.2)) durehffihren. 
Dies mug jedoeh fiir alle t e N~ augerhalb einer ~ - N u l l m e n g e  m6glieh sein. 
Nach Definition (4.3) yon Ni gilt N~oN~ c N~o , Die i[gT-Nullmenge N~oN~ ist 
mithin wegen (3.4) aueh eine ![gg~-Nullmenge (l), so dag wir die folgende Beziehung 
erhalten 

I~v~ = Lv~ (~%~ = IN~ z%0 [~T] .  

Somit gilt naeh den Voraussetzungen des Satzes 

Et 

- -  ~v~oo o (t) ~ ~* d ~  (. It) + ~ (t) [ ~ ]  

I~viZr (t) ~ q~o d(vK (. It) + Ix~ (t) [. q:o dwt; (. It) [~K T] 

= ~ ~oo ~w~(. It) = E~ (~o It) [ ~ 1 .  

Da ~o e ~b beliebig gewi~hlt war, gilt also auch (2.8) fiir ?*. _J 

15" 
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B e m e r k u n g .  Vergleicht man einmal (2.8) mit (4.5), so erkennt man, dab das 
verbandstheoretische Supremum -- als solches l~Bt sich n~mlich EK(f*lt) in 
(2.8) auffassen -- ersetzt ist dutch das punktweise Supremum; dabei sehen wit 
einmal ab yon den Schwierigkeiten, die im Vergleich der Nebenbedfllgungen be- 
stehen (vgl. Beweis zu Satz 4.1). Im allgemeinen ist eine solehe Vorgehensweise 
bekanntlich nicht m6glich. Wenn also der hier eingesehlagene Weg trotzdem zum 
Ziele fiihrt -- wobej zu bedenken ist, dab Satz 4.1 noch eine Mei~barkeitsforderung 
enthiilt --, so muB dies seinen Grund darin haben, dab sieh die Version ffdf;g(. I t) 

(t E N~) des bedingten Erwartungswertes EK(flt) in gewisser Weise ,,regel- 
miil~iger" verhitlt als andere Versionen. Dies iiui~ert sich z.B. aueh darin, dab fiir 
eine Testflmktion ~(T(.)) In_it ~)-mel~barem ~(.) gilt 

~fdWK(.[t)=~(t) f fdWK(.It) ffiralle teN~, 

w/ihrend allgemein nur Eg (~ f i t )  = ~ (t) EK (Tit) [ ~ ]  zutrifft, und hierbei die 
Ausnahmemenge von ~ und f abhangen kann. 

5. Explizite Konstruktion yon Liisungen der bedingten Testprobleme 
und ein Me~barkeitsbeweis 

Bisher haben wir nur gekl~rt, unter welchen Voraussetzungen sich L6sungen 
yon (4.4--4.5) zu einer L6sung yon (2.7--2.8) zusammensetzen lassen. Dagegen 
is~ noch nichts dariiber gesag~ worden, ob solche L5sungen existieren und wie 
sie aussehen. Dies ist schon allein deshalb nicht trivial, weil in Satz 4.1 eine 
Mel~barkeitsforderung an die zusammengesetzte Funktion f*(.)(.) gestellt wird, 
die man also nachprfifen muir. Damit dies m6glieh ist, hat man zun~chst explizite 
LSsungen yon (4.4--4.5) ffir t ~ N~ zu bestimmen. 

Ffir jedes t e N~ ist (4.4--4.5) ein Testproblem der Gestalt (2.3--2.4), wobei 
~ H  nnd ~K zu ersetzen sind dureh die einelementigen Mengen wH(. It) und 
w~: (. It). Ein solches Testproblem hat aber naeh dem Lemma yon N]~YMAN und 
P]~A~soN stets eine L6sung (vgl. z.B. WI~*NG [11], Satz 2.33). Hierin besteht 
der eigentliche Vorteil aller yon uns durchgeffihrten ]~berlegungen. 

Zur expliziten Konstruktion der L6sungen yon (4.4--4.5) ben6tigt man 
Dichten yon ~/~ (. If) und ~/~ (. It) bezfiglich eines (gemeinsamen) dominierenden 
MaiZes ~ (., t) [ !~t, t ~ N~. DemgemiiB gelto 

(5.1) Ffir alle t~ ~V~ ist ~ (., t)[ !~t ein a-finites MaB mit {~/( .  It), wK (. It)} < ~(., t). 

ttierbei kann natfirlieh insbesondere 

(5.2) ~(.,t):-~@H(.lt)+CvK(.[t), t~N~ 

verwendet werden, so dab (5.1) unter den Voraussetzungen (3.1--3.4) keine zu- 
s~tzliche Annahme ist. Definieren wir zur Abkfirzung 

~teH (. it) d~,~ (. It) 
(5.3) ~I(x,t):~- ~(.:t)  (X), ~K(X,t).-- dfi(.,t) (x) ffir x ~ t ,  

wobei ~H (X, t) und ~ (x, t) als bedingte Dichten bezeiehnet werden sollen, so ist 
nach dem oben zitierten Lemma yon NEY~AN und PEARSON eine L6sung yon 
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(4.4--4.5) gegeben durch 

(5.4) ~*(x) :=  
1, 
r(t ) ,  

[0 ,  

~ :  (x, t) > c (t) ~ (x, t) 
~ (~, t) = c (t) p . ( x ,  t) ,  
PK (x, t) < c (t) pz~ (x, t) 

xe~ t ,  teN~.  

Dabei werden c (t) und ? (t), 0 ~ ? (t) ~ 1, bestimmt aus 

(5.5) 
&H (B> (t, c (t))]t) + y (t) ff~H (B= (t, c (t)) ] t) = ~, 
B>(=) ( t ,k) :=  {x e Yt : pK(x, t) >)k pH(X, t) } (t,/~) e.N~ x R1. 

Damit (4.6) und (5.4--5.5) eine L6sung yon (2.7--2.8) darstellt, ist gemii~ Satz 4.1 
nachzupriifen, ob ~v~(.)(.)] T-I(N~) eine N~i~-mel~bare Funktion ist. In den 
folgenden Betraehtungen sell nntersueht werden, warm dies der Fall ist. L ~ A s x  
und Scm~PF~ [8], Par t  II, Appendix, geben einen Mei~barkeitsbeweis yon L~CAM 
ffir den Fall an, dal] (~, ~) ein Produktraum (~ '•  ~, !D'• ~)) und T die Projek- 
tion yon ~' • % auf ~ ist, also T(x', t) = t fiir (x', t) ~ Z' • ~, so dab Zt =- 3V • {t}, 
~ t ~ - ( ~ ' x  {t})~-=- ~ ' •  { t } ( : = { S ' •  {t}: B'e ~'}) ist. Also kann (3~t, ~t) auch 
aufgefal~t werden als (~', ~'). (Wie bei Satz 3.3 sei (t} e ~) ffir alle t e ~.) In 
gleieher Weise kSnnen die MaBe ~H(.}t)] !~t mit Werten (VH(B'X {t}]t) iiber- 
ffihrt werden in MaBe 4 (vH(.It)l ~ '  mit Werten ~vn(B']t):=--(VH(B'• ), 
t e N~  (und ebenso fiir ,,K" statt  ,,H"). Da auBerdem bei den yon L ] s ~ A ~  und 
Sc~E]r~'~ betrachteten Exponentialfamilien die Tests in einer einfachen Form 
gegeben sind, n/imlich mit ~' c R~ (z.B.) dureh 

geht (5.5) fiber in 

~t* (x') = I(c(O ' ~) (x') --~ ~ (t) I{c(t)} (x ') , 

M~n erkennt, da~ die den Mengen B(>=)(t, c(t))entsprechenden Intervalle 

(c (t), cr und {c (t)} nur fiber c (t) yon t und nicht auch noch exp]izit yon t abh/~ngen ! 

In diesem Falle beruht der MeBbarkeitsbeweis darauf, dal~/~(t, k) :~-wH((-- c~, k] ] t) 
bei fesl~em k E R1 eine ~-mel3bare Funktion ist. Hieraus folgt dann die ffir den 
weiteren Beweis wichtige Tatsaehe, d ~  sie in beiden Variablen, also ~ • ~l-  
mel3bar ist. Wir wollen zeigen, daI~ dieser Beweisgedanke aueh bier zum Ziele 
ffihrt, wenn man eine zusi~tzliehe Voraussetzung an die Dichten iSH(., .) und 
~K(., .) stellt. Wir fordern n/imlich, daI~ die ,,znsammengesetzten" Funktionen 
~H(., T(.))] T-I(N~) und/~K(., T(.))[ T-*(N~) ir-*(N~) ~-mel]bare Funktionen 
sind. Dadurch seheint das Problem der Mel3barkeit yon q~(.)(.) nieht gel6st, son- 
dern nur auf eine andere Ebene verlagert zu sein. Wir werden jedoeh in 
Paragraph 6 Bedingungen ffir die Gfiltigkeit dieser Voraussetzungen angeben. 

Satz 5.1. Es m6gen die Vorawssetzungen (3.1--3.4) er[iillt sein. _Fiir die gemiifl 
(5.4--5.5) ]estgelegten LSsungen q~t* von (4.4--4.5) ist 9~*T(.)(.)IT-I(N~) eine 

4 WH(. ]t){ !D' ist offenbar gen~u die Randverteilung yon wH(. It)] !~ beziig]ieh der ersten 
Komponente. 
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T -1 (N~) ~.meflbare Funktion,/alls 

@H(., T(.))]T-I(N~) und ~ ( . ,  T(.))IT-I(N~) 

mefibare Funktionen bezi~gIich T-1 (N~) !~ sind. 

Beweis. Wit betrachten zuns die fiber N~ • R1 definierte Funktion 

E(t,k) :-~-SH({xe~t: ~K(x,t) ~=kpH(x,t)}]t), (t, lc) eN~ • R1, 

aus der sich c (t) und ? (t) berechnen lassen wegen E (t, k) -= 1 -- ~n  (B> (t,/~) ] t). 
Ohne Einschri~nkung der Allgemeinheit kSnnen wir 0 ~ ~t/(x, t ) ~  oo und 
0 g 15K(x, t) ~ zo ffir alle x e ~t und alle t e N~ annehmen. Ffir jedes t e N~ ist 
E(t, .) eine Verteilungsfunktion fiber R1. Offensichtlich ist ~(t,/c) n~mlich 
(schwach) monoton wachsend und rechtsseitig stetig in/~. Ffir k ~ 0 gilt aul~erdem 
F(t, k) = 0, denn ffir solche/r hat man 

{x e ~t: : ~  (x, t) __< ~:~.(x,  t)} c {x ~ ~t: :~. (~, t) = 0} ,  

und die rechtsstehende Menge ist sicher eine ~n  (. ] t)-Nullmenge, t e N~. Schliel~lich 
beweist man mit einem i~hnlichen Argument limE(t, k) --~ 1 ffir alle t e N~. 

/r r  

Wir zeigen nun, dal~ E (.,/c) I N~ ffir jedes/~ e R1 eine N~ ~-mei3bare Funktion 
ist. Definiert man 

A (/c) :---- (x e T-1 (N~) : ~K (x, T (x)) ~ k ~ ,  (x, T (x))}, 

so gilt A (k) e T-~ (N~)~ nach den Voraussetzungen des Satzes und 

Hieruus folgt nach Definition yon ~H (. I t) und wegen (3.3) die Behauptung, denn 

E (t, k) = (VH (A (l~) ~tl t) -~- WH (A (lc) It) V (t, k) e N~ • R~. 

Wie bei dem yon L ~  und S c ~  [8], II,  Appendix, ~ngegebenen Beweis 
(vgl. auch W r r ~ a  [ll] ,  Hilfssatz 4.3) folgt nun, da~ c (.) und y (.) N~ ~-mel~bare 
Funktionen und somit die Komposition c (T (.)) und ? (T (.)) T-~ (N~) ~-mei~bare 
Funk~ionen sind. Nach den Voraussetzungen des Satzes ist dann abet auch 

I ~ , ~ (x, T (x) ) > ~ ( T (~) ) ~n (x, T (x) ) 
~*(~)(x) = ~(T(x)),  ~K(X, T(x)) = c(T(x))pH(X, T(x)) 

(0,  p~z(x, T(x)) < c(T(x))p~(x, T(x)) 

eine T-l(N~)!~-mel~bare Funktion. _J 
Aus Satz 3.6 ergeben sich eine Reihe yon Folgerungen, die in einem eigenen 

Abschnitt zusammengestellt werden sollen. 

6. Einige Folgerungen 

Wir fassen zun~ehst die Ergebnisse von Satz 4.1 und Satz 5.1 zusammen zu 

Korollar 6.1. Es m6gen die Voraussetzungen (3.1--3.4) er]iidlt sein. Auflerdem 
seien die Funl~tionen ~ (., T (.)) I T-I  (N~) und ~K (., T (.)) I T-1 (N~) T-1 (N~) ~- 
mefibar. Dann gilt: 

Es existiert eine L6sung qg*l~ yon (2.7--2.8); diese kann gemiifi (4.6) und 
(5.4--5.5) ]estgelegt werden. 
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B e m e r k u n g .  Setzt man zur LSsung yon (2.1--2.2) die totale Vollstgndigkeit 
p 

von T ffir ~ voraus, so ffihrt dies zu (2.7--2.8) mit ~b' start ~b (vgl. Fu6note 2). 
Entsprechend wird (4.4-4.5) abgewandelt. Diese neue Schar yon Testaufgaben 
vSrd nach dem Neyman Pearson Lemma abet auch dureh (5.4--5.5) gelSst, und es 
gilt Korollar 6.1, wobei zu berfieksiehtigen ist, dab in (3.1--3.4) jeweils ~ H  und 

f p 

~ t :  dureh ~ und ~ tc  zu ersetzen sfiad. Damit ist insbesondere gezeigt, dab unter 
den angegebenen Voraussetzungen, ngmlich denen des Korollars 6.1 und der 

2 

totalen Vollst~ndigkeit yon T die Optimierung yon Ewq~ ftir w ~ ~ z  unter der 
Nebenbedingung Ew ~ ~ ~ Vw e ~ H  gleiehbedeutend ist mit derjenigen unter der 
Nebenbedingung Ew q~ = ~ Vw e ~3tz. 

Korollar 6.1 ist nieht so sehr eine Existenzaussage ffir L6sungen der bedingten 
oder der ursprtingliehen Testprobleme, als vielmehr eine Aussage fiber deren 
KonstruktionsmSgliehkeit. Die Forderung der MeBbarkeit der Funktionen 
~H (., T (.)) und ~K (., T (.)) l~l]t sieh zwar h/~ufig bei praktisehen Problemen naeh- 
prfifen, jedoch haben wir noch niehts darfiber ausgesagt, unter welehen allgemeinen 
Voraussetzungen sie erfallt werden kann. 

Dies sell im folgenden diskutiert werden. Itierzu ist es zweckm~L6ig, nieht mat 
den MaZen ~ ( .  It) und ~K(. It) anf ~t, sondern m~ w.( .  It) ~n~ wK(. It) auf 
zu arbeiten. Dementspreehend sei # (., t) I ~ gegeben durch 

(6.1) ~(.,t):=WH(.lt)+wK(.[t), te~ 

und die bedingten Dichten jetzt fiir alle x e 5 erklhrt durch 

dw~(.It) dw~:(.]t) 
(6.2) pH(x , t ) . - -  d ~ . : ~  (x), p g ( x , t ) . - -  d#(.,t) (x), x e ~ ,  t e % .  

Die Bezeichnung ,,bedingte Dichten" ffihrt dabei nicht zn Verweehslungen 
mi~ (5.3), denn jedenfalls ffir ~(. ,  t) gems (5.2) gilt ~(. ,  t) = #( . ,  t) l ~  t fiir alle 
t ~ N[ und unter der Voraussetzung (3.3) offensichtlich 

(6.3) [ g g ( . , t ) = p H ( . , t ) l ~ t  [~(. , t)] ,  ~ g ( . , t ) = p K ( . , t ) f ~ t  [fi(.,t)] VteN~. 

Diese Beziehungen besagen insbesondere, dab man in (5.4) start ~H (x, t) und 
#K(X, t) aueh pg(X, t) und pK(X, t) einsetzen kann, da ja dort ohnehin nut solehe 
Paare (x, t) in Erscheinung treten, ffir die x ~ ~t, d.h. T (x) = t gilt und ira fibrigen 
nach dem zur Herleitung yon (5.4--5.5) verwendeten Lemma yon NEYMAI~- und 
PEARSON jede Version der Dichten dff~z (. t t)/dtt (., t) und dg;K (. I t)/dtt (., t) zulgssig 
ist. Die Verwendung der Dichten (6.2) hat den Vortei], dab man anstatt  nach der 
MeBbarkeit yon ~ ( . ,  T(.)) und PK(., T(.)) fiber T-I(N~) auch nach derjenigen 
yon PH(., T(.)) und PK(., T(.)) fiber T-I(N~) oder aueh fiber 3~ fragen karat, um 
Existenzaussagen tiber LSsungen der bedingten Testprobleme aufstellen zu 
kSnnen, p/~(., T(.))I~ (und entsprechend PK(., T(.))I~) kann man nun aber auf- 

fassen als Komposition zweier Abbildungen gem~B x ~ (x, T (x)) -~ ~9 H (s T (x)). 
Die Kompositionen PH(., T(.))]~ und PK(., T(.))] ~ sind also jedenfalls dann 
~5-meSbar, wenn die Abbildungen pH: ~ • ~ -+ R~ und p~:: ~ • ~ --> R1 mit 
Werten PH (x, t) und PK (x, t) ~ X ~-meBbar sind, denn T' ist offensichtlich meBbar 
bezt~glieh ~ fiber ~ und ~ • ~3 fiber ~ • %. 

Lemma 6.2. Es m6yen die Voraussetzungen (3.1--3.2) er]iillt sein. ~)berdies 8ei ~3 
separabel. Dann existieren Versionen pH(., . )(~ • ~ und PK(., .)[~ • ~ der 
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Dichten 
dwH(.It) . dw~(.It) 
d#(.,t) (x) unob-d~(-~,t) (x), 

/itr die PH(., T(.))[~ und PK(., T(.))I~ 95-me[3bar sin& 

Beweis. (far ,,H") Nach (3.2) ist WHI95 • ~ ein ~-mel~bares Wahrscheinlich- 
keitsmaB und naeh (6.1) #] 95 • ~ ein ~-mefibares endliches MaIL Wir zeigen nun, 

dwH(. It), , dal~ eine 95 X ~-meBbare Funktion PHI ~ • 5g existiert mit PH (X, t) = --d# (., t)- (XJ. 

Nach den Ausffihrungen vor Lemma 6.2 ist dann PH(., T(.))I ~ eine 95-reel]bare 
Funktion. 

Es sei {El, F2 . . . .  } ein Erzeugendensystem yon 95. Definiert man 

~,~ : =  9 5 ( { F 1  . . . . .  i % } ) ,  n = 1 ,  2 . . . .  , 

) so gilt far n -> oo mit ~oo :=  ~ \,:=~ ~ und # '  (., t ) : =  # ( . , t ) / # ( Y . , t ) w e g e n ~ =  95 

E [dwH(.lt) [dwH(.]t) dwH(.[t) 
t e ( . , t ) \~[~n) -+E#, ( . , t ) \  d#,(.,t ) ~oo)-- dlt'(.,t) [tz'("t)] VteSg. 

Ffir jedes t e % ist ni~mlich 

{ /dWH(.]t} ) } dwH(.]t) l ~ e x  a E#,(.,t)\ d#,(.,t ) ~ : 1 ~rt  ~r wegen El*'(.,t) d#'(.]t) 

ein Martingal, fiir das die angegebene Konvergenzaussage grit naeh DooB [2], 
Chap. VII, Theorem 4.3. 

Sind nun F,~I . . . . .  F~r~, die Atome yon ~n, so gilt 

/~/w(.It) l \ '~" w(F,~lO E,, ( . ,o l - f~ ,~(g) l~n)(x)=ln(x , t ) := 2 Ie,:(x ) Y t~%,  
[#'(.,t)] ~'=1 tt'(Fnj' t) 

da der bedingte Erwartungswer~ fiber den Fnj konstant sein mul]. ~ '  bedeutet 
Summation fiber solche ~, ffir die/z' (~'nl, t) > 0 ist. In (x, t) ist aber 95 • ~)-meIlbar, 
denn ffir z e R1 gilt 

({t (p.,,t)> 0} 
{(x,t):]n(x,t) > z} = q- {t: #'(Fnj, t ) = 0 } ) ,  z < 0 

L j = l  

und diese Mengen liegen in ~} • ~ .  Somit is~ p~(x, t ) : =  limsup]n(x, t) eine 
g t  ----> O 0  

, dWH(.]t) 
• ~-mel~bare Funktion mit ~ ( x ,  t ) -  d~%.:t) (x); also hat 

~u(x, t) : =  #(~,t)io'~(x,t) -- dWH(.,t) d#(.,t) (x) 
die oben angegebenen Eigensehaften.._] 

B e m e r k u n g .  Der Beweis zu Lemma 3.9 zeigt, dal~ man anstelle yon 
#(. ,  t) aus (6.1) aueh jedes andere 5~-meBbare endliehe Marl /~(., t) mit /~(., t) 
>> {wn (. l t), w~: (. It)} ffir alle t e ~: verwenden kann. 
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Es folgt nun unmittelbar das 

Korollar 6.3. Es mSgen die Voraussetzungen (3.1--3.4) er/i~llt sein. g?berdies 
sei ~ separabel. Dann gilt: 

a) Es existiert eine L6sung F* yon (2.7--2.8). 

b) Uber die Konstruktion yon q~* gilt die Aussage yon Korollar 6.1, wenn man 
dort start ' ~  und PK die 2'unktionen ptx und Pg aus Lemma 6.2 verwendet. 

Beweis. Die Aussagen fo]gen nnmitte]bar aus Korollar 6.1 mit Hilfe von 
Lemma 6.2 und wegen (6.3). __] 

Korollar 6.3 ist eine Existenzaussage fiber L6sungen des bedingten Test- 
problems, die Satz 2.3 erggnzt. Wghrend wir bei Satz 2.3 ~ t t  und ~K als dominiert 
annehmen mugten, grit Korollar 6.3 aueh ffir nicht-dominierte !~s  und ~K,  
]edoch nur unter den Voraussetzungen (3.1--3.4) und der Anna.hme der Separa- 
bilitgt yon ~. 

Als letztes soll eine Folgerung bewiesen werden, die in eine ganz andere Rich- 
tung orientiert is$, als die bisherigen Aussagen. Ffir die L6sungen (5.4--5.5) yon 
(4.4--4.5) grit ngmlich (bei festem t z N ~ )  entweder fFt*dw~:( .[ t )>~ oder 

~t 
~g(. It) = @H(. It) (vgl. WITTr~G [11], Korollar 2.26). Es liegt nahe zu versuchen, 
hieraus Aussagen fiber die Gfitefunktion Ew ~s*, w ~ ~ g ,  yon L6sungen q~* des 
Problems (2.3--2.4) zu gewinnen. Da der Test F - ~ in T liegt, grit natiirlich 
Ew F* ~ ~ ffir alle w E ~K. Dariiber hinaus lggt sieh jedoch die folgende Aussage 
beweisen: 

Korollar 6.4. Die Voraussetzungen des Korollars 6.3 i~ber die LSsbarkeit des 
Problems (2.7--2.8) seien er]i~llt und ~s* bezeiehne eine L6sung. Auflerdem sei T 
vollsti~ndig /i~r ~9i-I, so daft q9* auch (2.3--2.4) er/iillt. 

Dann gilt: 

a) Fi~r Wo ~ 2t)g ist Ewoq~* > ~, /alls T nicht su//izient ist ]iir ~3H W {Wo}. 
Ist umgekehrt T su/]izient liar 29H W {Wo} und gilt ~ H  >~ WO, sO ist Ewo F* = o:. 

b) Es existiert mindestens ein Wo~ !fi3K mit E m q~* ~ ~., /alls Y nieht su]]izient 
ist /i~r ?fi3H U ~K. Ist umgekehrt T su//izient ]'Sr 29H U ~ und gilt ~ H  >~ ~K ,  
SO ist Ew 9~* = ~ liar aUe w ~ 29K. 

Beweis. a) Offenbar k6nnen wir annehmen, ~* sei gemgg (4.6) und (5.4--5.5) 
festgelegt. Da ffir ~st* sicher f vt*dCSK(. It) ~ ~ gilt ffir t 6  N~, haben wir (vgl. 
Beweis yon Satz 4.1) ~, 

EK(F*]t) = I~v i f~*~dCvK(.[t) + I~v,w~c,(t) + ~I~_(~Vo~,)( t )  >= ~ V t e ~ .  
[ ~ ]  ~ 

Also kann ~ = Euo F* = E~yEK(~*I t) nur dann eintreten, wenn ffir 

iv:= (t ivi: 

grit wTo(N) = 0. Wir wollen zeigen, dag dann T suffizient ist ffir ~H ~J {W0}. 
Da ~t* eine L6sung yon (4.4--4.5) darstellt, grit (vgl. W~Tr~O [11], Korollar 2.26) 

(6.4) t) VteN ,--iv. 
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Wit definieren ein %-mel3bares Wahrscheinliehkeitsmag w I ~3 • ~; gem/~B 

(6.5) w ( B , t )  :=  I N . u ~ o ( t ) w K ( B I t  ) -t- I<~v~,_,~o)o(t)WH(BIt), Be~ ,  te~i. 

tIierffir gilt wegen wT(NH U No) = 0 ffir Mle w T e ~ t  

(6.6) VB+ . 

Andererseits ist naeh (4.3) 

(NH U No) c : (N1 -- (NH U No)) @ N]  = (NK --  (NH k.) No)) @ N @ (N] - -  N ) ,  

so dab wegen wT((NK --  (NH U NO)) + N)  = 0 und (6.4--6.5) aueh gilt 

(6.7) w (B, .) = wK (BI.) [Wo T] VB c ~3. 

(6.6) und (6.7) besagen aber, dag w (., .) I ~3 • ~ eine yon w ~ ~ H  kJ {W0} unab- 
Mngige Festlegung der bedingten Wahrscheinlichkeiten E w ( I e l t ) ,  B e  ~ ,  
w ~ ~ H  U {Wo} darstellt. Also ist T suffizient ffir ~ u  U {w0}. 

Es sei nun umgekehrt T suffizient ffir !~H k) {wo}. Dann existiert eine yon 
w a ~ H  U {W0} unabMngige Festlegung E. (~* It) der bedingten Erwartungswerte 
Ew(q)*lt),  w ~ ffi)z4 k) {wo}. Wegen 9)* ~ ~ = ~b gilt 

Wegen !3)H >> Wo (offenbar wfirde auch a T >> Wo T ausreichen), erhalten wir 
E.(cp*It) = ~ [woT], und damit Ewocf* = EwyE.(cp*lt) = g. 

b) I)iese Aussage beweist man wie a), indem man berfieksichtigt, dug an die 
Stelle yon w0f-Nullmengen ~T-Nullmengen treten. __J 

Mit den hier bewiesenen Korollaren haben wir in dem durch die Annahmen 
(3.1--3.4) gegebenen Rahmen Aussagen fiber Existenz, Konstruktion und Form 
yon L6sungen des bedingten (und damit auch des ursprfinglichen) Testproblems 
gewonnen. 

7. Bedingte Diehten dominierter IIypothesen 

W/ihrend Mr in den vorhergehenden Paragraphen eine KonstruktionsmSglich- 
keit ffir L6sungen des bedingten Testproblems ffir beliebiges ifi)H und ~K angegeben 
angegeben haben, wollen Mr hier nur solche Probleme betraehten, bei denen 
!3)H und ~K dominiert sind, wobei wit dann offenbar annehmen k6nnen, dab beide 
Mengen ein gemeinsames dominierendes MaB haben. Dabei wird sich ergeben, dab 
die in Korollar 6.1 gestellte MeBbarkeitsannahme bei geeigneten zu (3.1--3.4) 
analogen Voraussetzungen erffillt ist und die ermittelten L6sungen eine einfache 
Form haben. 

Wie fiblieh nehmen wir eine Statistik T: (Y, ~) --> (~, ~)) als gegeben an, ffir 
die wir sp/~ter (3.1) voraussetzen. ])ann gehen wir aus yon der Grundannahme 

(7.1) Es existiert ein a-finites Mag # auf ~3 mit ggH ~ # und !g)K ~ #. Das Mag 
#T ist ebenfalls a-finit. 

Da wir bei den sp~teren Ausffihrungen auf die Ergebnisse der vorhergehenden 
Paragraphen zurfickgreffen wollen, mfissen Mr neben (3.1) auch die Voraus- 
setzungen (3.2--3.4) sieherstellen. Zun~ehst sei bemerkt, dab (3.4) unter der 
Annahme (7.1) wegen Satz 3.3 stets gilt. Im folgenden wollen Mr nun zeigen, dab 
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die Bedingungen (3.2--3.3) erfiillt sind, wenn wir analoge Voraussetzungen an 
# stellen. Hierzu miissen Mr zungehst kl/~ren, ob es unter der Annahme (7.1) -- 
also ffir a-finites # und #T _ sinnvoll ist, yon ,,bedingten Mal3en" (odor ,,be- 
dingten Wahrseheinliehkeiten") it(. I .)23 • 3; zu spreehen. Der gew6hnliehen 
Vorgehensweise fiir die Definition bedingter Wahrseheinlichkeiten folgend, 
mfissen wi t / t  (B[.) bei festen B e 23 auffassen als Radon-Nikodymsehe AbMtung 
beziiglieh tt T des Mages 

(7.2) #T(D) :=  f IBdt t=/ t (BT-l (D)) ,  D e ~ .  
T-I(D) 

Da wir #T als c-finit vorausgesetzt haben, existiert d#~/d# T fiir jedes B ~ ~3, und 
es gilt offenbar 

(7.3) 0 < d~_ = e ~  (') < 1  [ / ' ] .  

Demnaeh k6nnen wir unter der Annahme (7.1) aueh ffir cr-finites/~ yon bedingten 

Wahrscheinlichkeiten # (B] t) : = d~ ~ (t), B ~ 23, t e 3;, spreehen, und aueh 

fordern, dal3 #(. ].)[N • ~ ein ~-megbares Wahrseheinliehkeitsmal3 ist. Dann 
spreehen wit wiedernm yon regul~iren bedingten Wahrseheinliehlceiten. In Analogie 
zu (3.2--3.3) fordern Mr nun 

(7.4) Es existieren regulgre bedingte Wahrseheinliehkeiten /~ (. ]')1 23 • %. 

(7.5) Es gilt Yt :=  T -1 (t) ~ ~3 ffir alle t ~ ~ und die gem/iB (7.4) existierenden 
regul/~ren bedingten Wahrseheinliehkeiten haben die Eigensehaft: Es 
existiert eine #T-Nullmenge N ~  mit # (Yt[t) = 1 ffir alle t e N~. .  

Man kann zeigen, dal3 sieh /~(.] .) unter der Annahme (7.1) aueh als bedingte 
Wahrseheinliehkeiten eines geeigneten normierten gal3es # '  gewinnen lassen, 
so dab man insbesondere alle hierfiber bekannten Aussagen fibertragen kann. Be- 
zeiehnen n/imlieh %t, i = 1, 2, . . . ,  eine disjunkte Zerlegung yon 3; mit 

0 < #T(3; d < oo, i = 1, 2 . . . .  , 

so gehen wir ans yon dem mit ,u ~qnivalenten normierten FIal? # ' ,  

(7.6) #'(B) :=  ~#(BT-I(?Zi))/(2i#T(3;i)), B e  23. 

Bei 0 < #T(%) < co sei /~' : =  r dementspreehend sind dann auch die 
folgenden I~ormeln abzugndern. Wegen #' - ju gilt auch (/~,)T ~ #~' und man 
rechnet leieht nach, da[~ gilt 

~(Y)~ (t) = ~ 1 d~T . 2~ ~T(~s I~,(t), 
(7.7) d#' 1 d(#')f 

d~ (x) = ~  2~T(~) I~_~(~) (x)-- d~  (T(x)). 
i 

Hieraus folgt nun allgemein fiir den in Analogie zu der oben besehriebenen Vor- 
gehensweise definierten bedingten Erwartungswert Ea(/lt ) einer beliebigen 
23-meBbaren Funktion / mit / ~ 0, der also als Radon-Nikodymsehe Ableitung 
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d~ ~ (t) des MaBes 

#~(D) :=fide, 
T-~(D) 

gegeben ist, 

Es ergibt sich 

(7.8) 

insbesondere 

De~D, mit 0 <  d ~  = - ~ ,  (.) [ ~ ]  

f E#(/[ t)g(#')T= ~ 2~ #T(~:i) 
D i D Z ~  

1 " t 

Z#(I [ . )= E,,(/I. ) [~T], 

#(BI.)___#,(B]. ) [#T] V B e ~  ffir / = l B .  

Es gilt also das 

Lemma 7.1. Ist #12  ein (~./inites Marl, ]i~r das #T eben/alls a-]init ist, ~o 
k6nnen die bedingten Erwartungswerte E~ (/ I.) l % liar / ~ o und insbesondere die be- 
dingten Wahrscheinlichkeiten # ( . [ . ) I ~ x  % /estgelegt werden aIs bedingte Er. 
wartungswerte E~, (/1")] ~ bzw. Wahrscheinlichkeiten #'(. I .) l ~ x Z des in (7.6) 
de/inierten normierten Marles #'] 2 .  

Ober die Giiltigkeit von (7.4) bzw. (7.5) gelten analog zu den Ausfiihrungen 
in Paragraph 3 sowie nach Lemma 7.1 die folgenden Aussagen: 

Satz 7.2. Unter der Voraussetzung (7.1) gilt (7.4)///r ~ e ~n (~ 4: O), !~ ---- ~ ~n, 
l_<n_<oo.  

Ober allgemeineren Riiumen gilt (7.4), falls #' perfekt und ~ separabel ist. 

Satz 7.3. Unter den Voraussetzungen (7.1) und (7.4) gilt (7.5), ]alls ~D separabel 
ist und die einpunktigen Mengen {t} in ~ liegen /iir alle t e ~. 

Korollar 7.4. Unter der Annahme (7.1) sind (7.4--7.5) er/iillt, wenn ~ E ~n, 
-~ E ~n, ~ e  ~3m, ~D ---- % ~m, 1 <= n, m <= 0% gilt. 
Als wesentliche Folgerung sei noch bemerkt, dab nach den obigen Ausfiihrun- 

gen unter den Voraussetzungen (7.1) und (7.4--7.5) fiir eine beliebige ~-mel~bare 
Funktion ] _>-- 0 die folgende zu (3.5) analoge Formel gilt: 

(7.9) Err(lit) = f /d t t ( . I t )= ]/dlz( .I t)= f/tdfi(.It), t e N ~ ,  

mit 

/ t : - - / I E t ,  ~(.It):=ff(. It)l~t, ~t -= :~ tg .  

Als Funktion yon t ist j" It d# (. I t) zY~, ~-meltbar. SchlieBlich sei nooh angemerkt, 

daI~ wir wiederholt Gebrauch machen vonder Beziehung 

f de~' ,~, ~, (7.10) E~(ll ' )d~ ~() = J  a~  ~ = ~ ( D ) =  ld/~ V D e ~ .  
D D T-~(D) 



Zur Theorie der bedingten Tests 225 

Wit wollen nun zeigen, dab durch die Annahmen (3.1), (7.1) und (7.4--7.5) die 
Voraussetztmgen (3.2--3.3) siehergestellt sind. Dabei werden wir gleichzeitig die 
Gestalt der bedingten Dichten (5.3) ermitteln, wobei tt (. [ t) das oben angegebene 
WahrscheinliehkeitsmaB ist (ffir t ~ N~).  Wegen (3.1) und (4.1) gilt nach dem 
Neyman-Kriterium 

dw 
d~ (x) = ]w ( T (x)) hH (x) 

(7.11) gw 
d~ (x) = / w  ( T (x) ) h~ (x) 

[#] Vw ~ ~ H ,  

[#] Vw e ~ ,  

wobeihH [ ~ und hK [ ~ ~-meBbare Funktionen und Iw 1% (w e ~ H  ~) ~ ; )  ~-meB- 
bare t~unktionen sind, die wit im fibrigen alle als nicht-negativ annehmen kSnnen. 
In Verallgemeinerung einer Aussage bei L]~HMA~ [7] (w 2.5, Lemma 6) k5nnen 
wir nun folgendes beweisen: 

Satz 7.5. Es m6gen die Voraussetzungen (3.1), (7.1) und (7.4--7.5) er/iillt sein. 
Dann gilt 

a) 
(7.12) dwT d~T (t) = /w (t) ]hH (.) d# (. [ t) [#T] V w e ~ ,  

und analog [i~r , K "  statt ,,H". 
b) Zu gegebener Festlegung der regulSren bedingten Wahrscheinlichkeiten 

# (. l.)[ !~ • ~: mit (7.5) existieren regul~ire bedingte Wahrscheinlichkeiten 

w H ( - [ - ) l ~ •  mit W H ( . I t ) ~ # ( . I t )  ]i~ralle t e ~  

und WH (Y-t] t) = 1 /i~r alle t e N~T. Es gilt/i~r alle t e 

~w.(.It) Ih.(x) (fhH(.)d~(.]t)-~,) t~N~ 
(7.13) d~(.[t) (x) = 

mit 

(7.14) ~ : =  {t: o < j'hz(.)~t,(.tt) < ~ } ,  w~(~+)=  o w T ~  ~ .  
Entspreche~des gilt liar , ,K" ~tatt ,,H". 

Beweis. a) Die Funkt ion /w(t)~hH(x)d~(.  It) ist sicher ~-meBbar. Wegen 
(7.4), (7.5), (7.9) und (7.10) gilt 

f = 
D 1)N~T ~t 

DN~ ~ D 

T-~(D) 

und damit  die Behauptung. 

b) Wir bezeichnen in Analogie zu (6.2) die auf der rechten Seite in (7.13) 
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stehende Funktion mit pH (x, t). Diese ist sicher ~3 • ~?-meBbar, denn 

ist ~-megbar, so dab insbesondere N}z ~ ~ gilt. 

Wir definieren nun eine ~-megbare Wahrscheinliehkeit (VH(., . ) [~  • ~ ver- 
mSge 

(7.15) Be . 
B 

Dann ist ~vg(B, t) bei festem B ~  ~3 eine ~-megbare Funktion 5 und wegen 

~oH(x, t) ~ 0 Vx e ~ gt ~ % ein Mag fiber ~ fiir jedes t ~ 32 Ferner gilt f i i r t  ~ N~ 

nnd fiir t e 2VH erhglt man WH (~, t) = # (~ I t) = 1 wegen (7.4). 

]i'fir t e N~, gilt sogar ~'H(~t, t) = 1, denn far t e N ~  hT~ bzw. t e N ~  NH 
kann man wegen (7.5) in den beiden vorstehenden GMehungen ~ dureh ~t er- 
setzen. 

Wir wollen nun zeigen, dal] WH (B, .) der Gleiehung 

(7.16) ~(vH(B , . )dwT( . )=  f. IBdW V D ~ )  gw~gi~H V B ~  
D T-I(D) 

gen~gt, womit die Behauptung des Satzes bewiesen ist. Denn nach (7.16) und den 
obigen Ausffihrungen ist dann WH (. I') : ~  (VH(., .) eine yon w e ~ H  unabh/~ngige 
regul/~re Festlegung der bedingten Wahrscheinlichkeiten der Mal~e w e ~ H  mit 
WH (Etlt) = 1 ffir allet  e N ~ ,  ffir die nach (7.15) gilt 

dw,(.,t) =  SB(x,t) Vte . 
d~(.[t) (x)~,~(.it) 1 

Da, wie man sich leicht fiberlegt, wT(2V/~) ~- 0 Vw f e g9~ gilt, ergibt sich (7.16) 
aus der folgenden Gleichungskette, bei der wit (7.5), (7.9--7.12) und (7.15) aus- 
nutzen: 

] ~VH(B, .) gWT (.) = [. ] ~)H(., t)d#(.  It) dwT (t) 
D 1) B 

= .f { f hH( . )d#( . I t ) ( fhH( . )d#( ' l t ) ) -~}Iw( t ) fhH( ' )d /x( ' ] t )d#T( t )  
DNtt N~ 

= f f IB( . )h~I( . ) /w(T( . ) )d#( .[ t )d#~( t )  
~c e 

=-- [. Ez~ IB ~ I t d/a T (t) ~- .[ IB ~ d/g 

= .f I u d w = ~ I ~ d w  V D e ~  VweggH V B e ~ 3 .  

(Man beachte, dab NH keine #f-Nullmenge sein muB !) ._] 

5 Dies folgt leieht ausder Gfiltigkeit fiir Indikatorftmktionen I/~'x D, B 'a  ~, De 3, mit 
S IB'• �9 I t) = ID(t)t~(BB'lt)" 
B 
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B e m e r k u n g .  Wegen WH(~t]  t) = fl(~t[t) = 1 ffir t ~_N~T ist die reehte Seite 
in (4.14) auch eine Festlegung der Dichten 

d~.(-it)  
d#(.lt ) (x), x e~ t ,  teNeT.  

Entsprechendes gilt ftir , ,K" statt  ,,H". _J 

Aus Satz 7.5 folgt nun unmittelbar das 

Korollar 7.6. Es mSgen die Voraussetzungen (3.1), (7.1) und (7.4--7.5) er/i~llt 
sein. Dann gilt: 

a) Die Annahmen (3.2--3.4) sind er/i~llt. Insbesondere kann N H = N K = N ~  
oder aueh NH N,~ U N~ und NK = N ~  U ffK gewghlt werden (wobei N~ analog zu 
(7.14) de/iniert ist). 

b) Es existiert eine ~ • ~-meflbare Version der bedingten Dichten dwH(.]t) 
dtt(.It) 

mit #(. [.) gemiifi (7.4--7.5), n~mlieh die durch (7.13) gegebene Funktion. 

Beweis. a) Wir batten welter oben bereits festgestellt, dab (3.4) dutch (7.1) 
siehergestellt ist. (3.2--3.3) folgen aus Satz 7.5 b), wobei zu beachten ist, da6 

NH bzw. NK eine !~3 T- bzw. ~ - N u l l m e n g e  ist. 

b) Im Beweis zu Satz 7.5 b) hatten wir festgestellt, da$ die reehte Seite von 
(7.13) (dort ~(x, t) genannt) !5 • ~)-megbar i s t . ~  

8. Liisung fiir dominierte Hypothesen 
~u setzen im folgenden stets (3.1), (7.1) und (7.4--7.5) voraus. Naeh Korollar 

7.6 a) sind dann auch die Annahmen (3.2--3.4) erffillt. Wir wKhlen 

Mit der ~T-Nullmenge No aus (3.4) erhalten wir Nz aus (4.3) zu 

(8.1) N1 = No w N z  w NK = No W N~,~ W hTH W NK. 

Die Voraussetzungen des Korollars 6.1 sind erffillt, denn die Funktionen 

pH(., T(.))iT-I(N~) und ~ ( . ,  T(.))[T-I(N~) 

siad nach der Bemerkung im Anschlul~ an Satz 7.5 wegen N~ c N ~  gegeben durch 

T(z) )  = ] 
(8.2) pK(x,T(x))=hK(x){fhK(.)dtt( . iT(x))}_l,  xeT-~(N~),  

und diese Funktionen sind sicher T -1 (N~)!~-megbar. 
Setzt man zur Abkiirzung noeh mit e (t) aus (5.4) 

(8.3) c(t) :=  e(t)c'(t), c'(t) := (fhH(.)d~(.It))(fhK(.)dtt(.]t))-i , 
so liefern (4.6) und (5.4--5.5) 

(8.4) ~* (z) = ~ 1, 
! 

(8.5) ~*(x) = ),(t), 
|o, 

T (x) ~ ~V~ 
T (x) ~ No U N,~ w NH 
T (x) ~ NK -- (No u NI,~ u NH) 

hK (x) > ~ (t) h~ (x) 
hK (x) = ~ (t) h .  (x), x e ~ ,  
]~K (x) < ; (t) hH (x) 

t eN~.  
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Dabei sind c(t) und y(t), 0 ~ y(t) ~ 1, zu bestimmen aus 

(8.6) WH (B> (t, ~ (t)) [ t) + y (t) (vH(B= (t, ~ (t)){t) = 

B >  (t,k) = {xe~t:  h~:(z) > kh~(x)}, (t,~) eN~ • 
(=) <=) 

Naeh Korollar 6.1 gilt also der 

8atz 8.1. Es m6gen die Voraussetzungen (3.1), (7.1) und (7.4--7.5) er/i~llt sein. 
Dann existiert ein Test ~*1~, der das bedingte Testproblem (2.7--2.8) 16st. Dieser 
kann gemiifi (8.4--8.6) [estgelegt werden. 

B e m e r k u n g .  Die Existenz einer L6sung ~* yon (2.7--2.8) folgte unter den 
Annahmen (3.1) und (7.1) auch aus Satz 2.3 b). _J 

Uber die auftretenden Nu]lmengen ist noeh folgendes zu sagen: Es kann 
No = 0 gesetzt werden, falls ~ g  >~ ~K gilt. Dies ist insbesondere Mufig bei 
~K = {w0} erfiillt. Die #-Nullmenge T -1 (N,T) ist wegen ~ g  • ~g ~ /~ eine 
!~H W ![gg-Nullmenge. Man kann sic daher aueh aus dem Stichprobenraum 

entfernen. Die Menge T -1 (NH) bzw. T -1 (h~g) sehlieNich ist eine ~H bZW. ~K" 
Nullmenge. Man kann also von folgendem Ansatz ausgehen: 

dw d~ (x) --- I~ (T(x ) ) fw(T(x ) )hH(x)  -~/*w(T(x))hg(x) [re] Vw e ~ g  

dw 
d# (x) = I~(T(x) ) /w(T(x) )hK(X)  =/*w(T(x))hK(x) Yw e ~K  

mit hH I T-I(-~H) =-- 1 und hi,; I T-I(NK) -- 1. Bei geeigneter Wahl der I)iehten 
gilt also 

O < ]hH(.)d#(.[t) < c~, O < ~hK(.)d#(.]t) < c~ V t e N ~ ,  

so dag in (8.4) 2(~ = NK = 0 gesetzt werden kann. Die L6sung des bedingten 
Testproblems ist also im wesentlichen durch (8.5) gegeben. 

Schlieglich sei noeh angemerkt, dab hH und hE mit Hilfe der im Beweis zu 
Satz 2.3 b) angegebenen mit ~gH und ~K Kquivalenten MaBe rH und VK festge]egt 
werden dutch 

dvH 1 dWH,~ dvK 1 dwK,i 
hH -- d# -- ~ 2~ d# [/t], hK--  d# -~- ~ 2~ d# [~t] 

i i 

(vgl. WiTrI~a [11], Satz 2.33). Sind insbesondere die Verteilungen von ~ n  u ~K 
paarweise ~quivalent, so kann man # = ~)g = wl  e ~ H ,  ~g ~ W0 ~ ~ H  w~hlen, 

dwo 
so dag (8.5) mit h~ ~ 1 und hE ~-~11 [wl] eine besonders einfache Form be- 

kommt. Insbesondere kann man also bedingte Tests in Exponentialfamilien 
hiermit leieht konstruieren. 

Herrn Professor Dr. H. WITW~O, Miinster, danke ieh ffir zahlreiehe Anregungen bei der 
Fertigstellung dieser Arbeit. 
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