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Zur Theorie der bedingten Tests*

GERD NOLLE T**

Eingegangen am 17. April 1968

Summary. The construction of a most powerful similar test with Neyman structure for
composite hypotheses is frequently accomplished by the solution of a class of auxiliary
problems asking for the determination of most powerful tests for simple hypotheses on the
regions of constancy of a sufficient statistic. In detail, this class of so-called conditional tests
has to be constructed so as to yield a test composed by them. This method due to Neyman is
among others used by Fraser [3], KeNDALL-STUART [6], LEEMANN [7], LEEMANN-SCHEFFH
[8], WrrTing [11]. The present paper investigates the suppositions on which this construction
is possible and the form of the tests obtained hereby. In particular, it is shown that these tests
are easy to determine in the case of dominated hypotheses.

1. Terminologie

In der vorliegenden Arbeit benutzen wir im wesentlichen die Terminologie
von WrrTiNg [11]. Insbesondere liegen allen Uberlegungen mefbare Réiume
(%, B) und (T, D) zugrunde. Dabei kann z.B. X ein euklidischer Raum R, und B
dessen Borelkérper B, oder allgemeiner X € By, B = XByu:= {X¥B: Be By}
sein; entsprechendes gilt fur (T, D).

Abbildungen von X in ¥ geben wir durch 7': X — ¥ oder unter Fortlassen des
Wertebereiches durch T'|X an. Fiir §|¥ X T bedeutet §(., t) den Schnitt von §
an der Stelle ¢ € T. Eine meBbare Abbildung 7': (£, B) — (T, D) heilit Statistik.
Zu den Begriffen der Suffizienz, der (beschrinkten) Vollstindigkeit bzw. (be-
schrinkten) totalen Vollstindigkeit einer Statistik 7' vgl. Wrrrine [11] und
Fraser [3]. Abbildungen f: (X, B) — (R1, B1) heillen B-mefbare Funkiionen.
Statt Ry kann dabei auch der kompaktifizierte B; mit seinem Borelkdrper B
auftreten. Eine B-mefbare Funktion ¢|X mit 0 < @(x) <1 Yo e X heillt ein
Test auf (X, B).

Uber (¥, B) betrachten wir MaBe u, », ... und (nicht-leere) Mengen %, ...
von Wahrscheinlichkeitsmafen w. Die hierdurch vermége T tiber (¥, D) induzier-
ten MaBe bezeichnen wir mit u7, »7, ..., und die Mengen der w? mit 7, ....
B heilt dominiert durch ein g-finites y, W < p, wenn jede y-Nullmenge N
auch T-Nullmenge ist, d.h. wenn w(N) = 0 Yw € I gilt.

Ist U (x) eine Aussage iiber die Punkte x € X, so schreiben wir U (x) [u] oder
U(.) [u], wenn die Aussage U (x) fiir alle x € X richtig ist, die im Komplement einer
u-Nullmenge liegen. Entsprechend ist ¥ (x) [¥] zu verstehen. Haufig haben wir
eine Schar u (., ¢)| B, t € T, von MaBen zu betrachten. | B X T heilt D-mefbares
Map, wenn p(., £)| B fiir jedes ¢ € T ein Mahl und u (B, .)| T fir jedes B e B eine

* (ekiirzte Fassung einer von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultit der
Universitdt Miinsteri. Westf. angenommenen Dissertation.

*% Der Autor ist am 20, 7. 1968 verstorben.



Zur Theorie der bedingten Tests 209

D-meBbare Funktion ist. Entsprechend definieren wir die Sprechweise -mef-
bares o-finites (bzw. endliches bzw. normiertes) Maf p|B X X.

Den bedingten Erwartungswert beziiglich eines g-Korpers § ¢ B einer B-mel-
baren Funktion f, fiir die f fdw erklért ist, bezeichnen wir mit H, (f|F)(.). Im
Falle § = T-1(D) ist By (f|F)(.) eine Funktion 4 (7(.)) mit D-mefibarem £|T.
Fiix k(t) schreiben wir By (f|f). Ist T' suffizient fir By, so sei Ey(f|t) die von
w € Wy unabhingige Version von Ey(f|t), w e Wy. Fir eine Indikatorfunktion
Ip einer Menge B € B heillt w(B|t) := B, (Ip|t) bedingte Wahrscheinlichkeit von
B unter ¢. Entsprechend wird wy (B|f) definiert. Ist w(.|.)| B X T eine D-mebbare
Wahrscheinlichkeit, so sprechen wir von einer reguléir bedingten Wahrscheinlichkeit.

2. Bedingte Testprobleme

Im Sinne der Theorie von NEYMAN und PEARrsoN hat ein Testproblem allgemein
die folgende Gestalt: Gegeben sind ein meBbarer Raum (¥, B), zwei disjunkte
Mengen 7 und %Wy von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf % sowie eine
beliebige, aber feste Zahl « & (0, 1) (die Werte o = 0 und « == 1 sind fiir die Praxis
meist uninteressant und fiihren hier hochstens zu Komplikationen). Gesucht ist
eine Funktion ¢*|¥ mit

(2.1) p*e W' = {p: ¢ Test auf (¥, B), By <o Ywe By},
(2.2) Bpp* =supEyp Ywe Wyg.
ee¥’

Die Bestimmung einer Ldsung von (2.1—2.2) wird hiufig dadurch erleichtert,
daB man zundchst fiir geeignete Mengen %y und Wy von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen iiber B eine Funktion ¢* sucht mit

(2.3) p*e¥ .= {p: ¢ Test auf (X, B), By = o Ywe BWx},
(2.4) Byp* =supByp VYwe g,
pe¥

wobei also ¥ die Menge der fir Wy dhnlicken Tests ist. Geht man nun zur Losung
dieses Problems davon aus, daBl fiir By eine (beschrinkt) vollstdndige suffiziente
Statistik 7': (X, B) — (T, D) existiert, so ist ¥ genau die Menge @ der Tests mit
Neyman-Struktur beziiglich B,

(2.5) @ := {p: p Test auf (X, B), Fu(p|t) =a [BF]}.

(Vgl. LEmMANN-ScHEFFE (8], Part I, § 4; die beschrankte Vollstindigkeit von 7'
ist auch notwendig fir @ = ¥.)

Nehmen wirnun an, 7" sei auch suffizient! fir By, dann konnen wir (2.3—2.4)
unter der Voraussetzung ¥ = @ auch schreiben in der Form

(2.6) Buo* = E,1Ex(p*|t) =2 B,7Ex(p|t) =Eyp VYee® YuwTeBf,
(2.7) p*ed.

! Diese Voraussetzung ist natiirlich stets erfiillt, wenn Bx eine einelementige Menge {wo}
darstelit.
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(2.6) ist sicher dann erfillt, wenn gilt
(2.8) Eg(p*|t) = Bx(plt) [BF] Veeo.

(2.7—2.8) bildet nun eine neue Optimierungsaufgabe, die wir zur Unter-
scheidung von der urspriinglichen als bedingtes Testproblem bezeichnen?. Zu seiner
Formulierung wird lediglich die Suffizienz von T fiir %5 und g, nicht aber deren
Vollstindigkeit fir %y bendtigt, so dal es als ein von (2.3—2.4) losgeldstes
Problem angesehen werden kann.

Die Forderung (2.8) scheint stérker zu sein als (2.6), denn wéhrend in (2.6)
Integrale maximiert werden, wird das gleiche nun fir die Integranden gefordert!
Es gilt jedoch das

Lemma 2.1. T sei suffizient fir By,
a) Fiir p*e® gilt Eyp* = Hyp Ype® Ywe Bg genau dann, wenn
Ey(p*|t) Z Ey(p|t) [wT] YVoed YweBg.

b) Ist T auch suffizient fiir Bk, so ist (2.6) dquivalent mit (2.8).

Beweis. a) Es geniigt zu zeigen, dal die zweite Eigenschaft aus der ersten
folgt, da die Umkehrung trivial isb. Nehmen wir an, es gebe ein ¢o € @ und ein
wi € Wk derart, daB fir D:= {t: Eu(po|t) > Ew(p*|)} € D gilt wi (D) > 0.
Fiir den Test ¢:= @olpap) + ¢* Ipape gilt wegen D €D

En(¢|t) = InEx(po|t) + IpBr(p*|t) = a(Ip+ Ip) = «[TF],
also p € @. Andererseits ist aber
By @ = By By (@|t) =Bt (IpEw(@o|t) + Lpe By(p*|t) > Bz By (@*|t) = B, ¢*
im Widerspruch zur Voraussetzung. Teil b) folgt sofort aus der Zusatzvoraus-
setzung. _|

Nach Teil b) von Lemma 2.1 ist also unter der zusétzlichen Voraussetzung
@ = ¥ eine Losung von (2.7—2.8) eine solche von (2.3—2.4) und umgekehrt.
Hieraus ergibt sich sofort der

Satz 2.2. T ses vollstindig und suffizient fir g sowie suffizient fiir Wx. Dann
wst ein Test o* genau dann Losung von (2.3—2.4), wenn er (2.7—2.8) erfiillt.

Bevor wir in den folgenden Abschnitten dazu iibergehen, explizit Loésungen
von (2.7—2.8) zu konstruieren, sollen hier noch Existenzaussagen angegeben
werden, die Verallgemeinerungen einer bekannten Aussage fiir Losungen von
(2.1—2.2) bzw. (2.3—2.4) darstellen (vgl. Wirrixa [11], Satz 2.20).

Satz 2.3. a) Ist Wy dominiert und Wg = {wo}, so existiert eine Losung von
(2.3—2.4); diese list auch (2.7—2.8), falls T' (beschrankt) vollstindig wnd suffizient
st fiir Wy

b) Wy und Wy seien dominiert; T sei suffizient fiir Wy und Wg. Dann existiert
eine Lisung von (2.7--2.8); diese [ost auch (2.3—2.4), falls T (beschrinkt ) vollstindig
18t fiir Wy

2 Eine entsprechende Umformung kann man auch fir (2.1—2.2) vornehmen, wenn
man anstelle der Vollstindigkeit von 7T deren totale Vollstindigkeit fordert und @ durch die
Menge @ aller Tests mit Bx(p|t) < o« [T7] ersetzt. Es gilt dann P’ = @’ (vgl. FraSER [3],
§ 5.2). Auf diesen Fall lassen sich alle hier bewiesenen Aussagen sinngemif iibertragen.



Zur Theorie der bedingten Tests 211

Beweis. a) Der erste Teil ist eine bekannte Aussage (vgl. Wrirrine [11],
Satz 2.20). Der zweite Teil ergibt sich hieraus sofort mit Satz 2.2, Teil b), da T'
auch suffizient ist fir {we}.

b) Wegen Satz 2.2 geniigt es wiederum, die erste Aussage zu beweisen. Da
Wy dominiert ist, existiert eine abzdhlbare mit Wy dquivalente Teilmenge
By = {wa:ieN} c Wy (vgl. Witrine [11], Satz 2.5), so daB vH:=ZwH,¢/21'

i=1

ein mit Wy Hdquivalentes normiertes Mal ist (bei endlichem éféH setze man

n

Y= ZwH,i/n). Entsprechend sei 1 zu ®x konstruiert. Es sei nun ¢, € @,

i=1
n € N, eine Folge mit

B, pn—>supE, p=:f fir n-—>oo.
ged

Wegen der schwachen Folgenkompaktheit der Menge der Testfunktionen (vgl.
NorLe-Praceky [10]) existiert eine Teilfolge ¢, und ein Test ¢* mit

f(pmfd(vy—]—vK)—>j¢*fd(vH+vK) VfeLi(vk + vg) fir ¢-—>o0.

Dabei bezeichnet Ly (vk + vg) den Raum der (vg + yg)-integrablen B-melbaren
Funktionen.
Setzt man hier speziell f =dvg/d (vg + vk) ein, so folgt unmittelbar £, ¢* = p.

Rir { = (dw/d(vg + v&)) I p-p) mit w € Wg und D € D erhilt man fiir § — oo

[adw? = [EBg(p,|t)dwp = | @udw— [ ¢*dw

D D 7-{(D) T-Y(D)

= IEH((p*it)dwT VDe® Vwe By,
D

also By (p*|f) = a [BL], d.h. p* € @. Wie beim Beweis von Lemma 2.1 folgt nun
B, (9*|t) = B, (p|t) [vk] Vo € @ wegen E,, ¢* = §.

Fiir jeden Test @ gilt aber Ex (¢ |t) = B, (¢|t) [v%], wie man leicht nachrechnet
(vgl. WitriNg [11], Beweis zu Satz 3.21), woraus nunmehr (2.8) folgt. _|

Nach Satz 2.3 kann man somit zumindest bei dominierten Wz und Wy
erwarten, daf sich Losungen von (2.7—2.8) (bzw. (2.3—2.4)) explizit konstruieren
lassen. Bei geeigneten Zusatzvoraussetzungen, die sich hauptsichlich auf die
Struktur der Réume (¥, B) und (T, D) beziehen, ist dies tatsichlich der Fall, wie
in den folgenden Abschnitten gezeigt werden soll. Dabei kénnen wir auch nicht-
dominierte Wy und Wg zulassen, so dab sich auch hierfiir schlieBlich Existenz-
aussagen ergeben. Bei den folgenden Ausfithrungen behandeln wir ausschlieflich
das Problem (2.7—2.8), da der Zusammenhang mit (2.3—2.4) durch Satz 2.3
bereits gegeben ist.

3. Einige Grundannahmen

Fir die explizite Konstruktion von Lésungen von (2.7—2.8) sind mehrere An-
nahmen erforderlich, die im folgenden zusammengestellt und kurz diskutiert
werden sollen. Zur Formulierung des Problems benétigen wir bereits die Voraus-
setzung
(3.1) Es existiert eine fir Wy und Wi suffiziente Statistik

T:(X,8)—~>(T,D) mit T=T(%).
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Wenn wir im folgenden von bedingten Erwartungswerten und Wahrscheinlich-
keiten sprechen, so versteht sich dies beziiglich der unter der Annahme (3.1)
existierenden Statistik 7.
(3.2) Es existieren regulire bedingte Wahrscheinlichkeiten

wr(.|)|BXT und wg(.|.)|BxEZ.

(3.3) Es gilt X;:= T-1(t) e B fiir alle t € T und die gemilB (3.2) existierenden
reguldren bedingten Wahrscheinlichkeiten haben die FEigenschaft: Es
existiert eine ¥F-Nullmenge Ny und eine WX-Nullmenge Nx mit

wy(Xs|t) =1 VieN§, wg(¥|t)=1 VieNg.

(3.4) Es existiert eine %5-Nullmenge No mit der Eigenschaft: Jede %%-Null-
menge N ¢ N§ ist auch eine T%-Nullmenge.

Die Annahme ¥ = T'(¥X) kann man offenbar stets ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit machen. (3.2) ist sicher dann erfiillt, wenn (¥, B) = (Ry, Ba),
n €N, oder allgemeiner X € B, (¥ + @) und B = XB, gilt, wie ein bekannter
Beweis zeigt (vgl. z.B. WirtiNg [11], Satz 3.15). Hier kann man auch n = co,

d.h. ¥ € Boo, B = X Boo mit (Reo, Boo) := X (R, BY) zulassen, denn es existiert
i=1

eine bijektive Abbildung e: Ro < Ry mit ¢(Bw) = By und e1(B1) = Boo (vgl

Hatmos [4], § 38, Aufgabe 7), mit deren Hilfe man das Problem leicht auf den

Fall ¥ € 81, B = X B; reduziert. Somit gilt der

Satz 3.1. Unter der Voraussetzung (3.1) gilt (3.2) fiir X € By (X *=0), B=XB,,
1=n =< oo.

Fir allgemeinere Riume (X, B) gilt (3.2) jedoch nur unter zusétzlichen An-
nahmen. Fiir ein einzelnes Wahrscheinlichkeitsmall w existieren bekanntlich
regulire bedingte Wahrscheinlichkeiten, wenn 8 separabel und w perfekt ist (vgl.
HexneqQUIN-TorTRAT [9], §§21, 22). Sind nun Mengen Wy und Wy perfekter
Wahrscheinlichkeitsmafle vorgegeben, so werden die Festlegungen dieser reguléren
bedingten Wahrscheinlichkeiten selbst unter (3.1) noch von den Elementen von
Wy (bzw. Wg) abhingen. Fordert man jedoch zusitzlich die Dominiertheit von
We und Wg, so sind die im Beweis zu Satz 2.3 angegebenen Wahrscheinlichkeits-
maBe vy und vg ebenfalls perfeks, so daBl (bei separablem B) regulire bedingte
Wahrscheinlichkeiten vz(.|.) und »g(.|.) existieren. (3.2) ist dann erfiillt mit
wi(.].)i=vu(.].), we(.].)=r&(].).

Unter der Voraussetzung (3.3), die fiir die Konstruktion von Losungen des
bedingten Testproblems ganz wesentlich ist, 148t sich der bedingte Erwartungs-
wert By (p|t) eines beliebigen Tests ¢ auf (X, B), der ja bekanntlich als Erwar-
tungswert beziiglich der reguliren bedingten Wahrscheinlichkeiten gewonnen
werden kann, darstellen in der Form

Eu(p|t)= [pdwn(.|t) = [pdwn(.]t) [BF]
X

(und entsprechend natiirlich fiir Wg). Da fiir das rechtsstehende Integral nur die
Restriktion
W (. l t) = wg(. l t) | By
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von wy(.|t) auf B;:= %;B bekannt sein muB, und diese unter (3.3) fiir te Ny
ein WahrscheinlichkeitsmaB ist, hat man also eine Schar von Wahrscheinlichkeits-
réumen (¥, By, @y (.|t)) fir ¢ € Ny erhalten, und es gilt 3 mit ¢;:= @| %

[%g]% %l 2!

(und entsprechend fiir Wg). Der bedingte Erwartungswert Ex(p|t) — definiert

als Radon Nikodymsche Ableitung des MaBes w? (D):= f @ dw iiber © beziig-
YD)
lich w? — laBt sich nunmehr ,,punktweise’ gewinnen als Erwartungwert von ¢

beziiglich @g (.|#) (vgl. hierzu auch Lmmmaxx [7], S.46). Dies ist spéiter von
groBer Bedeutung.

Bisher haben wir jedoch noch nicht geklirt, wann (3.3) gilt. Es 146t sich die
folgende Aussage beweisen:

Satz 3.2. Unter den Voraussetzungen (3.1—3.2) gilt (3.3), falls D separabel ist
und die einpunktigen Mengen {t} in D liegen fiir alle t € T.

Beweis. Offenbar gilt X; ¢ B fiir alle € . Da D separabel ist, existiert ein
abzahlbarer Mengenkérper ®'= {Dy, Dz, ...} ¢ D, der D erzeugt. Nach den be-
kannten Eigenschaften bedingter Erwartungswerte gilt

wH(T*l(Di)lt)SEH(IT—l(D,)]t)ZIDi(t) fiir t¢NH,i€@,
w(lNg,;)=0 YweBy, ¢=1,2,....

Damit stimmen die WahrscheinlichkeitsmaBe @ (D) := wy (T-1(D)|#) und Ip(t)
fir t ¢ Ny := U Ny, i, w(Ng) = 0 fir alle w € ¥y, tber D’ und nach dem Mal-

i=1
erweiterungssatz auch iiber D iiberein. Insbesondere gilt also wer (¥;]t) = Iy (£) =1
fiir £ € N . Der Beweis fiir Wg verlduft ebenso. _|

Ein etwas komplizierterer Beweis von LoRvE ([9], § 26.2A) zeigt, dall man auf
die Voraussetzung {{} €D Vie T in Satz 3.3 auch verzichten kann, wenn diese
Mengen durch die Atome des separablen ¢-Kérpers ®© und die Mengen ¥; durch
deren Urbilder ersetzt werden. Allgemeiner gilt dies anch bei beliebigem ©, wenn
wg (B|.) und wg (B|.) meBbar sind beziiglich eines separablen g-Korpers DcD.
Letzteres ist z.B. bei separablem B der Fall. Bei den folgenden Betrachtungen
gehen wir jedoch stets von der etwas anschaulicheren Annahme (3.3) aus,

Es sei schlieBlich noch erwihnt, daB die in (3.3) auftretenden Ausnahme-
Nullmengen durch geeignete Wahl der Erwartungswerte innerhalb ihrer Aqui-
valenzklassen im allgemeinen nicht eliminiert werden kénnen, wie BLACKWELL
und Ryr1-NarDzEWSKI [1] gezeigt haben.

Die Voraussetzung (3.4) schlieflich wird aus beweistechnischen Griinden
bendtigt. Sie ist insbesondere erfillt, wenn gilt Wy > W, was haufig der Fall
ist. Dariiberhinaus gilt der

3 Da ¢ beschréinkt ist, existiert [ pdwy (. |¢) fir alle £ € T und stellt eine D-meBbare Fank-
tion dar (vgl. z.B. Wirring [11], Satz 3.15). Mithin ist wegen [ edwg(.[t) = | pdwu(.|?)
.4

£
fiir ¢ € V%, also auch | @sdwy(.|t) jedenfalls auf N3, eine Nj D-mefbare Funktion.

X

15 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw, Geb., Bd. 11
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Satz 8.3. Ist BE (oder Vx) dominiert, so gilt (3.4).

Beweis. Es sei vk ein mit BF squivalentes endliches MaB und {N;}j-1,, ...
eine Folge von Mengen aus

Ni={N: NeD,w'(N)=0 YuTec BE}
mit der Eigenschaft
vE(N;) —sup{vF(N): NeR}=:c < oo fiir j—>oo.

Dann gilt No:=|_JN;e R und vE(No) = ¢. Ny erfiillt (3.4). Gabe es namlich
j=1

ein Nc N, Nedt und ein w” e BE mit w?(N) > 0, so wirde auch gelten

v%(N) > 0, und mithin fiir Nog + N € % zu dem Widerspruch ¢ = »%(No + N)

> v} (Ng) = ¢ fiihren, _|

Bemerkung. Bei Satz 3.3 kann man nicht auf die Voraussetzung der Domi-
niertheit von 8% verzichten. Dies zeigt das folgende triviale Beispiel: %% sei
eine Menge A;-stetiger Verteilungen tiber (¥, D) = (R, Bi1) und

BE:= {w;: we(B):= Ig(l) VBe B,teT}.

Da die leere Menge die einzige %8 Z-Nullmenge ist, kann (3.4) offenbar nicht gelten.
Uber die Giiltigkeit der Voraussetzungen (3.2—3.4) gilt aufgrund der vor-
stehenden Uberlegungen somit insbesondere das

Korollar 3.4. Unter der Annahme (3.1) sind (3.2—3.4) erfillt, falls By
domingert st und X By, B=XBy, Te By, D=ITBn, 1 £ 0, m < oo, gill.

4. Umformung des bedingten Testproblems

Unter den Voraussetzungen (3.1—3.4) soll das bedingte Testproblem nunmehr
in eine leicht losbare Form iiberfithrt werden. Wegen (3.3) und (3.5) (auch fir ¥x)
kann (2.7—2.8) auch geschrieben werden in der Form
(4.1) p*e® = {p: p Test auf (¥, B), J'(pde(.[t) = o [BE]}

e
(4.2) [ ¥ dux(|6) = [ pdux(.|0) [BE] Vped.
e e

Hieran erkennt man, dafl das bedingte Testproblem fiir jedes { € ¥ in eine eigene
Optimierungsaufgabe ,zerfallt”. Storend ist jedoch, daf die in (4.1—4.2) auf-
tretenden Nullmengen variabel sind, d.h. von ¢ abhingen dirfen. Wir lassen
daher im folgenden nur eine einzige Ausnahmemenge zu, ndmlich in der Termino-
logie von (3.3) und (3.4)

(4.3) Ny:=NoU Ny U Ng.

N; muBl natiirlich nicht notwendig eine Nullmenge sein, weder fiir gz noch fiir
Wg. Die Ausfithrungen in Paragraph 3 legen es jedoch nahe, Ny als Ausnahme-
menge zuzulassen. Demgem4ll betrachten wir nun in Abwandlung des Problems
(4.1—4.2) fiir t € N§ iiber (X;, B;) die Schar von (einfachen) Testproblemen

(4.4) @Ff eWti= {g;: @; Test auf (¥, By), [ s divm (.|t) = o}
X
ie N§
4.5) { ¢ diog (.|t) =sup [q:dig(.|t). !
Xe e Pt X
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Hat man hierfiir eine Schar von Losungen ¢f, { e Ni, gefunden, so wird man
versuchen nachzuweisen, daf die ,,zusammengesetzte’ Funktion

P* ()= gr, ()| ¥
(nach geeigneter Definition auf N;) eine Losung von (4.1 —4.2) darstellt. Dies setzt

insbesondere voraus, daB ¢*(.) B-meBbar ist. Es gilt nun der

Satz 4.1. Es mdgen die Voraussetzungen (3.1—3.4) erfiillt sein. Hat man fiir
jedes t € N§ eine Lisung @f von (4.4—4.5) derart, dafi @f ()] T-1(N}) eine
T-1(N%) B-mefbare Funktion ist, und definiert man ¢*(.)| X gemdp

o @), Tx)eNj
(4.6) g (@) =11, T () e NoU Ny

o, T'(x)e Ng — (No W Ng),
so lost p* (2.7—2.8) (und damit auch (4.1—4.2)).

Beweis. Offenbar ist ¢* eine B-meBbare Funktion und somit ein Test auf
(X, B), da ja die Mengen Ny, N1, Ny und Nx ®-meBbar sind und ¢%,(.) nach
Voraussetzung 7-1(N{) B-mebbar ist. Nach (4.6) und (3.5) gilt somit

EH((p* ‘ t) [: ]INf (t) j.(P;k dﬁ}H( l t) -+ INOUNH(t) + a INK-(NOUNH) (t) .
pitk e
Wegen (4.4) hat aber der rechtsstehende Ausdruck den Wert o fiir alle ¢ ¢ NoU Ny
Dies ist eine F-Nullmenge, d.h. es gilt By (p* |t) = «[ W], also (2.7).

Es bleibt somit (2.8) zu zeigen. Hierfiir sei ¢0 € @ beliebig gewahlt. Wegen (3.5)
gilt dann mit ¢f := | ¥;
{@f dbu(.|t) =a VieN%%, Nod>Ng(o.B.dA), wl(N,)=0 VwTeRE,
£e

(A

also inshesondere ¢f € ¥ fiir alle ¢ € N%N. Fiir solche ¢ konnen wir also wegen
(4.5) eine Abschétzung gemafl (2.8) (oder dquivalent gemal (4.2)) durchfiihren.
Dies muB jedoch fiir alle { € N auBerhalb einer B%-Nullmenge moglich sein.
Nach Definition (4.3) von Ny gilt N cN{c N§. Die ®7-Nullmenge N @Y st
mithin wegen (3.4) auch eine B%-Nullmenge (1), so daBl wir die folgende Beziehung
erhalten

Iys = Ly (3o o) = Inewge [V
Somit gilt nach den Voraussetzungen des Satzes
Er(g*(t) = Iy; () xf??;k divg (- [8) + Tyyuny ) + & Iy vroumm () [BE)
= Inine, (t)af ¢f divg (-[0) + Iy, () [TE]
= Izvizv;o(t)%f p Aok (.|t + Iy, (t)aej @O dwr (.|1) [BWE]
=J 90 dur(.|) =Bl [BE].
Da ¢ € @ beliebig gewihlt war, gilt also auch (2.8) fir p*. _]

15%
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Bemerkung. Vergleicht man einmal (2.8) mit (4.5), so erkennt man, dafi das
verbandstheoretische Supremum — als solches liBt sich ndmlich Eg(p*|f) in
(2.8) auffassen — ersetzt ist durch das punktweise Supremum; dabei sehen wir
einmal ab von den Schwierigkeiten, die im Vergleich der Nebenbedingungen be-
stehen (vgl. Beweis zu Satz 4.1). Im allgemeinen ist eine solche Vorgehensweise
bekanntlich nicht moéglich. Wenn also der hier eingeschlagene Weg trotzdem zum
Ziele fithrt — wobei zu bedenken ist, dal Satz 4.1 noch eine MeBbarkeitsforderung
enthédlt —, so mul3 dies seinen Grund darin haben, daB sich die Version J'qodwK(.[ t)

23

(te€ N%) des bedingten Erwartungswertes Ex(p|t) in gewisser Weise ,regel-
méBiger verhilt als andere Versionen. Dies dullert sich z.B. auch darin, daB fur
eine Testfunktion ¢(7'(.)) mit D-meBbarem ¢(.) gilt

[@odwr(.|t) =g @) [@dwg(.|t) firalle teN%,
x z

wihrend allgemein nur Eg(p¢|t) = ¢(t) Ex(p|¢) [BE] zutrifft, und hierbei die
Ausnahmemenge von ¢ und ¢ abhingen kann.

b. Explizite Konstruktion von Losungen der bedingten Testprobleme
und ein MeBbarkeitsheweis

Bisher haben wir nur geklirt, unter welchen Voraussetzungen sich Ldsungen
von (4.4—4.5) zu einer Losung von (2.7—2.8) zusammensetzen lassen. Dagegen
ist noch nichts dariiber gesagt worden, ob solche Losungen existieren und wie
sie aussehen. Dies ist schon allein deshalb nicht trivial, weil in Satz 4.1 eine
MeBbarkeitsforderung an die zusammengesetzte Funktion ¢ ,(.) gestellt wird,
die man also nachpriifen mufl. Damit dies moglich ist, hat man zunéchst explizite
Lésungen von (4.4—4.5) fiir £ € N zu bestimmen.

Fiir jedes t € N ist (4.4—4.5) ein Testproblem der Gestalt (2.3—2.4), wobei
Wy und Wg zu ersetzen sind durch die einelementigen Mengen wg (.|f) und
wg (.| ). Ein solches Testproblem hat aber nach dem Lemma von NEYMAN und
PrarsoN stets eine Losung (vgl. z.B. Wrrrine [11], Satz 2.33). Hierin besteht
der eigentliche Vorteil aller von uns durchgefithrten Uberlegungen.

Zur expliziten Konstruktion der Losungen von (4.4—4.5) bendtigt man
Dichten von @g(.|#) und @g(.|t) beziiglich eines (gemeinsamen) dominierenden
MaBes pu(., t)| B¢, t € NT. Demgemil gelte

(5.1) FiralleteN§ist u(., )| B; ein o-finites Mall mit {@x (. |), Tx (.|} < p(.,1).

Hierbei kann natiirlich insbesondere

(5.2) wl.,t) :=won(.|t)+ ox(.|t), teNj
verwendet werden, so daf§ (5.1) unter den Voraussetzungen (3.1—3.4) keine zu-

sitzliche Anpahme ist. Definieren wir zur Abkiirzung

divg (. _ dog (. .
63 pulen="200 0, =P @) i eex,

wobei P (2, t) und Px(z, ) als bedingte Dichten bezeichnet werden sollen, so ist
nach dem oben zitierten Lemma von NEYMAN und PEarsoN eine Lésung von
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(4.4—4.5) gegeben durch

1, Pr (2, 1) > c(t) pu (x, 1)
(5.4) @ (@)= 1y, p (@,1) = c(t) pu (@, 1), xe¥;, teli.
0, x (%, 8) < c(t) Pu (1)

Dabei werden ¢(#) und p(t), 0 < y () £ 1, bestimmt aus

i (Bs (8 c(t)]1) + p () @u (B=(t, c(t))]|!) = «,

(?)(ta k) = {xe?&: ﬁK(xs t)(?)kﬁH(xs t)}: (t: ]C)GN({ X -Rl-

2

(5.5)

&

Damit (4.6) und (5.4—5. 5) eine Losung von (2.7—2.8) darstellt, ist gemal Satz 4.1
nachzupriifen, ob ¢§,(.)] T-1(N]) eine Ni B-meBbare Funktion ist. In den
folgenden Betrachtungen soll untersucht werden, wann dies der Fall ist. LErMaNN
und Scuerri [8], Part IT, Appendix, geben einen MeBbarkeitsheweis von Lrcam
fiir den Fall an, daB (%, B) ein Produktraum (¥'x T, B’ X D) und T die Projek-
tion von X' X ¥ auf ¥ ist, also 1" (2, £) = ¢ fir (z',f) € £’ X L, so daB X;=%"x {t},
V= (X'X ) B=Y" X {t}(:={B'x {t}: B'e B'}) ist. Also kann (¥;, B;) auch
aufgefallt werden als (X', B’). (Wie bei Satz 3.3 sei {{} €D fiir alle £€Z.) In
gleicher Weise konnen die Mafle @z (.|t)|B; mit Werten @wgy (B’ X {t}|t) iiber-
fihrt werden in MaBe4 wg(.|t)| B’ mit Werten wg(B'|t) =g (B X {f}|t),
t € N% (und ebenso fir ,,K“ statt ,,H“). Da auBerdem bei den von LEEMANN und
ScHEFFE betrachteten Exponentialfamilien die Tests in einer einfachen Form
gegeben sind, ndmlich mit ¥’ c Ry (z.B.) durch

() = Lty 00 @) + 9 () Loy (&)
geht (5.5) dber in

(0(t), o) [&) + 7 ) wir ({e ()} 1) =
Man erkennt, dafl die den Mengen B(?) (t, ¢(t)) entsprechenden Intervalle

(c(t), o) und {c(f)} nur iiber ¢ () von ¢ und nicht auch noch explizit von ¢ abhéingen !
In diesem Falle beruht der MeBbarkeitsbeweis darauf, daB l}(t, k) :=wg((— oo, k] )
bei festem k € R; eine D-melbare Funktion ist. Hieraus folgt dann die fiir den
weiteren Beweis wichtige Tatsache, dal sie in beiden Variablen, also ® X 8-
meBbar ist. Wir wollen zeigen, dalB dieser Beweisgedanke auch hier zum Ziele
filhrt, wenn man eine zusitzliche Voraussetzung an die Dichten $g(.,.) und
Pr(., .) stellt Wir fordern nam]ich dal} die ,,zusammengesetzten’ Funktionen
pal. N| T-1(NT) und §g(., T(.))|T-1(N]) T-1(N{)B-meBbare Funktionen
sind. Dadurch scheint das Problem der Mefbarkeit von ¢#,(.) nicht geldst, son-
dern nur auf eine andere Ebene verlagert zu sein. Wir werden jedoch in
Paragraph 6 Bedingungen fiir die Gultigkeit dieser Voraussetzungen angeben.

Satz 5.1. Es mégen die Voraussetzungen (3.1—3.4) erfillt seen. Fir die gemdifs
(5.4—5.5) festgelegten Liosungen @f von (4.4—4.5) ist @ ()| T-H(N) eine

< 1. |£)] B ist offenbar genau die Randverteilung von wg(.|#)}| D beziglich der ersten
Komponente.
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—1(N9) B-mefibare Funktion, falls
P, TO)|T-LNG) und (., T())] T2 (N5)
mefbare Funktionen bezuglwk T-1(N5)B sind.
Beweis. Wir betrachten zunichst die tiber N X Ry definierte Funktion

Ft,k):= o ({xeXs: pr(x,t) Skpa(x, 0)}|t), (k) eN] X Ry,

aus der sich ¢(t) und y(f) berechnen lassen wegen F(t, k) = 1 — @by (B, (t,k)|f).
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir 0 < Py (z, ) < o und
0 = Prlx,t) < oo fiir alle x € ¥; und alle { € N§ annehmen. Fiir jedes { € NY ist
F(t,.) eine Verteilungsfunktion iiber R;. Offensichtlich ist F(f, k) nimlich
(schwach) monoton wachsend und rechtsseitig stetig in k. Fiir k < 0 gilt auBerdem
F(t, k) = 0, denn fiir solche & hat man

{xe¥s Pr(x,t) < kpy(x, 6} c{weXs: pu(x,t) =0},

und die rechtsstehende Menge ist sicher eine @y (. | £)-Nullmenge, ¢ € N{. Schlieflich

beweist man mit einem &hnlichen Argument im F'(f, k) = 1 fur alle £ € N].
k—>co

Wir zeigen nun, dafl F (., k)| N fiir jedes k € By eine N D-meBbare Funktion
ist. Definiert man

Ak) = {wec T1(N3): pr (v, T'(2)) < kpu(x, T(x)},
so gilt 4 (k) e T-1(N{) B nach den Voraussetzungen des Satzes und
{eX: pr(x,f) <kpu(x,0)} =A&)X: V(¢ k)eN, X R;.
Hieraus folgt nach Definition von g (.|f) und wegen (3.3) die Behauptung, denn
F(t, k) = B (A (k) X4 | §) = wir (A(E)|£) V(8 k)e N X Ry.

Wie bei dem von LEEMANN und Screrr# [8], IT, Appendix, angegebenen Beweis
(vgl. auch Wrrtine [11], Hilfssatz 4.3) folgt nun, dal ¢(.) und ¢ (.) N{ D-meBbare
Funktionen und somit die Komposition ¢ (T (.))und y (T'(.)) T-1(N7)B-melbare
Funktionen sind. Nach den Voraussetzungen des Satzes ist dann aber auch

1, P (x, T (%)) > ¢(T (x)) pr (v, T (x))
Phw @) = 7T @), Brl,Tw)=c(T @)k T@)
0, 7 (@, T (@) < (T (@) P (@, T (2))

eine T-1(N¢) B-meBbare Funktion. _|
Aus Satz 3.6 ergeben sich eine Reihe von Folgerungen, die in einem eigenen
Abschnitt zusammengestellt werden sollen.

6. Einige Folgerungen

Wir fassen zunichst die Ergebnisse von Satz 4.1 und Satz 5.1 zusammen zu

Korollar 6.1. Es mogen die Vomussetzungen (3 1— 3 4) erfiillt sein. Auperdem
seien die Funktionen g (., T(.))|T-1(NT)und px (., T ()| T-1(N]) T-1(N{)®B-
mefibar. Dann gilt:

Es existiert eine Lésung @*|X von (2.7—2.8); diese kann gemdif (4.6) und
(5.4—5.5) festgelegt werden.
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Bemerkung. Setzt man zur Lésung von (2.1—2.2) die totale Vollstindigkeit
von T fiir ¥ voraus, so fihrt dies zu (2.7—2.8) mit @’ statt @ (vgl. Fubnote 2).
Entsprechend wird (4.4—4.5) abgewandelt. Diese neue Schar von Testaufgaben
wird nach dem Neyman Pearson Lemma aber auch durch (5.4—5.5) gelost, und es
gilt Korollar 6.1, wobei zu beriicksichtigen ist, daf in (3.1—3.4) jeweils By und
W durch Wy und W zu ersetzon sind. Damit ist insbesondere gezeigt, dafl unter
den angegebenen Voraussetzungen, nidmlich denen des Korollars 6.1 und der
totalen Vollstéindigkeit von 7' die Optimierung von E,g fir w ¢ %% unter der
Nebenbedingung By, ¢ < o Vw € By gleichbedeutend ist mit derjenigen unter der
Nebenbedingung £y, ¢ = o Yw € By

Korollar 6.1 ist nicht so sehr eine Existenzaussage fiir Losungen der bedingten
oder der urspriinglichen Testprobleme, als vielmehr eine Aussage iiber deren
Konstruktionsmoglichkeit. Die Forderung der MefBbarkeit der Funktionen
Be (., T(.) und pg (., T(.)) 4Bt sich zwar hiufig bei praktischen Problemen nach-
priifen, jedoch haben wir noch nichts darfiber ausgesagt, unter welchen allgemeinen
Voraussetzungen sie erfiillt werden kann.

Dies soll im folgenden diskutiert werden. Hierzu ist es zweckméfBig, nicht mit
den MaBen @y (.|t) und @g(.|t) auf %,;, sondern mit wg (.|t) und wg(.|t) auf B
zu arbeiten. Dementsprechend sei p(., )| B gegeben durch

(6.1) ,u(.,t)::wH.[t +wk(.[f), te¥

und die bedingten Dichten jetzt fiir alle z € X erklirt durch

dwr (.]t) dwg (.|t)

(6.2)  pgxf)i=— ., )(x), pK(x,t)::m(x), zeX, ted.

Die Bezeichnung ,,bedingte Dichten® fuhrt dabei nicht zu Verwechslungen
mit (5.3), denn jedenfalls fiir (., ¢) gemdB (5.2) gilt u(., f) = u(., )| By fir alle
t € N{ und unter der Voraussetzung (3.3) offensichtlich

Diese Beziehungen besagen insbesondere, daf3 man in (5.4) statt gy (x, £) und
Pr(z, t) auch pg(z, 1) und pg(z, t) einsetzen kann, da ja dort ohnehin nur solche
Paare (#, ) in Erscheinung treten, fiir die x € X;, d.h. 7' (z) = ¢ gilt und im iibrigen
nach dem zur Herleitung von (5.4—5.5) verwendeten Lemma von NEYMAN und
Prarsox jede Version der Dichten divg (. |¢)/du (., t) und divog (.| 8)/du (., t) zulissig
ist. Die Verwendung der Dichten (6.2) hat den Vorteil, dall man anstatt nach der
MeBbarkeit von g(., T'(.)) und pg(., T(.)) iiber 7-1(N$) auch nach derjenigen
von pg (., T(.)) und pg(., T(.)) tiber 7-1(N{) oder auch iber X fragen kann, um
Existenzaussagen iiber Losungen der bedingten Testprobleme aufstellen zu
konnen. py (., T'(.))| X (und entsprechend px (., T(.))|¥) kann man nun aber auf-

fassen als Komposition zweier Abbildungpn gemaB 25 (z, T'(x)) et pr (x, T (2)).
Die Kompositionen pg(. N|X und px(., T(.))| X sind also jedenfalls dann
B-meBbar, wenn die Abbﬂdunoen P X T —> Ry und pg: XX T — By mit
Werten pg (, t) und pg (x, £) B X D-meBbar sind, denn 7" ist offensichtlich meBbar
beziiglich B tiber X und B x D tiher £ X T

Lemma 6.2. Es mdgen die Voraussetzungen (3.1—3.2) erfiillt sein. Uberdies sei B
separabel. Dann existieren Versionen pg(., )|XX T und px(.,.)|XX T der
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Dichten

d 3 dwg (.|t

s l)) @ G @,
fiir die pu (., T ()| X und pg(., T(.)|X  B-mepbar sind.

Beweis. (fur ,»H) Nach (3 2) ist wg| B X D ein D-mefbares Wahrscheinlich-
keitsmaB und nach (6.1) 4| B X D ein D-meBbares endliches MaB. Wir zelgen nun,
Poalld) .
du(.,t)
Nach den Ausfiihrungen vor Lemma 6.2 ist dann pg (., 7(.))| X eine B-meBbare
Funktion.

Es sei {F1, Fs, ...} ein Erzeugendensystem von ®B. Definiert man
%n::%({Fla“-:F?’L}): n:1>2,-"9

daf} eine B X D-meBbare Funktion pHI ¥ X ¥ existiert mit py (z, 1) =

80 gilt fiir n — oo mit Foo := B (O {%;) und g’ (., ) := (., )/ u (X, t) wegen Foo = B

i=1

<de (-1%)

dwrr ()t dwg(]t) .,
%n) /,t "(.,8) <71‘ZIII((. ’It)) 1 %00) = d’lzf/l((' ,Il)) [[.L (. 5 t)] Viel.
Fiir jedes ¢ € T ist ndmlich

dwg (. |1)
{Eu'(-,t)( - ]

ein Martingal, fiir das die angegebene Konvergenzaussage gilt nach Doos [2],
Chap. VII, Theorem 4.3.
Sind nun Fpy, ..., F,,, die Atome von &, so gilt

dw(.|t)
B ”(du( 1)

da der bedingte Erwartungswert iber den F,; konstant sein muf. Z' bedeutet
Summation iiber solche 4, fiir die p’ (Fuy,8) > 0 ist. f, (x, £) ist aber B X D-meBbar,
denn fiir z € By gilt

Wt

dwg(.|?)
%n) gngoo} wegen Eu(t) FIIAn) =1< oo

__m” w(Fns{t)
)(w{)ﬂ(—t)f]n(x,n 2 A @ veer,

(< wir (Fug )
Fyx (L Fuj, >0}
721 mx({ B (Fnj, 1) >Z,U/( nj)
{(x,t):fn(x,t)>z}=< + {t: ' (Faj, 1) 0}), 2<0
. wH(FnJI"L ¢ >O} >0
und diese Mengen hegen in Bx D. Somit ist py(®, t) := limsupf,(x, ) eine
N—>00
B x D-meBbare Funktion mit py(, t) = %ﬁfl—((—l{)l (x); also hat
dwrr (., )

pr (%, 1) = p(¥,?) p;—l (2,0) = anl, b (=)
die oben angegebenen Eigenschaften. _|

Bemerkung. Der Beweis zu Lemma 3.9 zeigt, dal man anstelle von
p(.,t) aus (6.1) auch jedes andere D-meBbare endliche MaB fi(.,?) mit u(.,#)
> {wg(.|f), wg(.|$)} fir alle t € T verwenden kann.
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Es folgt nun unmittelbar das

Korollar 6.3. Es mdgen die Voraussetzungen (3.1—3.4) erfiillt sein. Uberdies
sei B separabel. Dann gilt:

a) Es existiert eine Lisung ¢* von (2.7—2.8).

b) Uber die Konstruktion von o* gilt die Aussage von Korollar 6.1, wenn man
dort statt Prr und Pg die Funktionen pg und px aus Lemma 6.2 verwendet.

Beweis. Die Aussagen folgen unmittelbar aus Korollar 6.1 mit Hilfe von
Lemma 6.2 und wegen (6.3). _|

Korollar 6.3 ist eine Existenzaussage iiber Losungen des bedingten Test-
problems, die Satz 2.3 ergéinzt. Wahrend wir bei Satz 2.3 5 und 2Bk als dominiert
annehmen muBten, gilt Korollar 6.3 auch fir nicht-dominierte Wy und Wk,
jedoch nur unter den Voraussetzungen (3.1—3.4) und der Annahme der Separa-
bilitdt von B.

Als letztes soll eine Folgerung bewiesen werden, die in eine ganz andere Rich-
tung orientiert ist, als die bisherigen Aussagen. Fir die Losungen (5.4—5.5) von
(4.4—4.5) gilt ndmlich (bei festem #e N§) entweder f @ifdwr (.|t) > o oder

g (.|t) = @u(.|t) (vgl. WirTine [11], Korollar 2.26). Es hegt nahe zu versuchen,
hieraus Aussagen tber die Gitefunktion E, ¢*, w e Bx, von Losungen ¢* des
Problems (2.3—2.4) zu gewinnen. Da der Test ¢ = o in ¥ liegt, gilt natiirlich
Eyo* = o fir alle w € Wg. Dariiber hinaus 1484 sich jedoch die folgende Aussage
beweisen:

Korollar 6.4. Die Voraussetzungen des Korollars 6.3 iiber die Losbarkest des
Problems (2.7—2.8) seien erfiillt und @* bezeichne eine Losung. Auferdem ses T
vollstindig fiir Wy, so daff ¢* auch (2.3—2.4) erfiillt.

Dann gilt:

a) Fir woe Bg vst By, p* >, falls T nicht suffizient ist fiir By U {wo}.
Ist umgekehrt T suffizient fiir Wy U {wo} und gilt Wy > wo, so ist Byp* = a.

b) Es existiert mindestens ein wo € g mit B, * > o, falls T nicht suffizient

tst fiir Wy U BWg. Ist umgekehrt T suffizient fiir Wy U Wr und gilt Wy > By,
s0 18t By @* = a fir alle w e V.

Beweis. a) Offenbar konnen wir annehmen, ¢* sei geméB (4.6) und (5.4—5.5)
festgelegt. Da fiir ¢ sicher f @idibg (.|t) = o gilt fir ¢ € Ni, haben wir (vgl.
Beweis von Satz 4.1) &

Ex(p*|t) = Iys [ @fdimg(.|8) + Iy,ona(®) + Ly, —vummt) = a VieX.
(w2 %

Also kann « = B, ¢* = E,7Ex(p*|t) nur dann eintreten, wenn fiir

N:= {{eN;i: fw?‘dﬁ;g(.[t) >aelN{D
gilt 'w T(N) = 0. Wir wollen zeigen, daB dann 7' suffizient ist fix By U {wo}.
Da ¢ eine Losung von (4.4—4.5) darstellt, gilt (vgl. Wrrrine [11], Korollar 2.26)
(6.4) wr(. |y =1wx(.|t) VieN]—N.
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Wir definieren ein ®-meBbares Wahrscheinlichkeitsmafl w| B x T gemil-

(6.5) w(B,t):= Iy,ox,O)wr(B|t) + Iiy,om,)wa(B|t), Be®B, teX.
Hierfiir gilt wegen w”(Ngy U No) = 0 fiir alle w? e BE

(6.6) w(B, ) =wy(B|.) [BL VBe®.

Andererseits ist nach (4.3)

(Ng U No) = (N1 — (Ng U No)) + N1 = (Nx — (Ng U No)) + N -+ (N] — N),
so daBl wegen wl (Ng — (Ng U Ng)) + N) = 0 und (6.4—6.5) auch gilt

(6.7) w(B, )=wg(B|.) [wl] VYBe%®.

(6.6) und (6.7) besagen aber, daB w(.,.)| B X T eine von we Wy U {wo} unab-
hingige Festlegung der bedingten Wahrscheinlichkeiten Ey(Ig|t), Be B,
we Wy U {wo} darstellt. Also ist 7' suffizient fir By U {wo}.

Es sei nun umgekehrt 7' suffizient fiir Wy U {wo}. Dann existiert eine von
w e Wy U {wo} unabhingige Festlegung . (¢*|¢) der bedingten Erwartungswerte
By(p*|t), we Ba U {wo}. Wegen p* eV = @ gilt

E.(p*|t) = En(g*|) =o  [BE].

Wegen Wy > wo (offenbar wiirde auch 8% > wl ausreichen), erhalten wir
B (p*|ty = o [wl], und damit B,, ¢* = B,7E (p*|f) = a.

b) Diese Aussage beweist man wie a), indem man berticksichtigt, dall an die
Stelle von wl-Nullmengen WZ-Nullmengen treten. _|

Mit den hier bewiesenen Korollaren haben wir in dem durch die Annahmen
(3.1—3.4) gegebenen Rahmen Aussagen iiber Existenz, Konstruktion und Form
von Lésungen des bedingten (und damit auch des urspriinglichen) Testproblems
gewonnen.

7. Bedingte Dichten dominierter Hypothesen

Wéhrend wir in den vorhergehenden Paragraphen eine Konstruktionsmoglich-
keit fiir Losungen des bedingten Testproblems fiir beliebiges Wy und Wx angegeben
angegeben haben, wollen wir hier nur solche Probleme betrachten, bei denen
Wx und Wx dominiert sind, wobei wir dann offenbar annehmen kénnen, daf beide
Mengen ein gemeinsames dominierendes MaB haben. Dabei wird sich ergeben, dall
die in Korollar 6.1 gestellte MeBbarkeitsannahme bei geeigneten zu (3.1—3.4)
analogen Voraussetzungen erfiillt ist und die ermittelten Losungen eine einfache
Form haben.

Wie iiblich nehmen wir eine Statistik 7': (¥, B) — (T, D) als gegeben an, fiir
die wir spéter (3.1) voraussetzen. Dann gehen wir aus von der Grundannahme

{7.1) Es existiert ein ¢-finites MaB y auf B mit Wy < p und Wr < p. Das MaB
uT ist ebenfalls g-finit.

Da wir bei den spateren Ausfithrungen auf die Ergebnisse der vorhergehenden
Paragraphen zuriickgreifen wollen, miissen wir neben (3.1) auch die Voraus-
setzungen (3.2—3.4) sicherstellen. Zunéchst sei bemerkt, daf (3.4) unter der
Annahme (7.1) wegen Satz 3.3 stets gilt. Im folgenden wollen wir nun zeigen, dafi
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die Bedingungen (3.2—3.3) erfiillt sind, wenn wir analoge Voraussetzungen an
u stellen, Hierzu miissen wir zundchst kldren, ob es unter der Annahme (7.1) —
also fiir ¢-finites g und ,uT — sinnvoll ist, von ,,bedingten MaBen® (oder ,,be-
dingten Wahrscheinlichkeiten) u(.[.) 8 X € zu sprechen. Der gewdhnlichen
Vorgehensweise fiir die Definition bedingter Wahrscheinlichkeiten folgend,
miissen wir u(B|.) bei festen B € B auffassen als Radon-Nikodymsche Ableitung
beziiglich 47 des Mafles

(7.2) ph(D):= [ Ipdy=u(BT-1(D)), DeD.
T-YD)

Da wir u7 als ¢-finit vorausgesetzt haben, existiert du%/du® fiir jedes B € B, und
es gilt offenbar

(7.3) 0= (y<1 [uT).

Demnach kénnen wir unter der Annahme (7.1) auch fiir ¢-finites x von bedingten

r
Wahrscheinlichkeiten p (B|t): = Z’Z 2 (), Be®, teT, sprechen, und auch
fordern, daB u(.|.)| B X T ein D-meBbares Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Dann
sprechen wir wiederum von reguliren bedingten Wahrscheinlichkeiten. In Analogie

zu (3.2—3.3) fordern wir nun

(7.4) Es existieren regulire bedingte Wahrscheinlichkeiten u(.]|.)|8 x .

(7.5) Es gilt X;:= T-1(t) € B fiir alle t ¢ T und die gemil (7.4) existierenden
reguldren bedingten Wahrscheinlichkeiten haben die Eigenschaft: Es
existiert eine y”-Nullmenge N,» mit u(¥;(t) = 1 fiir alle t € Ny

Man kann zeigen, daBl sich u(.|.) unter der Annahme (7.1) auch als bedingte
Wahrscheinlichkeiten eines geeigneten normierten MaBes u' gewinnen lassen,
so dall man insbesondere alle hiertiber bekannten Aussagen fibertragen kann. Be-
zeichnen ndmlich ¥;, 2 =1, 2, ..., eine disjunkte Zerlegung von ¥ mit

0<ul(Ty)<oo, 1=12,..,
so gehen wir aus von dem mit x dquivalenten normierten Mafl g’,
(7.6) W (B):=3 p(BI-L (T2 u? (X)), BeS.

Bei 0 < u”(T) < oo sei u':= u/u’(T), dementsprechend sind dann auch die
folgenden Formeln abzuindern. Wegen u’ = p gilt auch (u)” = u%, und man
rechnet leicht nach, daf gilt

d{u)? 1
g )= ZW@ Is,(0),
.7) i’ 1 a()r

au ®) = E@:m Ly @) = =g 7 (T(2)).

Hieraus folgt nun allgemein fiir den in Analogie zu der oben beschriebenen Vor-
gehensweise definierten bedingten Erwartungswert I,(f|t) einer beliebigen
B-melBbaren Funktion f mit f = 0, der also als Radon-Nikodymsche Ableitung
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T
] (t) des MaBes

Tur
d
w2 (D) fmm Ded, mit og;zu 471
T-1D)

[Eainaer= Swme / Ba(f]0) du”
D

Zsz /f@F=fnm'VDe®.
T 1(DT) T-1D)

gegeben ist,

Es ergibt sich
(7.8) Bu(t])=Bw (f].) (u"],

insbesondere
p(Bl)=pw'(B|.) "] VYBe® fur f=I5.

Es gilt also das

Lemma 7.1. Isi u|®B ein o-finites Map, fir das u” ebenfalls o-finit ist, so
kénnen die bedingten Erwartungswerte Eu(f| )| T fiir f = 0 und insbesondere die be-
dingten. Wahrscheinlichkeiten u(.|.)|B X T fesigelegt werden als bedingte Er-
wartungswerte Ey (f|.)| T baw. Wahrscheinlichkeiten p'(.].)| B X T des in (7.6)
definierten normierten Mafes p'| .

Uber die Giiltigkeit von (7.4) bzw. (7.5) gelten analog zu den Ausfiihrungen
in Paragraph 3 sowie nach Lemma 7.1 die folgenden Aussagen:

Satz 7.2. Unter der Voraussetzung (7.1} gelt (7.4) fiir X e By (X +0), B=%9,,
1<n=<oco.

Uber allgemeineren Riumen gilt (7.4), falls u’ perfekt und B separabel ist.

Satz 7.3, Unter den Voraussetzungen (7.1) und (7.4) gilt (7.5), falls D separabel
ist und die einpunktigen Mengen {t} in D liegen fiir alle t € T.

Korollar 7.4. Unter der Annahme (1.1) sind (7.4—17.5) erfillt, wenn X c By,
B=XBp, TcBp, D=T By, 1 <n, m < co, gill.

Als wesentliche Folgerung sei noch bemerkt, daB nach den obigen Ausfithrun-
gen unter den Voraussetzungen (7.1) und (7.4—7.5) fiir eine beliebige B-meBbare
Funktion f = 0 die folgende zu (3.5) analoge Formel gilt:

9 Bl — [idu|0=[idu|0=[fda(|t, teN,
[n7] %, Xe X

mit

fi=f1%,  BC0=pll0]B, V=S
Als Funktion von ¢ ist J' fe du(.|t) Nix D-meBbar. SchlieBlich sei noch angemerkt,

daB wir wiederholt Gebrauch machen von der Beziehung

(7.10) ‘/Emﬁ[Jdu ()= (D)=:~/fdy. VDeD.
D T-1D)
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Wir wollen nun zeigen, daff durch die Annahmen (3.1), (7.1) und (7.4-7.5) die
Voraussetzungen (3.2—3.3) sichergestellt sind. Dabei werden wir gleichzeitig die
Gestalt der bedingten Dichten (5.3) ermitteln, wobei x(.|#) das oben angegebene
WahrscheinlichkeitsmaB ist (fiir £ € Nz). Wegen (3.1) und (4.1) gilt nach dem
Neyman-Kriterium

@) = fulTE@) ba) 4] Voe B,
(7.11) "
@) = ho(T@) @) (1] Ywe B,

wobeihy | Eund hx|X B-meBbare Funktionen und f,,| T (w € Wy U W) D-meB-
bare Funktionen sind, die wir im @brigen alle als nicht-negativ annehmen kénnen.
In Verallgemeinerung einer Aussage bei LEHMANN [7] (§ 2.5, Lemma 6) konnen
wir nun folgendes beweisen:

Satz 7.5. Es mogen die Voraussetzungen (3.1), (7.1) und (7.4—17.5) erfillt sein.
Dann gilt

a)

dw? 7

(7.12) 27 O =ful®) The()du(]t) ("] YweBy,
und analog fir ,, K statt ,JH*.

b) Zu gegebener Festlegung der reguldren bedingten Wahrscheinlichkeiten
wl | ) B X L mit (1.5) existieren reguldre bedingte Wahrscheinlichkeiten

gV BXT mit wy([6) L pl.|t) firale teT

und wy (¥ |1) =1 fir alle t e N,y Es gilt fiir olle te T

7.13) dun o [Pn@ (Thr O dut |07 e Ny
Wl “am (1, te Ny

it

(7.14) Gi={8: 0< [hu()du(.[) < oo}, wl(Ng)=0 VuleRE.

Entsprechendes gilt fir ,,K* statt ,,H*.

Beweis. a) Die Funktion fy,(t) [ m(x) du(.|t) ist sicher D-meBbar. Wegen
(7.4), (7.5), (1.9) und (7.10) gilt

[0® [ha0)dut |1 dum / [r@ b Ou |9
D

DNLT %
= [ [t a0 dut |9 auc /Eﬂ(dﬂ t)au” 0
DNST X
/dﬂ du—=w'(D) VDe®,
7-1(D)

und damit die Behauptung.
b) Wir bezeichnen in Analogie zu (6.2) die auf der rechten Seite in (7.13)
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stehende Funktion mit pg (x, t). Diese ist sicher B X D-meBbar, denn
Fha (Y dp ()
ist D-mefibar, so dafl insbesondere 1\7% €D gilt.

Wir definieren nun eine ®-meBbare Wahrscheinlichkeit wpg (. )| B x T ver-
moge
(7.15) wg(B,t):= [pu(. . t)du(.[t), Be®.
B

Dann ist wg(B,t) bei festem Be B eine D-melbare Funktion® und wegen
Pa(x,t) =0 Vo e X Vte T ein MaB iiber B fiir jedes ¢ & T. Ferner gilt fiir ¢ € N

o (%, 1) = (jk,, d,u(.]t)) (th(.)du(.lw)*l: 1,

und fiir ¢ € Ny erhilt man @y (X, ) = u(X|f) = 1 wegen (7.4).

Fir f e N%r gilt sogar wy (¥;,t) = 1, denn fiir t € Nix N bzw. te Nir Ny
kann man wegen (7.5) in den beiden vorstehenden Gleichungen ¥ durch ¥; er-
setzen.

Wir wollen nun zeigen, daB wg (B, .) der Gleichung

(7.16) _wa ,)dwT ()= [ Ipdw VDeD VYwe®y VBeD
T-YD)

genligt, womit die Behauptung des Satzes bewiesen ist. Denn nach (7.16) und den
obigen Ausfithrungen ist dann wy(.].) = wg (., .) eine von w € Wy unabhingige
reguldre Festlegung der bedingten Wahrscheinlichkeiten der Mafie w € Wy mit
wg (¥;]¢) = 1 fir alle ¢t e Niz, fiir die nach (7.15) gil

dwg (-, ¢) ~

— e () = pg(x,t) Vted.

auclr) ¢ il @
Da, wie man sich leicht iberlegt, w? (Ng) = 0 Yw? e B gilt, ergibt sich (7.16)
aus der folgenden Gleichungskette, bei der wir (7.5), (7.9—7.12) und (7.15) aus-
nutzen:

[ @ (B, ) dwT (.) HpH ) dp (.| t) dw” (t)
D
= [ A IhH DA (|0 (SR () dps (|01} fu®) [hur () du(-|8) du” (1)

DK’%NeT B%,
= | [Is() k() fu(T () du(-|t) du” ()

DNy w2 p
- E,,(IB |) = | Isgdu
DNy wiT DNG
| Ipdw= [Ipdw VDe®D VYwe®y VBe®.
DN D

(Man beachte, daB Ny keine uT-Nullmenge sein muf!) _J

5 Dies folgt leicht aus der Gultigkeit fir Indikatorfunktionen I x p, B € B, DeD, mit
[ Ipxpdul.|t) = Ip@t)u(BB'|t).
B
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Bemerkung. Wegen wg (¥;]1) = u(X:|t) = 1 fiir t € Ny ist die rechte Seite
n (4.14) auch eine Festlegung der Dichten

ditg (|t) ¢
Fran (x), w=e¥;, teN,7.

Entsprechendes gilt fir ,, K statt ,,H. _]
Aus Satz 7.5 folgt nun unmittelbar das

Korollar 7.6. Es mogen die Voraussetzungen (3.1), (7.1} wad (7.4—7.5) erfiillt
sein. Dann gilt:
a) Die Annahmen (3.2—3.4) sind erfullt Insbesondere kann NH Ng=N,z
oder auch Nig Nz NH und Ng = N,z U NK gewdhlt werden (wobei N¢ % analog zu
(7.14) definiert ist).

b) Fs existiert eine B X D-mefbare Version der bedingten Dichten

dwp (-]2)
du(-[t)

mit . | ) gemifs (7.4—7.5), ndmlich die durch (7.13) gegebene Funktion.

Beweis. a) Wir hatten weiter oben bereits festgestellt, da8 (3.4) durch (7.1)
sichergestellt ist. (3.2—3.3) folgen aus Satz 7.5 b), wobei zu beachten ist, daf3
Ny bzw. Ng eine BE- bzw. BE-Nullmenge ist.

b) Im Beweis zu Satz 7.5 b) hatten wir festgestellt, dal} die rechte Seite von
(7.13) (dort p(z,t) genannt) B X D-meBbar ist. _|

8. Losung fiir dominierte Hypothesen

Wir setzen im folgenden stets (3.1), (7.1) und (7.4—7.5) voraus. Nach Korollar
7.6 a) sind dann auch die Annahmen (3.2-3.4) erfiillt. Wir wihlen

Ny = ”TUNH, NK:N#TU.NK.

Mit der ¥Z-Nullmenge Ny aus (3.4) erhalten wir N; aus (4.3) zu
(8.1) Nl:NOUNHUNK:NOUN”TUNHUNK.
Die Voraussetzungen des Korollars 6.1 sind erfﬁllt denn die Funktionen

(., T()|T-1(N) und  pg(., T()|T-1(NY)
sind nach der Bemerkung im Anschluf} an Satz 7.5 wegen N{ c Ni» gegeben durch
pr(x, T () = b @[ hu () dpu (.| T (@)},
Pr (@, T () = hg (@) {[hr () dp (.| T (@)},

und diese Funktionen sind sicher 71 (NV{) B-meBbar.
Setzt man zur Abkirzung noch mit ¢(f) aus (5.4)

83) c@):=c@®c®), ¢@O:=ha()du|0)([rx()dul.|t)?
so liefern (4.6) und (5.4—5.5)

(8.2) ze T-1(N9),

{fPT(x)( ) T(x)e Ny
(84) (p*(%): 1, T(x)EN()UNuT UNg .
o, ( )ENK——-(NQU TUNH)
(L () > 5 () har ()
(8.5) @i (@) = yy(), hg(@)=c(t)hu(x), wxc¥:, teNs.
0, hr(x) < C(t)]lH( )
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Dabei sind ¢(t) und y (), 0 = y(t) = 1, zu bestimmen aus
(8.6) by (B (6, 8(0)|0) + v () @ (B_ (1,6 0)|1) =
k):{@efi’fthK(x)>th(m)}, ((, k)e Ny X Ry.
(=)

Nach Korollar 6.1 gilt also der

Satz 8.1. Es migen die Voraussetzungen (3.1), (7.1) und (7.4—17.5) erfillt sein.
Dann existiert ein Test o* | X, der das bedingte Testproblem (2.7—2.8) lost. Dieser
kann gemif (8.4—8.6) festgelegt werden.

Bemerkung. Die Existenz einer Losung ¢* von (2.7—2.8) folgte unter den
Annahmen (3.1) und (7.1) auch aus Satz 2.3 b). _|

Uber die auftretenden Nullmengen ist noch folgendes zu sagen: Es kann
Ng = 0 gesetzt werden, falls By > Wg gilt. Dies ist insbesondere hdufig bei
W = {wo} erfiillt. Die u-Nullmenge 7-1(N,r) ist wegen Wy LU Wy < u eine
Wy U Wg-Nullmenge. Man kann sie daher auch aus dem Stichprobenraum X
entfernen. Die Menge T-1(Ng) bzw, 71 (1\? %) schlieBlich ist eine Wy bzw. Wk-
Nullmenge. Man kann also von folgendem Ansatz ausgehen:

(@) = Iy (T @) fu(T @) bz (v) = f(T @) bt () [u]  Vwe By
= (@) = I (T @) fu (T (@) hg (2) = f(T @) hx (z)  Ywe B

mit hy| T—1(1§7 u) =1 und hg|T-1 (ﬁ x) = 1. Bei geeigneter Wahl der Dichten
gilt also

0 < [hu()du(.|t) <oo, 0< [he()du(.|t) <oo VieN,

go daf} in (8.4) Ng=Ng=0 gesetzt werden kann. Die Losung des bedingten
Testproblems ist also im wesentlichen durch (8.5) gegeben.

SchlieBlich sei noch angemerkt, dafl Ay und kx mit Hilfe der im Beweis zu
Satz 2.3 b) angegebenen mit Wy und Wy, dquivalenten MaBe vz und vk festgelegt
werden durch

dvg 1 dwk,:

d'VH 1 de,i - 1 [ ]
du ~ 42 dp M

hy =5~ = 22 du (ud,

hg =

(vgl. Wrrring [11], Satz 2.33). Sind insbesondere die Verteilungen von By U Wk

paarweise dquivalent, so kann man g = vy = w1 € By, vg = wo € Wy wihlen,

so daB (8.5) mit by = 1 und hg = %wu%[wl] eine besonders einfache Form be-

kommt. Insbesondere kann man also bedingte Tests in Exponentialfamilien
hiermit leicht konstruieren.

Herrn Professor Dr. H. WirTING, Miinster, danke ich fiir zahlreiche Anregungen bei der
Fertigstellung dieser Arbeit.
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