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Minimal indefinite Randomisierungen von Spielen

D. BIErLEIN
Eingegangen am 27. Dezember 1967

Summary. For games with uncountably many pure strategies there exists in general
not only a uniquely determined mixed extension, but a system of different “randomizations”.
A randomization for which the interval between lower and upper value is as small as possible
is called “minimal indefinite”. A minimal indefinite randomization is either definit> (strictly
determined) or the game is “essentially indefinite”. The construction of increasing sequences
of sets of minimal indefinitely randomized games by means of iterated “composition” leads
to criteria for a randomization to be minimal indefinite. As a by-product we get an arsenal
of necessary conditions for the existence of a definite randomization. The notion of randomiza-
tion is understood here in a rather wide sense: Instead of using a condition adapted to
convexity only a much weaker composibility-condition is required ; conditions on measurability
are reduced to a minimum.

Einleitung

Fir die mathematische Beschreibung eines Entscheidungsproblems empfiehlt
sich vor allem die Struktur eines Zweipersonen-Nullsummen-Spiels, wobei es von
sekundérer Bedeutung ist, ob ein realer oder ein fiktiver Gegner gegeniibersteht.

T Zentrum des Interesses stehen die Fragen:

1. Welche Strategien (innerhalb eines in Betracht zu ziehenden Arsenals von
Strategien) sind als ,,optimal® zu klassifizieren ?

2. Sollen randomisierte Strategien beriicksichtigt werden und — falls {iber-
abzédhlbar viele reine Strategien vorliegen — welche Randomisierung des Spieles
soll gewihlt werden ?

3. Wie lassen sich ,,optimale’* Strategien numerisch ermitteln bzw. identi-
fizieren ¢

TFiir ein Zweipersonen-Nullsummen-Spiel, das in definiter Randomisierung
vorliegt, sind die Antworten geldufig:

Zu 1. Als ,,optimal” sind — im allgemeinen — die Minimaxstrategien zu be-
trachten.

Zu 2. Eine weitergehende Randomisierung bietet keinen Vorteil.

Zu 3. Fir die numerische Ermittlung und die Identifizierung der Minimax-
strategien steht mit dem Sattelpunkt-Kriterium ein vielseitig verwendbares Werk-
zeug zur Verfigung.

Liegt das Spiel in einer ¢ndefiniten Randomisierung vor, so rilckt zunichst
Frage 2 in den Vordergrund, und zwar nun konkreter formuliert als Frage danach,
ob eine weitergehende Randomisierung des Spieles existiert, fir die das Indefinit-
heitsintervall kleiner ist als fiir die vorliegende Randomisierung. Daran schlie(3t
gich die Frage nach einer ,,minimal indefiniten Randomisierung an, d.h. nach
einer Randomisierung, deren Indefinitheitsintervall nicht mehr verkleinert werden
kann. Eine minimal indefinite Randomisierung ist entweder definit oder es liegt
eine ,,wesentliche* Indefinitheit vor. Fiir wesentlich indefinite Spiele stellt sich
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Frage 1 von neuem; eine Antwort auf sie setzt eine Analyse der wesentlich in-
definiten Spiele in minimal indefiniter Randomisierung voraus.

In dieser Arbeit werden Kriterien fiir das Vorliegen einer minimal indefiniten
Randomisierung entwickelt, indem mit Hilfe des Prinzips der iterierten ,,Kom-
position“ von Spielen umfangreiche Systeme von Spielen in minimal indefiniter
Randomisierung konstruiert werden. Die sich hieraus unmittelbar ergebenden
hinreichenden Bedingungen fiir ein wesentlich indefinites Spiel korrespondieren
mit notwendigen Bedingungen fir die Existenz einer definiten Randomisierung.
Insofern bilden sie eine Ergénzung des reichhaltigen, auch in jiingerer Zeit noch
erweiterten Arsenals! von hinreichenden Bedingungen fiir die Definitheit einer
Randomisierung. Wahrend durch die in der Literatur behandelten Definitheits-
kriterien im wesentlichen nur solche Spiele erfallt werden, bei denen bereits die
diskrete Randomisierung definit ist2, wird in dieser Arbeit der Begriff ,,Randomi-
sierung® sehr allgemein gefaflt: Einerseits wird an eine Randomisierung statt
einer auf eine Konvexitit abzielenden Bedingung nur eine wesentlich schwichere
Komponierbarkeitsforderung gestellt, zum anderen werden die maBtheoretischen
Bedingungen auf ein Minimum beschrénkt. Das hat zur Folge, daf eine ,,maximale‘
Randomisierung in der Regel nicht existiert, daB also eine minimal indefinite
Randomisjerung nicht einfach als eine Randomisierung mit demselben Indefinit-
heitsintervall wie die maximale Randomisierung erklart werden kann.

Abschnitt 1 der Arbeit dient der Begriffsbildung und der Bereitstellung allge-
meinerer Hilfssdtze tiber Randomisierungen. Als Start fiir die Iteration der ,,Kom-
position* von Spielen wird in Abschnitt 2 die Klasse der definiten Spiele gewihlt,
in Abschnitt 4 die umfassendere (von den Mengen der Kompositionsfolge in
Abschnitt 2 nicht tberdeckte) Klasse der ,,fastdefinit komponierbaren Spiele,
die bereits in [3] diskutiert wurden? und hier in Abschnitt 3 eingehender behandelt
werden. Es wird gezeigt, dall die beiden Kompositionsfolgen nicht abbrechende
aufsteigende Folgen von Mengen von Spielen in minimal indefiniten Randomisie-
rungen bilden.

1. Begriffsbildung und Hilfssiitze

Wir nennen (U, V, a) ein Spiel, falls U und V nichtleere Mengen sind und «
eine auf U x V erkldrte absolut beschrinkte reelle Funktion ist, wobei a(u, v)
=a(u,v)Vve V stets w = «" impliziert und das Analogon bei Rollenver-
tauschung von « und v gilt. (Die Gleichheit in U und V deckt sich also mit der
strategischen Aquivalenz. Ein Teil der Aussagen dieser Arbeit laBt sich auf den
Fall einer unbeschrinkten Auszahlungsfunktion a iibertragen, der wesentliche
Teil jedoch nicht.)

a, (U, V):=sup infa(u,v) und a*(U, V):=inf supa(u,v)
ueU veV veV uelU

sind der untere bzw. obere Spielwert von (U, V, a).

1 Siehe inshesondere [8], [6], [7]-

2 Vergleiche dazu [1]. Einfache Beispiele fiir Spiele, deren diskrete Randomisierung
indefinit ist, eine weitergehende aber definit, lassen sich ohne Mithe angeben.

3 Die in der Lecture Note [3] nur zitierten Sitze (insbesondere [3], (3.4)) und die Aussagen
iber das in [3], Abschnitt 4, vorgelegte ,,Satellitenjagd-Spiel* sind in dieser Arbeit zum Teil
als Spezialfille allgemeinerer Ergebnisse mit Beweisen aufgenommen.
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J(U, V):=[ay (U, V), a*(U, V)] nennen wir das Indefinithestsintervall von
(U, V,a). (U, V,a) heiBt definit, falls a, (U, V) =a*(U, V); J(U, V) besteht
dann aus einem Punkt, dem Spielwert W (U, V). Fir I'= (U, V, a) schreiben
wir auch a, (I"), J (") usw.,

Als gemischte Strategien zu einem Spiel (X, ¥, a) — mit den Systemen X und
Y von ,reinen’ Strategien — kommen W.-MaBe p iiber X bzw. ¢ iber ¥ in Be-
tracht, fiir die die Erwartungswerte a(p, ¥) := fa(x, y) dp fir alle y e ¥ bzw.

b'¢

a(x, q) = f a(z, y) dq fiir alle z € X existieren. Die Gesamtheiten dieser W.-Malle
Y ~ ~
bezeichnen wir mit P bzw. Q.

Ein Spiel (P, Q, a) nennen wir eine Randomisierung (abgekiirzt: Rg.) des
Spieles (X, Y, a), falls

XcPcP, YcQcQ, a(pg = [ [a(x,y)dgdp = j'faacy Ydpdg 4
Iy

gilt und P und @ die Zusatzbedingung (K) erfiillen:

(K) Zu jedem u € P bzw. u e Q und jeder p-mefbaren Menge Ko mit u(Ko) > 0
existiert ein ' € P baw. u' € Q derart, dap u'(Ko) = 1 und u'(K) = u(KoK)
flir alle p-mefbaren K.

Die Forderung (K) ist schwicher als die Einschrankung, dafl fiir P und @ nur
die Systeme aller auf einem vorgegebenen ¢-Ring tiber X bzw. Y definierten
W.-MaBe in Betracht kommen?5 (denn in diesem Fall kann in (K) fir 4’ das
bedingte W.-MaB u(K|Ko):= u(KKo)/u(Ko) gewdhlt werden). Anschaulich
bedeutet (K), daBl es moglich ist, die auflerhalb K, liegende Masse von p auf K
zu iiberpflanzen und dort auf mindestens eine Art zu verteilen.

Danach sind (P Y, a) und (X, Q a) stets Randomisierungen in den Fallen,

in denen P und Q eine Rg. bilden, stellt (P Q a) eine maximale Rg.6¢ dar.

Die Menge aller gemischten Strategien zu (X, Y, a), die einen endlichen Triger
besitzen, bezeichnen wir mit P¥ bzw. QF und diejenigen, die einen abzéhlbaren
Triger besitzen, mit PP bzw. @P. Die Spiele ["#:=(PEZ, Q%,a) und I'?:=(P?,Q?, a)
heiBen endliche bzw. diskrete Rg. von (X, Y, a). Fir zwei Randomisierungen

=(P,Q,a) und I" = (P, @, a) von (X, Y, a) schreiben wir zur Abkiirzung
Tcl”, falls Pc P’ und @ c @', falls also I eine iiber I” hinausgehende Rg. — eine
,,Erweiterung‘ der Rg. I" — ist.

Der folgende Hilfssatz soll einige bekannte Ungleichungen in Erinnerung
rufen, zugleich aber auch gegen eine unzuldssige Verallgemeinerung abschirmen:
(1.1) a) Ist (P, @, a) eine Rg. von (X, Y, a), so gilt

o <X Y) < a,(P, ¥) = a,(P, Q) < a*(P, Q) = a*(X, Q) < a¥(X, Y).
au(P,Y) Sa (P, Y), a*(X,Q) =a*(X,Q).

4 Im Vergleloh zu der in [4] diskutierten asymmetrischen gemischten Erweiterung
handelt es sich hier also um eine symmetrische gemischte Erweiterung.

5 Diese Einschrinkung liegt der Definition einer gemischten Erweiterung in [8], [7],
[5] u. a. zugrunde (vgl. dazu auch [1]) und schlieBt z. B. die unten definierte ,,endliche Rg.*
aus. Die in [3] skizzierte Definition einer gemischten Erweiterung ist im klassischen Sinn oder
im Sinn der hier definierten Rg. zu prézisieren.

8 Vgl. die hiervon abweichende Definition einer ,,maximalen gemischten Erweiterung*
in [5], § 3.
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b) Es gilt nicht allgemein a, (13, Y)=a*(X, Q).
¢) Far I'c IV gilt J(I2J(I).
d) Stets gilt J(I'F) = J(I'?).
Beweis. Die Gleichungen und Ungleichungen in a), ¢) und d) sind elementare
Folgerungen aus der Definition von a, und a*, wobei fiir den Beweis von d) die
Voraussetzung, daB a absolut beschrankt ist, benétigt wird. Zu b) ist ein Beispiel

mit Oy (P Y) > a* (X Q) in [4], Abschnitt 1, zu finden; und zwar gllt dort

a *(P Y)=1, a*(X, Q) = 0. (Ein Widersprich zu a) besteht nicht, da P und Q
hier keine Rg. bilden.) ]

Als Verallgemeinerung der definiten Rg. definieren wir: I" ist eine minimal
wndefinite Rg. von (X, Y, a), falls J(I') = J (I} fir jede Rg. I"> I

Hierzu sei bemerkt, dafl fir eine minimal indefinite Rg. I'" nicht allgemein
J(I) = [a, (13, Y), a*(X, é)] gilt: In dem zu (1.1) b) zitierten Beispiel aus [4],
Abschnitt 1, sind (15, Y, a) und (X, Q, a) definite und damit minimal indefinite
Randomisierungen mit a,, (]3, Y) > a*(X, é).

I nennen wir wesentlich indefinit, falls jede Rg. I mit I 5 I" indefinit ist, also
falls die Definitheit nicht durch eine Erweiterung der Rg. I erzwungen werden
kann.

Die Schreibweise X, 7 X soll zum Ausdruck bringen, dall X durch die auf-
steigende Folge von Teilmengen X, Xo, ... ausgeschopft wird, d.h. daB X;cXsc---
mit _J X, = X gilt; analog Yy, / Y. Zu gegebener Rg. (P, @, a), bei der alle

m

X p-meBbar sind fiir jedes p € P und alle Y, g-meBbar fiir jedes g € @ setzen wir
={peP:pXn)=1} und Qu:={geQ:q(Yn)=1}.

Hierbei ersetzen wir — falls erforderlich — p bzw. ¢ durch eine Fortsetzung
von p bzw. ¢, bei der die Mengen X1, X, ... bzw. Y1, Y3, ... zum Definitions-
bereich von p bzw. ¢ adjungiert sind. Da die zu adjungierenden Mengen auf-
steigende Folgen bilden, existieren solche Fortsetzungen fir jedes W.-Mal
([2], Satz 2B). Als Strategie ist ein Ma8l aus P bzw. @ mit jeder seiner Fortsetzun-
gen strategisch dquivalent, so daf sich an der Rg. (P, @, a) und an ihrem In-
definitheitsintervall bei diesem Vorgehen nichts dndert.

Mit P und @ erfiillen auch P, und Q,, die Zusatzbedingung (K); somit sind
auch (Py, @, a), (P, Qm, a) und (Pp, Qn, @) Randomisierungen. Fiir die folgen-
den Untersuchungen interessiert der Zusammenhang zwischen den Spielwerten
von (Pp, @, @) und (P, @y, ) einerseits und denen des ,,komponierten** Spieles
(P, @, @) und seiner Erweiterungen andererseits:

(1.2) Ist I' = (P, @, a) eine Ry. von (X, Y,a) und gilt Xp, /X, Y0 /'Y,
so folgt fiir alle I'" > I’
a) lima, (Pp, Y)=0,(0") £ a, (") = lima*(Xp, Q).

M0 m—>oc
b) limay (P, Yp) < a*(I") S a*(I') = lima* (X, @n).

Beweis. (1) Wir setzen g (p) := infa(p, y). Zu jedem ¢ > 0 existiert ein p¢ e P
b

ye
mit @(pf) > oy (P, ¥) —e. Wegen Xy 7 X gilb gy := pt(X — Xp) = 0. Zu
jedem m withlen wir (fiir &,, < 1 gemif Bedingung (K) in der Definition einer Rg.)
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ein py € Py, mit py, (K) = p8(K Xy, fiir alle pe-meBbaren K. Unter Beriicksich-
tigung von |a| < y < oo ist dann

fa(@ y)d(pm — p*) — [alz, y)dp*
Xm X—Xn

|@(Pm, y) — a(p®y)| = Z2yeyn Vyel.

Fir hinreichend groBes m ergibt sich daraus
a(pm) = a(Pf) —2yem > ay(P,Y)—e und,da P> Py,
(P, Y) 2 ay(Pm, Y) Za(pm) > a, (P, Y)—¢.

Esgilt also limay (P, Y) =0, (P, Y} =a, (I") und analog ima* (X, Qn) =a™*(I').

(2) Da”s?nw(l) erhaltene Teilergebnis angewandt auf nFTiefert zusamrmen mib
1.1) ¢) ,

0y (1) = ay (") = limay, (P, 7).
M—~>00
Da wegen P, c P', Qc @ auch (P,,, 0, a) eine Rg. ist, gilt nach (1.1{a)) ferner
Uy (Pry ¥) < a* (X, Q) fiir jedes m .

Mit (1) folgt daraus a) und analog b). _

2. Kompositionsfolge mit den definiten Spielen als Basis

Dy sei die Klasse aller definiten Spiele (P, @, a)7. Als erste Erweiterung von
Dy betrachten wir die Klasse aller Spiele, die sich aus definiten Spielen komponieren
lassen in dem Sinn, daB sie als Rg. (P, @, a) eines Spieles (X, Y, a) dargestellt
werden konnen mit X, 7 X, Yy 7 Y derart, daB (Py, @, a) und (P, Qp, a)
fir alle m definit sind. Die iterierte Anwendung dieses Kompositionsprinzips
fithrt zur Definition (fiir £ = 1):

Dy ist die Klasse aller derjenigen Randomisierungen (P, @, ¢) von Spielen
(X, Y, a), fiir die bei geeigneter Wahl von X, / X und Y, / Y die ,,Komponen-
ten** (Py,, @, a) und (P, Qp, a) fir alle m zu Dy_; gehdren.

Offensichtlich bilden die Klassen Dy eine aufsteigende Mengenfolge. Die
Zugehorigkeit einer Rg. zu Dy, geht bei Erweiterung der Rg. nicht mehr verloren,
wie durch vollstdndige Induktion sofort zu zeigen ist.

Alle durch iterierte Komposition aus definiten Spielen gewonnenen Ran-
domisierungen haben mit diesen die Eigenschaft der minimalen Indefinitheit
gemein:

(2.1) Jede Ryg. I' aus Dy ist minimal indefinit.

Beweis (vollst. Ind. nach k). Fir k£ = 0 ist die Aussage trivial. Es sei nun
I' € Dpy1, und zwar eine Rg. von (X, Y, a) mit ‘

Xn /"X, Yup,/Y und (Pp,@,a)eDr, (P,Qu,)edDr VYm.
Fir I" = (P, @', a) > I’ folgt dann nach (1.2)a) mit (1.1)a) bzw. nach In-
duktionsannahme
ay (I") = lima, (P, Q) = lima, (Pn, @) = a, (I")
>0

b (ama®ed

und analog a* (') = a*(I'); d.h. I" ist minimal indefinit, _

7 Es sei daran erinnert, daf3 nach unserer Definition eines Spieles jede einzelne Rg. eines
Spieles selbst wieder als Spiel zu betrachten ist. Do enthiilt also simtliche definiten Randomi-
sierungen aller Spiele.

14 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw., Geb., Bd. 11
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Wihrend die diskrete Rg. von (X, Y, a) stets zu g gehort, sobald mindestens
eine der beiden Mengen X, Y endlich ist, enthélt ®; die diskreten Randomisierun-
gen aller Spiele mit abzihlbar vielen reinen Strategien:

(2.2) D12 {(P?, @2 a): X und Y abzihlbar}.
Beweis. X und Y lassen sich mit endlichen Mengen X, bzw. Y, ausschopfen.
Die diskreten Randomisierungen von (X,,, Y, @) und von (X, Y, a) sind dabei

definit. ]
LaBt man die Voraussetzung der Abzahlbarkeit bei einem der beiden Strategie-
systeme X, Y fallen, so kann man Spiele angeben, bei denen keine Rg. — auch

nicht eine minimal indefinite — irgendeiner der Mengen der Kompositionsfolge
Do, D1, ... angehort, Ein Beispiel hierfir ist

I'N=(X,Y,a) mit X=N,
Y = {y|N: 0= y(m) 7138,
a(x,y) =y().

Im Spiel Iy kommt es fiir Spieler 1 darauf an, x méglichst groB zu wihlen,
wihrend Spieler 2 bestrebt sein muB, eine monotone Funktion y|N ZU nennen, die
moglichst langsam gegen 1 konvergiert, die also moglichst lange moglichst klein
bleibt.

I ist minimal indefinit, doch gehort weder I'1 noch irgendeine Rg. von I'y zu
U Dx; dies folgt aus dem folgenden Satz.

P

(2.3) Fiir jede Ry. (P, Q,a) von I gilt:
a) J(P, Q) =[0,1].
P Qa ¢ U ®IE

¢) Zu jedem & > 0 existieren Xy (e) 7 X, Yyu(e) /Y derart, daf
lima* (Xm(8)> Q) < 2 (P, Y) + ¢, hma* (P’ Ym(ﬁ')) > “*<X: Q) —é&.

M—>00 M—r00
Bewess zu a): Fir alle p e P = PP gilt infa(p, y) = inf> y(n) p@=n)=0
. yey ye¥ n
und fiir alle g € @ ist supa(z, ¢) = lim J'a(n, y)dg = f lima(n, y)dg = 1. Wegen
zeX n~»c0 ¥ ¥ oo
0<a=1 folgt daraus J(I1) = J(P, Q) =J(PP,Q)=1[0,1] fir jede Rg.
(P, Q, a).

Zu b): Zum Beweis der Behauptung (P, @, a) ¢ Dy wird im folgenden gezeigt,
daB fir jedes Mengensystem {Y,,, .. ,,: m; € N} mit der Eigenschaft

(*) (P, Qy,a) definit YmeNk

die Vereinigung aller Y, mit m € N¥ von Y verschieden ist.

Aus (*) folgt zunéichst ay (P, Yy,) = a* (P, @) = a*(P, Q) = 1 und,dain I
die Dominanz von &' iiber @ fiir 2" > x besteht, a, (X, Y,;) = a, (P, Y,)) = 1.

8 Die Schreibweise y(n) /1 dient als Abkiirzung fiir y(1) < y(2) = -+ mit lim y(n)=1.

n—>co
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Also existiert zu jedem m e N¥, n € N ein z,,(n) € X derart, daB

. 1
infy (a (m)) > 1 — ;..
ye¥y

Damit ergibt sich

’

Ymc{ye Y: y(xm(n))>1—%\7’neN}=: Y,..

Aus dem System der x,(n) wihlen wir eine Folge z* (1), *(2), ... aus durch die
Festsetzungen

lm~= My fllI' m=(m1,...,mk),

LM

k
ﬁ(l)::max{mm(l):Zmizl} fir 1=k,
i=1
() e Z (k) fir I=£F
T |max{&(), a*(@ — 1)+ 1} fir > k.
Wegen z,,(I) = &(l) < 2*(I) Ym € Nt mit ], =1 und der Monotonie von y(x)
? * 1 . 17
Yoclyev: y@*i,))>1 - E{—}:. Y.

Es sei nun y*|N erkldrt durch
0 fir «<<z*(k)

£ —
yre) = 1—%— fir a*()sz<a*@4+1) VI=k.

Wegen 0 < y*(x) 71 gehort y* zu Y, wegen y* (x*(I)) =1 — ; VIl € N aber
zu keinem Y,;; es gilt also y* € ¥ — UY cY — UY undsorthY =Y.

Damit ist gezeigt, dall (P, @, a) ¢ ‘,Dk VEk. Daraus b).
Zu o): Fir Xp(e) = Xm:={1,2,...,m}, Yp(e):= {ye Y:ym)=1 —-%}
gilt:
Xn /X, Yum(e) /Y Ve>0,
a*(Xp, Q) L a* (X, Y) <supy(x) =0,

xe€Xm

wobei y€ ¥ mit y(x) =0 Va < m,

Ay (P, Yo () Z 0, (X, Yiu(e)) = infy(m) = 1 — % >1-—s.
Y€ ¥ m(e)

Zusammen mit a) folgt daraus c). A

Die in (2.3)c) notierte Eigenschaft des Spieles I'y ist, wie sich im folgenden
Abschnitt ergeben wird, allgemein hinreichend fiir die minimale Indefinitheit
einer Rg.

3. Fastdefinit komponierbare Spiele

Die Rg. (P, @, @) von (X, Y, a) nennen wir ein fastdefinit komponierbares

Spiel oder kurz fk., falls zu jedem positiven ¢ Mengenfolgen X,,(g) X und

14#
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Yp(e) /Y existieren mit
lima*(Xpm(e), @) <ay,(P,Y)+ e, lima, (P, Ypu(e)>a*(X,Q) —¢.

m—r oo m—rco
Jede Rg. von I7 ist nach (2.3)¢) somit fk. Ist I'fk., so auch jede iiber I” hinaus-
gebende Rg. Die Klasse aller fastdefinit komponierbaren Spiele sei mit § be-
zeichnet. Es gilt dann

(8.1) Jedes fastdefinit komponierbare Spiel ist minimal indefinit.

Beweis. I'= (P, @,a) und I" = (P, @', a) seien Randomisierungen von
(X, Y,a) mit I"> T Ist I'e § mit den komponierenden Mengenfolgen X, (s)
und Yy, (¢), so gilt nach (1.2) a)

a,(I"y S lima*(Xp(e), Q) <apy (I +e<a,([")+e Vex>0
und folglich a, (I'") = a, (I"), analog a*(I") = a*(I") mit (1.2) b). |
Zu den Mengen 9y, steht & in folgender Beziehung:

(3.2) a) D1cF. b) %—@13%6@16#:0.
=1

Beweis zu a): Die Komponenten (Pp, @, ) und (P, @, a) eines Spieles aus
D1 sind definit, erfiillen also nach (1.2) a) bzw. b)

lima*(Xy,, @) =lima, (Py, ¥)=0a,(P,Y)

m—>00 m—>o0
]ima* (P: Ym) - lima’* (X, Qm) = a’* (X: Q):
m—>co H—>00

sind also auch Komponenten eines fk. Spieles.
Zu b): Nach (2.3) b) und o) gilt I'1 € F|_J Dg. Daraus b). |
E

Insbesondere sind alle definiten Spiele fk. Eine vollstindige Charakterisierung
der fk. Spiele gelingt mit Hilfe des Konzepts der ,,Uberholspiele:

Die Rg. (P, @, a) von (X, Y, a) heiBt Uberholspiel zum Uberholintervall [ , oz],
falls zu jedem positiven & Mengenfolgen Xs = Xs(¢) / X und Y¢ = Yi(e) /Y
existieren mit

a* (X3, Q) <ar+eVi>s und a,(Ps,Y)>as—eVs>1t.

Ist I' ein Uberholspiel zu [x1, 2], so auch jede iiber I" hinausgehende Rg., und
zwar zu einem [og, ag] umfassenden Uberholintervall. In der in [3], Abschnitt 2,
gegebenen Interpretation der Uberholspiele zu einem echten Uberholintervall
wird ihr Wettkampfcharakter dargelegt, der daraus resultiert, daB es fiir jeden
der beiden Spieler darauf ankommt, den Gegner bei der Wahl des Mengenindex s
bzw. t zu iiberrunden. Der Sieger in diesem Wettlauf erzwingt mit einer geeigneten
Strategie aus P bzw. @ eine Auszahlung ¢ > o — e bzw. @ < a1 + &.

Die Klasse & der fk. Spiele ist identisch mit der Gesamtheit derjenigen Uber-
holspiele, die ihr Indefinitheitsintervall als Uberholintervall besitzen:

(8.3) I' ist genaw dann fastdefinit komponierbar, wenn es ein Uberholspiel zu
J(I') ist.9

9 Die Sdtze (3.3) und (3.4) dieser Arbeit entsprechen den in {3] ohne Beweis zitierten
Sdtzen (3.4) bzw. (2.1) bis (2.3).
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Beweis. (1) I'= (P, Q, a) sei fk. mit den komponierenden Mengenfolgen
X (&) und Yo (e). Ist I' definit, so erfiillen Xs:= X, Yt:= Y fir s, € N die an
das in der Definition eines Uberholspiels erscheinende Teilmengensystem ge-
stellten Forderungen; somit bleibt der Fall a, (I') < a*(I"):

Zu ¢ > 0 setzen wir zur Abkiirzung

Xop =X (g}, Y= Yu(¢) mit & :=min

Fir jedes m gilt dann mit (1.2)b) nach Voraussetzung

lim a* (X, Qn) = a* (Xm, Q) < lim a* (X, Q) < ay (I') + &'

n—>0c0 m—>oa
Es existiert also eine Funktion #| N und analog eine Funktion m| N derart, daB
a* (X, Qn) <a, )+ €& VYr=n(m),
@y (P, Yp) > a*(I)— & Ym=mn).

Fir my i== 1, ny:= n{my), mg:= m(n_1), ng := n(my) fir § > 1 ergibt sich
a* (X @) < Ay IN+e=sa*)—¢ < 228 (P> Ym) s

ist also X,,,,, eine echte Obermenge von X,,, und somit 7.1 > m;. Daraus folgt
X, /+ X und analog Y, 4 Y.

Mit Xs(s):= X, (&), Yt(e):= Y, (&'} liegt ein Teilmengensystem im Sinn
der Definition eines Uberholspiels zu J (I") vor; denn auBer Xs(e) ~ X, Yt(e) /Y
gilt:

s>t impliziert ms = my1 = m ()
und folglich a, (Ps, Y¥) > a* (") — ¢’ Z a*(I") — &,

¢ > s impliziert ny > ns = n ()
und folglich a* (X3, Q) < a, (I + & Za, (') + ¢.

I ist also ein Uberholspiel zu J (I).

(2) I' = (P, Q, a) sei ein Uberholspiel zu J (I") mit den Komponenten X (e),
Yi(e). Dann besitzt I” mit Xy (e) 1= X™(g/2), Yiu(e) := Y™ (g/2) zugleich ein
fastdefinit komponierendes System; denn es gilt mit (1.2)b)

a* (X (), Q) = lim a* (Xm (g) Lo (%)) <ay(I)+ £ ¥meN

{00
und mit (1.2)a) analog
a5 (P, Y (e) > a*(I) — 5 ¥meN. |
Die Uberholspiele zum eigenen Indefinitheitsintervall sind also (nach (3.1)
mit (3.3)) minimal indefinit. Die Einschrinkung ,,zum eigenen Indefinitheits-
intervall ist dabei wesentlich: Es gibt Uberholspiele I", die ein echtes Teilintervall
von J(I') als Uberholintervall besitzen und nicht minimal indefinit sind. Ein
Beispiel hierfiir ist:
I 2= (X ’ Y: a’) ’
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wobei X und Y Exemplare von N sind, und

0 fir z<y
alzy)=12 fir 2=y
1 fir 2>y.

Wie sofort zu verifizieren ist, gilt fiir I5:
(1) Das System Xs:={1,...,s}, Y*:={1,..., ¢} erfillt
Xt AX, a*(X5,YH)=0 Vt>s
Y AY, au (X5Y)=1 Vs>i:

d.h. I ist ein Uberholspiel zu {0, 1].
@) J(I%) =10,2], J(I'?) = [0,1]; d.h. I} ist nicht minimal indefinit und
wegen (3.1) mit (3.3) kein Uberholspiel zu J (I).
Fiir Uberholspiele mit beliebigem Uberholintervall bleiben allgemein wenig-
stens folgende Aussagen giiltig:

(8.4) Ist I' ein Uberholspiel zu [a1, as2], so gilt
a) J)oJT")o[oa,ae] firalle I">T.
b) Im Fall a1 << ag ist I'" wesentlich indefinit.
Beweis. Mit (1.2) erhilt man fir jedes ¢ >0

0 (I') = ay (I'") = lim o* (X5 (¢), Q) = lim lim o (X3 (&), Q% (¢)) < o1 + &.
8 $ t

Daraus folgt ay. () = a,([") < oaa und analog a*(I") = a*(I") = a2. Somit
gilt a) und folglich b). _l

Ist I indefinit, besitzt aber eine definite Erweiterung I, so ist I" nach (3.4)
entweder kein Uberholspiel oder ein Uberholspiel zum einpunktigen Uberhol-
intervall J(I") = {W(I")}. Bei einem indefiniten Matrixspiel (X, ¥, @) kann nur
der erste dieser beiden Fille auftreten:

3.8) Sind X und Y endlich und ist I' = (X, Y, a) indefinit, so ist I" kein
Uberholspiel.

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes existiert zu jedem Paar von
Mengenfolgen Xs / X, Y? / Yeinmpe N,sodal Xm = X, Ym =Y VYm = mg
und somit

g (X8, V) =a, (I') <a*(I") = a*(Xs, Yt) Vs, t=my

gilt. Es gibt also kein Intervall [, x2], das die an ein Uberholintervall von I’
gestellten Bedingungen erfiillt. A

Ein — nichtrandomisiertes — Matrixspiel ist also genau dann ein Uberhol-
spiel, und zwar zu einem einpunktigen Uberholintervall, wenn es bereits selbst
definit ist.

Auf eine naheliegende Variante des Uberholspiels, das in [4] behandelte
»» Uberholspiel vom Typ 2, lassen sich die wesentlichen Teile der obigen Aussagen
wicht tibertragen:

Bei der Definition eines Uberholspiels vom Typ (2 treten aufsteigende Systeme
{Xs: t < 2} und {Yy: ¢ < 2} an die Stelle der aufsteigenden Folgen in der
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oben formulierten Definition eines Uberholspiels. Wahrend jede Randomisierung
I', die Uberholspiel zu J (I") ist, nach (3.1) mit (3.3) minimal indefinit ist, liegt
diese Eigenschaft bei Uberholspielen vom Typ Q in der Regel nicht vor. Vielmehr
sind die Randomisierungen (I—~’, @?, @) und (P2, Q,a) von I' = (X, Y, a) definit
mit den Spielwerten a* (I") bzw. a, (I), falls I' ein Uberholspiel vom Typ Q zu
J (") ist und eine nicht allzu einschneidende MeBbarkeitsvoraussetzung erfullt
([4], Satz (4.2)). Fir a, (I") << a*(I') ist hier also I" ein nicht minimal indefinites
Uberholspiel vom Typ 2 zu J(I'), wihrend (13, @7, a) und (P2, 6:2, @) als definite
Uberholspiele vom Typ £ mit dem echten Intervall J(I') als Uberholintervall
demonstrieren, daB auch Satz (3.4) sich nicht auf Uberholspiele vom Typ £ aus-
dehnen 1a8t.

4. Kompositionsfolge mit den fastdefinit komponierbaren Spielen als Basis

Da die Klasse & der — nach (3.1) minimal indefiniten — fastdefinit kom-
ponierbaren Spiele nach (3.2)b) von den Mengen Dy, der in Abschnitt 2 gebildsten
Kompositionsfolge nicht iiberdeckt wird, liegt es nahe, noch die Folge der durch
iterierte Komposition mit §§ als Basis entstehenden Mengen von Spielen zu unter-
suchen. Von $:= § ausgehend definieren wir fiir £ > 1 analog zur Definition
von Dy in Abschnitt 2:

T ist die Klasse aller derjenigen Randomisierungen (P, @, @) von Spielen
(X, Y, a), fir die bei geeigneter Wahl von X,, /X und Y,, / Y die ,,Kom-
ponenten® (Pp, @, a) und (P, @, a) fir alle m zu Fi—1 gehdren.

Genau wie fiir die Klassen Dy, gilt

FrcFecr und [MeFr VI'o2IeP:.
Das Analogon zu (2.1) ist

(4.1) Jede Randomisierung I" aus Ty ist minimal indefinit.

Beweis. Die Verankerung der vollstdndigen Induktion fiir £ = 1 folgt aus
(8.1), der SchluB von k auf k& - 1 erfolgt wie im Beweis zu (2.1). _

Eine notwendige Bedingung fiir eine nichtwesentliche Indefinitheit eines
indefiniten Spieles I, d.h. fiir die Existenz einer definiten Erweiterung von I,
ist nach (4.1) die Nichtzugehorigkeit von I" zu |_J §.

2
Wegen (3.2)a) gilt § > Dg fiir jedes k. Insbesondere enthilt also & alle
definiten Randomisierungen simtlicher Spiele. Dafl die Folge &1, T2, ... nicht
abbricht, 148t sich an folgendem Beispiel eines zu Dy und somit auch zu Fy,

nicht aber zu {1 gehorenden Spieles erkennen.

I[3=(X,Y,0) mit X={Y,: neNk},
Y={W1, s | N1, ooy | NEL) 2 () € N W},

1 fir yex

(@ y) = {0 sonst,
wobei

Yo={yeY: iy Sni,y2(n) Ena, oo, Y (B1,..n, np—1) < ng}.



204 D. BigrLEIN:

Fiir k = 2 1aBt sich I3, wie in [3], Abschnitt 4 niher ausgefithrt wird, als eine
Jagd des Spielers 1 auf einen von Spieler 2 im Zeitpunkt y; 10 auf die Bahn yo| N
geschickten Satelliten mit Hilfe einer im Zeitpunkt n; und zwar bis in die Hohe n;
wirksamen Sperre interpretieren.

(4.2) a) F3E ‘D]g.
b) Keine Rg. von I gehort zu Fp—1.
Beweis zu a). Fir

Yooome ={WeY: y1 S0y, ..o, Yu(n, ..., Ny1) = Ny}
und

'Xl:z {Yn: 71 él} gﬂt’ Ym...m;/ Y?’LL...nk-l/"'/ Ym/ Y
N 71

Ne-1 33
und
X, 7 X.
7

Fiir n e N® ist (X, Y,,, a) definit mit Spielwert 1 (z.B. ist jedes Strategienpaar
(x, ) mit x = ¥, ein Sattelpunkt), fir e N und n;e N sind (X3, ¥, a) und
(X1, Y. .m,» @) definit mit Spielwert 0 (jedes Strategienpaar (z, y) mit y1 > !
ist ein Sattelpunkt).

Daraus folgt rekursiv

(X, Y @)D fir x=kk—1,...,0.

Zuwm Beweis von b) wird gezeigt, daf fiir hinreichend kleines & (und zwar fiir
¢ < 1) kein fastdefinit komponierendes System existiert, — genauer: daf fiir
{Ty: meNk-1} mib

Tm1...m;c—1/ Tﬂ’u’m;;—z//T?m/ UTm’

*) Mr-1 mL M

ay (P, Ty) > a*(X, Q) — &, wobei ¢ < } und (P, @, a) eine Rg. von Ty ist,
stets | J T + Y gilt.
mn

Zunachst notieren wir fiir I3
P=PP, Q={g: (Y,BX,q) ein W.-Feld}, a(z,q)=gq(x),

apy)= 2 p{zt= > plz} VpeP?,
% YET zeX(p):yex
wobei zur Abkiirzung p{z}:= p({z}) fir x € X gesetzt wird und
T(p):={xeX: p{x} >0}
der Trager von p ist.
Aus (*) ergeben sich damit die Folgerungen (1), ..., (5):
(1) Es existiert ein System {p,: me Nt-1} c PZ = {pe PP: Z(p) endlich}
derart, daB
P, y)>1—e Vyely,.

Beweis zu (1). Gilt ay (P, Ty) > a*(X, Q) — & fir irgendeine Rg. (P, @, a)

von %, so wegen (1.1)a) auch ay (P, T,) > a*(X, Q) — ¢ und wegen P = pb
und (1.1)d) schlieBlich a, (P%, T';) > a*(X, Q) — s.

10 Den Parametern y, 2, 71 und nz entsprechen bei der Beschreibung des Satellitenjagd-
Spieles in [3] die Daten #y, y, ¢ bzw. 2.
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Zu g eé und & > 0 existiert wegen

Ynl...nn / Ynl...nu—l V%

N
ein 10 € N¥ derart, daB

q(Y—Yn9)<% und g (¥o...p

o~

= Vi) < fir x=2,....k
und damit

a’(YtW: q) = Q(Yu") >1—c¢

erfullt ist. Daraus folgt sup a(z, ¢) = 1 fiir jedes g€ @ und somit a* (X, Q~) = 1.
veX

Wir erhalten damit a, (P, T,) > 1 — ¢ und daraus (1).
Zu p,, definieren wir

T = {TCT(pn): pulT) = e} = {zci(pm): z P {7} %8} .
zel
Es gilt dann
(2) TpclJr YVZeZy.

zed
Beweis zu (2). Fir ye Y —|_Jz mit T e, folgt
zelT
(P> y) = z pm{x} EpX -1 —¢,
TYex

also ye ¥ — T'; daraus (2).
Fir endliche Teilmengen & von X sei

(T) :=max {n;: YT}, m(T):=min{n;: ¥Y,eT}, fir ¢=1,...,k.
Aus &, werden nun ¥, und T, ausgewihlt derart, daf
fig-1(Zpy) = min {7ig_1 (T): TEXn}, Br-1(Tre) = max {np-1(T): T € X} -
Fiir jedes m € N#-1 besteht dabei wegen ¢ < } die Ungleichung

(B) 1r-1(T(Pn) = Tir—1(Tmn) = 21 (Teg) = -1 (T (Pyy)) < 00

Beweis zu (3). Mit der Abkiirzung p,, (nz-1 € Z) : = Py, ({¥y: ng—1 € Z}) ergibt
sich aus der Definition von ¥, und Ty,

Dun (051 (T (Pr)) < M1 < Fig—1(Z)) < €,

Do (=1 (i) < M1 = Topp—1 (T(P))) < &5
und daraus
Don (i1 () = M1 S 1p-1(Tp)) > 1 — 2 =0
und
ip-1(T) < 1p1(Thy) -

Die iibrigen Ungleichungen in (3) gelten, da ¥ (p,,) eine endliche Obermenge von
g, und T, ist.
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Bei der Konstruktion eines y*e Y — U T wird eine Fallunterscheidung
getroffen werden danach, ob (n1, ..., nz—2) z111111
Leo:= {le Nt-2: sup {fig-1(Ty): te N} = oo}
gehort oder nicht11.

(4) Zu jedem [ € Ly existiert eine Menge N (I) ¢ N mit sup N ({) = oo derart,
daB die Intervalle [np—1( I{:t), 'ﬁ,k_l(fzf, )] fiir ¢ € N (1) disjunkt sind.

Beweis zu (4). Fiir | € Lo ist nach (3) auch sup{nz—1(%(;): te N} = oo und
-1 ( %f,’,) <C oo fiir jedes t € N. Hs existiert also eine monotone Teilfolge #; /" oo
natiirlicher Zahlen mit

Nrp—1 (if,ltiﬂ) > ﬁ/k‘l (z[/,llz) Vie N.
N(0):= {t1, ta, ...} besitzt dann die in (4) geforderte Eigenschaft.
Nach dieser Vorbereitung definieren wir eine Strategie y* des Spielers 2, von
der dann zu zeigen ist, daB sie nicht zu |_J 7', gehort:
m
y* = (F, ..., yF | N1, Ly | NBD),
wobei fiir [ € Lo (entsprechend (4)) gesetzt wird

(T + 1 fir e (T() = mp-1 S g1 (T)
Yi (1, mg—1) 1= mit teN(l)
1 sonst ,
yEINe1:=1 fir x<k—1
und fiir [ N2 — L,
Y, ng—1):=1 fiir ng1eN
yi_1 (1) == max {fig1(2y,): te N} + 1
yE|Ne-l:i=1 fir x=<k—2.
6y y*eY —JT,.
m
Beweis zu (5). Aus der Definition von y* ist abzulesen, daf3
y*¢x Vre¥; VieLw, teN(l).
Da % /e y,, folgt nach (2)
y*¥*¢ Ty, Vieleo, teN(l),
wegen der Voraussetzung Ty, /Ty und sup N ([} = oo (aus (4)) schliefilich
(o) y*¢ Ty Ve L.
Zum anderen ist
y*éux Vxe%l:t, Vie Nk-2 — L, teN.

11 Hierbei bedeutet I, = (I1, ..., lz—2), t den Vektor (l1,...,lx—2,f).
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Nach (2) folgt wegen if}t e
y* ¢ Ty, Vie N2 — L, teN und
(B) y* ¢ T, YieNt-2 — Loo.

Zusammen ergibt sich aus () und (f) wegen (¥*)

v =Ty
{e Nk-2 m e Nk-1
und wegen y* € Y die Behauptung (5).
Kein Teilmengensystem mit der Eigenschaft (*) schopft also Y voll aus;
damit ist der Beweis zu b) abgeschlossen. _J
Mit I3 gehort auch jede Rg. von I's zu Dy und somit zu Fy. Aus (4.2)a) und b)
ergibt sich also

D Tt = (Dt — Di—1)(Fr — Fe-1) + 0,

d.h. die beiden Kompositionsreihen 1, Vg, ... und F1, Fa, ... brechen nicht ab.

Naheliegend ist die Frage, ob die Zugehérigkeit einer Rg. zu U & nicht nur
hinreichend, sondern auch notwendig fiir die minimale Indefinitheit sei. Dazu
ist zu bemerken, daB bei Uberholspielen vom Typ £2 durch Wahl von Auszahlungs-
funktionen, bei denen die MeB3barkeit fiir dle im_ Beweis zu [4], (4.2) benétigten

Mafle verlorengeht, die Strategiemengen P und Q so stark eingeschrankt werden
konnen, dafl das Spiel keine definite Rg. besitzt 12, Auf diesem Weg lassen sich
Beispiele wesentlich indefiniter Spiele in minimal indefiniter Rg. finden, die nicht
zu |_) Fx gehoren. Damit wird aber auch klar, daB eine Typologie der minimal
indefiniten Randomisierungen auferhalb |_J & im Wesentlichen auf eine Typo-
logie der in Betracht kommenden maBtheoretischen Pathologien hinauslaufen
wiirde.
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12 Ist andererseits die in [4], (4.2) formulierte — implizit eine MeBbarkeitsbedingung fiir
die Auszahlungsfunktion darstellende — Voraussetzung P¢ + 0,Q¢ + 0 Ye > 0 erfiillt, so
sind die dann existierenden definiten Randomisierungen von Uberholspielen des Types 2
natiirlich minimal indefinite Randomisierungen, die bereits in D¢ und somit in jedem F ent-
halten sind.



