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Minimal indefinite Randomisierungen von Spielen 

I). BIERL:EIN 

Eingcgangen am 27. Dezember 1967 

Summary. For games with uncountably many pure strategies there exists in general 
not only a uniquely determined mixed extension, but a system of different "randomizations". 
A randomization for which the interval between lower and upper value is as small as possible 
is called "minimal indefinite". A minimal indefinite randomization is either definit? (strictly 
determined) or the game is "essentially indefinite". The construction of increasing sequences 
of sets of minimal indefinitely randomized games by means of iterated "composition" leads 
to criteria for a randomization to be minimal indefinite. As a by-product we get an arsenal 
of necessary conditions for the existence of a definite randomization. The notion of randomiza- 
tion is understood here in a rather wide sense: Instead of using a condition adapted to 
convexity only a much weaker composibility-condition is required; conditions on measurability 
are redl~ced to a minimum. 

Einleitung 
Fi i r  die ma thema t i s ehe  Besehre ibung eines En t sehe idungsprob lems  empfiehl t  

sieh vor  a l lem die S t r u k t u r  eines Zweipersonen-Nul lsummen-Spie ls ,  wobei  es yon  
sekund/ i rer  Bedeu tung  ist,  ob ein rea ler  oder  ein f ik t iver  Gegner  gegenfibersteht .  

I m  Zen t rum des Interesses  s tehen die F r a g e n :  

1. Welche  S t ra teg ien  ( innerhalb eines in B e t r a e h t  zu z iehenden Arsenals  yon 
St ra tegien)  s ind als , ,op t imal"  zu klassifizieren ? 

2. Sollen randomis ie r t e  S t ra teg ien  ber t icks ieht ig t  werden und  - -  falls iiber- 
abz/~hlbar viele reine S t ra teg ien  vorl iegen - -  welche Randomis i e rung  des Spieles 
soil gew/ihlt  werden ? 

3. Wie  lassen sieh , ,op t imale"  S t ra teg ien  numer iseh  e rmi t t e ln  bzw. ident i -  
fizieren ? 

F t i r  ein Zweipersonen-Nul lsummen-Spie l ,  das  51 de/initer Randomis ie rung  
vorl iegt ,  s ind die A n t w o r t e n  gel/iufig: 

Zu 1. Als , , op t imal"  s ind - -  im al lgemeinen - -  die Min imaxs t ra teg ien  zu be- 
t raeh ten .  

Zu 2. Eine wei tergehende Randomis i e rung  b ie te t  ke inen Vorteil .  
Zu 3. F a r  die numer isehe  E r m i t t l u n g  u n d  die Ident i f iz ie rung tier Minimax-  

s t ra teg ien  s teh t  mi t  dem S a t t e l p u n k t - K r i t e r i u m  Bin vielsei t ig ve rwendbares  Werk-  
zeug zur Verfiigung. 

L ieg t  das  Spiel  in  einer inde[initen Randomis i e rung  vor,  so rf ickt  zun/~chst 
F r a g e  2 in den  Vordergrund ,  u n d  zwar  nun  konkre te r  fo rmul ie r t  als F rage  danaeh,  
ob eine wei tergehende Randomis i e rung  des Spieles exis t ier t ,  f i ir  die das  Indef in i t -  
he i t s in te rva l l  k le iner  is t  als fi ir  die vor l iegende Randomis ie rung .  D a r a n  schlieBt 
sieh die F rage  naeh  einer , ,minimal  indef in i ten"  Randomis i e rung  an, d .h .  naeh  
einer Randomis ie rung ,  deren  Indef in i the i t s in te rva l l  n ich t  mehr  verk le iner t  werden 
kann.  Eine  min ima l  indefini te  Randomis i e rung  is t  en tweder  defini t  oder  es l iegt  
eine , ,wesent l iehe"  Indef in i the i t  vor. Ff i r  wesent l ieh indefini te  Spiele s te l l t  sieh 
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t~rage 1 yon neuem; eine Antwort auf sie setzt eine Analyse der wesentlieh in- 
definiten Spiele in minimal indefiniter Randomisierung voraus. 

In  dieser Arbeit werden Kriterien ffir das Vorliegen einer minimal indeflniten 
Randomisierung entwickelt, indem mit I-Iilfe des Prinzips der iterierten ,,Kom- 
position" yon Spielen umfangreiehe Systeme von Spielen in minimal indefiniter 
lZandomisiernng konstruiert werden. Die sich hieraus unmittelbar ergebenden 
hinreiehenden Bedingungen ffir ein wesentlich indefinites Spiel korrespondieren 
mit notwendigen Bedingungen ffir die Existenz einer definiten Randomisierung. 
Insofern bilden sie eine Ergiinzung des reichhaltigen, auch in jfingerer Zeit noeh 
erweiterten Arsenals 1 yon hinreiehenden Bedingungen ffir die Definitheit einer 
Randomisierung. W~hrend dureh die in der Literatur behandelten Definitheits- 
kriterien im wesentlichen nut  solche Spiele erfagt werden, bei denen bereits die 
diskrete t~andomisierung definit ist 2, wird in dieser Arbeit der Begriff ,,Randomi- 
sierung" sehr allgemein gefagt: Einerseits wird an eine Randomisierung start 
einer auf eine Konvexit/it  abzielenden Bedingung nut  eine wesentlich sehw/~ehere 
Komponierbarkeitsforderung gestellt, zum anderen werden die maBtheoretisehen 
Bedingungen auf ein Minimum beschr/~nkt. Das hat zur Folge, dag eine,,maximale" 
Randomisiernng in der Regel nieht existiert, dab also eine minimal indefinite 
gandomisierung nieht einfaeh als eine Randomisierung mit demselben Indefinit- 
heitsintervall wie die maximale Randomisierung erkliirt werden kann. 

Absehnitt 1 der Arbeit dient der Begriffsbildung und der Bereitstellnng allge- 
meinerer I-Iilfss/~tze fiber i~andomisierungen. Als Start ffir die Iteration der, ,Kom- 
position" yon Spielen wird in Absehnitt 2 die Klasse der definiten Spiele gewiihlt, 
in Abschnitt 4 die umfassendere (yon den Mengen der Kompositionsfolge in 
Absehnitt 2 nieht fiberdeekte) Klasse der ,,fastdefinit komponierbaren" Spiele, 
die bereits in [3] diskutiert wurden 3 und bier in Absehnitt 3 eingehender behandelt 
werden. Es wird gezeigt, dab die beiden Kompositionsfolgen nieht abbreehende 
aufsteigende Folgen yon Mengen von Spielen in minimal indefiniten Randomisie- 
rungen bilden. 

1. Begriffsbildung und Hilfss~itze 

Wir nennen (U, V, a) ein Spiel, falls U und V nichtleere Mengen sind und a 
eine auf U • V erklgrte absolut beschr~nkte reelle Funktion ist, wobei a (u, v) 
= a(u ' , v )Vve  V stets u =  u' impliziert und das Analogon bei l~ollenver- 
tausehung yon u und v gilt. (Die Gleichheit in U nnd V deckt sich also mit der 
strategischen ~quivalenz. Ein Tell der Aussagen dieser Arbeit 1/~gt sich auf den 
Fall einer unbeschr/~nkten Auszahlungsfunktion a fibertragen, der wesentliche 
Tell jedoch nieht.) 

a.(U,  V):= sup infa(u,v) und a*(U, V) :=in f  supa(u,v) 
u e U  v e V  v e V  u e U  

sind der untere bzw. obere Spielwert yon (U, V, a). 

1 Siehe insbesondere [8], [6], [7]. 

�9 2 Vergleiche dazu [1]. Einfache Beispiele ffir Spiele, deren diskrete Randomisierung 
indefinit ist, eine weitergehende abet definit, lassen sich ohne Mfihe angeben. 

3 Die in der Lecture Note [3] nur zitierten S~tze (insbesondere [3], (3.4)) und die Aussagen 
fiber das in [3], Absehnitt 4, vorgelegte ,,Satellitenjagd-Spiel" sind in dieser Arbeit zum Tell 
als Spezialf~lle allgemeinerer Ergebnisse mit  Beweisen aufgenommen. 
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J (U, V):= [a,  (U, V), a* ( U, V)] nennen wit das Inde/initheitsintervall yon 
(U, V, a). (U, V, a) heiBt de/init, falls a,(U, V ) =  a*(U, V); J(U, V) besteht 
dann aus einem Punkt,  dem Spielwert W (U, V). Ffir / '  = (U, V, a) schreiben 
wir auch a .  (F), J (F) usw. 

Als gemischte Strategien zu einem Spiel (X, Y, a) -- mit den Systemen X und 
Y yon ,,reinen" Strategien --  kommen W.-MaBe p fiber X bzw. q fiber Y in Be- 
traeht, ffir die die Erwartungswerte a(p, y):= ~ a(x, y)dp ffir a l l e y  E Y bzw. 

x 
a(x, q) := ~ a(x, y) dq ffir alle x e X existieren. Die Gesamtheiten dieser W.-MaBe 

Y 
bezeichnen wir m i t / 5  bzw. Q. 

Ein Spiel (P,Q, a) nennen wir eine Randomisierung (abgekfirzt: Rg.) des 
Spieles (X, Y, a), falls 

X c P c P ,  Y c Q c Q ,  a ( p , q ) = ~ f a ( x , y ) d q d p =  f fa (x , y )dpdq  4 
X Y  Y X  

gilt und P und Q die Zusatzbedingung (K) erffillen: 
(K) Zu ]edem # ~ P bzw. tt~ Q und ]eder tt-mefibaren Menge Ko mit tt (Ko) > 0 

existiert ein #' ~ P bzw. #' e Q derart, daft iz' (Ko) ~- 1 und #' (K) >= tt(KoK) 
/itr alle #-meflbaren K. 

Die Forderung (K) ist sehw~cher als die Einschr/tnkung, dab ffir P und Q nur 
die Systeme aller auf einem vorgegebenen a-Ring fiber X bzw. Y definierten 
W.-MaBe in Betraeht kommen5 (denn in diesem Fall kann in (K) ffir # '  das 
bedingte W.-MaB # (K] K0) :~- # (KKo)/# (Ko) gew/ihlt werden). Anschaulich 
bedeutet (K), dab es m6glich ist, die auBerhalb K0 liegende Masse yon ,u auf K0 
zu fiberpflanzen und dort auf mindestens eine Art zu verteilen. 

Danaeh sind (/5 y,  a) und (X, (~, a) stets Randomisierungen; in den Fttllen, 

in dene, und 6 eine Rg. b de,, steHt b, eine m xim le Rg.  d r. 
Die Menge aller gemisehten Strategien zu (X, Y, a), die einen endlichen Tr/tger 

besitzen, bezeichnen wir mit pE bzw. QE und diejenigen, die einen abzs 
Tr/iger besitzen, mit pD bzw. QD. Die Spiele/-E :=  (pE, QE, a) u n d / w  :=  (pD, QD, a) 
heiBen endliche bzw. diskrete gg. yon (X, Y, a). Ffir zwei Randomisierungen 
/" = (P, Q, a) und /~' = (P',  Q', a) yon (X, Y, a) schreiben wir zur Abkfirzung 
F c/~' ,  falls P c P '  und Q c Q', falls also/~' eine fiber ~P hinausgehende Rg. -- eine 
,Erwei terung" der Rg. /~ -- ist. 

Der folgende ttilfssatz sell einige bekannte Ungleichungen in Erinnerung 
rufen, zugleich aber auch gegen eine unzu]/~ssige Verallgemeinerung absehirmen: 

(1.1) a) Ist (P, Q, a) eine Rg. yon (X, Y, a), so gilt 
a.(X, Y) ~ a.(P, Y) -~ a.(P, Q) ~ a*(P, Q) = a*(X, Q) ~ a*(X, Y). 
a.(P, Y) ~ a.(P, Y), a*(X, Q) <= a*(X, Q). 

4 Im Vergleich zu der in [4] diskutierten asymmetrisehen gemisehten Erweiterung 
handelt es sieh hier also um eine symmetrische gemischte Erweiterung. 

5 Diese Einschr~nkung liegt der Definition einer gemisehten Erweiterung in [8], [7], 
[5] u. a. zugrunde (vgt. dazu aueh [1]) trod schliel~t z.B. die unten definierte ,,endliehe Rg." 
aus. Die in [3] skizzierte Definition einer gemisehten Erweiterung is~ im klassischen Sinn oder 
im Sinn der hier definierten t~g. zu pr~zisieren. 

6 Vgl. die hiervon abweiehende Definition einer ,,maximalen gemisehten Erweiterung" 
in [5], w 3. 
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b) Es gilt nicht allgemein a, (25, Y) <= a* (X, Q). 
c) 3 " / / r / ' c / "  gilt J(F)~J(I~') .  
d) Stets gilt J (F E) = J (F1)) . 

Beweis. Die Gleichungen und Ungleichungen in a), c) und d) sind elementare 
Folgerungen aus der Definition yon a .  und a*, wobei ffir den Beweis yon d) die 
Voraussetzung, dab a absolut beschr/~nkt ist, ben6tigt wird. Zu b) ist ein Beispiel 

mit a. (25, Y) > a* (X, Q) in [4], Abschnitt 1, zu finden ; und zwar gilt dort 

a ,  (P, Y) ----- 1, a* (X, Q) = O. (Ein Widersprich zu a) besteht nieht, da 25 und 
hier keine l%g. bilden.) _J 

Als Verallgemeinerung der definiten lgg. definieren wir: F i s t  eine minimal 
inde/inite Rg. yon (X, Y, a), falls J(F) = J(F') ffir jede gg.  /~' ~/1. 

Ilierzu sei bemerkt, dab ffir eine minimal indefinite Rg. /7 nicht allgemein 

J(F) = [a.(25, Y), a*(X, Q)] gilt: In dem zu (1.1) b) zitierten Beispiel aus [4], 

Abschnitt 1, sind 0 5, Y, a) und (X, (~, a) definite und damit minimal indefinite 

l~andomisierungen mit a .  (25, Y) > a* (X, (~). 
Fnennen  wit wesentlich inde]init, falls jede Rg. F '  mit F '  3 / ' indef in i t  ist, also 

falls die Definitheit nicht durch eine Erweiterung der Rg. T erzwungen werden 
kann. 

Die Schreibweise Xm .7 X sol1 zum Ausdruck bringen, dab X durch die auf- 
steigende Folge yon Teilmengen Xi, X2 . . . .  ausgesch6pft wird, d. h. dab Xi cX2 c . . .  
mit ~.J Xm = X grit; analog Ym IS y. Zu gegebener gg.  (P, Q, a), bei der alle 

~n 

Xm p-meBbar sind fiir jedes p E P und alle Ym q-meBbar ffir jedes q e Q setzen wit 

P m : = { P e P : p ( X m ) = I }  und Q m : - = { q e Q : q ( Y m ) = l } .  

Hierbei ersetzen wir -- falls erforderlich -- p bzw. q durch eine Fortsetzung 
yon p bzw. q, bei der die Mengen Xi ,  X2, ... bzw. Yi, Y2 . . . .  zum Definitions- 
bereich yon p bzw. q adjungiert sind. Da die zu adjungierenden Mengen auf- 
steigende Folgen bilden, existieren solche Fortsetzungen ffir jedes W.-MaB 
([2], Satz 2B). Als Strategie ist ein MaB aus P bzw. Q mit jeder seiner Fortsetzun- 
gen strategisch /~qnivalent, so dab sich an der Rg. (P, Q, a) und an ihrem In- 
definitheitsintervall bei diesem Vorgehen nichts/indert. 

Mit P und Q erfiillen auch Pm und Qm die Zusatzbedingung (K); somit sind 
auch (Pro, Q, a), (P, Qm, a) und (Pro, Qm, a) Randomisierungen. Ffir die folgen- 
den Untersuchungen interessiert der Zusammenhang zwischen den Spielwerten 
yon (Pro, Q, a) und (P, Qm, a) einerseits und denen des ,,komponierten" Spieles 
(P, Q, a) und seiner Erweiterungen andererseits: 

(1.2) Ist l ' =  (P, Q,a) eine Rg. yon (X, Y,a) und gilt Xm / /  X, Ym S Y, 
so/olgt/i~r alle _F" ~ 1" 

a) l ima. (Pm, Y) = a, (F) ~ a. (F') g lima* (Xm, Q) . 
m - - ~ o o  m - + o o  

b) l ima .  (P, Ym) ----< a* (/") =< a* (F) = lim a* (X, Qm). 

Beweis. (1) Wit setzen _a(p) :---- infa(p, y). Zu jedem e > 0 existiert ein ps ~ p 
yffY 

mit _a (p~) > a .  (P, Y) -- s. Wegen X m / / X  gilt 8 m  : = p e  ( X  - -  Xm) --> O. Zu 
iedem m wi~hlen wir (ffir em < 1 gem/~B Bedingung (K) in der Definition einer Rg.) 
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ein Pm~ Pm mit pro(K) ~ pe(KXm) ffir Mle Te-megbaren K. Unter  Beriieksieh- 
tigung yon [a[ <= 7 < oo ist daIm 

[a(pra, y)--a(p~,y)[ = x,~fa(x'y)d(pm--P~)--x_fa(x,y)dP~x,, <=2~'sra V y ~ Y .  

Ffir hinreichend grol~es m ergibt sich daraus 

a(pm) > a ( p ~ ) - 2 7 e m > a , ( P , Y ) - e  und, da P 3 P m ,  

a ,  (P, Y) ~ a ,  (Pro, Y) ~ a(pm) > a ,  (P, Y) --  s.  

Es gilt also l ima,  (Pro, Y) = a ,  (P, Y) = a ,  (F) und analog lima* (X, Qm) = a* (F). 

(2) Das in (1) erhMtene Teilergebnis angewandt a u f / "  liefert zusammen mit 
(1.1) c) 

�9 t 

a ,  (f') =< a .  (/") = l ima ,  (Pro, Y)" 
m--->oo 

f t Q t  Da wegen Pm c P ,  Q c auch (P~, Q, a) eine l%g. ist, gilt nach (1.1 (a)) ferner 

a. (e'm, Y) <= a* (Xm, Q) ffir jades m .  

3~it (1) folgt daraus a) und analog b). 

2. Kompositionsfolge mit den definiten Spielen als Basis 
~0 sei die Klasse aller definiten Spiele (P, Q, a)7. Als erste Erweiterung yon 

~0 betrachten wir die Klasse Mler Spiele, die sich aus definiten Spielen komponieren 
lassen in dam Sinn, dab sie als Rg. (P, Q, a) eines Spieles (X, Y, a) dargestellt 
werden k6nnen mit Xm .7 X, Ym /x y derart, dab (Pro, Q, a) nnd (P, Qm, a) 
ffir alle m definit sind. Die itericrte Anwendung dieses Kompositionsprinzips 
ffihrt zur Definition (ffir k ==_ 1): 

~k ist die t(lasse aller derjenigen l%andomisierungen (P, Q, a) yon Stoielen 
(X, Y, a), f/ix die bei geeigneter Wahl yon X m / x  X und Ym S Y die,,Komponen- 
ten" (Pro, Q, a) und (P, Qm, a) ffir alle m zu ~ - 1  geh6ren. 

Offensichtlich bilden die Xlassen ~ eine aufsteigende Mengenfolge. Die 
Zugeh6rigkeit airier Rg. zu ~k geht bei Erweiterung der Rg. nicht mehr verloren, 
wie durch vollst/~ndige Induktion sofort zu zeigen ist. 

Alle dutch iterierte Komposition aus defirdten Spielen gewormenen l~an- 
domisierungen haben mit diesen die Eigensehaft der minimalen Indefinitheit 
gemein : 

(2.1) Jade Rg. I '  aus ~k ist minimal inde/init. 
Beweis (vollst. Ind. naeh k). Ffir k ~ 0 ist dis Aussage trivial. Es sei nun 

-P ~ Q)~+I, und zwar eine Rg. yon (X, Y, a) mit  

X m / x  X ,  Y m / z  y und (Pro, Q, a) e ~k, (P, Qm, a) ~ ~ Vm. 

Ffir _P' ---- (P' ,  Q', a) 3 /1  folgt dann naeh (1.2)a) mit (1.1)a) bzw. nach In- 
duktionsannahme 

a ,  (F') ---- l ima ,  (P~,, Q') = l ima ,  (Pro, Q) ~ a, (F) 

und analog a* (F') = a* (/~); d.h. _P ist minimal indefinit. 

7 Es sei daran erinnert, dab nach unserer Definition eines Spieles jede einzelne Rg. eines 
Spieles selbst wieder als Spiel zu betrachten ist. D0 enthiilt also siimtliehe definiten Randomi- 
sierungen aller Spiele. 

14 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 11 
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W~hrend die diskrete Rg. yon (X, Y, a) stets zu ~0 geh6r~, sobald mindestens 
eine der beiden Mengen X, Y endlich is~, enth/~lt ~1 die diskreten Randomisierun- 
gen aller Spiele mit abzahlbar vielen reinen Strategien: 

(2.2) ~1 ~ {(pD, QD, a): X und Y abzghlbar}. 
Beweis. X und Y lassen sich mit endlichen Mengen Xm bzw. Ym aussch6pfen. 

Die diskreten Randomisierungen yon (Xm, Y, a) und yon (X, Ym, a) sind dabei 
definit. 

L~Bt man die Voraussetzung der Abz~hlbarkeit bei einem der beiden Strategie- 
sysbeme X, Y fallen, so kann man Spiele angeben, bei denen keine l%g. -- aueh 
nicht eine minimal indefinite -- irgendeiner der Mengen der Kompositionsfolge 
~)0, ~1 . . . .  angeh6r~. Ein Beispiel hierffir ist 

/~I = (X, Y, a) mit X = N ,  

Y - - { y l N :  0 ~ y ( n )  S 1 } s ,  

a (x, y) = y (x). 

Im Spiel F1 kommt es fiir Spieler 1 darauf an, x mSglichst groB zu w~hlen, 
wi~hrend Spieler 2 bestrebt sein muB, eine monotone Funktion y IN zu nennen, die 
mSglichst langsam gegen 1 konvergier~, die also mSglichst lange m6gliehst klein 
bleibt. 

/~1 ist minimal indefinit, doeh gehSrt weder P l  noeh irgendeine l~g. von Yl zu 
(,.J ~ ;  dies folgt aus dem folgenden Satz. 

k 

(2.3) .Fi~r ]ede Rg. (P, Q, a) yon Ill gilt: 

a) J(P,  Q) : [0, 1]. 
o o  

b) (P, Q, a) r ( J  ~)k. 
k = l  

c) Zu ]edem e > 0 existieren Xm (~) S X, Ym (~) / /  Y derart, daft 

]im a* (Xm (~), Q) < a .  (P, Y) + ~, l ima ,  (P, Ym (e)) > a* (X, Q) - e. 
7~--->~ ?/r 

Beweis zu a) : ~fir alle p ~ P ---- pD gilt infa (p, y) = inf ~ y (n)" P (x = n) = 0 
y~Y y~Y n 

und ffir alle q e Q ist supa(x, q) = lim fa(n,  y)dq = ] lima(n, y)dq = 1. Wegen 
x e X  n'-->r y y n-+r 

0 ~ a ~ l  tblgt daraus J ( / ' I ) - - - - J ( P , Q ) = J ( P D , ~ ) = [ 0 , 1 ]  fiir jede Rg. 
(P, Q, a). 

Zu b) : Zum Beweis der Behauptung (P, Q, a) ~ ~ wird im folgenden gezeigt, 
dab fiir jedes Mengensystem { Y~n ..... ~ :  mi E N} mit der Eigenschaft 

(*) (P, Qr~,a) definit V m e N  ~ 

die Vereinigung aller Ym m i t m  E N ~ yon Y verschieden ist. 
Aus (*) folgt zunachst a .  (P, Ym) = a* (P, Qm) ~ a* (P, IQ) = lund ,  da in / '1  

die Dominanz yon x' fiber x fiir x' > x besteht, a .  (X, Y,t) = a .  (P, Ym) ~ 1. 

s Die Schreibweise y ( n ) / ~  1 client als Abk i i r zung  s y(1) ~ y(2) ~ . . ,  mi~ lira y ( n )  ~ 1. 
~ - - > ~  
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Also existiert zu jedem m e N ~, n E N ein x m (n) e X derart, dab 

1 
inf y(xm(n)) > 1 - - -  % 

yeY m 
Damit ergibt sich 

{ ' } Ymc y ~ Y :  y(xm(n))> l - - ~ V n ~ N  ~-: gm. 

Aus dem System der xm(n ) w/ihlen wir eine Folge x* (1), x* (2) . . . .  aus dureh die 
Festsetzungen 

k 

I m : = ~ m t  ffir m----(ml . . . .  ,ink), 
i = l  

2 (l) : = max x m (/) : ~. m~ = 1 fiir / ~ k, 
i = l  

1,2(k) ~ir l = k 
x*(1) :=  (max{2(/), x*(1 -- 1) -k 1} fiir l > k. 

Wegen xm(/) ~ 2(1) ~ x*(1) Vm a N  ~ mit 1 m = l u n d  der Monotonie yon y(x) 
folgt 

Y m c { y ~  Y: y(x*(Im))> 1 -- ~-m } " ' = :  Ym. 

Es sei nun y* I N erkl/irt durch 

{~ fiir x < x * ( ~ )  
y* (x) = 1 

- -1  fiir x*(1)<=x<x*(1-t-1)  V l ~ k .  

1 
Wegen 0 < y* (x) / 1 geh6rt y* zu Y, wegen y* (x* (1)) = 1 -- ~- Vl e N aber 

t l  / !  

zu keinem Ym; es gilt also y* E Y -- ~J  Yr~ c Y -- (,J Ym und somit ~J  Ym * Y. 
l lI  m 11I 

Dami~ ist gezeigt, dab (P, Q, a) } ~ Vk. Daraus b). 

gilt : 
Xm f f  X ,  Ym(s) S Y r e > o ,  

a*(Xm, Q) ~ a*(Xm, Y) ~ supy(x) ---- O, 
X ~ X m  

wobei y e  Y mit y(x) = 0 Vx ~ m, 

8 
a , ( P ,  Ym(e)) ~ a , ( X ,  Ym(e)) ~ i n f y ( m )  ~ 1 -- y >  1 -- e. 

y e Y~n(s) 

Zusammen mit a) folgt daraus c). _j 
Die in (2.3)e) notierte Eigenschaft des Spieles/~1 ist, wie sich im folgenden 

Absohnitt ergeben wird, allgemein hinreichend fiir die minimale Indefinitheit 
einer Rg. 

3. Fastdefinit komponierbare Spiele 

Die Rg. (P, Q, a) yon (X, Y, a) nennen wir ein /astde/init komponierbares 
Spiel oder kurz fk., falls zu jedem positiven s Mengenfolgen X m ( s ) / z  X und 

14 ~ 
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Ym (e) ,7 Y existieren mit 

lima* (Xm (s), Q) < a, (P, Y) + e, l ima ,  (P, Ym(s)) > a* (X, Q) - e. 
m - - - >  o o  m - - >  c o  

Jede Rg. yon/"1 ist naeh (2.3)c) somit fk. Ist_Pfk., so aneh jede fiber F hinaus- 
gehende Rg. Die Klasse aller fastdefinit komponierbaren Spiele sei mit ~ be- 
zeiehnet. Es gilt dann 

(3.1) Jedes /astde]init komponierbare Spiel ist minimal inde]init. 

Beweis. F =  (P, Q, a) und _P '=  (P', Q', a) seien Randomisierungen yon 
(X, Y, a) mit F ' z  F. Ist  / ' 6  ~ mit den komponierenden Mengenfolgen Xm(e) 
und Ym(e), so gilt naeh (1.2) a) 

a , ( F ' ) ~ l i m a * ( X m ( e ) , Q ) < a , ( F ) + e ~ a , ( F ' ) + e  r e > 0  
~n---> r  

und folglich a .  (P') = a .  (P), analog a* (F') = a* (/') mit (1.2) b). _j 
Zu den Mengen ~)k steh~ ~ in folgender Beziehung: 

c o  

(3.2) a) 91 c 5 .  b) ~ -- ~1 D ~ ( , J  ~ .  0. 
k=l  

Bewels zu a): Die Komponenten (Pm, Q, a) und (P, Qm, a) eines Spieles aus 
~1 sind definit, erffillen also nach (1.2) a) bzw. b) 

lima* (Xm, Q) = l ima .  (Pm, Y) = a. (P, Y) 
m - - - ~  r  7/t ---~ OO 

l ima ,  (P, Ym) ~- lima* (X, Qm) = a* (X, Q), 

sind also auch Komponenten eines fk. Spieles. 

Zu b) : Iqach (2.3) b) und e) gilt/"1 e ~ [.J ~)k. Daraus b). _j 
k 

Insbesondere sind alle definiten Spiele fk. Eine vollst~ndige Charakterisierung 
der fk. Spiele gelingt mit Hilfe des Konzepts der ,,Uberholspiele" : 

Die Rg. (P, Q, a) yon (X, Y, a) heiBt ~berholspiel zum (fberholintervall [~1, ~2], 
falls zu jedem positiven e Mengenfolgen Xs ~ Xs ( e ) / / X  und yt = yt (e) l / y  
existieren mit 

a*(X s , Q t ) < ~ l + e v t > s  und a.(Ps,  Y t ) > ~ 2 - - e V s > t .  

I s t / '  ein Uberholspiel zu [~1, ~2], so aueh jede fiber F hinausgehende Rg., und 
zwar zu einem [~1, ~2] umfassenden Uberholintervall. In der in [3], Abschnitt 2, 
gegebenen Interpretation der Uberholspiele zu einem echten Uberholintervall 
wird ihr Wettkampfeharakter dargelegt, der daraus resultiert, dab es ffir jeden 
der beiden Spieler darauf ankommt, den Gegner bei der Wahl des Mengenindex s 
bzw. t zu fiberrunden. Der Sieger in diesem Wettlauf erzwingt mi~ einer geeigneten 
Strategie aus ps bzw. Qt eine Auszahlung a > ~2 -- e bzw. a < ~1 + e. 

Die Klasse ~ der fk. Spiele ist identisch mit der Gesamtheit derjenigen Uber- 
holspiele, die ihr Indefinitheitsinterva]l als Uberholintervall besitzen: 

(3.3) /" ist genau dann /astde/init komponierbar, wenn es ein ~]berholspiel zu 
J (F )  ist. 9 

9 Die Sgtze (3.3) und (3.4) dieser Arbeit entsprechen den in [3] ohne Beweis zitierten 
Sgtzen (3.4) bzw. (2.1) bis (2.3). 
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Beweis. (1) / ' =  (P, Q, a) sei fk. mit den kompo~fierenden Mengenfolgen 
X u  (e) und Ym (e). I s t / '  definfls, so erffillen X s : =  X,  yt  :=  y ffir s, t ~ N die an 
das in der Definition eines ]~berholspiels erscheinende Teflmengensystem ge- 
stellten Forderungen; somit bleibt der Fall a ,  ( F ) <  a*(F) :  

Zu s > 0 setzen wir zur Abkfirzung 

X ' , ' { a*( f ' ) - -a , (F)}  X m : =  re(e) Y m : = L ~ ( ~ )  mit  e ' : = m i n  ~, ~ . 

Fiir jedes m gilt dann mit (1.2)b) nach Voraussetzung 

lira a* (Xm, Qn) = a* (Xm, Q) ~ lim a* (Xm, Q) < a ,  (F) + s ' .  
~ - - - >  OO Wt --r OO 

Es existiert also eine Funktion n[ N und analog eine Funktion m I N derart, dalt 

a * ( X m , Q n ) < a , ( f ' ) +  e' V n ~ n ( m ) ,  

a , (Pm, Yn )>a*( / - ' ) - - e '  V m ~ m ( n ) .  

Ffir ml : =  1, nl :=  n(ml), mt := m(nt-1), nt := n(mt) ffir t > ] ergibt sich 

a* (X~, ,  Q~,) < a ,  (F) + s' =< a* (F) - -  e' < a ,  (P,~ . . . .  Y~,), 

ist also Xm,+~ eine echte Obermenge von Xm, und somit mt+l > mr. Daraus folgt 
Xm~ S t  X und analog Yn, 7 t  Y. 

Mit Xs(s ) :=  Xn~,(s'), Yt ( s ) :=  Yn,(e') liegt ein Teilmengensystem im Sinn 
der Definition eines Uberholspiels zu J (F) vor; denn aul~er X s (e) f f  X ,  y t  (e) f f  Y 
gilt: 

s > t impliziert ms >~ mt+l = ~n (nt) 
und folglieh a,  (ps, yt) > a* (/') --  s' > a* (F) -- s, 

t > s implJziert nt > ns = n (ms) 

und folglich a* (X s, Qt) < a,  (F) ~- e' < a,  (F) -~- e. 

F i s t  also ein Uberholspiel zu J (F). 
(2) /" = (P, Q, a) sei ein Uberholspiel zu J (F)  mit den Komponenten Xs(e), 

Yt(e). Dann besitzt N mit X m ( s )  : =  Xm(s/2), Ym(s) : =  Ym(s/2) zugleich ein 
fastdefinit komponierendes System; denn es gilt mit (1.2) b) 

a* (Xm (s), Q) = lim a* X m , Qt < a,  (F) -[- ~ Vm ~ N 
t ~ c o  

und mit (1.2)a) analog 

a , ( P ,  Ym(s)) > a * ( F ) - - -  2- V m ~ N .  _J 

Die Uberholspiele zum eigenen Indefinitheitsintervall sind also (naeh (3.1) 
mit (3.3)) minimal indefinit. Die Einschr/~nkung ,,zum eigenen Indefinitheits- 
intervall" ist dabei wesentlich: Es gibt l~berholspiele F, die ein eehtes Teilintervall 
von J (F)  als Uberholintervall besitzen und nicht minimal indefinit sind. Ein 
Beispiel hierfiir ist: 

2"2 = (x ,  Y, a) ,  
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wobei X und Y Exemplare yon N sind, und 

0 fill: 
a ( x , y ) =  2 far 

1 fiir 

Wie sofort zu verifizieren ist, grit fiir 1"~: 

(1) 

(2) 

x < y  

x ~ y  

x > y .  

])as System X s :  - - -  {1, . . . ,  s}, y t : =  {1 . . . . .  t} erffillt 

X s f f X ,  a * ( X  s , y t ) = O  V t > s  

y t  7 Y , a ,  (X s, Yt) -~ l Vs > t: 

d.h. 1"2 ist ein ~berholspiel zu [0, 1]. 

J(F2)  = [0, 2], J ( F ~ ) =  [0, 1]; d.h. 1"2 ist nieht minimal indefinit und 
wegen (3.1) mit (3.3) kein Uberholspiel zu J(F2).  

Ffir ]~berholspiele mit beliebigem l~berholintBrvall blBiben allgemein wBnig- 
stens folgende Aussagen gtiltig: 

(3.4) Is t  F ein ~]berholspiel z u  [gx, 0~2], 80 gilt 

a) J (F) ~ J ( F ' )  ~ [~1, ~2] /i~r alle I"' ~ 1". 

b) I m  _Fall ~1 < ~2 ist F wesentlich inde/init. 

Beweis. Mit  (1.2) erhfilt man ffir jedes e > 0 

a ,  (F) < a .  (1"') < lim a* ( X  s (e), Q) -~ l im lira a* (X  s (e), Qt (e)) < ~1 + e. 
$ 8 t 

Daraus folgt a .  (1") < a .  (1") < ~1 und analog a* (1") > a* (F') > ~e. Somit 
gilt a) und folglieh b). 

Ist  1" indefmit, besitzt aber eine definite Erweiterung 1", so ist 1" naeh (3.4) 
entweder kein UberholspiB1 oder ein Uberholspiel zum einpunktigen Uberhol- 
intervall J ( F ' )  -~ {W(F')}. BBi einem indefiniten Matrixspiel (X, Y, a) kann nur 
der erste dieser beiden F/file auftreten: 

(3.5) Sind X und Y endlich und ist 1" = (X,  Y,  a) indefinit, so ist 1" kein 
~berholspiel. 

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes existiert zu jedem Paar yon 
Mengenfolgen Xs  f f  X ,  Yt  S Y Bin mo e N,  so dab X m = X ,  y m  = y V m  > me 
und somit 

a ,  (Xs, yt) = a ,  (F) < a* (F) = a* (Xs, yt) Vs, t => m0 

grit. Es gibt also kBin Intervall [~1, ~2], das die an ein Uberholintervall yon 1" 
gestellten Bedingungen erffillt. _J 

Ein -- niehtrandomisiertes -- Matrixspiel ist also gBnau dann Bin Uberhol- 
spiel, und zwar zu einem einpunktigen l~berholintervall, wenn es bereits selbst 
definit ist. 

Auf eine naheliBgBndo Variante des ~2~berholspiels, das in [4] behandelte 
,, Uberholspiel veto T y p  Y2", lassen sieh die wesentliehen TBfle der obigen Aussagen 
nicht iibertragen: 

Bei der Definition Bines Uberholspiels veto Typ ~9 treten aufsteigende Systeme 
{Xt:  t < f2} und {Y t :  t < tg} an die Stelle der aufsteigenden Folgen in der 
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oben formulierten Definition eines ~2~berholspiels. W/~hrend jede Randomisierung 
/", die ]~berholspiel zu J(/") ist, nach (3.1) mit (3.3) minimal indefinit ist, liegt 
diese Eigenschaft bei ~berholspielen vom Typ Y2 in der Regel nicht vor. Vielmehr 

sind die Randomisierungen (P, QD, a) und (pD ~ a) v o n  / "  : ( X ,  Y, a) definit 
mit den Spielwerten a* (/") bzw. a ,  (/"), falls/1 ein Uberholspiel vom Typ ~9 zu 
J ( / ' )  ist und eine nicht allzu einschneidende MeBbarkeitsvoraussetzung erffillt 
([4], Satz (4.2)). Ffir a ,  (/") ~ a* (/") is~ bier a l so /"  ein nicht minimal indefinites 

~berholspiel yore Typ t9 zu J(/"), w/~hrend (/5, Q~, a) und (pD, ~, a) a]s definite 
Uberholspiele vom Typ ~Q mit dem echten Intervall J(F) als ~berholintervall 
demonstrieren, dab auch Satz (3.4) sich nich~ auf  Uberholspiele vom Typ Y2 aus- 
dehnen 1/~Bt. 

4. Kompositionsfolge mit den fastdefinit komponierbaren Spielen als Basis 

Da die Klasse ~ der -- nach (3.1) minimal indefiniten -- fastdefinit kom- 
ponierbaren Spiele nach (3.2)b) yon den Mengen ~ der in Abschnitt 2 gebildeten 
Kompositionsfolge nicht iiberdeckt wird, liegt es nahe, noch die Folge der durch 
iterierte Komposition mit ~ als Basis entstehenden Mengen yon Spielen zu unter- 
suchen. Von ~1 :=  ~ ausgehend definieren wir ffir k > 1 analog zur Definition 
von ~ in Abschnitt 2: 

~ ist die Klasse aller derjenigen Randomisierungen (P, Q, a) yon Spielen 
(X, Y, a), ffir die bei geeigneter Wahl yon Xm S X und Ym 7 Y die ,,Kom- 
ponenten" (Pm, Q, a) und (P, Qm, a) ffir alle m zu ~ - 1  gehSren. 

Genau wie ffir die Klassen ~)~ gilt 

~1 c~2 c " "  und /"' e ~k V/" '~ / "e  ~ .  

Das Analogon zu (2.1) ist 

(4.1) Jede Randomisierung 1" aus ~ ist minimal inde]init. 
Beweis. Die Verankerung der vollst~ndigen Induktion fiir k = 1 folgt aus 

(3.1), der Schlni~ yon k auf k + 1 erfolg~ wie im Beweis zu (2.1). 
Eine notwendige Bedingung fiir eine nichtwesentliehe Indefinitheit eines 

indefiniten Spieles /", d.h. ffir die Existenz einer definiten Erweiterung von /", 
ist nach (4.1) die NichtzugehSrigkeit y o n / "  zu U ~k. 

Wegen (3.2)a) gilt ~ 3  %~ ffir jedes k. Insbesondere enth/~lk also ~k alle 
definiten Randomisierungen s/~mtlicher Spiele. Dal] die Folge ~1, ~2 . . . .  nicht 
abbricht, 1/~13t sich an folgendem Beispiel eines zu %~ und somit auch zu ~ ,  
nichk aber zu ~k-1 gehSrenden Spieles erkennen. 

1"3= (x, Y,a) n~t X = (Yn: heNS}, 

Y = {(Yl . . . . .  y~IN; -1 . . . .  ,y~lN~-l):  yz(.)eNVy}, 

{10 f~r Y~ 
a (x, y) = sonst, 

wobei 

Yn :-~ (Y e Y: yl < nl ,  Y2 (nl) < n 2  . . . . .  y~ (nl . . . . .  n~-l) < n~}. 
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Ffir k = 2 1/il~ sieh/"3, wie in [3], Absehnitt 4 n/~her ausgeffihr~ wird, als ehle 
Jagd des Spielers 1 auf einen yon Spieler 2 im Zeitpunkt Yl 10 auf die Bahn Y2 ] N 
geschickten Satelliten mit Itilfe einer im Zeitpunkt nl und zwar bis in die It6he n2 
wirksamen Sperre interpretieren. 

(42) a) Y'3 e ~k.  
b) Keine Rg. von 1"8 gehSrt zu ~ - 1 .  
Beweis zu a). Ffir 

Ynl...n, := {Ye Y: yl ~= n�92 . . . . .  yz(nl . . . .  ,nz-1) ~ nz} 
und 

X z : = { Y ~ :  nl <=l} gilt Yn~...~/z Yn~...n~_lff . . . / /  Yn~ff  Y 

und 
X l , / X .  

I 

Ffir n E N ~ ist (X, Ya, a) definit mit Spielwert 1 (z.B. ist jedes Strategienpaar 
(x, y) mit x = Y, ein Sattelpunkt), fiir I e N und n{ e N sind (Xz, Y, a) und 
(Xz, Y~,...n~, a) definit mit Spielwert 0 (jedes Strategienpaar (x, y) mit yl > 1 
ist ein Sat~elpunkt). 

Daraus folgt rekursiv 

(X, Yn,...n., a) e ~ - ~  ffir u = k, k -- ] . . . . .  0. 

Zum Beweis yon b) wird gezeigt, dab ffir hinreiehend kleines s (und zwar ftir 
s ~ �89 kein fastdefinit komponierendes System existiert, --  genauer: dag ffir 
{Tr.: m~N~-l}  mit 

(*) / m~_~ 
a ,  (P, Try) > a* (X, Q) - e, wobei s ~ ~ und (P, Q, a) eine Rg. yon/ ' a  ist, 

stets ~.J T m :~ Y gilt. 

Zun~chst notieren wh" ff ir / '8  

=_ pD, ~__ {q: (y,  BX, q) ein W.-Feld}, a(x, q) ---- q(x), 

a(p ,y )=  ~ p { x } =  Z p{x} V p ~ P  D, 
~:yex xe~(p):ya~ 

wobei zur Abkfirzung p {x} : =  p ({x}) ffir x e X gesetzt wird und 
:= { ex: p{x} > 0} 

der Tr~ger yon p ist. 
Aus (*) ergeben sieh damit die Folgerungen (1) . . . . .  (5): 
(1) Es existier~ ein System {Pro : m e N~-~} c P~ = {p e pD: ~ (p) endlieh} 

derart, dab 
a(pm,y ) > l - s  Vy~Tm.  

Beweis zu (1). Gilt a .  (P, T~) > a* (X, Q) - e ffir irgendeine Rg. (P, Q, a) 

y on / ' ~ ,  so wegen (1.1)a) auch a . ( P ,  T in )>  a * ( X , Q ) -  e und wegen P---- pD 

und (1.1)d) sehlieBlich a .  (P~, Tin) > a* (X, Q) - s. 

~0 Den Parametern  Yz, Y2, n~ und  n2 entsprechen bei der Beschreibung des Satelli~enjagd- 
Spieles in [3] die Daten  ty, y, t bzw. h. 
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Zu q ~ Q und s > 0 existiert wegen 

Y~*I...,. / Y,1...~.-1 Vs 
n s  

ein n 0 e N~ derart, dab 

q ( Y - -  Yno~) ~ ~ und q(Yn~.. .~L~-- Yn~...~o) < ~- fiir s = 2 , . . . , k  

und damit 

a ( Yno, q) = q (Y~to) > 1 -- s 

erfiillt ist. Daraus folgt sup a(x, q) = 1 ffir jedes q a Q und somit a* (X, Q) = 1. 
x e X  

Wir erhalten damit a .  (pS, Tm) > 1 --  s und daraus (1). 
Zu Pm definieren wir 

Es gilt dann 

(2) :T~cU~ V~e~.  

Beweis zu (2). Fiir y ~ Y -- U x mit .!~ ~ ~ folg~ 
x e ~  

a(pr~, y) ---- ~ pr~{x} <--_ pm(X  --  fs <= 1 --  ~, 
:v: y ~ x  

also y e  Y -  Tin; daraus (2). 
Fiir endliche Teilmengen ~ von X sei 

~ ( ~ ) : ~ - m a x { n , :  Y a s ~ } ,  n , ( ~ ) : = m i n { n i :  Y n e ~ } ,  ffir i = l , . . . , ] c .  

t t t  
Aus ~n~ werden nun %m und ~m ausgewBhlt derart, dab 

t t  

s~- i  ( ~ )  = m ~  {~_~  (~): ~ e ~m},  -~-~ ( ~ )  = m ~  {_~-~ (~) : ~ e ~ } .  

Ffir jedes m e N~-I bestehL dabei wegen e ~ �89 die Ung]eichung 

_ t t ~  

(3) _n~_~(~(p~)) <_ n ~ _ ~ ( ~ )  -< _n~- l (~)  =< ~-~(~(~ , ) )  < ~ .  

Beweis zu (3). Mit der Abkiirzung pm(n~-i  e Z) : =  p~u({Yn: n~-i e Z}) ergibt 
t ~  

sich aus der Definition yon %~ und ~:rn 
] 

t t  

p~(n~_:(%~,) < n~_: <= ~_:(%(p~)))  < s, 
und daraus 

t 

p~(~_~(%~) ~ n~_~ = _n~_~(%~)) > 1 - 2~ _>_ 0 

und 
~-~  (%,'.) _< ~_~_~ ( ~ ) .  

Die iibrigen Ungleichungen in (3) gelten, da ~ (Pro) eine endliche 0bermenge yon 
%~ und ~ ist. 
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Bei der Konstruktion eines y * e  Y -  ~.J T m wird eino Fallunterscheidung 
m 

getroffen werden danaeh, ob (ni, . . . ,  n~-2) zu 

geh6rt oder nicht n .  

(4) Zu jedem I E L~o existiert eine Menge N(I) c N mit sup N(1) = c~ derart, 
p t  t l  

dag die Intervalle [_n~-l(~,t), n~-l(~, t)]  fiir t e N(1) disjunkt sind. 
/ t  

Beweis zu (4). Ffir I eLoo ist nach (3) auch sup{_n~-l(~,t): t e N} ---- oo und 
k- l (~ , t )  < ~o ffir jedes t e hr. Es existiert also eine monotone Teilfolge h f f  

natiirlicher Zahlen mit 

n,_~ (~ [ ' , , J  > ~ _ ~  (~'~,) Vi e N .  

N(I) : =  {h, t~ . . . .  } besitzt dann die in (4) geforderte Eigenschaft. 
Nach dieser Vorbereitung definieren wir eine Strategie y* des Spielers 2, yon 

der dann zu zeigen ist, dab sie nicht zu (..J T~ geh6rt : 
111 

~* = (~* . . . .  , ~ * l ~ - ~  . . . .  , ~ ] m - ~ ) ,  

wobei ffir I e Lo~ (entsprechend (4)) gesetzt wird 

~(~,t)  + 1 for _~-~(~,~) <n~-~ <n~-~(~,~) 
y*(i, nk-~) :=  mit t e N ( I )  

1 sonst, 

y~*lN~-I : = 1 

und ffir i e N/~-2 --  L~ 

fiir s g k - - 1  

yk*(i,n~-l):= 1 f/Jr n g - z e N  
- -  t 

y~-l(1) :=  max {nk-l(~i,t): t e N }  -~- 1 

y * [ N u - l : = l  ffir ~ k - - 2 .  

(5) y * e  r - - O T t o .  
m 

Beweis zu (5). Aus der Definition yon y* ist abzulesen, dab 

y * 6 x  Vxe%i:'t VIeLoo, t e N ( I ) .  

/ t r  

Da ~ , i e  s folgt nach (2) 

y*6Ti ,  t VieLoo, t e N ( i ) ,  

wegen dot Voraussetzung TI, t / x  TI und sup N(i) = oo (aus (4)) schlieBlich 

(:r y* ~ T[ VIe Loo. 

Zum anderen ist 

y * ~ x  \ /xe~t , t ,  V I e N ~ - 2 - - L ~ ,  t e N .  

11 Hierbei bedeute~ I, t = (ll . . . . .  I~-2), t den Vektor (11 ..... Ik-2, t). 
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f 

Naeh (2) folgt wegen %~,t ~ ~ , t  

y* r T~,t Vl ~ N k-2 - -  L ~ ,  t e N und  

(fi) y* r T I Vl E N/~-2 - -  L oo. 

Zusammen ergibt sich aus (g) und  (fi) wegen (*) 

y* r U T, = U 
[e N ~-2  11l e N ~ - i  

und wegen y* e Y die Behauptung  (5). 
Kein  Tei lmengensystem mit  der Eigensehaft  (*) seh6pft also Y voll aus;  

damit ist der Beweis zu b) abgeschlossen. _J 
Mit _/"3 gehSrt auch jede Rg. y o n / ' 8  zu ~)k und  somit zu ~ .  Aus (4.2) a) and  b) 

ergibt sich also 

~ ~ - i  = (~k - ~ - i )  ( ~  - ~ - i )  * 0 ,  

d.h.  die beiden Komposi t ionsreihen ~ i ,  ~2 . . . .  a n d  ~ i ,  ~2 . . . .  brechen nieht  ab. 
Naheliegend ist die Frage, ob die Zugeh6rigkeit  einer Rg. zu (,.J ~k nicht  nur  

hinreichend, sondern auch notwendig fiir die minimale Indefini theit  sei. Dazu 
ist zu bemerken, daI~ bei Uberholspielen vom  Typ  ~ durch Wahl  von Auszahlungs- 
funktionen,  bei denen die Mef~barkeit fiir die im Beweis zu [4], (4.2) benStigten 

Mal~e verlorengeht,  die S t ra teg iemengen/3  und  Q so s tark eingeschr/inkt werden 
kSnnen, da$ das Spiel keine definite Rg. besitzt i2. Auf  diesem Weg lassen sich 
Beispiele wesentHch indefiniter Spiele in minimal indefiniter Rg. finden, die nicht  
zu U ~ gehSren. Dami t  wird abet  auch klar, dab eine Typologie der minimal 
indefiniten Randomis ierungen au[3erhalb U ~k im Wesentl ichen auf  eine Typo-  
logie der in Bet raeht  kommenden  maBtheoretischen Pathologien hinauslaufen 
wfirde. 
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i2 Ist andererseits die in [4], (4.2) formulierte -- implizit eine Mel~barkeitsbedingung fiir 
(lie Auszahlungsfunktion darstellende -- Voraussetzung P~ 4: 0, Q~ ~ 0 Ve > 0 erffillt, so 
sind die dann existierenden definiten Randomisierungen yon t~berholspielen des Types ~9 
natiirlieh minimal indefinite Randomisierungen, die bereits in ~)0 mid somit in jedem ~ ent- 
halten sind. 


