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Uber Periodizitiitseigenschaften
spieltheoretischer Lernprozesse

JoacHIM ROSENMULLER

Einleitung

Als Grundlage der Theorie der Spiele kann das Buch ,,Theory of Games and
Economic Behaviour” von J. von Neumann und O. Morgenstern betrachtet wer-
den, das 1944 erschien. In diesem Buch findet man u.a. einen grundlegenden
Satz, der als ,,Minimax-Theorem® bekannt ist, und der besagt, daBl in Zwei-
Personen-Spielen die optimale Verhaltensweise beider Spieler wohldefiniert
werden kann, wenn man die folgenden Voraussetzungen macht. Einmal darf
jeder Spieler nur endlich viele Strategien zur Verfiigung haben und andererseits
mulB} ein direkter Interessengegensatz bestehen — d.h., ein Spieler gewinnt genau
das, was sein Gegner verliert (sog. Nullsummenspiel). Unter diesen Voraus-
setzungen kann man das Spiel zunéchst in geeigneter Weise ,,randomisieren und
danach optimale Strategien erkléren. Jedem Spieler wird ein fester Wert garan-
tiert, den er mit Hilfe einer optimalen Strategie erreichen kann.

Inzwischen gibt es eine Fiille von Beweisen fiir dieses Theorem; einer davon
stammt in der uns hier interessierenden Form von J. Robinson und macht Ge-
brauch von einem iterativen ProzeB. Dieser ProzeB 148t sich grob so erkliren,
daB} eine Reihe von Partien desselben Spieles nacheinander abliduft und jeder
Spieler seine Strategien optimal gegen die vom Gegner in der Vergangenheit
»durchschnittlich“ gewihlten Strategien einsetzt. Es stellt sich heraus, daB die
Auszahlung dann gegen den oben erwihnten Spielwert konvergiert.

Es ist bemerkenswert, daBl das Minimaxtheorem i.allg. falsch wird, sobald
man die Forderung nach dem direkten Interessengegensatz fallen LiBt, d.h.,
wenn kein Nullsummenspiel mehr vorliegt. Anstelle der optimalen Strategien
kann man nur noch ,,Gleichgewichtsstrategien® erkliren; das sind solche Strate-
gien, die in gewisser Weise einen stabilen Zustand charakterisieren.

In dieser Arbeit interessieren wir uns fiir das Verhalten des Robinson-Prozesses
in solchen Nicht-Nullsummenspielen. Dieser Proze mufl nunmehr nicht not-
wendig konvergieren. Es zeigt sich vielmehr, daB unter gewissen Voraussetzungen
auch periodische Erscheinungen auftreten. In §3 werden wir niimlich zu einer
Klasse von Prozessen eine assoziierte Matrix erkliren, deren Eigenwerte es uns
ermoglichen, den ,,Eigenwert eines Robinson-Prozesses“ zu definieren. Ist dieser
Eigenwert 1, so konvergiert der ProzeB, ist er dagegen groBer als 1, so wird der
ProzeB asymptotisch periodisch.

Finige schon bekannte spezielle Ergebnisse, die wir in §2 behandeln, lassen
sich in §4 miihelos unter die allgemeine Theorie subsummieren. §1 enthilt die
notwendigen Definitionen und Einfithrungen.
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§ 1. Definitionen
1.1. Allgemeines

Definition. Unter einem Zweipersonenspiel
Iy=(I,J; 4, B)

verstehen wir zwei nichtleere Mengen

1={1,...,M}
und
J={1,...,N}
von natiirlichen Zahlen sowie zwei reellwertige Matrizen
A=(4; j)
und

B=(B;) iel, jeJ

zusammen mit einer Spielvorschrift, welche zwei beteiligten Spielern die Aus-
zahlungen A;; bzw. B;; zudiktiert, wenn diese durch Wahl eines iel bzw. jeJ
eine Partie des Spieles realisiert haben. I und J heiBlen Strategienmengen, A und B

Auszahlungsmatrizen.

Definition. Es sei
X ={(xy, ..., Xpg)/x; reell, x;=0, (iel), Y x;=1}
I

Y={(s, ..., yw)/y; reell, y;20, (jeJ), >, y;=1}.
J

Dann heifit das Tupel
I'=(X,Y;4,B)

die gemischte Erweiterung von Iy.

I’ stellt in gewisser Weise eine Randomisierung von Iy dar. Dabei stellen wir
uns vor, daB beide Spieler eine Wahrscheinlichkeitsverteilung xe X bzw. yeY
iiber ihre Strategienmengen I bzw. J legen. Die Erwartungswerte fiir die Aus-
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zahlungen sind dann in naheliegender Vektor-Matrix-Schreibweise

xAy=3Y) x;4i;
I J
und
XBy=3 > x;B;y;.
I J

Wenn wir im folgenden von einem Spiel reden, so wollen wir stets die gemischte
Erweiterung I” eines Zweipersonenspieles I, im Auge haben. Ebenso meinen wir
mit Strategien stets Vektoren xe X oder yeY. Die Elemente von I und J werden
als reine Strategien bezeichnet.

Definition. Es sei
I'=(X,Y;A,B)

ein Spiel. Ein Strategienpaar
X, 9)eXxY

heiBt Gleichgewichtspunkt, falls gilt:
XAyzxAy (xeX)
XBy=xBy (yeY).

Ein Gleichgewichtspunkt ist Ausdruck fiir eine stabile Situation. Die Menge der
Gleichgewichtspunkte des Spieles I':

Gr={(x, y)/(x, ) Gleichgewichtspunkt in I"}

ist stets nichtleer [1, 2].

Diese Tatsache ist fiir den Fall, daB B= — 4 gilt (, Nullsummenspiel“) als ,,Mini-
maxtheorem® bekannt; es gilt dann nimlich

xAy=m}n max xAy= max min XAy=:vp
fiir jeden Gleichgewichtspunkt (X, §). v, wird als ,,Spielwert* bezeichnet.

Wir fithren einige weitere Bezeichnungen ein; es ist:

A4, die i-te Zeile der Matrix 4
A _; die j-te Spalte der Matrix 4

t
Vl= Y1yl fir y=(y1, ..., y), y,reell
s=1
|Fl=sup|Fy| fiir eine t x t-Matrix F.
Iyl=1

Ki={ylyeY, A; yz A, ykel)} (icl)
L;={x|xeX,xB ;Zx B (keJ)} (jeJ)
X;={0,....1,...,0)} (iel)
Yj:{((),...,},...,())} (jeJ)

18+
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Ki1 ..... is=Ki1m”.mKis (ili"'aiSEI)
le ,,,,, js:Lhm'“ijs (jls"'ajsEJ)
X, i,=convH(X; U---UX;)
Y, . j=convH(Y,L--LY,),

wobei conv H(M) die konvexe Hiille einer Menge M bedeutet. X; =, besteht
also aus allen gemischten Strategien des Spielers 1, bei denen hchstens’die reinen
Strategien i, ..., i; ein von Null verschiedenes Gewicht erhalten.

Samtliche angeschriebenen Mengen sind konvexe Polyeder. Zur Unter-
scheidung von Potenzen und oberen Indices wollen wir folgende Vereinbarung
treffen:

1. Ein oberer Index an einer vektoriellen GroBe bedeutet stets eine Indizierung;
z.B. wird eine Folge von Vektoren mit %, !, ... bezeichnet.

2. Ein oberer Index an einer skalaren GroBe bedeutet eine Indizierung genau
dann, wenn auch ein unterer Index auftritt; z.B. wird mit ¢?, ¢}, ... die Folge der
i-ten Komponenten der Vektoren ¢°, ¢!, ... bezeichnet.

3. Ein oberer Index an einer skalaren Groflie ohne unteren Index bedeutet
stets eine Potenz.

4. Als Ausnahme bedeuten obere Indices an den Symbolen a, p, 4, & — mit
oder ohne unteren Index — stets Potenzen.

Auf diese Weise werden wir es stets vermeiden konnen, daBl wir Klammern
schreiben miissen um Grofen oben und unten zu indizieren.

Es folgt noch eine allgemeine Bemerkung, auf die wir von Zeit zu Zeit zuriick-
greifen wollen.

Bemerkung D. Es ist mitunter nétig, Forderungen beziiglich der Nichtsingula-
ritdt gewisser Unterdeterminanten an die Auszahlungsmatrizen zu stellen. Diese
Forderungen werden durchweg von fast allen (im Sinne des Lebesgue-Malles im
M- N-dimensionalen Raum der Matrizen) Auszahlungsmatrizen erfiillt sein, und
wir lassen daher nur eine Nullmenge von Matrizen auBer Acht, wenn wir sie
gegebenenfalls stillschweigend zur Voraussetzung machen. Wir fithren einige
Beispiele an.

1. Definition. Wir sagen, eine Matrix

A=(A;; icl, j
erfiille die (A4;) (el jed)

.,Bedingung E*
falls gilt:
Jede quadratische Untermatrix der Matrix
1
A®={ A .|,
1...1

die zur letzten Zeile oder Spalte nicht fremd ist, ist nicht singulér.

Auf Bedingung E trifft die oben gemachte Bemerkung D zu. Fast alle Spiel-
matrizen haben also die folgende, aus Bedingung E herzuleitende Eigenschaft:
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Lemma [1, 6]. Sei I'=(X, Y; A, B) ein Spiel. Es gelte Bedingung E fiir die
Matrizen A und B. Dann gibt es nur endlich viele Gleichgewichtspunkte, nimlich im
Inneren jeder Menge

héchstens einen. Ist zusdtzlich B= — A, so gibt es genau einen Gleichgewichtspunkt.

2. Es sei M > N angenommen. Fiir jedes r mit M =r> N konnen wir unter
Bedingung E .
Ki,....;,=0  (i,%i, falls p+0)

annehmen. Denn die Punkte der betrachteten Menge 16sen das Gleichungssystem
Ail . y - l = 0
Lo 1)
A, y—4i=0
in den N+ 1 Unbekannten y,, ..., yy und Bedingung E sorgt dafiir, daB (1) nur
die triviale Losung hat, fiir die ) y;=1 nicht gelten kann.
J

3. Ebenso kdnnen wir stets

fir r>s, i,%i,, j,#J, falls 6% p, p#+v annechmen. Denn die Punkte der betrach-
teten Menge 16sen das System

Ail'y—)u=0

4y y=i=0 @
yk=0 (k:%:jla"'ajs)a

d.h. ein System in N+1 Unbekannten und mit r+ N —s> N Gleichungen; fiir
fast alle Matrizen konnen wir dafiir sorgen, daf es nur die triviale Losung gibt.

Ahnliche Uberlegungen werden wir von nun an nicht mehr in aller Ausfiihr-
lichkeit anstellen, sondern uns auf Bemerkung D berufen.

Wir beenden unsere Vorbemerkungen mit einer

Definition. Seien I'=(X, Y; 4, B) und I"=(X, Y; A, B') zwei Spiele. I' und I’
heilen D-dquivalent, in Zeichen rr

falls (mit den fiir I" eingefiihrten und sinngemiB auf I durch Beifiigen eines
Striches iibertragenen Bezeichnungen) gilt:

L. Kl'l,-ugirijl ~~~~~ J's#:q)
genau dann, wenn
!
Kiu---,ir n )/}la‘“,js:*:Q'
kN Xy, F0
genau dann, wenn

Fa
Ly, N Xy, 0 F0.

.....
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Durch die so erklirte Aquivalenzrelation fiir Spiele werden Aquivalenzklassen
von Spielen definiert. Wir bezeichnen mit I” die Aquivalenzklasse, der I' angehért,
und konnen dann in naheliegender Weise eine Halbordnung fiir Aquivalenz-
klassen einfithren. Wir schreiben nidmlich

K”’l ----- lriji ~~~~~ Js :':Q
falls

K .0Y%  ;.*0
sowie

Ly w0 Xy . F0
falls

......

Es geniigt natiirlich, dies fiir ein einziges Paar I, I'" nachzuweisen.

Wenn wir Bedingung E als gegeben ansehen und unter g (') diejenige Funktion
mit ganzzahligen Werten verstehen, die I die Anzahl der Gleichgewichtspunkte
eines (beliebigen) Reprisentanten von I' zuordnet, so gilt

gN=el) falls F<T

1.2. Zwei Lernprozesse
Es sei I'=(X, Y; A, B) die gemischte Erweiterung von Iy=(l,J; 4, B). Wir
denken uns eine beliebige Anzahl von Partien des Spieles I, zu den Zeitpunkten
t=0, 1, 2, ... hintereinander gespielt. Der erste Spicler verfahre dabei wie folgt:
Zu jedem Zeitpunkt ¢+ 1 betrachtet er alle vom Gegner bis zum Zeitpunkt ¢
tatsdchlich gespielten reinen Strategien

j15"'7jt

und berechnet die relative Haufigkeit, mit der eine gewisse Strategie aufgetaucht
ist. Sodann bildet er die durch diese relativen Hiufigkeiten definierte Wahrschein-
lichkeitsverteilung tiber J, d.h., den Vektor

2 Js (3)

mit

Aufgrund des starken Gesetzes der groBen Zahlen kann er annehmen, da3 mit
wachsendem ¢ durch y' die Verteilung y angenédhert wird, mit der der Gegner
seine reinen Strategien bei einer Randomisierung belegt hat, und es erscheint
daher verniinftig, die reine Strategie i, ,, so zu wiihlen, daB ¢***' gegen y' optimal
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ist, d.h., daB gilt yeK,

t+1°

Wir nehmen nun an, daB der zweite Spieler ganz entsprechend verfdhrt. Dann
ist durch (3) bzw.

xt:T Z xis )
s=1

ein ProzeB in I" definiert, der in der Literatur als ,,Robinson-ProzeB“,  fictitious
play®, ,learning process“ o.4. auftaucht. Wir schreiben (3) und (4) etwas um und
erhalten:

1 . t=1
[:__ 173 ls 5
xXi=—e +— r—l Ze (5)
also
t—1 1 .
x1=—~—t x"l—i-Te‘ (' teK)
t—1 1 .
yfz—t y“1+7e’ (x'~'eL).

x" ist also eine konvexe Kombination aus x'~! und ¢, wobei im Laufe der Zeit
immer mehr Gewicht auf x'~! gelegt wird. Insbesondere ist

x’—x"lzé(ei—x"l)ﬁo (t—00), (6)

so daf3 es auch nahe liegt, von (5) zu einem stetigen ProzeB iiberzugehen. Wir tun
das in einfacher Weise, in dem wir (6) als Differenzengleichung auffassen und zu

.1
= (f=X)  (eK)
1 7)
y="(=y) (el
iibergehen, was sich zu
t—f ., F
x'= ; el—l-TSc' ek, firi<s<r)
) _ (8)
t—t . t _ e =
Y= : e’+—z~y (x°eL;fir i<s<t)

integriert. Dabei sind X = x () und y=y () gewisse Anfangswerte.

In (5) und (8) steckt noch eine gewisse Willkiir, da wir z. B. fiir y'e K, gar nicht
wissen, wie in (5) x'+* zu wihlen ist. Jedoch nimmt der durch (8) gegebene Prozef y*
stets die Richtung von ¥ auf e/ zu und da wir nach Bemerkung D, Beispiel 3

/A, y=4, y}nY;=0 ©)

annehmen konnen, schneidet er die Menge K, nur in einem Punkt, in welchem
die Mehrdeutigkeit der Definition (8) ohne Belang ist.
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Fiir den ProzeB (5) lassen wir einem Spieler im Zweifelsfall die freie Wahl. Wir
legen uns nun fest auf die folgende

Definition. Der durch (5) gegebene ProzeB3 werde mit DFP (Discrete Fictitious
Play) und der durch (8) gegebene mit CFP (Continuous Fictitious Play) be-
zeichnet.

Ist B= — A, so weiB man, daB die Auszahlung x'4 y* des DFP gegen v, kon-
vergiert und daB jeder Hiaufungspunkt (X, ) der Folge (x', y*) in X x Y die Eigen-
schaft

()_Ca y)e GF

hat [3, 5]. Daraus folgt ein einfaches Corollar:

Corollar. Es sei I'=(X, Y; A, B) und B= — A. Die Matrix A mége Bedingung E
erfiillen. Dann konvergiert der Prozef3 DFP.

Fiir fast alle Nullsummenspiele ist die Konvergenz des DFP also gesichert.
Daher erscheint es zunéichst nicht aussichtslos, das asymptotische Verhalten beider
Prozesse auch fiir Nicht-Nullsummenspiele zu studieren. Wir werden dann aber
sehen, daB auch andere Erscheinungen als Konvergenz moglich sind.

§ 2. Drei typische Spezialfiille

2.1. Der Prozeff CFP im 2 x 2-Spiel
Es sei I'=(X, Y; A, B) die gemischte Erweiterung von I =([, J; 4, B) mit

I=J={1,2}.
Wir setzen
o= AlI_AZI ﬂ= BII—BIZ .
A22_A12 ’ B22_B21 ’

dabei haben wir es nicht nétig, uns auf Bemerkung D zu berufen, damit z und f
wohldefiniert sind, sondern wir konnen uns iiberzeugen, daB anderenfalls der
ProzeB CFP trivialerweise konvergiert (vgl. auch [47]). Wir lassen die dazuge-
horigen Uberlegungen aus, da sie nicht von groBem Interesse sind,und bemerken,
daB die einzig relevante Form des Prozesses die folgende ist:

t—1 f !
e+ % fall A >
e V2
t—7 3 !
e+—x falls l;—goc
! ‘ Y2 (10)
t—1i 3 x4
. ¢ty falls <P
Y= .
t—1 3 x!
—e+—y  falls L>p
2

mit c0o>aq, f>0und to=1, x°=x°=y=y"°=(1, 0).
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Dieser ProzeB hat folgenden Verlauf:
Wegen
X7 > Bxg

0 0
yr>ay;

hat der ProzeB unter Beachtung der Anfangsbedingungen zuniichst die Gestalt

x'=(1,0)
_ 11
tz(%’ ttl)’ (11

d.h., Spieler 1 verharrt bei seiner Strategie, wihrend Spieler 2 Gewicht auf die
zweite reine Strategie verlagert. Diese Situation #ndert sich so lange nicht, wie
sie fiir Spieler 1 noch giinstig ist, d.h., (11) gilt fiir

to=1=t=t,,

wobel t; so zu bestimmen ist, daB

1
Wi A 1
~u, dh, o= - 12
V4 * * t—1 t;—1 (12)
t

gilt. Aus O<a<oo folgt, daBl es genau ein solches ¢, mit to<t, <oo gibt. Fiir
€]

t>1t, ist nun ;)—tl< «, 30 daB nun auch Spieler 1 beginnt seine Strategie zu indern;
2
wir haben in

t—1I t
xt= e+ X
t t
t—t t
t 2
= e +—
y : 7 y

fiir

zu sorgen und das liefert

(13)

Dies gilt fiir ¢; £t <r, mit
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Nun verlagert wieder Spieler 2 Gewicht auf die erste Strategie; unter Beachtung
der Stetigkeit bei t=t, folgt
{8
t’ ot

(14)
tz(t“‘tz‘!‘to tz_zo)
t Tt
. . f3—ty+t
furt2§t§t3m1ta=3——2ii.
ty—1o
Der folgende Schritt spielt sich in der Form
. (t—t3+t1 tg—tl)
x'= ,
t t
t—ty+ty ty—t
y=(te, 2 (15)
t
Ly—tz+1,

t3§t§t4a ﬁ: ¢ t
374

ab. Danach beginnt die erste Phase von neuem.

Da die Form des Prozesses sich nach 4 Phasen wiederholt, ist es zweckmiBig,
Lanro=ts (0=0,...,3;n=0,1,2,...) zu schreiben. Durch Induktion weist man

nach, daf} allgemein gilt:
Fir g <t =1}

1
X (=t T et T T 1))

1
y'=7(t'5—t'2’_1+—---+t8, f—th+ 57— b — 1),
Fiir 1 <t <t

1
x‘=~t—(t’1'—t’§_1—|———~~+t(1),t—t’1‘+t§_1+ ——19)
1
y’:-t—(t’(')—t'{l—k—‘--—l—tg, t—ty 1 — 4 —20).
Fiir 14 <t <14 (16)
1
x’:T(t';—t';‘1+—-~+t?,z—t’;+t’§,—1+—---—t‘f)
1
ylzT(z~tg+tg— S, O~ — - —1]).

Fir¢i<t<e+!

1
x’=7(t—t’§+t'{— ot Bt = —1Y)

1
yt:T(t_tg._i_t’(’)_ +"'+t89 tg_ Y6+‘_t8)9
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wobei die ¢} (6=0,...,3; n=0, 1, 2, ...) sich sukzessive bestimmen aus

=t — e

ol — 0 =b
=ty — 1]
=0
t—th+ — - — 1t
n n—1 0 (17)
=t — g _p
=11+ =~
-3+ — -+t y
==ty

Es ist nun leicht zu sehen, dal der ProzeB konvergiert.
Wir betrachten etwa y':

Es ist yrli‘ _ ytl’s“ _
yfx" ytﬁ‘
oder 2 ?
o
I i3 —
yl yl 1 +a >

ferner gilt

fiir
<<t

! :
1
| |
i
| I
r |
| |
i I
'
! T
i
l 1
! |

174 P i
T
|
i
|

L

[ 2= .

i i
! !
| |
n-1 n n
3 ty Y

~—+

Fig. 1. Graph von y}

. n n n n+1 . . .
Daher haben wir y? — i bzw. y%* > 1% zu zeigen. Um etwa die erste Relation
nachzuweisen ist wegen

. Bt + =ty G-t -1l _ S‘-ﬁl—
£ ff r 2
hinreichend, t}/t5 — 1 zu zeigen. Allgemein sieht man also, daB3
2
- -1 (6=0,...,3) (18)
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hinreichend fiir die Konvergenz ist. Wir zeigen 5/t — 1. Aus (17) folgt

o=+ =+ — 1))

1+a
t'1=(7) o — 151+ = +13)

L+ (19)
+
1= () @t = k)
B
th=(140) (5 -5+ —-—1).
Mithin: 3=(1+a) (315 0)
1 B+1 1
th+—th =—t 10—t =—(t — 1} ,
2 [)} ﬁ 1 2 1 B (1 0)
und entsprechend 1
Bty =— (1)
et — 3 =p(t5—13) (20)

n+1 n+1__ n+1 n
0 =T =a(tyt —15).

Durch Kombination der Formeln (20) erhalten wir

N
SO
N
1 0_" 0 _,p
& t ’
d.h.
tn
0 1
t

Ein geometrischer Beweis drangt sich iibrigens auf, wenn man den Graphen der
Funktion (x', ') in X x Y betrachtet:

/’toz
Ky
[
t / \ 9
Y \ P
A
- \
,// t}] \
7 \
- \\
K] re \\\
- \
o~ \
0 -~ \
t0 . \\\

Fig. 2. ,,Spinnwebmodell”



Uber Periodizititseigenschaften spieltheoretischer Lernprozesse 271

Wir fassen zusammen:

Satz2.1. Sei I'=(X,Y; A, B) und dim X=dim Y=1. Dann konvergiert der
Prozef CFP. Die mit dem Prozef3 verbundene Folge der Umkehrzeitpunkte t"
(6=0,....3;n=1,2, ...} wichst proportional zu n.

2.2. Der Prozefs DFP im 2 x 2-Spiel

Wir machen die gleichen Voraussetzungen wie in 2.1, betrachten jedoch jetzt
den diskreten ProzeB. Indem wir erneut die trivialerweise konvergenten Formen
des Prozesses ausschlieBen erhalten wir aus den Formeln (5) die folgende relevante
Form:

1 -1 -1 nwt
T((t—l) xTHHL =D xy ) falls —yTZ_T>oc

1 t—1 t—1 ytlAl
7((t—l)x1 J(t—1) x5t +1)  falls 5 <u

t—1 =

: 1)

i((t—n Lyl e—1)y5Y)  falls ﬂq& '

; V1 > Y2 xt2~1
i—1

(=135 (t—1) 51 +1)  falls ;12_1 >p

1
t

mit to=1,x'=y'=(1,0), co>0a, >0; (t=1,2,...).

Dabei haben wir fir
t—1 t—1
X1 Y1
—r=F und ——
X2 y2

=

willkiirliche Festsetzungen getroffen um den ProzeB eindeutig zu machen. Wir
diskutieren die ersten vier Phasen in etwas abgekiirzter Form durch:

1. toSt=ty, to=1

t—1 1 1 1
x‘:(l’O)’ ytlz ; ytl_lz---zTyiz—, d.h., yt=—(1,t—1)
t t
mit ¢, derart, daf3
ti—1 t1
t t
yt11_1 >oc:yt11, d.h, ° >0 0
. y Y2 L—1-1t, ti—1o
gilt.
2. i+,
t—1 t t
Xt = At SRS S YR T
1 " X1 IX1 P

mithin

1 1
xt:T(tlat—tl): yt=7(l’0,l’——t0)

b >pB> b
tz"‘l_tl - tZ—tl
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3. 6, +15t<t,

t t,—t
- t=1_ . "2 ta_ "2 "0
Y1 7 Y1 " B2 PR

mithin
1 1 1 1
XZT(tnt‘H), y=7(t—t2+to,fz—lo)

t3—1t,+t ti—1—t,+t
3”hrlo 5 s 2l

tz—to tz"—to
4 t,+1<t<t,
t"l o xt3= t3_t1
t t t

) 1
X=—(t=ty b, t=t), Y= (—t+io, ta—to)

XY=

»

mithin

ti—ts;+14 > g ta—1—t3+14
I3—1; t3—1
usw. Die folgenden Uberlegungen verlaufen genau wie in 2.1. Wir setzen wieder
te=t4n4s (0=0,...,3) und geben die Rekursionsformeln fiir die ¢, an, die den
Formeln (19) genau entsprechen. Es sei fiir beliebig reelles p mit [p] diejenige
ganze Zahl g, fiir die g+ 1> p = ¢ gilt und mit Jp[ dicjenige ganze Zahl g/, fiir die
g +12p>g gilt, bezeichnet, dann haben wir

0=10+A @ -1 4 — )+
1
=] () -t = 41

t'£=[(%ﬁ) G-+ —---+t‘1’)]+1

=[1+a)(h—th+ —--—t)]+1.

(22)

Wir haben erneut ¢4/t — 1 zu zeigen.
o/l1 g

Um einen dhnlich einfachen Beweis wie in 2.1 fiithren zu konnen, miissen wir
uns bei diesem Stand der Untersuchung ausdriicklich darauf beschrénken, o und
rational zu wihlen; sei etwa 1+ f=r/s mit natiirlichen Zahlen r und s. Aus (22)
folgt dann

1 148

n n n 1 R 1 n
t2 +?t0=—ﬂ—“tl+l+?‘—'y2—; Yo-
Die Fehler 43 und yj entstehen durch das Weglassen der eckigen Klammern. Es
. -1 .
ist 0<% §ST< 1, d.h., wir haben
1
t’é—t'{=g (1 — o) + 6%

und es gibt von n unabhingige reelle Zahlen p; und R; mit 0<p,; 6/ <R, < c0.
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Entsprechend erhilt man

1
B—t3=— -+

to+ — = P(t5 ~ £3)+ 0%
Ol =g (e — )+ 5.
Durch Einsetzen folgt
ot gt =1 —h+e,
mit
O<c=g£e,=C<oo

fiir gewisse Konstanten ¢ und C. Mithin ist

th—th =19 —t3+ Zs

mit n
nes Z nSh
oder kurz B
th—ty~n. (23)
Daraus folgt
1
]( +a) (=0t T =572+ — -~)[+1
(24)
Lo (+)n 1) n
~ e
ty (0=0, ..., 3) wichst also im wesentlichen wie n*. Aus (23) und (24) folgern wir
n__ o
h nto -0, also = 1.
£ 0

Wir fassen zusammen:

Satz2.2. Sei I'=(X,Y; A, B) und dim X =dim Y=1. Dann konvergiert der
Prozef DFP, falls A und B rationale Komponenten haben. Die mit dem Prozep ver-
bundene Folge der Umkehrzeitpunkte t2 (6 =0, ..., 3; n=1,2...) wiichst proportional

n(n+1)
2y ——.

2

Miyasawa [4] hat diesen Satz ohne die Einschrinkung auf rationale Aus-
zahlungsmatrizen bewiesen. Der Beweis ist jedoch erheblich langwieriger. Spiter
werden wir den Satz noch als Spezialfall einer allgemeinen Aussage gewinnen.
Zunichst betrachten wir jedoch das Beispiel eines Prozesses, der nicht konvergiert.

2.3. Asymptotisch periodisches Verhalten
Sei I'=(X, Y; 4, B) und
010 100
A={001} B=|010]
100 001
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Wir betrachten den kontinuierlichen Prozel CFP und setzen fy=1, x"° ==
(1,0, 0) als Anfangswerte an. Dieser ProzeB spielt sich periodisch in 6 Phasen ab,
nimlich

1. yeK;, xely;
yeK;, xeLls;
yeK,, xeLs;
yekK,, xeL,;
yeKy, xeL,;

SN

yeK,, xeL,.

Wir konnen also wieder wie in 2.1 eine Folge von Umkehrzeitpunkten ti=tq,, ,
(=0, ..., 5) berechnen, derart, daB bei ¢}, (6 =0, 2, 4) jeweils x* und bei 1% (6=1,3, 5)
jeweils y* die Richtung 4ndert, d.h., Masse auf eine andere reine Strategie ver-
lagert als vorher. Wir verzichten auf die einzelnen Berechnungen und geben nur
die Rekursionsformeln fiir die Folge % (6=0,...,5;n=0,1, 2, ...) an. Diese sind
wegen der einfachen Gestalt der vorliegenden Spielmatrizen in ¢=0, ..., 5 vollig
symmetrisch, so daB wir 6n+ ¢ =m setzen und

=2ty =t 3= tm_st+tm_s

(25)
=2tm—1_tm_3—tm_5+2tm_7_...

schreiben. Wir interessieren uns fiir das asymptotische Verhalten der Folge
tw/tmy1 (M=0,1,...). Zunichst ist

tm=2tm_1—tm_3‘tm_5+2tm—7 ~ly_g.s

Im_2= 2ty 3—tms —lp_7+20,_o...
tm—-4: 2tm—S _r'm—7 _tm—9"'
und daher
: tm+tm~2+tm—4=2tm—1+tm—3
oder

tm_tm—l:tm——l_tm—2+tm—3_tm~4' (26)
Setzen wir s,,=1t,,—1t,,_1, so folgt aus (26):
Sm=Sm~1+sm—3' (27)

Methoden fiir die Behandlung dieser Differenzengleichung sind bekannt. Man
sieht, daBl das Wachstum von s,, durch

S~ ag A" (28)
mit gewissen Konstanten a, >0, 4> 1 geregelt wird. Entsprechend folgt

/*Lm+1 -1

A1 @)

tm~a0
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und

o<, (30)

(30) besagt, daB} die ,,Umkehrpunkte” x* bzw. y', d.h., diejenigen gemischten
Strategien, bei denen die Spieler im Verlaufe des Prozesses jeweils die Belastung
ihrer reinen Strategien wechseln, gegen drei feste Punkte in X bzw. Y konver-
gieren. Die Bahn des Prozesses x' bzw. y* nidhert sich dementsprechend dem von
den Wendepunkten aufgespannten Simplex, das ,,schlieBlich“ in zeitlich wachsen-
den Perioden durchlaufen wird.

Es gilt also der folgende
Satz 2.3. Sei '=(X, Y; A, B) und

010 100
A=l001) B={010]
100 001

Dann ist der Prozefs CFP asymptotisch periodisch. Die mit dem Prozef verbundene
Folge der Umkehrzeitpunkte t,, (m=1, 2, ...) wichst exponentiell.

Shapley [7] hat gezeigt, da3 der ProzeB DFP fiir die ganze D-Aquivalenz-
klasse des obigen Spieles I' nicht konvergiert.

Wir haben nun verschiedene Tatsachen iiber CFP und DFP gesammelt, die
sich fiir Spiele mit ,.kleinen* Strategienmengen ergeben. Unser Ziel wird sein, die
dabei aufgetretenen Erscheinungen, also hauptsichlich K onvergenz und Periodi-
zitdt durch eine allgemeine Theorie zu erkléren. Ferner ist zu priifen,ob CFP und
DFP sich gleich verhalten. Dies soll in den folgenden Paragraphen versucht
werden.

§ 3. Allgemeine Theorie im quasiperiodischen Fall

3.1. Die assoziierte Matrix

Angeregt durch eine Erscheinung, die bei allen Beispiclen aus §2 auftrat,
geben wir die folgende

Definition. Es sei (x', y) ein CFP oder DFP in einem Spiel I'=(X, Y; A4, B).
Wir sagen, der betrachtete ProzeB heille quasiperiodisch, falls es ein 7>0 und
eine periodische Folge

4o=(is, j)€lxJ (6=0,...,s—1)

gibt, fiir die stets entweder i, +i, und j,,,=j, oder i, w1=i;und j, ,=+j, ist
(¢ mod s gerechnet), derart, daB mit H, =L, x K, gilt:
s—1
L (x, el ) H, fur 2T,
=0
2. fiir t=2 T und (x, y)e H, ist

ty=inf{¢|t'>1, (x', y')¢ H,}

19 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb,, Bd. 17
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stets endlich und erfiillt
(xtla ytl)eHa+1 .

Anschaulich besagt diese Definition einfach, daB die H, nacheinander durch-
laufen werden ebenso wie die K; und L; — dies alles periodisch in einer festge-
legten Reihenfolge. Offenbar sind die in §2 betrachteten Prozesse alle quasi-
periodisch. Wir wollen nun versuchen, die quasiperiodischen Prozesse rechnerisch
in die Hand zu bekommen.

Zunichst betrachten wir einen — nicht notwendig quasiperiodischen —
ProzeB CFP, den wir etwa zur Zeit t=1 in cinem gewissen Punkte (x', y') starten
lassen. Es sei o

(', y)eHy=L; x K, .

Der ProzeB bewegt sich nun gemifl Formel (8) und erreiche als nichste konvexe
Menge H, =L;, x K, , d.h., wir konnen einen eindeutig bestimmten Zeitpunkt ¢,
fixieren, der (x', y)eH, (St =t,), (x, y°)e H, erfiillt. O.B.d. A. sei ig=1, jo = ;.
Danach dndert der ProzeB seine Richtung: lief er bisher gemidll Formel (8) auf
den Vektor (€”, %) zu, so nimmt er jetzt die Richtung auf (", ) ein, so daBl wir
mit einiger Berechtigung ¢, als ,,Umkehrzeitpunkt“ und (x%, y™) als ,,Umkehr-
punkt* bezeichnen kdnnen. Nehmen wir weiterhin an, daB fiir jedes H,=L; x K;_
eindeutig feststeht, daBl der ProzeB ,,danach® in ein und nur ein H,_, cinlaufen
kann, so erhalten wir eine gewisse Folge

qtz(irajr)EIXJ (T=0, 1,2,...),

die die Reihenfolge der H, festlegt. Es bedeutet keine Einschrinkung, wenn wir
annehmen, daf

i() =ll="‘=Zr1,

Jo Fj1F o F e

.111 = =jt2)

(31)

jf:jfzz‘t’ (T21_1§T§T21)

ir:':ir—e—l? (TZZ—I—S—TéTZl_l)

i‘t:l‘C217 (T21§T§T21+1)

JeF et (t2121=515,—1) (=L2,..)
gilt.

Da es nur endlich viele verschiedene H, gibt, mul3 der ProzeB nach endlich
vielen Schritten ein H,. erneut aufsuchen, etwa H,=H,. Was wir jedoch nicht
wissen ist, ob er danach die gleiche Reihenfolge beim Durchlaufen der H, einhilt.
Gerade dies wird nach Definition fiir einen quasiperiodischen ProzeB gefordert.
In diesem Falle gibt es ein K> 0, so da3

i, e=lo, Je,x=Jo (crstmals)
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und
lr2K+z=lr7 .]tzK+t:Jr

oder allgemein

it:ir'a jtzjr'
falls ' >1, 1" =n 1, + v mit ganzem n gilt.

Hat der Proze den angegebenen eindeutigen Verlauf — quasiperiodisch oder
nicht —, so ist uns durch das Schema (31) auch eine Folge von ,Umkehrzeit-
punkten ¢, (1=0, 1,2, ...) gegeben, die durch

(x" y)eH,nH (32)
eindeutig definiert sind.

Definition. Die mit einem CFP verbundene Folge von Umkehrzeitpunkten
t,(t=0,1,2,...) soll kiinftig ,,die zu dem CFP assoziierte Folge* heiBen. Die ent-
sprechenden Strategien x'* bzw. y*= heien Umkehrpunkte in X bzw. Y.

Fiir einen quasiperiodischen Prozel ist die Folge g, periodisch — es gilt
gs=4qo. Der ProzeB ist also vollstindig beschrieben durch die Angabe der Folge

dos ---» s, oder ein dem Schema (31) entsprechendes endliches Schema:
p=ij="=l,,
JoFiiF - Figps
Joy = =Jsys
loy - Fi,,,
............. (33)
Je=Jon-1» (0211020,
loFisp1s (031-120=0,,—1)
lg=1l5, (62:=206=0;,1)

jo':f:jo‘+15 (021§J§021+1_—1) (l:()aaK)

SchlieBlich kénnen wir den quasiperiodischen ProzeB noch durch einen Graphen
(Fig. 3) reprisentieren, indem wir die K; und L; durch aneinandergereihte
Rechtecke symbolisieren und zwei ProzeBkurven (fir x* und ') einzeichnen,
derart, daB jeweils eine Kurve einen Knick erhiilt, wenn die andere von einem
Rechteck in das nichste iibergeht. An die Knick- bzw. Ubergangsstellen schreiben
wir die entsprechenden Zeitpunkte der assoziierten Folge an, wobei wir jetzt
naturgemiB ¢, =r; schreiben, falls 1=ns-+¢ fiir ein ganzes n gilt.

Kennt man die assoziierte Folge t, (=0, 1,2, ...) eines CFP, so kann man
den ProzeB selbst leicht wie folgt ausrechnen:

ty’ ergibtsichaus der assoziierten Folge {t.},indem man alle die Zeitdifferenzen
A=t —t,_; aufsummiert, fiir die x"eL; (¢,_, =t =¢.) richtig ist. Insbesondere
hat man ¢ —t; hinzuzuziehen, falls x" e L, (t,=1t'=1) gilt.
19+
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Spieler 1 Spieler 2
to
21 )
1 tUz[ \/\/
@ 10511
[y
)
t%A Loy
%}o’3 < t“d& {
0
tda
th,
t%z
Lj 0
0 @0'1 < %
to,
t9 -
te L, & K"”
tf— " 3
Lig
/\/\ Kig
518
X Y

Fig. 3. Graph eines quasiperiodischen Prozesses

Genauer gilt der folgende
Satz 3.1, Sei A=t ,—t,_; und J*=[t,_;,t.]. Dann gilt

ty;= ) A"
T
xt’eL; fir t'ett
. ) . (39
txi= Y A

T
yt'eK; fiir t'ellc

Dabei besagt der Strich am Summenzeichen, dafi auch noch iiber die Grifle t—t;
summiert werden soll, falls t.=max {t |t, <t} gilt und im Intervall [t;,t] die jeweils
unter der Summe stehende Bedingung erfiillt ist.

Beweis. Nach (8) ist

Cy'=@'-fe+iy (xeL; fir iSs=v)
und daher p

dr

(t'y)=e (x"eL),
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d.h.,

d . ,
W(tlyE)ZI (XtELj).

Trégt man also zur Veranschaulichung zunichst die Folge ¢, auf die Zahlengerade
auf und danach die Funktion

d ,
fj(t’):}?_ t'y3),

so hat man eine stiickweise konstante Funktion, die die Werte 0 und 1 annimmt.
Als Sprungstellen kommen gerade die Argumente t'=t, in Frage. Genau fiir die
Intervalle J* ist fi(¢')=1, fiir die

x"eL; (t,_St'st)

gilt und eventuell noch fir das Intervall [z, ], falls

x"eL; (=t'<t)
gilt. 6
i rz ‘
Fig. 4. Graph von f;(¢')
Mithin ist

ty;= { dr’

[to, fIn{t’ [x*'e L}

-y far

T te—1
xt'eL; fur t'eJic

- Y 4
xt‘eLy ffiir t'etie
Bemerkung. Wir greifen nochmals auf unser Schema (31) zuriick. Ist etwa
j:jfzz—x = :jfzt
so folgt aus (34)
tyi=t,,—t

T21-1

(rechter Hand stehen natiirlich noch weitere Summanden, falls noch fiir weitere ey
ebenfalls j=j,_, gilt).

Wir kdnnen unsere vor Satz 3.1 gemachten Andeutungen also auch so formu-
lieren, daB wir jeweils die ,,Eintrittszeiten von x' in L ;* von den ,,Austrittszeiten
von x aus L;“ subtrahieren um ¢y} zu erhalten.

Mit Hilfe von Satz 3.1 kénnen wir also zu jedem Zeitpunkt ¢t den Zustand des
Prozesses (x', y') genau angeben, falls wir die Folge {(i,,j,)} und die assoziierte
Folge ¢, kennen. Ist der ProzeB nun quasiperiodisch, so kdnnen wir aus den For-
meln (34) auch Rekursionsformeln fiir die assoziierte Folge gewinnen.
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Satz3.2. Es sei (x',)') ein quasiperiodischer CFP und t. (6=0,...,s—1;
n=0,1,2,...) die assoziierte Folge. Dann gibt es eine s x s-Matrix F derart, daf gilt

mit

ft=JFn tO

"=, ...,

(n=0,1,2,..)

ti_1)-

Ist durch (33) ein Schema gegeben, das die Perioden des Prozesses regelt, so hat F

die Gestalt

D=(D%) (i,j=0,...,2K;0,=0)

— A3 i=j=21+1

AT i=2141<j=2k
— B3, i=j=2I

By i=2l<j=2k+1

0 sonst

F=-C'D
mit
— (24
C=(C7),
_ai 2
A7 i=j=21+1
A% i=2l+1>j=2k
oy
i __ i F—f— L) g
Cei={Bg i=j=21 Dgi=
o i .
B3 i=21>j=2k-1
0 sonst
und
i."". al:"i ,
Jojlaj+1""" "oy —1Jaj4s
Agi= : (=0,
:‘71'1‘1‘1 _iG'i+1—1_
Jojoj+1 "q’ajﬂ—l-lajﬂ
Joi. Joi
lajte;+1 """ Ty —1laj4
o .
Ba‘j—" .
":O'ij-l_l b]:Ui+1—l.
lﬂjlaj-i—l o lo'j+1—llo'j+1
iai
i Ayt e 0 B
i Fi
A,,J.— ’ B,,j—
0 a'ﬁ‘iﬂ—l
o By,
alozAiaH-—Aia-; bJG:B-J'aH——

i b i. B —p j
as=a,—dg, brs_b{'_bi

o
b 0

Tpdeia—1
0 .b
B-jcr

Beweis. Es sei {t,} die assoziierte Folge des betrachteten CFP. Wir schreiben
wieder t,=¢" fiir t=sn+¢ (6=0,...,s—1;1n=0,1,2,...). Entsprechend ist

AR =g —1" |

[ n-—-1
A D—to—ts—l'

(6=1,

SchlieBlich setzen wir noch zur Vereinfachung

) {1 falls x"eL; fir reJ*™
gjt:

0 sonst

s=1)

(33)

(36)
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und erkldren 83-8 entsprechend (mit der fiir die Rechnung mod o notwendigen
Abinderung — vgl. (35)). Offenbar ist dann nach Definition des quasiperiodischen
Prozesses

o —gle ' = g
gfr=¢f =-=:¢].

Nach Satz 3.1 folgt nun
yf= 3 Avey
TUSsn+o

n—1 s—1

= Z Z A% el + Z A’Ps”

v=0 p=0
n—-2 s-1
=3 Y A%y Z A% el 4 ZA“’SP
v=0 p=0 (37)

n—2 s-1 s—1
=3 ) A%+ ZA'" et Y A et + ZA”&EP

v=0 p=0 p=0 p=c+1

=y Z A3 gl ZA’PS”

p=0c+1

Die Umkehrpunkte y** und x* sind gerade dadurch definiert, dafl
(x**, y¥)eH,nH, .,
gilt. Esist H,=L; xK; und H, =L; ., xK; .

O.B.d.A. nehmen wir an, daB3 j,=j, ., und daher i, #i,, gilt — anderenfalls
miissen wir die obige Rechnung (37) fiir x** durchfiihren. Es gilt also

yeeK, nK, ., dh, A, y*=4, y*®
oder mit der Vereinbarung a'>=A; —A, _  auch
a'ey*=0. (38)

Ebenso ist aber auch a'= y* ' = 0. Setzen wir noch &” =7, ..., %), so folgt aus (37)

( S e Y A‘Pe”) 0. (39)
p=oc+1 p=0

Schreiben wir (39) fiir 6=0, ...,s—1 auf, so erhalten wir ein homogenes System
von s Gleichungen, in denen gerade die 25 Variablen ¢3!, .. t;‘ 1 toyeesth_y
auftauchen. Wenn wir jeweils die Koeffizienten von 127! (6= O, —1) und von

t? (=0, ..., s—1) sammeln, so kbnnen wir auch mit zwei gewissen Koeffizienten-
Matrizen C und D schreiben

Ct"+Dt" 1=0. (40)

Die Zeile ¢ von (40) ist gerade durch (39) gegeben. In der Spalte p und der Zeile ¢
der Matrix C steht der Koeffizient C, , von £, aus (39), das ist gerade

aie(ef —eP 1), (41)
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Fiir p> ¢ taucht ¢} in (39) gar nicht auf, D ist also eine Dreiecksmatrix. Fiir p= o ist

N
— ple 00 io o0
C,,=d"¢ _Z1aj el
j=

Fiir genau ein j ist &7 =1, ndmlich fiir dasjenige, das
x'el; fir ¢eJ® (n=0,1,2,...)
liefert. Also ist C,,=a’r mit
X' lduft bei t' =1 auf e/ zu*. (42)

Betrachten wir nun den Koeffizienten C,, mit p <o. Dieser ist

N
C,,=a (e —e’ )= ) dlr(ef—ef ™).
j=1

13 . — . t" IJI

Es ist prLj,X_Ki,, und H,,,=L;  xK,  sowie (x¥ y¥)eH,nH,, . Falls

Jp=Jp+1 8ilt, s0 ist gerade &f=¢f""=1 und alle anderen Komponenten von &”

und &**! verschwinden, also ist C, ,=0. Falls dagegen j,+j,_, ist, so erhalten
: p P+l [ s R I L i i

wir aus &f =&} offenbar C‘,p—a}.p ag . = ag; .., wobel wir aj=a;—aj

gesetzt haben. C, , bestimmt sich also nach der Regel

2Cop=017}, 41 (43)

falls x' eine Gleichung B ; x*=B ; , x™ erfiillt und C,,=0 anderenfalls.

Wir verfahren nun ebenso mit der Matrix D und stellen fest, daf3 insbesondere
auch D eine Dreiecksmatrix ist, in deren Diagonale gerade die Glieder der Dia-
gonale von C stehen, jedoch mit umgekehrtem Vorzeichen.

Wenn dem quasiperiodischen ProzeB ein Schema der Art (33) zugrunde
liegt, konnen wir aus dem Graphen (Fig. 3) genau ablesen, ob zu einem Zeitpunkt
t'=1t" gerade fiir x'’ oder fiir y* eine Gleichung der Form (38) erfiillt ist. Wenn wir
dann die Regeln (42) und (43) formal aufschreiben, bekommen wir gerade die in
der Behauptung des Satzes angegebene Gestalt der Matrizen C und D.

Die Matrizen C und D sind nun beide invertierbar. Denn zunéchst sind beide
Dreiecksmatrizen, deren Determinante gleich dem Produkt der Diagonalglieder
ist. Letztere sind aber alle von Null verschieden, denn angenommen, es ist aj° =0,
so folgt 4;_,, ;=4 ;,d.h.

L ioj>

deVin{yld,, y=4.,};

das haben wir aber (vgl. Bemerkung D und 3.1) schon ausgeschlossen.

Also sind C und D nichtsinguldre Matrizen und daher invertierbar. Aus (41)

folgt dann
t"=—-C D" 1=F¢" !=.... F"{°, (44)

Definition. Die Matrix F, die gem#B Satz 3.2 die assoziierte Folge erzeugt,
heiBt die zum ProzeB (x', y') assoziierte Matrix.
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3.2. Eigenwerttheorie

Es sei I'=(X, Y; A, B) ein Spiel sowie (x, y) ein durch dieses Spiel erzeugter
quasiperiodischer CFP mit assoziierter Matrix F. Wir wollen das Verhalten der
assoziierten Folge {7} durch die Eigenwerte von F charakterisieren.

Lemma 1. Sei (x', y) ein quasiperiodischer Prozef3 CFP mirt assoziierter Matrix F.
Die Eigenwerte A, ..., A,_, von F seien simtlich einfach und es gelte |Ay|>|A;]> -+
|As_1|. Dann gibt es ein reelles Ae{Aq, ..., A,_1} und einen zu ) gehirigen Eigen-
vektor fvon F, derart, dap fiir die assoziierte Folge {t"} des CFP gilt:

l.n
FTa [ (m-ooo).

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Lemmas gibt es eine nichtsingulire
Matrix U, derart, daB3

Ao 0
F=UNU-! mit II=
0 X‘s—l
richtig ist. Also gilt
to=(F"t%),=(UI"U "), = Ag g+ + 25y, (45)

wobet M =(u;) (5,7=0,...,5—1) eine gewisse Matrix ist, die sich aus U und
t® in naheliegender Weise berechnet. Sei 4 derjenige Eigenwert, der u*=
(U, .-, p5—1)=0flir|1,| >|A| und p* %0 fiir 2, = A erfiillt. Dann ist nach (45) offenbar

tn
An

=f (o)

richtig, wobei f der aus den Koeffizienten von 4 in (45) gebildete Vektor ist.
Wegen "=F1"~! (n=1,2,...) folgt

" n~1

t
ln =F7n-—T (n=1,2,...),

was nach Grenziibergang Af=Ff liefert. Da {t}} eine reellwertige Folge ist, muB
wegen
£ 1
e+l - 7
auch 1 und somit f reell sein.

Lemma 2. Sei (X', y') ein quasiperiodischer CFP mit assoziierter Matrix F.
Die Eigenwerte A, ..., A;_; seien simtlich einfach und reelle Vielfache von Ein-
heitswurzeln. Dann gibt es eine natiirliche Zahl r>1 und eine reelle Zahl 1> 1,
sowie r reelle Vektoren f°,..., f*~1, derart, dap gilt:

1. f?(p=0,...,r—1) ist Eigenvektor von F" zum Eigenwert A.

2_ tmr+p

—mrrg S0 (0=0,...r—1; m—c0).
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Beweis. Wie in Lemma 1 schreiben wir
s—1
=i (6=0,...,s—1) (n=0,1,2,...).
I=0

Esseietwa [Ao| < --- <|4,_;| und l; (0= 1, < s—1) maximal mit der Eigenschaft, da3

o +0
gilt. Sei ferner A={4,,| und etwa
. gl =2+ =12y | = 4.
Wir setzen
2niko 2rik,
Ag=hAe ™ . A4, =Ae ™ .
Dann folgt
l.n u 2nikn
< —>Z,uffe A (46)
Ao
Ist r das kleinste gemeinsame Vielfache von ry, ..., 7, und
u 2nikp

fe=Y e ™ (p=0,...,r—1),
i=0

so folgt aus (46)
tmr +p

e S0 (=0, r=1im o o).

SchlieBlich ist noch wegen

trm+p tr(m—1)+p

r =F (p=0,....,r=1) 47

Arm+p /1r(m—~1)+p

nach Grenziibergang auch 1"'f?=Ff? (p=0, ..., r—1) richtig. Wir sehen neben-
her: hochstens s der Vektoren f? (p=0,...,r—1) sind verschieden. Natiirlich
muB stets 1> 1 gelten, dat? (=0, ...,s—1; n=0, 1, 2, ...) eine monoton wachsende
Folge ist.

Lemma 3. Sei (x', y*) ein quasiperiodischer Prozefs CF P mit assoziierter Matrix F.
Fiir die Eigenwerte von F gelte|Ay| > --->|A,|. Dann gibt es einreelles Ac{,, ..., A,}
und einen zu 1 gehdrigen Eigenvektor f sowie eine natiirliche Zahl k, derart, daf gilt

tn
n
in
()
Beweis. Wir bezeichnen mit h(z) (z komplex) das Minimalpolynom der
Matrix F. Die Matrix F gestattet eine Darstellung F = UITU ~! mit nichtsingulirem

=f (n—o0). (48)
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U und
JO
n=| . .
JP

Falls 4, (0=q=p) die (algebraische) Vielfachheit [, +1 hat und als k,+ 1-fache
Wurzel in h(z) auftaucht, so hat J? die folgende Gestalt

Jogl2,)
Jl=
. ‘J";l ()’q)
mit q
410...0
SR
L=\
.'.'1
0 A
sowie

vi=k,+1, visk+1 (1=p=r), Zlvz=lq+1 0=g=<p).
=

Dies ist die sog. Jordan-Darstellung (vgl. [2]). Nun gilt

n n
n ln—l )in—w-l
g (1) (v—l

Jvn(;t): 0 /"L" ( n )/’{n—v+2

_v—2
0...........0 ar
und daher
ko
tn_Z#&O)br(l)—-l( )
I=0 l
& L1 (7
1 gn-
+ L p A (l) (49)
+ ....................
kP
l’p;»"_l n)
+[§0'ua §4 (l ]

wobel jeweils M?=(u%9) eine feste Matrix ist. Wir wihlen wieder das kleinste q
derart, daBl M?+0 gilt und setzen 4,=1; darauf withlen wir groBte [, das uns

R )0
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liefert und nehmen an, dieses sei etwa [=k. Dann ist nach (49) offenbar

o (P
*(3)
weshalb wir f:=A* u* 1 setzen. Dann ist
n
A n
( k) t tn— 1
=F
(=G ()
PG ()
und daher nach Grenziibergang 4 f=F/.
Wir sehen nun, wie eine allgemeine Aussage von der Art der in Lemma 1 bis 3
gemachten aussehen muf3:
Aos ..., A, scien die Eigenwerte der assoziierten Matrix F eines CFP. Wir
schreiben eine Entwicklung (49) an und suchen g, =min {g|M?+0}. Es sei

—x 1 (n> o),

lAgol="-=l4]=:1 (912 40); (50)
wir bestimmen [, =max {/| p+9%0} und nehmen an, daB3
L= =1, =k (51)
gilt. Dann folgt das
Lemmad4. Sind 1, ..., 2, reelle Vielfache von Einheitswurzeln, so gibt es

natiirliche Zahlen k=1 und r=1 sowie r zum Eigenwert A" der Matrix F' gehorige
Eigenvektoren f°, ..., f*~! derart, daf gilt

L-mr+l7

mr+p mr+p
(")

=f? (p=0,...,r—1;m—-x0). (52)

Der Beweis ergibt sich aus den Beweisen zu Lemma 1 bis 3. Wir bemerken,
daB aus g, =g, bereits folgt, daB A reell ist, denn sonst wire die assoziierte Folge
nicht reell. Natiirlich umfafit Lemma 4 die vorhergehenden Aussagen.

Definition. Sei (x', ") ein quasiperiodischer Prozef CFP mit assoziierter
Matrix F. Es mdgen die Voraussetzungen von Lemma 4 erfiillt sein. Unter dem
Eigenwert des CFP verstehen wir dann die durch Lemma 4 bzw. (50) definierte
reelle Zahl 1. Sind k und r die in Lemma 4 beschriebenen natiirlichen Zahlen, so
sagen wir, A sei von der Vielfachheit k+ 1 und r-fach zyklisch. Die zu 1" gehorigen
Eigenvektoren von F" heiBlen auch die Eigenvektoren des CFP.

Bemerkung. Simtliche Eigenvektoren eines CFP sind strikt positiv.

Denn wegen
0<tr61r<trlnr< ‘__tr(;lr+1< "'tgi_;l)r_1<t(0m+1)r
muf
OS fOSfPS - Aff S A TSNS



Uber Periodizititseigenschaften spieltheoretischer Lernprozesse 287

gelten. Mithin verschwinden entweder samtliche /7 (0 =0, ..., r—1)(¢=0, ...,5—- 1)
oder keines.

Nehmen wir an, das Erstere sei der Fall.
Dann ist mit den Bezeichnungen von Lemma 1 bis 4:

ty

Ao\ A,V
e (3]t (5] e
ar i
(i
Wir setzen zur Abkiirzung

tg . h

L

v=dg;—{o; Sz:;n (Vl ; #a’qozc?n"'ﬂ “I;’qzzc:;; Zozéo’-"s %zéu
_ (i
Dann gilt
spo—eolh +e ey,
und

ST QB Eot H L ELE,

ST QL el ELED.

Andererseits miiflte s} —0,...,si*" >0 aus f?=0(6=0,...,5s—1;p=0,...,r—1)
folgen. Mithin wire

I ...1
n 0 zn
Sa. Ca‘éo
0(__ — 60- éu N
s " ] el
&6 &0

Die Koeffizientendeterminante ist aber gerade die Vandermondesche, die nicht
verschwindet, da alle &, (u=0, ..., v) paarweise verschieden sind. Folglich muB3

bl -0 (6=0,...,s—1) (n—>0)

gelten, was mit g% =0, ..., 4*9 <0 nicht vereinbar ist.

Wir bemerken ferner, dafl fir den Eigenwert A eines CFP jedenfalls A=>1
gelten muBl — anderenfalls wire die assoziierte Folge nicht monoton wachsend.
Ist A=1, so muB aus den gleichen Griinden 4 mindestens von der Vielfachheit 2
sein. In Satz 3.11 beweisen wir, dal =1 sogar mindestens zweifacher Eigenwert
der Matrix F sein mufl — jedoch sind die Eigenwerte der Matrix und der Eigen-
wert des Prozesses immer auseinanderzuhalten.

Definition. Ein quasiperiodischer CFP heil3t asymptotisch periodisch, falls die
Umkehrpunkte x*, y** (eventuell mod r) konvergieren, genauer:

xt’a"'*f’ — xPo

fmrto pu

y - )°

(6=0,...,s—1;p=0,...,r-1; m—>0)
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mit gewissen x°°, y°°, die asymptotische Umkehrpunkte heilen mogen. Die Bahn
des Prozesses nédhert sich dann der von den x°° bzw. y*¢ aufgespannten Bahn.

Satz 3.3. Sei (X', y") ein quasiperiodischer Prozef3 mit Eigenwert A. Ist 1> 1, so
ist der Prozef asymptotisch periodisch.

Beweis. 1 sei r-fach zyklisch und von der Vielfachheit k+1. f°, ..., f"~! seien
die Eigenvektoren des Prozesses. Zu vorgegebenem ¢>0 gibt es ein no=mgyr
derart, daB fiir n=mr+ p=n, stets gilt (Lemma 4):

ty
n
)Ln
(i
Nach Satz 3.1 ist

-1
tyF=rir Y +Z ( DO K ZA’" 184) (54)

g=o+1 g=0

—ff|<e (53)

fiir fixiertes o und j. Mit gewissen Koeffizienten c,=c;, (p=0, ..., s—1) ldBt sich
(54) auch umschreiben zu

r—1 - a
s =% (T et San ) 53)
1= 1=0

g=0

o .. (R
Durch Division mit 4, ( I

(n—r) (n—l—l)
k ~ r—1 s—1 p—i1 k

fyF— ftrpy;g - Z Zcq q

BT S

)
(i
'

k

) erhiilt man aus (55) unter Beachtung von (53)

(56)

+Zc -l

Wir fassen die Koeffizienten der Glieder ( ) /
noch mit f*, dann folgt aus (56)

") (")

" k mer k e(r+1)s

yP— Y= 2 hy il
lr (”) 1=0 ll (l’l) fap

‘ k k

mit gewissen Koeffizienten h, (I=0, ..., r).

) zusammen und dividieren
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Wir setzen noch M =m—m, und schitzen ab:

(n—Mr> (n—,ur——l
T k n-Mr M-1 1 r k )
T A YRy NAR.
AMr( ) ©=0 /1“’( ) 1=0
( k k
(n—l
)

(n—(M—l)r) <n—Mr)
+ k yt-g—(Mﬂ)r_ k

JM-Dr (”) ! i (”_(M_l)r) Y
k k

(n—(M—l)r—l)

_lgoh, . (n_(%_ 0 r>

")
<8Mil k sb+l) e 1 s(r+1)

Sl F VAV
k

Strebt nun m — oo, d.h., n, M — oo, so konvergiert

(n—ur—l
M-1 1 r )
2 X hy

I=0

u=0 ur h )“l
(i)

gegen eine feste Zahl g; wihrend

289
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aus der Beschriinktheit von Y folgt. Daher gibt es zu jedem 5>0 ein n,, so daB
aus n=mr+p=n, stets
lJ’;g —gjl<n

folgt, womit der Satz bewiesen ist.

Satz 3.4. Sei (x', y') ein quasiperiodischer CFP mit Eigenwert 4. Ist A=1, so
ist A nur einfach zyklisch und der Prozef} konvergiert gegen einen Gleichgewichts-
punkt (X, V). X und y haben die gleiche Anzahl positiver Komponenten.

Beweis. Es seien 0.B.d.A. K;,...,Ky,; Ly,...,Ly, diejenigen der K;
(iel={1,...,M}) bzw. L, (jeJ={1,..., N}) die von ProzeB (x', y’) (,nach einer
gewissen Zeit*) durchlaufen werden. Dann gilt

x;—»0  (i¢{l,...,My})

; (57
yj_)o (Jé{laaNO})
Aus (8) leiten wir die Beziehung
myt—tn_ Y=g -t e (x'eL;fire  <t=t) (58)

her. Ist A etwa r-fach zyklisch und von der Vielfachheit k + 1, so ist nach Lemma 4
fiir festes p und n=mr+p

ey
e ()

fO_P
o : =t =0l
()
k
und folglich wegen
t:_rgto':-lg Stg—lgt—;:]_
t; - t: - = t3 —IZ
auch
lg_1 !
T_)l und o —1. (59)

Aus (59) folgt offenbar, daB ff=f*""! (6=0,...,s—1;p=1,...,r—1) gilt, d.h,
alle Eigenvektoren des Prozesses sind gleich einem Vektor f, der ein Vielfaches
des Vektors (1, ..., 1)=e ist, etwa f=de. Mithin gilt mit den Bezeichnungen der
nach Lemma 4 gemachten Bemerkung:

A

e bt »d  (6=0,...,s—1;n—00).
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Da alle £, (u=0,...,v) verschieden sein sollen, folgt aus der Nichtsingularitit
der Vandermondeschen Determinante @
Q& ..,ctEn—»0 ted
d.h.
=&+l (u=0,...,v;1—> ) {60)

und das ist nur moglich, falls alle ¢,=1 (u=0, ..., v) sind. Mithin ist A einfach
zyklisch.

(58) und (59) liefern zusammen

yt3~1_>yt§ (a:l,...,S—l),
woraus allgemein
YRy (g,0'=1,...,5—1) (61)

folgt. Aus Kompaktheitsgriinden existiert ein Hiufungspunkt der Folge y** (fir
festes o; n=0,1,2,...), etwa y; sei n, (@=1,2,...) eine Teilfolge der natiirlichen
Zahlen mit . ,

VST (g o0). (62)
Dann ist wegen (61) auch

ytf,‘?_,y {g— ) (6'=0,...,5~1). (63)

Nach Konstruktion der Folge y* (6=0,...,5—1) (n=0, 1,2, ...) gibt es gewisse
K., ..., K,_, derart, daB

yPeK,nK, (64)

gilt. Die angeschriebenen Mengen K, N K, _, sind aber abgeschlossen und daher
muB aus (63) und (64) folgen yeK, ,, . Entsprechend gilt xeL, ~, flr einen
Haufungspunkt X der Folge {x*}. Aus (57) folgt nunmehr

(65)

VY neD KL o

Vergleichen wir nun (65) mit unseren unter Bemerkung D, Punkt 3 gemachten
Ausfithrungen, so sehen wir, daB M,<N, und N,<M,, also M,=N,, gelten
muB. Ebenso sehen wir mit den Methoden der Bemerkung D:

Xy oD Ly, ne=1{X}
Yo v Ky =01

Also hat die Folge {y*} bzw. {x*} nur einen einzigen Hiufungspunkt 7 bzw. X;
aus (65) lesen wir ab, daB (X, y) ein Gleichgewichtspunkt ist.

3.3. Berechnung der asymptotischen Umkehrpunkte

Es sei (x', ") ein quasiperiodischer CFP mit Eigenwert A>1. 4 sei r-fach
zyklisch und von der Vielfachheit k+ 1. Wie wir schon in 3.2 bemerkt haben,
20 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 17
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gilt fiir die Komponenten der Eigenvektoren des Prozesses:
0<foSfS - SA S SATYIISVS. (66)

Ist speziell r=1, so gilt
0<fo=fis-=Afo (67)

fiir den einzigen Eigenvektor des Prozesses. Aus Eigenwert und Eigenvektoren
berechnen sich die asymptotischen Umkehrpunkte

0,6 _ 15 pmrt o
y»? = lim y
und
xP 7= lim x*#""°
m-» 0
wie folgt:

Wie in (54) haben wir wieder
-1

a
t:y;’g_t: r t" V__Z( z (tn~l~1__t;::11—1)8?+ Z(tg l_tn l)8q

g=oc+1 q=0

(jeJ;0=0,...,s—1;n=0,1,2, ...; g mod s zu rechnen).

Division mit A" (Z) und Grenziibergang liefert fiir n=mr+p— c0:

1 r—1 s—1
rpr= 1 =% (T (s
1=0 \g= a'+1 (68)

+3 U =123 ).

Es folgt in naheliegender Bezeichnungsweise mit Hilfe von 4:

Y r—1 s—1 Af[,’_l_l 7 A
0.0 [EE—-C
yj fp(lr 1) ZZ ( Z /ﬂ{l+1 81+q§0

0 \g=0+1

| sg), (69)

wobei natiirlich f*~! fiir alle in Frage kommenden p und ! mod r zu rechnen ist.
Wir driicken das verbal aus im folgenden Satz:

Satz 3.5. Zur Berechnung der Komponente y5 ? des asymptotischen Umkehr-
punktes y* ¢ (p=0,...,r—1) (=0, ...,5—1) hat man wie folgt vorzugehen:Man
addiert alle Differenzen A%, fiir die x‘eL; (teJ¥(n=0,1,2,...)) gilt und zwar mit
dem Gewicht 1/A? falls p'=p—p (pe{0,...,r—1}; p, p’ mod r zu rechnen) ist. Da-

;tr
nach mufl man noch mit einem Faktor ———— POr=1) multiplizieren.

Damit konnen wir nun die Gestalt der asymptotisch angenidherten Bahn
berechnen, falls der Eigenwert des Prozesses 1> 1 erfiillt. Ist 4 r-fach zyklisch,
so besteht die Bahn aus r Zyklen, die nacheinander durchlaufen werden.
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34. Verhalten des diskreten Prozesses

Den Begriff quasiperiodisch haben wir fiir DFP und CFP gleichermalen
definiert. Ebenso haben das Schema (33) und der Graph (Fig. 3) in beiden Fillen
Giiltigkeit.

Wir wenden uns jetzt dem DFP zu und untersuchen, welche der in 3.2 gewon-
nenen Ergebnisse sich auf ihn iibertragen lassen.

Da wir es nunmehr mit diskreten Zeitpunkten
0 .0 0
t=13,t5+1,15+2, ...

zu tun haben, haben wir keine Veranlassung mehr, y'e K fiir gewisse t€{0,1,2,...},
iel und jeJ anzunchmen und miissen daher den Begriff der assoziierten Folge
neu fassen. Da ferner (x', ') t€{0, 1,2, ...} nicht mehr kontinuierlich ist, miissen
wir uns beziiglich der durch (5) gegebenen Definition festlegen, wie ein Spieler
sich verhalten soll, falls zwei optimale reine Strategien zu einem gewissen Zeit-
punkt fiir thn zur Wahl stehen. Wir werden sehen, dal} es keinen Einflul auf das
asymptotische Verhalten des Prozesses hat, wenn wir in einem solchen Fall dem
betreffenden Spieler dic freie Wahl lassen.

Wir setzen nun > T so an, daB (xS, ytg)EH0 gilt. Danach durchlauft (x!, y)
die H, in der vorgeschriebenen Reihenfolge 0=0, 1, ..., s—1. Jedesmal, wenn

', y)eH, ("<t=1)

gilt und etwa i #i_,, ist, gibt es genau ein ¢, >t derart, dafl

y* ek, , y®eK

ig+1

gilt (6 mod s zu rechnen). Dadurch ist die assoziierte Folge * (6=0,...,s—1;
n=0,1,2,...) erklart und wir konnen daher die Begriffe ,,Umkehrpunkt“ und
»asymptotisch periodisch* iibernehmen. Von jetzt an werden wir nicht mehr extra
vermerken, dall wir es mit diskreten Zeitpunkten zu tun haben.

Wie frither definieren wir (mit den notwendigen Abinderungen, die sich aus
dem Rechnen mit o mod s ergeben):

JE={tl; | +1=t=6}

. {1 falls x‘eL; fiir teJ®
e, =

7|0 sonst

AB=tr—(r_ —1).
Dann gilt

Satz 3.6. Es ist
thyP= Y A¥%I+win) (0=0,..,s—=1)(n=0,1,2,...;jeJ]).
<

Dabei ist wi(n) mit 0Swi(n)<ns eine Fehlergrifie, die durch die erwihnte freie
Wahl eines Spielers unter gleichguten Strategien entsteht (vgl. auch [7]).

Beweis. Das Ergebnis entspricht dem aus Satz 3.1.
20
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Ist feJ¥ (t,<1]), x""eL;, so gilt

£y == 1)y i+l
=2 1 ; .
=("—1) (L -2 J J
¢ )(t”—ly +t;—1e)+e

=(t;—2)y¥ 2426

(70)

=(t_+ 1)y (-t + 1) &

d.h., zwischen ;41 und ¢ wird genau 4% auf die Komponente j von ¢ y* hinzu-
addiert — genau wie im Beweise von Satz 3.1. Ist nun zufillig

x¥%-teL;nL;, (71)

so steht es nicht fest, ob ¢} y'¥ in (70) noch um 1 erh6ht wird oder nicht. Addieren
wir alle diese Fehlergheder wihrend des ganzen v-ten Zyklus, so wissen wir
jedenfalls, daB wir hochstens s mal eine 1 zu addieren haben. Also ist
ng}’(n)gsn (72)
und sogar
0=wi(n)—wiln—1)=s. (73)

Satz 3.7. Sei (X', y') ein quasiperiodischer DFP, der nach dem Schema (32) oder
dem Graphen (33) abliuft. Es seien ferner C und D die aus Satz 3.3 entnommenen
Matrizen. Dann gibt es einen festen Vektor c=(cy, ..., c,_,), derart, daf fiir die
assoziierte Folge {t%} des Prozesses stets gilt

—cSCP+ D 1.
Beweis. Wir setzen wieder

av=A4, . —A (6=0,...,s—1; 0 mod s zu rechnen)
. ert i (74)
g :(815 £N)
und bemerken, dafl . )
ry?a=20, (Gi—1)y* 1a"=0 (75)
sowie
t" 343 (t" ) ytg—l — ejg, (76)

gilt. Sei schlieBlich noch uf(n)=wi(n)—wi(n—1) und u’(n)=(u7(n), ..., us ()
(n=1,2,...) gesetzt. Dann folgt aus Satz 3.6 (bei zunichst festgehaltenem o):

s—1
oy = Z A g Z A4y —y(n)
g=o+1 q=0
und daher nach (76)
(—1)y% 1= Z A% gl ZA"! ey —u(n)— ek, (77
g=a+1 g=0
s—1

B Y AR g ZA‘ g+ =1) T —ut )+ (78)

g=a+1 g=0
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Wir multiplizieren (77) und (78) beidseitig mit a’ und beachten (75). Dann folgt
aus (77)

s—1 a

Y, ATy Y Aei<alo el tut(n) o <al +s ()
g=o+1 q=0
und aus (78)
s—1 i
Z At g ZA’qug—ajFa—S. (80)
g=oc+1 q=0

Vergleich mit Satz 3.2 und dem dort angegebenen Beweis lehrt, dall

s—1 g
Y oAU 1 Y A%e=0  (0=0,...,5—1)

g=a+1 g=0
gerade dquivalent ist mit
C,t"'+D, t"=0 (6=0,...,5s—1);
m.a.W.:
(79) und (80) bedeuten gerade

az+52C, "'+ D, ("=a¥ —s, (81)

was gezeigt werden sollte.

Um den Begriff des Eigenwertes fiir den DFP zu erkldren, bedarf es nun
noch einiger Vorbereitungen.
Zunichst kénnen wir den Begriff der assoziierten Matrix ohne weiteres iiber-

nehmen — es ist
F=C-'D

zu setzen. Fiir jedes g im s-dimensionalen euklidischen Raum R® betrachten wir
eine (49) entsprechende Entwicklung der Potenzen von F nach den Eigenwerten
von F:

ko n
re= Y ()

q=0

TR (82)

kp ) n
W ( ).
q=0 q
Dabei hingen die Vektoren

pti=pg . pl) (=0, k,;u=0,...,p)
von g ab. Wir erkldren nun zunichst fiir natiirliche k, k und komplexe ', 1 die
Relatlon (k, )»)>(k/, ;\’/)

dadurch, da entweder |4|>|A'| oder |{4i]|=[4| und k>k’ gelten soll und definie-
ren dann:

H, ,={geR’in (82)ist u""=0 fiir (4,, ))>(4,, k)}
u=1,....p)
(k=0, ..., max ky).
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H, , ist offenbar ein linearer Unterraum des R®, der zudem unter F invariant
ist. Daher kann man F auf H, , einschranken und

|Fl;,.x= sup |Fgl
lg|=1
geH, &

schreiben. Dann ist sicher einerseits fiir geH, , |Fg|<|F|, ,Ig| und anderer-
seits weill man, daB die Folge

Fn
'—'—lnu"— n=0,1,2,...
/’{n
(i)
beschrinkt ist. Es folgt nun die Definition des Eigenwertes fiir den DFP:

Definition. Sei (x', }") ein quasiperiodischer DFP mit assoziierter Matrix F
und assoziierter Folge {¢}. Fiir die Eigenwerte A, ..., 4, von F mégen die Vor-
aussetzungen des Lemma 4 gelten. Ist

P={(4,, k)|Fiir jedes n gibt es ein m=n, so daB t"eH, , und
t"¢H, . fur (2, k")<(4,, k) gilt}
und sind (/lul,k) -5 (A, k) so gewdhlt, daB aus (1,,k")eP stets (4,,k)#(4,,, k)

(v=1,...,d) folgt, so helBt
A=|i, = =|2

ual

der Eigenwert des DFP k41 heiBit die Vielfachheit von A. Ist 4, —iez’“' mit
ganzzahligen [, r,, (v= ,d), so heilit A r-fach zyklisch, falls r—k gVi(r,...,1)
ist. Wir bezeichnen mit H dle lineare Hiille der Menge

d
{glgeu H, . g¢H, . falls (1, k)<(4., (=1, ...,d)}.
v=1 v ‘

Nach Definition gibt es dann ,,immer wieder” Vektoren " (n=0,1,2,...) in H,.
d

Ist H, dic lineare Hiille von J H,_,k, so wissen wir, H, F-invariant ist. Wir
schreiben v=1

|Fl,= sup |Fgl
i1
FYI
und wissen, daf | ,|: (n=0,1,2,...) beschrinkt ist.
()

Fiir hinreichend groBe n gilt stets "eH,, also z.B. auch t"*"—F"t"eH,
(m=0,1,2,...). Davon werden wir nun hiufig Gebrauch machen.

Satz 3.8. Es sei (x', y') ein quasiperiodischer DF P mit Eigenwert A. Dann ist .2 1.
Beweis. Nach Satz 3.7 gibt es eine Konstante y derart, daB gilt

"~ Fe-l <y (n=0,1,2,...)
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falls {t}} die assoziierte Folge des Prozesses ist. Wir wihlen ein m, so da3 "eH,
gilt, dann folgt

|grm— Fr g l<yZ[FV|l (n=0,1,2,...). (83)

v=0

Angenommen es ist A< 1 sowie 4 etwa r-fach zyklisch und von der Vielfachheit
k+1. Wie in Lemma 4 beweisen wir: es gibt Konstanten d,, ..., d,_; derart, daBl
man zu jedem ¢ ein N findet, mit dem man

-
y

A
! (k)
sicherstellen kann. Es seien ¢ und N fixiert. Wir haben fiir n—1> N:

SIS T W S P02 (1)]+ 5, 6002 (})

=0, fir v=mr+p (0= p=r—1) gesetzt haben. Mit (84) kdnnen

(v=Z=N,v=mr+p,0=p=r—1) (84)

—5p <eg

2

2

wobei Wir 0,
wir fortfahren:

n—1

n—1 n—1
Z |F¥|,<const, +¢& Y A’ ( )—i— max |5 |Z/1”(k)

v=0 v=N

Sconst,, falls A1<1.
Aus (84) folgt auch [F"|, —» 0 (n > o), wihrend (83) und (85) zusammen
[" M — F" " <y const,

liefern, woraus insgesamt zu ersehen ist, daB die Folge {t7} notwendig beschrinkt
sein muB. Dann kann sie aber nicht assoziierte Folge eines DFP sein.

Satz 3.9. Sei (X', ') ein quasiperiodischer DFP mit Eigenwert .>1. Dann ist
der Prozef} asymptotisch periodisch.

Beweis. Die Vielfachheit von A sei k+ 1; {¢%} sei die assoziierte Folge. Dann gilt

—cSCr"+Dt" 'Zec (n=0,1,2,..)
und

n—1
—c cr _( k ) D! c
q,,n:nn _(n wop (n—1 2 (P
“ (k) & (k) “ (k) 4 ( k > & (k)

Dabher gibt es eine Konstante y, so daB gilt:

(")
" k Fet

A

IIA

|
IA
~2
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Es sei ¢;,¢,,... (5,>0) eine Nullfolge und N, so gewihlt, daB " eH, und

1 )
Cpy <i mit szﬁ gilt. Dann ist

AN 2
(%) ()
it k/\k F" M
N, +n N, +n n N,
iNi+n 1 1 n 1 Ny
P (5N 2 ()
N
tN‘+" (k) tNl
- N +n\ [N +n N,
Ni+n 1 1 n 1} 1N,
poe (7)) ()
(Nl-l-n——l) (Nl+n—1)
INH'" B k . tN1+n~1 |F|l k
= o (N1 +n) P (N1+n> prope <N1+n—1) J (Nl—f—n)
k k k k
N +n-2
tN1+n—1 ( k ) tN1+n—2
N+n—1\ _ [N+n—1 N, +n-2
Ni+n—-1 1 1 Ni+n-2 1
e s B I
N +n—2 (83)
|F2I1< k )
Ve N1+n)
(™
Ny+n-3
tN‘+"‘2 ( k ) tN1+n—3
JNi+n 2(Nl+n_2) (M+”—2) Ni+n 3(N1+”_3)
k k k
_|_ .................................................
N1+1> (Nl)
+|F"*1|,1 ( k AR k P M
-1 (N1+n) /,LNH(NI—I-l) ;(Nl—{—l) )Nl(Nl)
k k \ k o \k
(Nl—i-n—v)
<n~1 ]th k ,V
=v=0 YA N, +n AN1+n—v(N1+n—v)
(") k

v
_ 2
n—1 v n—1
7 I, Cy (k)
= S
}VNH-n Z A —;°Nl+nv§0 (N1+n)

v=0
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mit einer gewissen Konstanten C,

< 6 Y i p<CCy CCZ)) Cs1
=GR LA 2
Wir schreiben (85) in der Form
()
(Nitn k oo 1, —
_ L =Cg,. 8
Nea (N1+n) (Nl-l-l’l) (n) )QN[ < 3 ny &y ( 6)
/b B " A‘n
k k k
Nun wissen wir, daf3
FnINI
——n————+f" (n=mr+p-o0,p=1,...,r—1)
()

gilt. Dabei hingt f* eventuell noch von N, ab: f?=f?" Wir wihlen M, so,
daBaus n=M,, n=mr+p

(n
k) " tN !

N1
(N1 +n) . <n> v, —f" _2~ (87)
1 k k
n
k T
folgt, was wegen W — 1 moglich ist.
k
Dann liefern (86) und (87) zusammen fiir hinreichend groBes n
hﬁm% —frNl<y (n=M;,n=mr+p)
JNi+n (N1+n) ' o .
k

Nun filhren wir die ganze Rechnung nacheinander fiir ¢,, &5, ... bzw. #,, 75, ...
durch. Wir finden zu #, (I=1,2, ...) ein N, und M,, derart, daB

KN1+n
N,+n>
k

—frN<y, (I=1,2,...;n=ZM,;;n=mr+p).
iN,-{»n(

Nun haben wir nur noch fiir festes ! und /' ein n mit n=max(N,+M,, N, +M,)
zu wiahlen, um einzusehen, daB

[fp’Nl_fp’NV| <+
gilt. Daraus folgt die Konvergenz der Folge /* M (1=0,1,2,...)
frVins g (l-00).
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Ebenso gilt dann aber auch
tn
n
/’{n
!
Vergleich mit Lemma 4 lehrt, daB} die assoziierten Folgen des CFP und des DFP

sich asymptotisch gleich verhalten. Wir konnen also den Beweis von Satz 3.3
wortlich ibernehmen, womit alles gezeigt ist.

—ff (n=mr+p—-ow0;p=0,..,r—1).

Corollar. Es gibt ein N, so daff unter den Voraussetzungen von Satz 3.9 fiir die
assoziierte Folge des betrachteten DFP stets t"eH, (n2 N) gilt.

Anderenfalls konnte nicht
l.n
n
#(3)
Satz 3.10. Sei (X', ") ¢in quasiperiodischer DFP mit Eigenwert A. Ist A=1, so

konvergiert der Prozefi gegen einen Gleichgewichtspunkt (X, y). X und y haben die
gleiche Anzahl positiver Komponenten.

—f?  (n=mr+p—0)

gelten.,

Beweis. Sei {t} die assoziierte Folge des DFP. Dann gilt nach Satz 3.7
—cSCe+ D1 e,

so daB s":=¢"— Ft"~! dem Betrage nach beschriinkt ist. Ferner haben wir
n
tn=Ftn_l +Sn=F2 tn—2+FSn~1 +Sn: P Z Fn—vsv. (88)
v=0

Wie wir schon einmal bemerkt haben (Lemma 3) ist mit passendem U

0
F=U (‘]' 0) U-t

0 Jr
mit
Ja(2) 0
T BN =1,...,
J (0 .ng) (g=1,....p)
und i10
J= 1] Mi=k+1LviSk+1p=1,...,1,9=0,...,p),
0o

wobei k, (¢=0, ..., p) die in Lemma 3 angegebene Bedeutung hat.
Wir schreiben nun »
F=UY J U

mit
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und unter weiterer sinngemiBer Benutzung des Querstriches

p Fg _
F=UY Joq(4,) U-L
g=0 u=1 *
Wegen
n n
o z"—l...( )zn-va“
0= '“1(1) K
0 A
vi—1 n
=y (M) B g=0.p
v=0 v
mit v+1
—_———

, (0...01...0
E —( 0 "1)}v

P Fg
Fr=UY Y L) U~

g=0 u=1

konnen wir fortfahren:

vi—

vy

=0 u=1 v=0

P rq kg oneo (TN Sp.va 1
vy Yy (T) Btu

gq=0 u=1 v=0

1 —_
A" (n) E»tyU-t
U

i

(mit E* ¥ =0 fiir v=vf)

L H— n & oo, vd rr—1
~uy, Y (") e

q=0 v=0 u=1
p kq
=y (7 e
g=0v=0
(mit Ghi= Y UE™ U-l).
u=1

Seien nun 4, ..., 4y (Q < p) diejenigen Eigenwerte von F, die den Betrag 1 haben.
Dann wissen wir: es gibt Konstanten C, und @ <1, derart, daf3 gilt:

Q

kg n
Po$ Sl o

g=0 v=0

=G, (n=1,2,..), (89)
A
aus (88) und (89) folgt mit einer gewissen Konstanten C,:

<CyY @ sup s°<C,

v=0 v=1L.n

n Q kg _
R Y] L Yo

y=0 g=0 =0

und
k

n—r Q q e
DD W AR ) s

v=0 g=0 v=0

<c,

>
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d.h. mit uy=n—v (4, v=0,...,n)
n Q kg U
-y 3 Yae (M) e
u=0 g=0 v=0 v
(#—’”) 90)
1 v

~ GTistTH = Cy.
" ()
v

Nun ist A;=1 (¢g=0,..., Q) jedenfalls richtig, falls etwa 1 r-fach zyklisch ist.
Setzen wir daher
")
v

()
v
so kann man sicher fiir >0 auch b% < fiir alle in Frage kommenden v erreichen,
falls man nur fiir g2 M = M (¢) sorgt. Dann ist

_u§C4

u=r g=0 v=0

B 1_ _ _
bi=1 (v 0,...,q£1()g§qu,u 0,1,2,...),

|tn_tn—r|§ +C5

n Q kg U
Y ¥ Y () ergues

pu=r g=0 =0

fiir ein gewisses Cs und wir konnen daher abschétzen:

p_py |2 X Sa(tereric
< n=r g=0 v=0
" T L & & u
D) zw—v()msnﬂ—a
u=0 g=0 v=0 v

M—-1 0 kg
+C,

AP (PR

u=M g=0 v=0

5y zw()G”s”

u=0 g=0 v=0

c,

Aus (90) ist ersichtlich, daB} die unter dem letzten Bruchstrich stehende Summe
mit n— oo iiber alle Grenzen strebt, da gleiches fiir |¢"| gilt. Daher gibt es ein

N=N(e), so daB

gt
l—|t't'|f[< 2¢ (n=N)

erreicht werden kann. Also gilt

-t
Nun ist

s—1
"= = Y =z
=0



Uber Periodizititseigenschaften spieltheoretischer Lernprozesse 303

und s—1
"] = zoltj;]gst;[l.
Dabher gilt =
L= (N it Y
p==4 t:_l = [t"| 3
d.h.
tn—r
tj—l -1  (n—>o)
s—1
und ebenso
t’l
—i;—‘—»l (n— o0). (92)
g

(92) und (59) sind aber genau die gleichen Bezichungen, so daB wir nun alles
in der Hand haben, um den Beweis von Satz 3.4 durchzuziehen.

Bemerkung. Vergleichen wir das Wachstum der assoziierten Folge {t%} eines
CFP und der assoziierten Folge des entsprechenden DFP, die mit {f} bezeichnet
sein moge, so wissen wir nunmehr, daB

'~ (93)
gilt, falls beide Prozesse den Eigenwert A>1 mit gleicher Vielfachheit haben.
Ist dagegen A=1, so kénnen wir nicht sicher sein, da} (93) gilt. Ist ndmlich k+1

die Vielfachheit von 2, so gilt sicher "~ (n

k) , jedoch wegen

v=0 =0

- ) n
"~ ~ .
262
3.5. Einiges iiber die Eigenwerte der assoziierten Matrix

Satz 3.11. Sei F die assoziierte Matrix eines CFP bzw. DFP. Dann besitzt F
den Eigenwert =1 und die zu diesem Eigenwert gehirigen Eigenvektoren spannen
einen mindestens zweidimensionalen Vektorraum auf (vgl. auch S.287).

moglicherweise

Beweis. Es sei F= — C~' D, die zum Eigenwert 1 gehorigen Vektoren — wenn
sie existieren — sind Losungen der Gleichung (C+ D) f=0. Wir betrachten die
in Satz 3.2 angegebene Form der Matrizen C und D. Beide haben die gleiche
Hauptdiagonale, jedoch mit umgekehrtem Vorzeichen, so daB durch Addition
eine Matrix entsteht, die sich aus gewissen Blocks von Zeilen zusammensetzt.
Zwei aufeinanderfolgende Blocks haben die Gestalt

AP0 AZ 0.0 A%t 0 At 0.

0 BZTI 0 B:?"'Bgii—s 0 Bgiiq O BZ;;+1'
Wir definieren nun zwei Vektoren /! und /2 so, daB jeweils Zeilen, die aus einem
Block des ersten Typus stammen, automatisch senkrecht auf /2 stehen und
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umgekehrt; d.h., wir setzen /! und 1 fest, indem wir die Komponenten einfach
wie folgt unter die Zeilen von C+ D schreiben:

AP 0.0 AZ'F 0.0
0..0 B® 0..0 B2 0..

fi1.1 0.0 1.1 0..01...

f%0..0 1.1 0.0 1..10...

Offenbar stehen f! und /2 senkrecht aufeinander und es ist
(C+D), f1=0 (94)

falls (C+ D), eine Zeile aus dem zweiten Block ist. Wir miissen nur noch zei-
gen, daB (94) auch fiir Zeilen aus dem ersten Block gilt, d.h., daB

s—1

3 (C+D),,=0

u=0

richtig ist. Es gilt aber wegen C, = —D

oo’

s—1 o—1 s—1
Z(C0u+Dau)= an'u+ Z Dou
u=0 u=0 u=a+1
o—1 ) s—1 .
= Z a;f:&ju+1 + Z a.lizjui-l
u=0 u=0o+1

th
x“eL; nL,
e Ju

xt'r‘leL s NL;
J Ju

+1 Ju+1

nach (43). (Dabei ist j,=j,.) Ist x"¢ L, L, fiireinuundn=0,1,2,...,s0 muf
Ju=J,.1 gelten, also konnen wir fortfahren.

s—

1 s—1
_ le mde et e e
0(Ca,ﬁ—D”)— Zoajuju+1—ajo aig+ - 4al_ —als=0.
e

U=

Satz 3.12. Ist fiir festes o:

K, nK, , =K,_nK, O=iss—1;1=1,..,) (K, *+K;_ ),

iF +1 7 +1

so hat der Eigenwert A=1 der assoziierten Matrix F eines CFP oder DFP min-
destens die algebraische Vielfachheit 1.

Der Beweis ist trivial: in dem betrachteten Falle gibt es [ Zeilen der Matrix
C + D, die iibereinstimmen.

Satz 3.13. Die assoziierte Folge {t"} eines CFP sei gemdf} (49) nach Eigenwerten
der assoziierten Matrix entwickelt. Es sei ferner 1, ..., A,, gemdf (50) und (51)
definiert. Dann muf mindestens eine unter den Zahlen 4, ..., 4,, reell sein.

Beweis. Wir benutzen die in der Bemerkung nach Lemma 4 angeschriebenen
Abkiirzungen. Fiir festes ¢ (0<0o=<s5—1) haben wir dort bewiesen, daBl nicht
st — 0 (n > o0) gelten kann, da die Koeffizientendeterminante des Systems

s;'+"=c§)«f'5§'6+-"+c§fgfz (u=0,...,v) 95)
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nicht verschwindet. Wir behaupten nun, daB es nicht einmal eine Teilfolge 5%
(I=0,1,2,...) von {s'} gibt, die

0 (I- ) (96)
erfiillt. Denn falls (96) gilt, so finden wir unter den Folgen
R B Gt NN
sicher eine — etwa {s]'""} — derart, dal
Y4505

anderenfalls kdnnten wir erneut ein System (95) anschreiben und wie eben argu-
mentieren. Notfalls nach Auswahl einer Teilfolge konnen wir s)'** —s >0
(I oo) erreichen. Es folgt

n, woaw (U TW n,)
w ek v
o 0 ) e )

t:l+‘”’(nz+w> i (m) r:f+W‘(n,+w) g

-0 (I-w)

k k k
und
["1 ny
0<37—<—-"5 -0 (I-00).
ta'-&—l tzl
Aus (58) folgt nun
tg’+1_ Jj e
ly - el o,
[y —ej| Lot

d.h. y'=*+ - o fiir ein gewisses e/ und - 0. O.B.d.A. ist z.B.

yl’ﬁ[+1eKic lmK_ (K :G:K )

+ lo+2 lo+1 lg + 2

und da die Mengen K (i=1, ..., M) sdmtlich abgeschlossen sind, folgt
ek, nK

io+1 ig+2°

7

Genau diese Beziehung haben wir aber mit Hilfe von Bemerkung D (vgl. auch
(9)) ausgeschlossen. Also kann (96) nicht richtig sein; es muB} stets s%>sz
(n=0,1,2,...) fiir ein gewisses ¢>0 gelten. Aus

ettt E>e (n=0,1,2,...)
folgt

m—1 m—1
oY &ttt Y E>me
n=90 n=0

1 0m—l i m—1
— t—ct Y& =1,2,...).
mcangoé(ﬁ_ -{—mcan;)sf[,>8 m=12..)

Es ist aber bekannt, dal}

n

YN0 (m—oow)

1
m, "o
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fir jede komplexe Zahl ¢ vom Betrage 1 mit é+1 gilt. Also muf3 mindestens
ein ¢, (O=su=v) £

erfiillen. Damit ist der Satz bewiesen.

§4. Anwendungen

Wir erinnern uns an die in § 2 untersuchten Prozesse. Fiir den Proze CFP
im 2 x 2-Spiel (2.1) findet man als Losungen der Gleichung det(A C+ D)=0

ho=dy=Ay=ly=1.

Daraus folgt nach Satz 3.4, daB der ProzeB konvergiert. Das charakteristische
Polynom der Matrix F= — C~* D ist P(z)=(z—1)*, das Minimalpolynom Q{(z)=
(z—1)?. Nach Lemma 3 ist also

thi~n (0=0,...,3).

Das ist auch das Ergebnis von Satz 2.1. Dal} der entsprechende DFP ebenfalls
konvergiert sichert uns Satz 3.10. Unsere nach Satz 3.10 gemachte Bemerkung
erklirt das Ergebnis von Satz 2.2, ndmlich daf fiir die assoziierte Folge des DFP

. nr—1)
’ 2
gilt. SchlieBlich betrachten wir noch den in 2.3 untersuchten stetigen ProzeB.
Der Eigenwert des Prozesses ist 1=(1,47.. )°> 1. Er ist von der Vielfachheit 1
und einfach zyklisch. Nach Satz 3.3 ist der Prozefl asymptotisch periodisch und
nach Satz 3.9 gilt gleiches fiir die diskrete Form. Wir haben also alle bisher
bekannten Ergebnisse als Aussagen der Eigenwerttheorie erkldren konnen.
Wir geben nun das Beispiel eines Spieles an, bei dem nicht von vornherein
klar ist, welches Verhalten ein durch dieses Spiel gegebener ProzeB schlieflich
bevorzugt.

Es sei I'=(X, Y; A, B) mit I=J=/{1, 2, 3}; wir setzen
b'=B,~B,, b’=B,—B,

(6=0,1,2,3)

sowie
al=A, —A,, =4, -4;, a’=A4; -4,
und fordern
bi>0; b}, bi<0;
b3>0; b3, bi<O0;
b by
bl bl
sowie
ai-ay<0; a?,a3<0; a}ad<0;
K3 ={7}+0.
Es ist anschaulicher, die konvexen Polyeder L; (j=1,2,3) und K (i=1,2,3) in
X bzw. Y einzuzeichnen und das Spiel dadurch wie folgt graphisch zu reprisen-
tieren.
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A"
X 001 )

<

Ly s

(10,00 x0 X x2x3 (010

Fig. 5. Zum Schema (98)

Wir lassen einen CFP (x', y) bei ((1, 0,0), (1,0, 0)) starten. Dann gibt es zwei
Moglichkeiten. Entweder gibt es ein  mit 0<f< oo so, daB x’eL,, y'e K, gilt —
dann konvergiert der ProzeB notwendig gegen den Gleichgewichtspunkt (X, y)=
((0,0,1),(0, 1,0)).

Oder der ProzeB ist quasiperiodisch; das Schema (33) kann dann lauten:

qo=(2,1)
4,=(2,2)
q,=1(2,3)
93=(1,3) (98)
44=(1,2)
gs=(1,1)
96=(2,1).

Der Prozefl muf} sich dann einer Bahn #hnlich der in Fig.5 gezeichneten an-
ndhern — falls der Eigenwert A einfach zyklisch ist.

Wir spezialisieren uns nun auf
a'=(1,0, —1), b'=(1,n,b}), b*=(—n,1,0b%

mit #>1 und zeigen, dal der ProzeB jetzt konvergieren muB. Fiir die Eigen-
werte der Matrix F gilt dann ndmlich:
1
Ag==Ay=1, A,=—
0 3 ’ 4 y
Also hat der ProzeB einen einfach zyklischen Eigenwert 1=#2 von der Vielfach-
heit 1. Der zu 1 gehorige Eigenvektor ist

> ’15277 .

f=(L 1L 40, 140, 1+n,n+n1%).
Wir ziehen nun die Formel (58) heran, die nach Division mit A" und Grenziiber-

gang n— oo in
Loy =ty = (=, ) e 99)

21 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 17
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fiir festes 0=0, ..., s— 1 und ein gewisses ¢’ iibergeht. Aus (99) folgt

0
y>o=el_ foa

|y0,a—1_ej| - fa (100)
und entsprechend
|x0’ﬂ_ek| fa’—l
[x0,0—1_8k| - fo’ .

Aus der hier vorliegenden speziellen Gestalt von f folgt leicht
0,0 30,1 _0.5

X X
x0:2 = 0.3 _ 0,4
und daher
P00z 012305
P02 = 03— 0.4

was nicht moglich ist. Also bleibt fiir diesen ProzeB nur die erste Moglichkeit:
er muB} ,nach einiger Zeit* den Gleichgewichtspunkt (%, y) ansteuern. Anderer-

seits sicht man: wenn # nahe bei 1 liegt und man dafiir sorgt, daB j, ¥, § (vel. Fig. 5)
nahe bei e?2=(1,0, 1) liegen, so wird der ProzeB jedenfalls ,ziemlich lange* die
durch (98) vorgeschriebene quasiperiodische Form haben. Er ,,z6gert” gewisser-
mallen eine Zeitlang, ehe er sich fiir den Gleichgewichtspunkt (X, ) entscheidet.
Wir erkldren das mit der Bemerkung, daB fiir # — 1 auch x' — x? gilt und daB fiir
n="11in (x', y*)=(3,%). 4,0, 3) ein neuer Gleichgewichtspunkt entsteht.

Besonders bedanken mochte ich mich bei Herrn Prof. K.Jacobs fiir sein dauerndes Interesse an
meinen Bemithungen.
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