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Sur la convergence de C6saro des familles de mesures 

G. HANSEL et J. P. RAOULT 

Introduction 

L'objet du pr6sent article peut 8tre introduit par une remarque 616mentaire. 
Etant donn6e une suite (f ,)n~ d'applications born6es d'un ensemble T dans IR, 

sa convergence simple vers une applicationfpeut s'exprimer par l'une quelconque 
des deux conditions 6quivalentes suivantes (off//,, d6signe l'ensemble des parties 
de N de cardinal sup6rieur ou 6gal ~ n) 

(V a>O)(V teT)(gnoeN*)(Vn>no) If,(O-J'(t)[<a, (1) 

1 
(Va>O)(VteT)(3noEN*)(VJe[I,o) ~ ~ ( J ' ~ ( t ) - J ( t ) )  <~. (2) 

~a t~ t~o  neJ  

La convergence uniforme de (J',)n~ vers J' s'exprime en 6changeant dans (1) 
les deuxbme et troisiSme quantificateurs, c'est ~t dire par la condition 

(V~>O)(3no~N*)(Vt~T)(Vn>n o) I f , ( t ) - j ( t ) l  <~. (1') 

Par contre la condition (1') n'est pas 6quivalente/t celle obtenue en 6changeant 
les deuxi~me et troisi~me quantificateurs dans (2), c'est ~t dire ~t la condition 

1 (V~>0)(gno~N*)(Vt~T)(VJdl.o) ~,~j(L(t)-J(t)) <~; (2') 

on a seulement les implications 

(1') ~ (2 ')~ (2),~ (1). 

La condition (2') est en fait 6quivalente h la convergence uniforme vers J, 
suivant l'ensemble filtrant ~ des parties finies de N ordonn6 par inclusion, de la 

( '  t famille card(d) ~ ( f " - f )  ; nous appellerons ici C6saro-g6n6ralis6 uniforme 
neJ / J e . ~  

(C-G uniforme) ce type de convergence. 
L'objet de cet article est alors de d6gager quelques propri6t6s de cette conver- 

gence quand, &ant donn6 un espace de probabilit6 (g2, sO, P), les applications s 
sont des mesures born6es absolument continues par rapport ~t P. 

Darts le premier paragraphe, l'6tude directe d'un exemple de suite (~),e~ de 
probabilit6s convergeant C-G uniform6ment mais non uniform6ment, vers la 
probabilit6 P, nous permet de fournir des pr6cisions sur la vitesse de convergence, 
vers 0, de la suite 

card ( J ) = n  A e ~  k s J  /n~N* 
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Le deuxi6me paragraphe consiste en une 6tude pr61iminaire des C-G conver- 
gences. 

Dans le troisibme paragraphe, nous pr6sentons le lien entre la convergence 
C-G uniforme des familles de mesures et les convergences analogues des familles 
de variables al6atoires, selon la topologie forte de L ~ et la topologie de la conver- 
gence en probabilit6. 

Darts les quatri6me et cinqui6me paragraphes, nous donnons des conditions 
de convergence C-G uniforme des familles de mesures, sous des hypoth6ses 
compl6mentaires d'inddpendance des densit6s, ou de mblange fort. 

Einfin, nous donnons en Appendice des contre-exemples prouvant la fausset6 
de conjectures rencontr6es ou cours de l'6tude. 

Notations. Darts toute la suite, on consid&era des familles index6es par un 
ensemble infini A; on notera ~ l'ensemble des parties finies de Aet ,  pour tout 
heN*,  # ,  l'ensemble des parties de cardinal n de A; 6tant donn6 I e~ ,  on notera Ill 
le cardinal de 1 ; on notera 5 e l'ensemble des applications injectives de N* dans A. 

1) Exemple d'une suite de mesures convergeant C-G uniform6ment 
(mais non uniform~ment) 

a) Soit ((2, d ,  P) un espace de probabilit~ et soit ( A , ) , ~ .  une suite de parties 
ind6pendantes, toutes de probabilit6 1. 3, pour tout n, on d6finit P, comme la pro- 
babilit6 admettant pour densit6 par rapport fi P la fonction 2.1A. (o/l 1a, ddsigne la 
fonction indicatrice de A,,). 

Soit a ~ l'ensemble des applications mesurables de ((2, ~ )  dans ([0, 1], N~o, 11). 

1 
Th~or~me. tl) Notons, pour tout 1 ~ ,  b / = s u p  - - ~ y , ( [ c ~ d P k - - ( O d P )  ; 

alors. ~,~ze' VIii k~I Q 1 / l l [ - - - -  ~5 - 

(a) b i=su  p ~ - - ~ k ~ / P k ( A ) - - P ( A ) ) ;  

(b) b x ne d@end que de ill; notons b,, la valeur commune des b I pour tous les  I 
appartenant g~ #n," 

1 
(C) lim b , -  

(2) La suite (P,),~N* converge C-G unijormdment vers P. 

DOmonstration. La conclusion (2) est une cons6quence immddiate de la con- 
clusion (1) dont la d6monstration fait l~ du paragraphe c ci-dessous. 

b) Notations. Soit IB={0,1}; on pose N ~  IB*= ~IB".  Etant donnds 
i=( i  a , . . . ,  i,)~]B net  j = ( j  1 . . . .  ,Z,,)e IB", on notera: ,~N 

( i , j )=(i  I . . . .  , i , , j l ,  ... ,j,,,) (~IB"+m). 

Pour tout n~N, toute partie finie J de {1, ..., n} et tout i=(i~ . . . . .  i~)~lB", on pose: 

s~( i )=Zik  et s~( i )=n-sJ( i ) .  
k~J  

Soit ~ Fensemble des applications 

f :  IB*-- E0, 1] 
>X i 

8 Z.Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 20 
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satisfaisant/L la condition suivante: 

(e) (Vi~IB*) X(i'O)-~-X(i'l)--Xi; 
2 

pour tout n, soit a,, l 'application de ~- darts IR d6finie par: 

.~ 1 
J a . ( j ) = ~ i ~ _ ( X , , 1 ) - X , , o ) ) .  

(~ Ap , Notons, pour tout n, A~=A.  et A _CA, et, pour tout ielB", A i= ip. 
p = l  

la famille i (A)~,~ constitue une partition de ~2 en 2" parties, v6rifiant routes 
1 

P(A i) = g . ;  soit ~z,, l'application de f2 dans IB" d6finie par: 
z 

�9 i ~z.,(co)=l<:>co~A . 

Soit ~b~ A~ pour tout n, l'esp6rance conditionnelle E'"~b est une application 
de IB" dans [0, 1] et, siJ est l'application de IB* dans [0, 1] canoniquement associ6e 

g n  ~t la suite (E 4 ) . ~ ,  eUe appartient ~t g ;  notons F l'application de A D' dans 
ainsi d6finie. 

F est surjective; en effet, soit j e ~ ,  et soit, pour tout n, js la restriction de j '  
h IB", et 4 .  =J ;  o %,; la condition (~) exprime que la suite (~b.),,~ est une martingale, 
born6e, et donc convergente; si q~(e5 ~ est limite (P-presque sfire, et dans 
L 1 (f2, ~4, P)) de (4 . ) .~ ,  elle v~rifie f(~b)=Ji 

En particulier, pour que j soit image par F de la fonction indicatrice d'une 
pattie de (2 appartenant ~ la tribu engendrde par la partition (A)i~w,, il faut et il 
suffit que, pour tout i~IB", x~ soit 6gal/t 0 ou/~ 1; on notera a l o r s : f 6 ~ .  

Enfin, pour tout ~b~2", et tout n, on a: 

f~  ~ i ~ I B  n - 1 A ( i ,  1) i ~ ] B  n A i 

1 
=2,~- ~ (x . , l ) -X. .o , )=a.[V(40] �9 

i ~ l B  n - 1 

c) La conclusion (1) du th~or~me ci-dessus est donc cons6quence de la pro- 
position suivante : 

Proposition. Notons, pour tout 1 ~ ,  b I f e~  VII kEI aiol's, 

1 ) ;  (a) b ,=  sup ~ E a k ( . !  
J'~ ,~%up I gl l l  k~l 

(b) b~ ne d@end que de I11 " notons b,, ia vaieur commune des b~ pour tousles  I 
appa~'tenant d ~ ,  

1 
(c) lira b . = ~ .  

. . . .  l/2~z 

DOmonst~'ation. 1. Nous allons d6montrer que, si J est une partie de N, de 
cardinal n, et si on note, 

quand nest  pair, n = 2 m 

quand nest  impair, n = 2 m + 1, 
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il e x i s t e f e ~ , p j  tel que 

n F m 

IE.  ht--sup IE.,,u)l- 2 :-1 ; 
peJ J'e.~ p~j 

la proposi t ion r6sulte alors imm6diatement  de ce que 

21/2m § 1 L m ~ m m  1 ,~im 2~,, ,+1 G' , , ,=  c';' .... ~ -  1 / ~  . 

2. Soit done d = {d~, . . . ,  d,}, et supposons que d 1 < d  2 < " '"  <d , ;  posons a j ( j  )=  
ap ( j ) ;  on a la relation 

P~J ) 1 
o-,(j =~z-~ Y, [s,~(k)-s~(k)] ~k. 

kffBdn 

En effet, de la condit ion (c 0, on d~duit, pour  tout  ielB* et tout  m e N * ;  

1 
~ , = ~  E ~,.j). 

j e lB ' ,  

I1 en r6sulte facilement que 

1 
~ ~, 2 (x(/,,,.i)-x(i,o,)>); 

p = I  iE~dp 1 jfflBdn-dp 

soit keIBd% x k apparai t  dans la somme pr6c6dente s~ (k) lois avec le coefficient + 1 
et s~ (k) fois avec le coefficient - 1. 

3. De 2 il r6sulte, que n soit 6gal 5̀  2m ou 5. 2 r e + l ,  que IGj()')t atteint son 
maximum pour  to ute f o n c t i o n j ~  J~ satisfaisant 5. la condit ion:  

(Vkf f lgd , )Xk={;  Sisi s~S~(k)>m+ l ( k )  < m. 

S o i t f u n e  telle fonction; on constate q u e f e  ~ , ;  soit p e { 1, . . . ,  n}; on a: 

1 
adp(,f)=~nielB~P_l E (X(i , l , j )--  X(i,O,j)); j~[Bdn -dp 

o r  

{~ si s~(i, l , j ) = m + l  
x(i'14)-x(i'~ si non.  

I1 y a donc C'~' 1 . 2 d~-" termes 6gaux 5̀  1 sous le signe de sommat ion;  il en r6sulte 
que CI{L 1. 

%(f) -  2 " '  

p ayant  ~.te choisi quelconque dans {1 . . . .  , n}, le r6sultat annonc6 s'en d6duit. 

2) Pr61iminaires sur la C-G convergence 

a) D6finition. Etant  donnd un espace vectoriel r6el E, et 3 une topologie sur E, 
nous dirons qu 'une famille (G)~A d'616ments de E converge vers x au sens de 

Cdsaro g6n6ralis6 pour  la topologie d-  si et seulement si la famille ~ -  :k ~ 

8* 
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converge vers x, pour la topologie J ,  suivant l'ensemble filtrant des parties finies 
de A (ordonn6 par inclusion). 

On dira que ( G ) ~  C - G - g  converge vers x (ou C-G converge vers x, s'il n'y 
a pas d'ambiguit6 sur la topologie J ) .  

Cas particulier. Si E = IR, muni de la topologie usuelle, la C-G convergence de 
(x~)~ A vers x 6quivaut fi sa convergence vers x selon le filtre des compl6mentaires 
des parties finies de A, autrement dit/1 l'existence de S ~ 5 p tel que la suite (x s 0,),,~* 
converge vers x et, pour tout c~r x~=x. 

b) Supposons la topologie de E ddfinie par une distance d vdrifiant les propridtds 
suivantes : 

(i) (V(x, y )eE 2) d(x, y )=d(x -y ,  0) (on notera Ix[ =d(x, 0)); 

(ii) (V(2, x)elR x E)[2x[ <sup(121, 1). Ix[; 

(iii) (V x E E) lim x_ = 0. 
,~ I n /  

i1 enest  ainsi si E est un espace vectoriel norm6, ou (voir [6], p. 113), si E est un 
espace de variables al6atoires sur un espace de probabilit6 (~2, d ,  P), muni de la 
distance associ6e/t la convergence en probabilit6 (d (x, y)= inf(~ + P [ I x -  Y l > ~])). 

a > 0  
On a alors les propri6t6s suivantes: 

1. La C-G convergence vers x de la famille (x~),~ A 6quivaut/t la C-G convergence 
vers 0 de la famille ( G - x ) , ~ a ;  6tant donnSs deux scalaires 2 et ~, si les familles 
(x~)~ Ae t  (Y~)~A convergent C-G, respectivement vers x et vers y, la famille 
(2 X~ + ]2 Y~)c~eA converge C-G vers 2 x + # y. 

(Ces deux propri6t6s rdsultent des hypoth6ses (i) et (ii).) 

2. Toute famille C-G convergente est born6e 

D~monstration. Supposons la famille (G)~A non born6e et soit 10e~;  alors 

il existe I~1  o tel que l ~ x  k >1;  en effet, il existe %q~l o tel que 
I k~i = 

IGol>l lo l+X+l  ~ x k l ,  
ke lo 

et on a, d'apr~s l'hypoth~se (ii): 

1 xk 1 x k l > ~ o l +  [(]lol ) 
I1o1+1 ~ > - -  J ~ + 1 ) = 1 .  kelou{Cto} = II01+1 k~I0tJ{a0} 

3. Pour que la famille (G)~A converge C-G vers 0, il faut et il suffit que, pour 
tout S e ~  la suite (Xs(,,))~. converge au sens de C4saro vers 0. 

D~monstration. Condition suffisante: 4vidente (en raisonnant par l'absurde). 

Condition nbcessaire: Soit S ~ J ,  et soit e > 0; il existe alors I o ~ ~ tel que, pour 

tout I ~ I  o , ~ . x  k __<e/3; si IocSON*), la convergence de la suite (Xs~,,),~, 

vers 0, au sens de C6saro, est 6tablie; si non, il existe, d'apr6s l'hypoth6se (iii), 
M ~ N *  tel que, pour tout n>=M, 

1 e 

- -  Z --<5-; n ke lo -S (N*)  
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soit alors n >  sup(M, sup {m; S(m)~Io}); on a n >  ] Io -S(N*) [ ,  et 

1 1 

El kelo~S({1, ..., n}) keIo-S(N ) 

l Xk < ] l o - S ( N * ) ] + m  1 ~ Xk + nk~xo~S(N,) 
= El ] I o - S ( N * ) l + n  k~o~S((1 ...... ~) - 

E 
< 2 ~ - + ~ - = e .  

(N. B. : on a utilis6 rhypoth6se  (ii).) 

Remarques. Si A = N * ,  on peut, dans rdnonc6 de la propri6t6 ci-dessus, rein- 
placer 5 P par J ' ,  ensemble des applications strictement croissantes de N* dans 
lui-mame. 

Dans le cadre des hypoth6ses de cet alin6a b, la convergence simple d 'une 
suite n 'entraine pas sa convergence au sens de C6saro (voir ~ ce sujet rappendice  1). 

4. S'il existe une part i t ion finie de A, soit (Jo, J1 . . . . .  JK) telle que Jo (6ventuelle- 
ment vide) soit fini, et, pour  tout  l~{1 . . . .  ,K},  la famille (x~)~j, converge C-G 
vers 0, la famille (x~),~ A elle-m6me converge C-G vers 0. 

DOmonstration. Etant  donn6 e > 0, il existe d 'une part d'apr6s l 'hypoth6se (iii), 
N tel que, si n > N, 

x k <-- 
nk~Jo -- K + I  ' 

et d 'autre  part  pour  tout  /~{1 . . . . .  K}, I/~ partie finie de Jz telle que pour  toute  
partie finie de J~ contenant  I ~ soit I z, on ait: 

K + I  

Soit alors I ~ une partie finie de A, contenant  ( ~ I~  et telle que II~ 
l <_l<_K 

d'apr6s l 'hypoth6se (ii) on a, pour  tout  I appar tenant  ~t ~ et contenant  I ~ 

1 1 1 Z X k < e  
~ k ~ l  Xk ~ ~i~k~Jo Xk ~-1 <~l<=K I("lJl k~InJl [-- 

5. Pour  que la famille (x,),~ A converge C-G vers 0, il faut et il suffit que: 

I n g d  I 

c) Supposons la topologie de E d~finie par une norme. On a alors les propri6t6s 
suivantes: 

1. Si pour  tout  ~ > 0, il existe J ~ A, tel que 

(i) ou J e s t  fini, ou la famille (x~)~j converge C-G vers 0, 
(ii) ( V ~ J ) ! x ~ [ ~ e ,  

la famille (x~)~ a elle-m6me converge C-G vers 0. 
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(En particulier, si, pour tout S e ~  la suite (Xs(,)),~, converge vers 0, la famille 
(x~)~ A converge C-G vers 0, ce qui rTsulte 6galement, en vertu de la propriTt6 1 b 3, 
de ce que, dans un espace normT, route suite convergente converge au sens de 
CTsaro.) 

2. Pour que la famille (x~)~ A converge C-G vers 0, il faut et il suffit que: 

(Ve>0) (~neN*) (VIe~ , )  ~ l ~ x  k --<e. 
n k ~ l  " - -  

N.B.: Les deux propribtTs ci-dessus ne sont pas satisfaites pour la conver- 
gence C-G en probabilitT, ainsi que la prouvent les contre-exemples donnTs en 
Appendice 1. 

d) Consid~rons le cas off E est l'espace des applications born~es d'un ensemble T 
dans IR, muni de la topologie de la convergence uniforme. Dans ce cas, la C-G 
(uniforme) convergence de la famille (f~)~A vers 0 est intermTdiaire entre les 
convergences simple et uniforme de cette famille vers 0, suivant le filtre 3 des 
complTmentaires des parties finies de A. 

En effet, posons, pour tout e > 0  et tout tET; 

N~(~) = {eeA; [L(t)l >e}; 
alors, 

1. pour que la famille (f~)~A converge C-G vers 0, il faut et il suffit que: 

(i) sup sup [s < oo (i.e. la famille (J~)~A est bornTe); 
�9 E A  t ~ T  

(ii) (V e > 0) sup I N(~)[ < oo; 
t e T  

2. pour que la famille (J'~)~A converge simplement vers 0 selon le filtre 3, il 

faut et il suffit que (V e > 0) (V t e T) IN (~)l < oo; 

3. pour que la famille (J~)~A converge uniform+ment vers 0 selon le filtre 3, il 
faut et il suffit que 

I O N, < oo. 
tET 

Remarques. 1. La convergence C-G uniforme, vers 0, de la famille (J~)~A est 
en fait interm+diaire entre les convergences quasi-uniforme (voir [4], p. 268) et 
uniforme de cette famille vers 0, selon le filtre 3- 

2. Dans le cas off A =N*,  et off la suite (f,),,~, converge simplement vers 0, il 
existe, pour tout t~ T, une suite d+croissante unique, soit (h,(t)),~, telle que, pour 
au moins une application bijective q~, de N* sur lui-mame, on ait, pour tout n, 
h,( t)= [fe~,(0(t)l; alors, pour que la suite (J~),~, converge C-G vers 0, il faut et il 
suffit que la suite (h,)n~q, converge uniform+ment vers 0. 

3) Convergence C-G uniforme d'une famille de mesures 

Soit (f2, ~ ,  P) un espace de probabilitT, on note ./g (ou, plus prTcisTment, 
JC/(Q, N, P)) l'ensemble des fonctions a-additives de ~ dans IR (mesures born6es), 
absolument continues par rappor t / t  P; de m~me, on note L 1 pour L1((2, N', P). 
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La notation (]'/c~)e~A d6signe une famille d'616ments de J~; pour tout e, on note 
qS~ la densit6 de #~ par rapport  fi P ((G)=~A est une famille d'616ments de L~). 

a) On sait que la convergence uniforme, dans J~, d'une suite (v,,)n~N., 6quivaut 
~t la convergence forte, dans L ~, de la suite (0n) ,~  des densit6s correspondantes. 
On en d6duit, d'aprSs la propri6t6 2 b 3, que la convergence C-G uniJorme, dans ~ ,  
de la famille (#~)=~A, dquivaut d la convergence C-G forte, dans L 1, de la famille 

(G)~A. 
b) La convergence simple d'une suite ( v , ) , ~  de mesures borndes 6quivaut 

(voir [8], p. 112) fi la convergence faible dans L 1 de la suite (0,),~N* des densit6s 
correspondantes; il r6sulte alors de l'alin6a 2d que Ia convergence C-GJbrte, dans 
L 1, de la famille (4=)=~a, est interm~diaire entre les convergences forte et faible, 
dans L ~, selon le filtre des compldmentaires des parties finies de A, de cette famille. 

c) Emploi de la convergence C-G en probabilit~ 

Lemme. Pour que la famille (4)~)=~A converge C-G fortement dans L 1 vers O, il 
faut et il sujJ~t que : 

(i) la famille (dp~)~a converge C-G en probabilitO vers O; 

(ii) l'ensemble {qb~; c~eA} soit dqui-intOgrable. 

Ddmonstration. 1. Condition ndcessaire. S'apr6s la propridt6 2b3, l'hypoth6se 
est que, pour tout S ~  la suite 

S ( i  
�9 = . 

converge fortement dans L ~ vers 0; elle converge donc en probabilit6 vers 0, et il 
r6sulte fi nouveau de la propridt6 2b3 que la famille (qS~)~ A converge C-G en 
probabilit6 vers 0. 

D'autre part, d'apr6s l'alin6a b ci-dessus, pour tout S e ~  la suite (~bs(,~),~, 
converge faiblement dans L ~, et donc l'ensemble {6s(,); n ~N*} est 6qui-intdgrable 
(voir [8], p. 112); un sous-ensemble de L 1 dont toute partie d6nombrable est 
6qui-int6grable est lui-mame 6qui-int6grable; donc {~b~; ct~A} est 6qui-int6grable. 

2. Condition suffisante. I1 r6sulte des conditions (i) et (ii) que, pour tout S e ~  

- la suite ~ - _  ~bs, ) converge en probabilit6 vers 0, 
n~!* 

- l'ensemble {qSs(,); heN*} est 6qui-int6grable, et il en est alors de marne de 

l'ensemble s,); neN*  �9 
i= (1 1) donc (voir par exemple [8], p. 50), la suite ~ S ( i )  c o n v e r g e  fortement dans 

L ~ vers 0; le r6sultat s'en d6duit en vertu de la propri6t6 2b3. 

Remarque. Si les densit6s 4~ sont 6changeables (c'est /~ dire que pour tout 
l e  ~, le vecteur al6atoire &l/I dimensions, (6~)~,, est sym6trique), on sait (voir [7], 

p. 400) que, pour tout S ~  la suite q~s,) converge, fortement dans L ~, 

vers l, valeur commune des esp6rances math~matiques des qb~; la famille (qS~)~ A 
converge donc C-G fortement dans L ~ vers I. 
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4) Convergence C-G forte, dans L 1, et ind6pendance 

Dans ce paragraphe, les 616meats q~ de L 1 (f2, d ,  P) sont suppos6s ind6pendants; 
il en r6sulte que, si la famille (~b~)~ A converge C-G fortement dans L 1 (et donc 
aussi C-G en probabilit6) c'est n6cessairement vers une constante l qui v6rifie, pour 

tout S ~ ,  I= lira E ~bs(n); 
n ~ o o  

si, pour tout ~, ~b~ est la densit6 d'une mesure born6e #~, la famille (#~)~A, si elle 
converge C-G uniform6ment dans Jg, converge n6cessairement vers la mesure #, 
uniforme par rapport fi P e t  de densit6 I. 

Les r6sultats qui suivent sont obtenus ~ partir des r6sultats classiques du type 
((loi faible des grands numbres~), qui fournissent des crit6res de convergence en 
probabilit~ vers 0, des suites 

) 
\ n i = 1  h e n  *~ 

et donc des suites 

s ( i )  - -  1 

i = 1 n ~N*' 

a) D6finition. Soit une famille (Un,~)(,,~)~N,• de nombres rdels; nous dirons 
qu'elle poss6de la propri6t6 (U) si et seulement si la famille ( ~  ul, h k ) ~  converge 
vers 0 suivant l'ensemble filtrant des parties finies de A. k~ 

Cette notion poss~de les propri6t6s suivantes: 

1. Si la famille (u,,~) poss~de la propri6t6 (U), elle converge vers 0, quand n 
tend vers l'infini, uniform6ment en cc 

2. Pour que la famille (u,, ~) poss6de la propri6t6 (U), il faut et il suffit que, pour 

tout Se~,  la suite ~ u, s ( i )  converge vers 0. 
x i = l  ' neN* 

1 
3. S'il existe une famille (x~)~ A telle que, pour tout (n, c~)~N* x A, u, ,~=-~x~, 

il faut et il suffit, pour que la famille (u,, ~) poss6de la propri6t6 (U), que la famille 
(x~)~ A converge vers 0, suivant le filtre des compl6mentaires des parties finies. 

4. Supposons qu'existent une famille (x~)~ Aet ~ > 1, tels que, pour tout 

1 
(n, ~)~N* x A, u,,~=~g-x~; 

alors, pour que la famille (u,.~) poss6de la propri6t6 (U), il faut et il suffit que la 
famille (x~)~ A soit born6e. 

b) Conditions suJfisantes. 

1. Proposition. Pour qu'une famille (O~)~A de variables aldatoires ind@endames, 
d'esp~rance mathdmatique nulle et moment d'ordre ~ (1 <b < 2)fini, converge C-G 
en probabilitd vers O, il suj]~t que la famille (E(I~,~Io))~A soit born~e. 

DOmonstration. On sait (voir [7], p. 275) que, pour qu'une suite 

( @k~= l@S(k))nsN, 
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converge en probabilit6 vers 0, il suffit que 

n 

dire qu'il en est ainsi pour tout S e ~  c'est dire, d'apr~s la propri6t6 4a2, que la 
famille 

rl / , 
(n, a) ~N* x A 

poss~de la propriat6 (U), ou encore, d'apr~s la propri6t6 4a4, que la famille 
(E(lO~[a))~a est born6e. 

On d6duit de cette Proposition les deux th6or~mes ci-dessous" 

2. Th~or~me. Pour que la jamille (~)=~A d'dldments ind@endants de L 1 converge 
C-G jortement, il suJ]it que : 

(i) la Jamitle (E(~) )~A  converge selon le fi l tre des compldmentaires des parties 
Ji'nies de A (soit l sa limite)" 

(ii) pour tout e>0,  il existe K > 0 ,  fie]I, 21 et J c A ,  tels que 

f2 

YJ 

La Iimite est alors 1. 

Ddmonstration. I5 r6sulte de l'hypoth6se (ii) que ['ensemble {q~-E~b~; a6A} 
est 6qui-int6grable; soit alors ~>0, et soit J partie de A, qui lui est associ6e en 
vertu de l'hypoth6se (ii); ou J e s t  fini, ou la famille (~b~-Eq~)~j converge C-G 
fortement dans L ~ vers 0, en vertu de |a proposition ci-dessus et du Lemme 3 c. 
IS r6sulte alors de la propri6t6 2c l  que la famille (q~-E~b~)a~a converge C-G 
fortement dans L ~ vers 0. 

D'autre part, la famille (E q~)~a converge C-G vers l, en rant que famille de 
nombres r6els, et donc converge C-G fortement vers I en tant que famille d'616ments 
de /21; il r6sulte alors de la propriOt~ l a l  que la famille ((q3~-EqS~)+E~b~)~ A 
converge C-G fortement dans L j vers l. 

Remarque. La conclusion (2) du th6or6me du paragraphe 1 peut 6tre obtenue 
par application du thdordme ci-dessus. 

3. Th~or~me. Pout" que ta jamilte ( ~ ) ~ A  d'~l~ments ind@endants de L 1 converge 
C-G Jortement, il sujJ'it que : 

(i) Ia jamille (E(q~))=~a converge selon le f i&'e des compIdmentaires des parties 
ji'nies de A (soit t sa timite); 

(ii) {q~; ~eA} soit dqui-intdgrable; 

(iii) pout- tout e > O, il existe c > 0 et J c A gels que 

~ PCfO~-EvU> c]< oc 
og~J 
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(ce qui implique quail y a au plus une infinite d~nombrable d'dldments o~ de J tels que 
P [ [ ~ - E d p ~ l >  c]4=O ) et 

La limite est alors 1. 

DEmonstration. Etant donne e > 0, soient c et J satisfaisant/t la condition (iii) 
de l'6nonc6 ci-dessus, et soit, pour tout c~eJ, ~ l'616ment de L 1 obtenu en tronquant 
~b~-E q~ ~ la valeur c; {qJ=-E ~,~; c~eJ} est borne (pour la norme de L ~~ et donc, 
d'apr6s la Proposition 4b 1, la famille (O~-E ~)~+; converge C-G en probabilit6 
vers 0. 

'I1 est 61ementaire que, pour route famille (0p)~+ B dans L 1, l'hypoth6se 

y P[0~,0]<oo 

est une condition suffisante de convergence C-G en probabilite vers 0; c'est le 
cas, ici, de la famille (~b~-E q ~ -  ~)~+  et donc, d'apras la propriet6 2 a 1, la famille 
( # ~ - E d / ~ - E ~ ) ~ j  converge aussi C-G en probabilit~ vers 0; en raison des 
hypotheses (i) et (ii), {4)~-ECa~-EO=; c~el} est 6qui-integrable, et donc (~b~- 
E ~b~-E ~b~)~j converge C-G fortement dans L ~ vers 0; il en resulte que la famille 
de nombres reels (E ~'=)~+i converge C-G vers 0, et on en deduit que la famille 
(~b~-E ~b~)~j converge C-G fortement dans L ~ vers 0. 

On ach~ve la demonstration comme pour le theor~me precedent. 

c) Condition n~cessaire et sujJisante. 

1. Proposition. Pour qu'une }amiiie (O~)~A d'~IEments ind@endants de D, 
d'esp&ance math~matique nulle, converge C-G en probabilitd vers O, ii ]aut et il 
sujjit que les trois Jamilies (a,,~), (b,,~) et (c,,~) dEfinies ci-dessous possfdent la 
propri~tE (U): pour tout (n, c0eN* x A, 

a~, ~= P [l tfl~l > n] , 

1 

n [1o~l <nl 

C~, =t~--[_ 1 ~ 3~ @2dp--(  ~ O~dP)2] . 
{10=l <nl {1#,~1 < n] 

DEmonstration. Pour tout S e~,, il resulte du <<critere classique de convergence 
dageneree>> (voir [7], p. 278) que la suite (0s~,i),+~* converge en probabilite au 
sens de Cesaro vers 0 si et seulement si les trois suites suivantes convergent vers 0: 

n n 

\ i = 1  / n g N  - \ i = 1  ' 

la proposition s'en deduit immediatement. 

2. Th~or~me. Pour que Ia famille (q)=)=+A d'dIdments ind@endants de L 1 converge 
C-G fortement, il faut et il suffit qu'elle vdrifie les propridt& suivantes: 

(i) la famille (E(qS~))~+a converge, selon le fi l tre des compIdmentaires des parties 
finies de A (soit l sa limite) ; 
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(ii) {r c~A} est dqui-intkgrable; 

(iii) les trois familles ddfinies ci-dessous posskdent la propridt~ (U): pour tout 
(n, ~)~N* x A, 

a, ,~=P[iO~-EO~l>n] 

1 
b.,~ =-- ~ (0~ - E ~b~) dP 

1 
c,, ~ = ~ -  [ [. (O~-EO~)2 d p - (  # (O -EO~)dp)  2 ] 

[1r Er <hi [10~-E r <hi 

la limite est alors I. 

D&nonstration. La condition n6cessaire est 616mentaire; la d6monstration de 
la condition suffisante est analogue fi celle du th6or6me 4b 2 ci-dessus. 

5) Convergence C-G uniforme de mesures et propri6t6 de m61ange 
Soit (f2, N, P) un espace de probabilit6 et T: Q--*f2 une application bijective 

pr6servant la mesure ainsi que son inverse. 

On dit que Test fortement m~langeante ([5]) si et seulement si 

(V (F, G)e N2)~iln P ( T-~( F) c~ G) = P (F) P ( G) . 

Soient n6N, FEN, et #,,F la mesure d6finie sur N par 

O - ,  ~., r (C) = P (T-"(F) c~ O) - P (F) P (G). 

Le th6orSme de Blum et Hanson ([1] et [2]) peut alors s'interprSter en termes de 
C-G convergence de la maniSre suivante: 

Th6or6me. EappIicarion Test Jbrtement mSlangeante si et seulement si, pour tout 
F e N ,  la suite (#., r ) .~  converge C-G uniformdment vers O. 

D~monstration. La mesure #., r admet pour densit6 par rapport/~ P l'application 
~b,~.F=lro T"-P(F) .  D'apr~s l'alin6a 3a, la suite (Iz.,v).~ N converge C-G uni- 
form6ment vers 0 si et seulement si la suite (1Fo T ' ) . ~  converge C-G fortement 
dans L ~ vers P(F). Mais cette convergence est encore 6quivalente (cf. 2 b 3, remarque) 
/~ la convergence forte dans L ~, pour toute suite croissante S d'entiers, de la suite 

n- i_  IF ~ rs(i) v e r s  P(F). 
~neN 

I1 rdsulte alors du thdor6me de Blum et Hanson que cela est 6quivalent h ce 
que Tsoit fortement mdlangeante. 

Remarques. 1. On peut se demander, si dans la cas off Test fortement m61an- 
geante, la C-G convergence est 6galement uniforme en F: Un exempte donn6 en 
Appendice 2 prouve qu'il n'en est rien. 

2. Dans le cas off (~2, N, P) = (g2, N, p)e, et off Test  le shift 

((v J = 

la convergence C-G uniforme de la suite (#~,e)~ vers 0 r6sulte 6galement des 
consid&ations suivantes. 
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La tribu N 6tant engendr6e par le clan cg des cylindres/~ base finie, il suffit de 
d6montrer que, pour tout CeCg la suite (1 c o T").~N converge C-G fortement, dans 
L 1, vers P(C). Soit donc C u n  cylindre/t base dans Ot et consid6rons, pour tout 
ke{0, 1 . . . .  , / - 1 } ,  la suite (lco Tml+k)m~N; elle est composbe de fonctions indi- 
catrices de cylindres ind6pendants, et donc de variables al6atoires indbpendantes, 
qui sont toutes de marne loi, d'esp6rance math6matique P(C), et born6es; d'apr6s 
le th6or6me 4b2, elle converge C-G fortement dans L 1 vers P(C) et il enest  de 
m6me, d'apr6s la propri6t6 2b4, de la suite (lco T") ,~  elle-m~me. 

Appendiee 1 

Suites de variables alOatoires, convergeant C-G en probabilitO, 
et ne satisfaisant pas aux propri&~s donn~es en Ic 

Soit, pour tout n, 50. la probabilit6, d6finie sur (IR, N) (N tribu bor61ienne), de 
fonction de r6partition [ )  s i x  < 0 

x~-~ ~1 - - - 1  si x_>_0. 
x-l-n 

On sait (voir [3], p. 51) que, si (q~.).~ est une suite de variables albatoires 
indbpendantes telles que, pour tout n, qS. soit de loi 5~ elle converge en proba- 

bilit6 vers 0, mais il n'en est pas de marne de la suite ~- y '  q5 i ; on a ainsi un 
contre-exemple pour la propri&~ 1. i = 1  /neN* 

Pour obtenir un contre-exemple poul" la propri&O 2, on va construire une suite 
double d'entiers, soit (am, b,.)m~ telle que, pour tout meN*, am<bm<-_am+l; on 
note, pour tout neN*, {;~ 

H (n) = si n = a m 
si am<l~<am+l; 

dans toute la suite, (q~.).~N* d6signe une suite de variables al6atoires inddpendantes, 
d6finies sur un espace de probabilit6 (f2, d,, P), telle que, pour tout n, ~b. soit de 
loi 50u(.)- 

Pour tout n, on a 

P ~-i_ q~i>e > P [  sup ~b~__>n~]>l- 1 
I <-i<n i = 1  ne+H(i)- 

( 1t) = -  - n (  ; > 1  1 n ~ +  n 

sin est tel qu'existe meN* v6rifiant n=a m, H(n)=n; il en r6sulte que 

ne peut tendre vers 0, et donc que la suite (~b.).~N. ne converge pas C-G en proba- 
bilit6 vers 0. 

Nous allons d6montrer qu'on peut cependant choisir la suite (%, bm)m~ ~ de 

telle sorte que - - ~  k __ll <m-;1 
(Vm~N*) (~neN*) (VI~ , , )P  r l  ~ > 

[ nk~ , m] 
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la suite des fonctions de r6partition des variables al6atoires ~b n 6tant croissante, il 
suffit pour cela que, pour tout m > 0, soit satisfaite la propri6t6 suivante: 

[~1 nJ < l e t a m < n < a m + l "  (P,.) il existe n tel que P Ok> ~- 
k -  

Etant donn6 M, supposons avoir construit les suites finies (al, ..., aM), 
(bl . . . .  , bM-1) de sorte que la propri6t6 (P~) soit satisfaite pour tout m < M; nous 
allons construire b~t e ta  M + 1 de sorte que la propridt6 (PM) soit satisfaite: soit 6 > 0, 
tel que [ ~ q ~  ] 1 

P k>5 < - -  
k = 2 M '  

et soit /EN* tel que 
l+aM b>0;  

M 

soit alors h tel que h > a Met que, pour toute variable al6atoire ~, de loi 5~., 

1 l + a  M 6 < - - "  
P M 21M ' 

prenons bM=h et aM+ 1 = sup(bM, aM+I+ 1); on a bien 

aM<bM<=aM+ 1 
et, si n=aM+l  (ag<n<aM+ O, 

P dPk>= <=P (~k>----6 + P  C~k>---- m 
k = l  ~ L k = l  L k = a M + l  

< + ~ P ~k>= 6 
= 2M M k=aM +l  

1 1 1 
< +1 - . 
= 2M 21M M 

Appendiee 2 

En situation de shift, la famille de bi-mesures (Q.).~N* 
n' est pas C-G-uniformOment convergente vers 0 

Soit ((2, ~ ,  P) = (~2, ~ ,  p)Z et soit Tle shift (voir ci-dessus 5, remarque 2). 

On suppose .P non trivial ((3 B ~ ) P ( B ) ~ ] 0 ,  1[). 

Pour tout n~N, on consid6re la bi-mesure Q., d6finie sur ~2 par 

(V, G)-~ Q. (F, G) = P (F c~ T-"(G)) - P (F) P (G). 

Pour que la famille ((2.).~. ne soit pas C-G uniform6ment convergente vers 0, 
il suffit, d'apr6s la propri6t6 1 d 1, que 

(2 e >O)(V N ~N*)(E F ~ )  ]{n~N*; Q.(F, F)> e}I> N. 

Soit doric N~N*;  la probabilit6 P 6tant non triviale, il existe/~N*, et F0 ( ~ ) ,  
cylindre ~ base dans ~L, tels que 

P(Fo)=P>(�88 1IN. 
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Soi t  a lo r s  M tel  q u e  �88 et soi t  

F =  F o c~ T-l(Fo) c~...c~ T-(M-1)I(Fo). 

P a r  c o n s t r u c t i o n ,  P(F)=(P(Fo))M=p M. Soit  he{O, 1, . . . ,  M - 1 } ;  on  a 

Fc~ T - h i ( F ) =  

d o n c  P (F ca T -  h I(F)) = pM + I,. 

P a r  suite,  p o u r  t o u t  h < N,  

M + h - 1  

N T-mI(v), 
rn~0  

Q.(F, F)=P(Fc~ T -hi F ) - (P(F) )  2 =pM+h__pZM>=pM(pU pM) 

~ 1(3 1] 

et d o n c  
{ n e N ;  Q,(F, f ) > l }  ~ {1, 2l,  . . . ,  N l}, 

d 'o f i  enf in  

[ { n ~ N ;  Q,(F,F)> h } I >  N. 
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