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Zur Konstruktion optimaler Sequenztests* 

Volker Mammitzsch und Hans-Wemer Fuchs 

Wir gehen bei unseren Betrachtungen yon folgendem Modell aus (Richter [4]): 
Gegeben seien ein MeBraum (#2, 3) mit den WahrscheinlichkeitsmaBen (= Hypo- 
thesen) P1 . . . . .  P, auf 3;  eine Folge von a-KiSrpern 31 c 32 C ' "  C 3m C 3 tiber f2; 
nicht-leere Mengen (= Schadensbereiehe) S(o), t) ftir alle reef2 und te {1, 2, . . . ,  oo} 
mit S(o), t )cR"  ftir t=  1, 2, ... und S(c9, oo)= {~}. Hierin bedeute ~ den Vektor, 
dessert Komponenten s~imtlich gleich oo sind. 

Unter diesen Annahmen setzen wit fest (vgl. [3] und [4]): 

Definition. 1. Ein Sequenztest (T, s) besteht aus 

(a) einer Stopzeit T der Familie (3t)t__< m mit P~ (T= c~) = 0 fiir alle v = 1 . . . . .  n; 

(b) einer Schadensfunktion s, d.h. einer Abbildung s: f2 ~ R" u {~  } derart, 
dab l{r<=t}s 1 ftir alle t<  oo 3t-meBbar ist und s(co)~S(cn, T(co)) fiir alle cosf2 gilt. 

2. Es bedeute 3; die Klasse aller Sequenztests gemiiB 1. und 

k3;." = {(T, s)e 3;: r<=k}, k = l , 2  . . . . .  oo; 

dabei ist nattirlich 3; = o3;. 

3. Wit setzen r(T,s):= S sod.P 2 (=Risikovektor), falls das Integral (eigentlich 

oder uneigentlich) existiert, und nennen k91.. = {r(T, s): (T, S)~k3;} C~ R" den k- 
stufigen Risikobereieh. Gelegentlich schreiben wir auch 9t statt ~176 

4. Sei A > 0  3 eine m x n-Matrix, dann heiBt der Test (T, s) A-optimal beztiglich 
k3;, wenn r(T, s) eine A-Ecke 4 yon k91 ist. (Speziell fdr A=p'  5 bei p~R n mit p#:0 
liefert diese Definition die Bayesl6sung zur Vorbewertung p.) 

Wir suchen nun nach Verfahren zur Konstruktion A-optimaler Tests beztiglich 
3;. Dazu mtissen wir allerdings noch gewisse Bedingungen an unser Modell stellen 
(zur Bezeichnungsweise s. [3]). 

Voraussetzung, Sei S(o), t)=c(t)+Q(co, t) mit e(t)eR" und Q(og, t )cR"  und 
bezeichne V(o), t)." = V(Q (col t)) die vordere Htille von Q (co, t) sowie h(p; co, t)." = 
g(p; V(og, t)) die Stiitzfunktion yon V(o), t), ~oEf2, t <  0% dann gelte: 

(1) Q(o), t) ist vorn beschfiinkt und entNilt die vorderen Extremalpunkte; 

* Hans  Richter zuln 60. Geburtstag gewidmet. 
1 lx bezeichne die Indikatorfunktion der Menge X. 
2 Die Operation o bedeute komponentenweise Multiplikation,/~ sei das (vektorielle) MaB auf ~ mit 
den Komponenten  P~ . . . . .  P,. 
a > bzw. > ist komponentenweise zu verstehen. 
4 Zl.lr Definition der A-Eeke vgl. [3], (2.20). 
5 Ein Strich bezeichne die Transponierte einer Matrix bzw. eines (Spalten-)Vektors. 
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(2) h (p; co, t) ist bei festem p > 0 und t < oe eine ~t-meBbare Funktion in co, 
wobei infh(+e~; co, t) 6 (eigentlich) P~-integrabel ist ftir alle v = 1 . . . . .  n; 

t 

(3) 0 < c ( 1 ) < c ( 2 ) <  ... mit c(t)--. ~ ftir t ~  oe. 

Nach [3], S~itze (3.4) und (5.2) gibt es dann zu jeder Matrix A > 0 einen A- 
optimalen Test beztiglich kX. Um diese Tests zu der im folgenden lest gew/ihlten 
Matrix A > 0 mit den Zeilen a] . . . .  , a"  zu bestimmen, bilden wir das Wahrschein- 

1 n 

lichkeitsmag P. '= ~--~P~, beziiglich dessen alle P~ totalstetig sind, schreiben 
n 1 

dP=f(co, t)dP auf ~t mit geeigneten vektorwertigen ~t-meBbaren Funktionen 
f(co, t) ( t = l  . . . . .  oe) und definieren die m + n x  n-Matrix A(co, t) mit den Zeilen 
(a 1 of(co, t))', ... , (amo f (co, t))', e'~ . . . .  , e',. SchlieBlich sei v(co, t) die A(co, t)-Ecke von 
S(co, t) ffir t <  oo und v(co, oo) . .=~;  coe~2. Zu jeder Stopzeit T liefert s(co).'= 
v(co, T(co)) eine Schadensfunktion. Ist der Test (To, So) A-optimal beztiglich kz, 
SO ist auch (To, v(co, To(co)) ) ein A-optimaler Test beztiglich kZ. Die Schadens- 
funktion s o ist im wesentlichen eindeutig festgelegt ([3], (3.6) und (5.3)); unser 
Problem reduziert sich demnach darauf, Stopzeiten zu A-optimalen Tests zu 
finden, die wir kurz A-optimale Stopzeiten nennen. 

Von den beziiglich k3; A-optimalen Stopzeiten sind besonders die untere 
Stopzeit kT. und die obere Stopzeit kT* von Interesse; zur Definition vgl. [3]. Sie 
k6nnen so gew~ihlt werden, dab 1T, =< 2T, =<... =< ~176 und IT*._=< 2T* =<... =< ~ 
gilt. Im Fall k < oe ist die Bestimmung von kT, und kT* konstruktiv durch ein 
Rekursionsverfahren m6glich ([3], (3.16) zusammen mit (3.7) und (3.8)). Dieses 
Verfahren versagt im unendlichstufigen Fall. Es liegt aber die Vermutung nahe, 
dab sich die gesuchten Stopzeiten durch einen Grenzprozeg aus den abgebroche- 
nen Tests gewinnen lassen. Wir interessieren uns zun/ichst fiir den Spezialfall einer 
Zeilenmatrix. 

A. Bayesliisungen. Sei A=p'  mit p~R" und p>0 .  Man nennt bekanntlich den 
Weft kp: =p, kr, wobei kr eine p'-Ecke yon k ~  ist, das minimale Bayesrisiko yon kZ 
bezfiglich der Vorbewertung p. 

Aus [-3], (5.20) folgt der 

Hiifssatz. kp __~ oo p Jur k -+ oo. 

Damit zeigen wir den 

Satz. Seien kT p'-optimale Stopzeiten bezfiglich k7s bei k< oo und existiere 
To." = lim kT~ dannist T O eine p'-optimale Stopzeit beziiglich ~176 

k~oo 

Beweis. 1. Behauptung: T O ist eine Stopzeit. 

In der Tat: (a) Offenbar ist T O eine Abbildung yon ~2 nach {1 . . . . .  oo}. 
(b) Es ist kT ~ k T* und k T * ~  oo T*, also k T ~  ~o T* fiir alle k < o% was T o < o~ T* 

und, da ~T* eine Stopzeit ist, P~(To=oo)GP~(~ ftir alle v = l  . . . .  ,n 
nach sich zieht. 

(c) Da {1 . . . . .  oo} keinen endlichen H~iufungspunkt besitzt, gilt fiir alle t<  oo 
die Beziehung limokT(co)< t genau dann, wenn kT(co)< t ftir alle k >  l bei passen- 

6 e~ b e d e u t e t  d e n  v-ten G r u n d v e k t o r .  
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dem 1=/(co)< oo ist. Daraus folgt 

{co: To(co)<t}= U 0 {co: kT(co)<t}~q~, f'tir alle t<oo.  
1>_1 k>-I 

Aus (a) bis (c) ergibt sich die Behauptung. 

2. Behauptung: T O ist optimal. 

In der Tat: (a) Wie in 1(c) finden wir: Ffir alle co~Q mit To(co)= t bei t<  ~ gilt 
kT(CO) = t f'tir k__> l(co) bei passendem l(co) und somit v(co, T O (co)) = v(co, t) = v(co, kT(CO)) 
fiir alle k>l(co), also schlieglich v(co, To(m))= lim v(co, kT(co)). Das liefert wegen 

k ~  oo 

P~(T o = oo)=0 fiir alle v= 1, ..., n die Beziehung 

lim v (co, kT(co))= v (co, T o (co)) P~-fast iiberall, v = 1 . . . . .  n. 
k--* oo 

(b) Wir diirfen fiir jede p'-Ecke kr Yon kot ansetzen 

kp = p, k r = ~ p, (V (CO, k T(CO)) o f (CO, k T(c0)))" dP (co) 

=P' I v(co, kT(co))odP(co). 

Hierin k6nnen wir die v-te Komponente des Integranden im letzten Ausdruck 
wegen v (co, t) E S (co, t) = c (t) + Q (co, t) folgendermagen absch~itzen: 

e'~ v(co, kT(co))> g(e~; S(co, kT(co)))= 4 c(kT(co))+h(e~; co, kT(co)) 

>infh(ev; co, t), 
t 

wobei die letzte Ungleichung zufolge c (t)__> 0 und h (G; co, t)= g (G; Q (co, t)) richtig 
ist. Die Komponenten des Integranden sind also durch eine integrable Funktion 
nach unten beschr~inkt, und wir dtirfen das Lemma yon Fatou anwenden (vgl. [-2], 
S. 131). Man findet zusammen mit dem Hilfssatz, da auch die Gewichtung mit den 
positiven Komponenten von p keine Rolle spielt: 

(,) ~p = lira kp >= p, ~ v(col T O (co)) o d/5(co). 
f /  

Dabei ist v (co, T o (co)} die Schadensfunktion eines Tests aus 3;, so dab umgekehrt 

(**) ~ p __< p' ~ v (co, T o (co)) o d/5 (co) 

zutrifft. Aus (*) und (**) folgt jedoch die p'-Optimalit~it von To(co ) beztiglich 3;, 
was zu zeigen war. 

Korol lar  1. T,." = lim kz ,  und T*: = lim kT* sind p'-optimale Stopzeiten beziig- 
lich 3;. k-, oo k~ 0o 

Beweis. kT, und kT* stellen monotone Folgen dar, deren Limiten demnach 
existieren; der Rest folgt aus dem Satz. 

Korollar 2. T, = ~T ,  P-fast iiberall. 

Beweis. Nach Korollar 1 ist T, optimal beztiglich 3;, was T, > ~ T, P-fast nach 
sich zieht. Umgekehrt folgt aus kT, <= ~ T, ftir alle k < oo auch T, ___ ~ T,, was alles 
beweist. 
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Dagegen ist die analoge Beziehung T * =  ~ T* nicht allgemein richtig, wovon 
wir uns durch ein Gegenbeispiel  iiberzeugen. 

Beispiel 1. Seien f2={1 ,2  . . . .  }, ~t der yon den Mengen {1} . . . . .  { t - 1 }  und 
{t, t +  1 . . . .  } erzeugte o--KiSrper fiir t < o e  sowie ~ = ~  die Potenzmenge yon ~2, 
ferner sei n = 2 gew~ihlt und  P1 = Pz-- P definiert durch P({co})= 2 .`0 fiir alle co s f2. 
Als Schadensbereiche nehmen wir 

S(co, t)=c(t)+Q(co, t) 

wobei  fiir alle co E O" 

1 q oll,( ) 
[ [ - t + l ]  

q(co, t ) = / \ - t + l !  

mit c(t)= ( tt) und Q(co, t)= {q(co, t)} , 

falls co = t -  1 

; t = 2 , 3  . . . . .  

sonst 

Wir  prtifen nun nach, dab unsere Voraussetzung erfiillt ist. 

(1) gilt offensichtlich, weil V(co, t )=  Q (co, t) einpunktige Mengen sind. 

(2) ergibt sick so" h(p; co, t )bes t immt  sick bei p =  ( ~ ) f i i r  alle co~f2 zu 

h(p; co, 1 ) = � 8 9  

h(p; co, t) { ( p l + p 2 ) ( - t + I )  far t -  1=co 
= �9 t = 2 ,  3, . . . .  

0 sonst ' 

Wegen { t -  1} e ~ ist h (p; col t) fiir festes p also ~ - m e B b a r  ftir alle t < oe. AuBerdem 

ist inf h (e 1 ; co, t) = inf h (e 2 ; co, t) = - co wegen 0 > - ~ co 2 -  `0 > - oe eigentlich 
t t ` 0 = 1  

integrabel beztiglich/]1 und P2, w~ihrend 

i n f h ( - e l ;  co, t ) = - � 8 9  und i n f h ( - e 2 ; c o ,  t ) = 0  
t 

offensichtlich P1- bzw. Pz-integrabel sind. 

(3) ist trivialerweise gtiltig. 
r 1 1 Wir wiihlen nun speziell p = (~, g). Das zugeh6rige v (o9, t) ist gleich c ( t )+ q (co, t), 

so dab fiir alle co e 12 gilt 

p' v(co, 1)= 1 

=~1  falls t - l = c o ,  t = 2 , 3 ,  p' v(co, t) 
(t falls t "  l + c o  

Das bedeutet :  p' v (co, t)__> 1 mit ,, = "  genau dann, wenn entweder t--  1 oder  t = 1 + co 
ist. Das Bayesrisiko I P' v(co, T(co)). dP der einzig m6glichen Tests (T(co), v(co, T(co))) 

I2 
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aus 3; n i m m t  deshalb genau dann  ein M i n i m u m  an, wenn 

T ( c o ) - i  oder  T ( c o ) = a ) + l > l  f i i ral le  coef2 

gilt. Zufolge der MeBbarke i t sbedingung ftir Stopzeiten muB insbesondere 
{ T ( c o ) = l } e ~ l = { ~ , f 2  ) sein; es ist also entweder  T(co)= l  Ptir alle coef2 oder  
T(co) > 1 ftir alle co �9 f2. Als p ' -op t imale  Stopzeiten k o m m e n  deshalb nur  in Betracht  

entweder  T 1(co)- 1 

oder  T 2 (co) = co + 1 fiir alle co �9 f2. 

Hierbei  ist T 1 (co) eine Stopzeit  zu Tests aus k3; fiir alle k__< ~ ,  wiihrend T 2 (co) ver- 
m6ge  der Bedingung { T 2 (co) = t} = {co: co = t -  1 } �9 ~t fiir alle t = 1, 2 . . . .  zwar Stop- 
zeit zu Tests aus ~176 nicht aber  zu Tests aus k3; mit  k < o o  ist. D a m i t  haben  wir 

kT,(CO)=kT*(CO)=I ffir alle k < o o ,  

~176 T, (co)-  1 < ~176 (co)= co+ 1; 

also kT*(co)+-, ~~ bei k ~ 0% wie behauptet .  

Wir  haben  das Beispiel etwas kompliz ier ter  gewiihlt, als es ftir die Zwecke dieses 
Abschni t t s  n6tig gewesen w/ire, vgl. [1], um es spiiter nochmals  benutzen zu 
kiSnnen. 

B. A-optimale Liisungen. Sei nun A > 0 eine beliebige m x n-Matrix mit m > 1. 
In diesem Fall liiflt sich weder die Konvergenzaussage unseres Satzes noch die etwas 
schwiichere yon Korollar 1 aufrechterhalten. 

Beispiel 2. Wir wiihlen f2, ~t ,  ~ und P~ =P,  sowie die S(co, t) wie im Beispiel 1, 
woftir die Vorausse tzung zutrifft. Ferner  setzen wir 

A [a'l~ mit  _ 1  1 = ' - ( ~ , ~ )  und =(2,  1). 
\a2] al a2 

D a  A-opt imale  Stopzeiten insbesondere  a' 1-optimal sein mtissen, finden wir sofort 
aus Beispiel 1 

k T , = T ~ - = I  f t i r a l l e k < o o  und T,:=l imkT,=_l .  
k ~  oo 

Fiir ~176 k o m m e n  zuniichst T 1 und T2:= co+ 1 in Betracht.  N u n  sind aber  die 
Ris ikovektoren  r~ bzw. r 2 der zu T~ bzw. T 2 geh/Srigen Tests gleich 

rl= ~v(co, 1)odP=(~ ) bzw. rE=~V(co, c o + l ) o d / 5 =  I 

t~ 2 f2 

Dies ergibt a~ r 1 = ~  und a' 2 r e = 3, so dab  T~ als A-opt imale  Stopzeit  mlsscheidet 
und ~ T, = co + 1 > T, gilt. T,  ist nicht A-opt imal .  

M a n  erkennt  weiter, dab  r 1 die A-Ecke yon k9t ftir alle k < ~ ist, Wiihrend 
r 2 :# r 1 die A-Ecke  yon ~~ ist. Wir  sehen daraus,  dab  wir den beziiglich ~176 A- 
opt imalen  Ris ikovektor  ~176 nicht al lgemein als Limes  der beztiglich k3; A-opt imalen  
Ris ikovektoren  kr erhalten. Es gibt aber  eine andere  Best immungsm6gl ichkei t .  
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I t Bemerkung. Die m x n-Matrix A mit den Zeilen al . . . . .  % habe den Rang n, 
dann berechnet sich die v-te Komponente  ~r v des Risikovektors der A-optimalen 
Tests bezfiglich 3; nach folgendem Rekursionsschema: 

wobei 

und 

~r~ =gm (e~), (v = 1, . . . ,  n), 

go (P)" = l im g (p; k91) ftir p > 0 

gi(p):= lim(gi_l(p+lai)-lgi_l(ai)) f'tir alle peR", 

(i = 1 . . . . .  m). Hierbei bedeutet g (. ; X) die Stiitzfunktion der Menge X c R n. 

Beweis. (a) Aus dem Hilfssatz und der Definition der Stiitzfunktion ergibt sich 
bei p > 0 sofort g (p; 9l) = l im g (p; k91). 

(b) Man erh~ilt die A-Ecke yon 91, indem man die al-Randmenge K 1 der abge- 
schlossenen konvexen Hiille yon 91 und dann sukzessive die acRandmengen K i 
yon K~_ 1 bildet (zur Definition der Randmenge s. [3]); K m besteht dann gerade aus 
der A-Ecke yon 91. 

(c) Aus (a) und (b) folgt mittels (2.9) aus [3] die Behauptung. 

Die Stiitzfunktion yon k91 liigt sich bei k < oo konstruktiv gewinnen; unsere 
Bemerkung liefert deshalb ein Konstruktionsverfahren f'tir den Risikovektor der 
A-optimalen Tests beziiglich 3;. 
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