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Zur Konstruktion optimaler Sequenztests*

Volker Mammitzsch und Hans-Werner Fuchs

Wir gehen bei unseren Betrachtungen von folgendem Modell aus (Richter [4]):
Gegeben seien ein MeBraum (Q, &) mit den WahrscheinlichkeitsmaBen (= Hypo-
thesen) B, ..., P, auf §; eine Folge von ¢-Korpern &, < §, << &, =& liber Q;
nicht-leere Mengen (= Schadensbereiche) S (w, t) fir alle weQ und te{1,2, ..., 0}
mit S(w, tjcR” fir t=1,2, ... und S(w, oo)={b}. Hierin bedeute & den Vektor,
dessen Komponenten sdmtlich gleich oo sind.

Unter diesen Annahmen setzen wir fest (vgl. [3] und [4]):

Definition. 1. Ein Sequenztest (7, s) besteht aus

(a) einer Stopzeit T der Familie (&), <, mit F,(T=00)=0 fiir alle v=1,...,n;

{b) einer Schadensfunktion s, d.h. einer Abbildung s: Q- R"U {cb} derart,
daB 17.,s" fiir alle t<co §-meBbar ist und s(w)eS(w, T(w)) fir alle weQ gilt.

2. Es bedeute T die Klasse aller Sequenztests gemif 1. und

MU={(Ts)eX: T<k}, k=1,2,...,00;

dabei ist natiirlich T=*T.
3. Wir setzen r(T;s): = | sodP ? (=Risikovektor), falls das Integral (cigentlich
2

oder uneigentlich) existiert, und nennen *R:={r(T,s): (T, 5)e*T} " R" den k-
stufigen Risikobereich. Gelegentlich schreiben wir auch R statt ©R.

4. Sei A=0 3 eine m x n-Matrix, dann heiBt der Test (7, s) A-optimal beziiglich
*%, wenn (7, s) eine A-Ecke* von *R ist. (Speziell fiir A=p' * bei peR* mit p=0
liefert diese Definition die Bayeslosung zur Vorbewertung p.)

Wir suchen nun nach Verfahren zur Konstruktion A-optimaler Tests beziiglich
. Dazu miissen wir allerdings noch gewisse Bedingungen an unser Modell stellen
(zur Bezeichnungsweise s. [3]).

Voraussetzung. Sei S(w, t)=c(t)+Q(w,t) mit ¢()eR" und @(w, )= R" und
bezeichne V(w, t):=V(Q(w, 1)) die vordere Hiille von Q{(w, t) sowie h(p; w, t):=
g(p; V(w, 1) die Stiitzfunktion von V(w, t), weQ, t< co, dann gelte:

(1) Q(w, 1) ist vorn beschrinkt und enthilt die vorderen Extremalpunkte;

* Hans Richter zum 60. Geburtstag gewidmet.

! 1, bezeichne die Indikatorfunktion der Menge X.

2 Die Operation » bedeute komponentenweise Multiplikation, P sei das (vektorielle) MaB auf & mit
den Komponenten B, ..., B.

3 > bzw. > ist komponentenweise zu verstehen.

4 Zur Definition der 4-Ecke vgl. [3], (2.20).

5 Ein Strich bezeichne die Transponierte einer Matrix bzw. eines (Spalten-)Vektors.
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(2) h(p; w, t) ist bei festem p=0 und t< oo eine F,-meBbare Funktion in w,
wobei infh(Le,; ©,1)° (eigentlich) P-integrabel ist fiir alle v=1, ..., n;
t

(3) 0<c(1)Sc(2)< - mit ¢(f)— 3 fiir £ 0.

Nach [3], Sitze (3.4) und (5.2) gibt es dann zu jeder Matrix A>0 einen A-
optimalen Test beziiglich *T. Um diese Tests zu der im folgenden fest gewdhlten
Matrix A>0 mit den Zeilen 4, ..., 4,, Zu bestimmen, bilden wir das Wahrschein-

lichkeitsmal P::%
dP=f(w,t)dP auf &, mit geeigneten vektorwertigen §,-meBbaren Funktionen
flw,t) (t=1,..., ) und definieren die m+nx n-Matrix A(w,t) mit den Zeilen
(arof (@, 1)), ..., (anof (@, 1)), €, ..., €, SchlieBlich sei v(w, t) die A(w, t)-Ecke von
S(w, 1) fiir t<oo und v(w, 0):=0; weR. Zu jeder Stopzeit T liefert s(w):=
v(w, T(w)) eine Schadensfunktion. Ist der Test (T, s,) A-optimal beziiglich *T,
so ist auch (T, v(w, Ty(®))) ein A-optimaler Test beziiglich *T. Die Schadens-
funktion s, ist im wesentlichen eindeutig festgelegt ([3], (3.6) und (5.3)); unser
Problem reduziert sich demnach darauf, Stopzeiten zu A-optimalen Tests zu
finden, die wir kurz A-optimale Stopzeiten nennen.

Von den beziiglich *T A-optimalen Stopzeiten sind besonders die untere
Stopzeit *T, und die obere Stopzeit “T* von Interesse; zur Definition vgl. [3]. Sie
konnen so gewdhlt werden, daB ‘T, <°T, <. <*T, und 'T*Z?*T*< ... S*T*
gilt. Im Fall k< oo ist die Bestimmung von *7T, und *T* konstruktiv durch ein
Rekursionsverfahren méglich ([3], (3.16) zusammen mit (3.7) und (3.8)). Dieses
Verfahren versagt im unendlichstufigen Fall. Es liegt aber die Vermutung nahe,
daB sich die gesuchten Stopzeiten durch einen GrenzprozeB aus den abgebroche-
nen Tests gewinnen lassen. Wir interessieren uns zunéchst fiir den Spezialfall einer
Zeilenmatrix.

Y B, beziiglich dessen alle P, totalstetig sind, schreiben
1

A. Bayeslosungen. Sei A=p’ mit peR" und p>0. Man nennt bekanntlich den
Wert *p:=p' *r, wobei *r eine p'-Ecke von *R ist, das minimale Bayesrisiko von *T
beziiglich der Vorbewertung p.

Aus [3], (5.20) folgt der
Hilfssatz. “p — p fiir k— oo.
Damit zeigen wir den

Satz. Seien kT p'-optimale Stopzeiten beziiglich *T bei k<oo und existiere
Toz=gim ¥T, dann ist T, eine p’-optimale Stopzeit beziiglich *X.

Beweis. 1. Behauptung: T, ist eine Stopzeit.

In der Tat: (a) Offenbar ist T, ecine Abbildung von @ nach {1, ..., c«c}.

(b) Esist *T<*T* und *T* < °T*, also *T < * T* fiir alle k< o0, was T, < T*
und, da ®T* eine Stopzeit ist, B(T,=00)<P(*T*=00)=0 fiir alle v=1,...,n
nach sich zieht.

(c) Da {1,..., oo} keinen endlichen Hiufungspunkt besitzt, gilt fiir alle t< oo
die Bezichung klim *T(w)<t genau dann, wenn *T(w) <1 fiir alle k21 bei passen-

¢ e, bedeutet den v-ten Grundvektor.
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dem l=1I(w)< oo ist. Daraus folgt

{o: Tyw)stt=) N{o:*T(w)<}e, firalle t<oo.

121 k21
Aus (a) bis (¢) ergibt sich die Behauptung.
2. Behauptung: T ist optimal.

In der Tat: (a) Wie in 1(c) finden wir: Fiir alle we Q2 mit T, (w)=t bei t < oo gilt
*T(w)=t fiir k=1(cw) bei passendem /(w) und somit v(w, Ty(w))=v(w, ) =v(w,*T(w))
fiir alle k21(w), also schlieBlich v(w, T,(w))= klim v(w, *T(w)). Das liefert wegen

P(T,=oc0)=0fiir alle v=1, ..., n die Beziechung

I}im v(w, *T(w)=v(w, Ty(w)) PB-fastiiberall, v=1,...,n.

(b) Wir diirfen fiir jede p’-Ecke *r von *R ansetzen
“p=pr =[p (e, " T()ef(w, T(®)- dP(w)
Q
=p [ v(w, *T(w))edP (o).
Q2
Hierin konnen wir die v-te Komponente des Integranden im letzten Ausdruck
wegen v(w, t)eS(w, 1)=c(t)+ Q{w, t) folgendermaBen abschitzen:
¢, v(w, "T(w)2gle,; S(w, *T(@) =€, c(*T(w))+h(e,; , *T(w)
zinfh(e,; w,1),

t
wobei die letzte Ungleichung zufolge ¢(£)=0 und h(e,; w, )=g(e,; Q(w, 1)) richtig
ist. Die Komponenten des Integranden sind also durch eine integrable Funktion
nach unten beschrinkt, und wir diirfen das Lemma von Fatou anwenden (vgl. [2],

S.131). Man findet zusammen mit dem Hilfssatz, da auch die Gewichtung mit den
positiven Komponenten von p keine Rolle spielt:

(*) =p=lim*o2p [ v(0, Ty (@))-dP(o).
— 00 0
Dabei ist v(w, T, (w)) die Schadensfunktion eines Tests aus T, so dal umgekehrt

(%) ©p< p’g v(w, Ty(w))odP(w)

zutrifft. Aus (*) und (+#) folgt jedoch die p’-Optimalitdt von T, (w) beziiglich ¥,
was zu zeigen war.

Korollar 1. T*:=%im *T, und T*:=k1im kT* sind p'-optimale Stopzeiten beziig-
lich T. -® -

Beweis. "T* und *T* stellen monotone Folgen dar, deren Limiten demnach
existieren; der Rest folgt aus dem Satz.

Korollar 2. T, =*T, P-fast iiberall.

Beweis. Nach Korollar 1 ist T, optimal beziiglich T, was T, = “ T, P-fast nach
sich zieht. Umgekehrt folgt aus *T, < *T, fiir alle k<co auch T, < *T,, was alles
beweist.



260 V. Mammitzsch und H.-W. Fuchs

Dagegen ist die analoge Bezichung T* =°T* nicht allgemein richtig, wovon
wir uns durch ein Gegenbeispiel liberzeugen.

Beispiel 1. Seien Q={1,2,...}, &, der von den Mengen {1},...,{t—1} und
{t,t+1, ...} erzeugte o-Korper fiir t<oo sowie &, =§ die Potenzmenge von £,
ferner sei n=2 gewdhlt und F, =P, =P definiert durch P({w})=2"° fiir alle we Q.
Als Schadensbereiche nehmen wir

S@0=c()+Q@.0 mit c)=() und Q. H=lgw. 0},
wobel fiir alle weQ:

. 1

_ 2

(—t“) falls =t—1
—t+1

glw, t)= t=2,3,....

(0) sonst
0

Wir priifen nun nach, daB unsere Voraussetzung erfiillt ist.
(1) gilt offensichtlich, weil V(w, t)=0 (w, t) einpunktige Mengen sind.
Dy

1)

(2) ergibt sich so: h(p; w, t) bestimmt sich bei p= ( ) fiir alle weQR zu

hip; o, 1)=3(p; —p,)

+p)(—t+1) fir t—1=0
h(p;w,t)={(p1 P W IO s,

Wegen {t— 1} e, ist h(p; w, 1) fiir festes p also &,-meBbar fiir alle t < c0. AuBerdem

ist infh(e; w, f)=infhie,; o, 1)=—w wegen 0= — ) w27°> —oo eigentlich
t t w=1

integrabel beziiglich B, und P,, wihrend
irtlfh(—elg w,t)=—3% und infh(—e,; w,1)=0
t
offensichtlich B- bzw. B-integrabel sind.

(3) ist trivialerweise giiltig.

Wir wihlen nun speziell p’ = (3, %). Das zugehérige v(w, t) ist gleich c(t) +g(w, t),
so daB fiir alle we Q gilt

Polw, )= 1
falls t—1=
p’v(w, t):{l alls t (,O; t=2,3,....
t falls t—1l+$w

Das bedeutet: p’ v(w, t)= 1 mit ,,=“ genau dann, wenn entweder t=1odert=1+w
ist. Das Bayesrisiko [ p'v(w, T(w))- dP der einzig m6glichen Tests (T(w), v(w, T(w)))
2
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aus T nimmt deshalb genau dann ein Minimum an, wenn
Tw)=1 oder Tw)=w+1>1 firalle weQ

gilt. Zufolge der MeBbarkeitsbedingung fiir Stopzeiten muB insbesondere
{T(w)=1}eF, ={0, Q) sein; es ist also entweder T(w)=1 fiir alle weQ oder
T(w)> 1 fiir alle we Q. Als p’-optimale Stopzeiten kommen deshalb nur in Betracht

entweder T,(w)=1
oder T(w)=w-+1 fiir alle weQ.

Hierbei ist T, (w) eine Stopzeit zu Tests aus *T fiir alle k< co, withrend T, (w) ver-
moge der Bedingung {T, (w)=t}={w: o=t—1}e§, fiirallet=1,2, ... zwar Stop-
zeit zu Tests aus I, nicht aber zu Tests aus *IT mit k< co ist. Damit haben wir

T (0)=*T*(w)=1 fiir alle k<o,
T (0)=1<*T*(@)=w+1;

also *T*(w)+> ® T*(w) bei k — oo, wie behauptet.
Wir haben das Beispiel etwas komplizierter gewihlt, als es fiir die Zwecke dieses

Abschnitts nétig gewesen wire, vgl. [1], um es spiter nochmals benutzen zu
konnen.

B. A-optimale Losungen. Sei nun A>0 eine beliebige m x n-Matrix mit m> 1.
In diesem Fall ldft sich weder die Konvergenzaussage unseres Satzes noch die etwas
schwichere von Korollar 1 aufrechterhalten.

Beispiel 2. Wir wihlen Q, §,, & und P =P, sowie die S(w, t) wie im Beispiel 1,
wofiir die Voraussetzung zutrifft. Ferner setzen wir

a ,
A:( }) mit a=(1) und =0, 1).
T\,
Da A-optimale Stopzeiten insbesondere a}-optimal sein miissen, finden wir sofort
aus Beispiel 1

*T,=T,=1 firalle k<oc und T*:=I}£rng*zl.

Fir *T, kommen zunichst T; und T,:=w+1 in Betracht. Nun sind aber die
Risikovektoren r, bzw. r, der zu T, bzw. T, gehorigen Tests gleich

3
n=fv(o, 1)°d13=(f> bzw. r,= jv(w,w-}-l)odpz(i).
Q o

2

Dies ergibt a7, =7 und d,r,=3, so daB T, als A-optimale Stopzeit ausscheidet
und “T, =w+1> T, gilt. T, ist nicht A-optimal.

Man erkennt weiter, daB », die A-Ecke von *R fiir alle k< oo ist, wihrend
r,*r die A-Ecke von ¥R ist. Wir sehen daraus, daB wir den beziiglich *% A-
optimalen Risikovektor “r nicht allgemein als Limes der beziiglich *¥ 4-optimalen
Risikovektoren *r erhalten. Es gibt aber eine andere Bestimmungsméglichkeit.
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Bemerkung. Die m x n-Matrix A mit den Zeilen 4, ...,d,, habe den Rang n,
dann berechnet sich die v-te Komponente *r, des Risikovektors der A-optimalen
Tests beziiglich ¥ nach folgendem Rekursionsschema:

0Or\z=gm(ev)’ (V=1,..‘,1’l),
wobei
go(p)==klimg(p;"§R) fiir p>0
und
gi(p):=llim(gi—l(p+lai)_lgi_1(ai)) fiir alle peR",

(i=1, ..., m). Hierbei bedeutet g(.; X) die Stiitzfunktion der Menge X < R".

Beweis. (a) Aus dem Hilfssatz und der Definition der Stiitzfunktion ergibt sich
bei p>0 sofort g(p; iR)=klim g(p; *R).

(b) Man erhilt die A-Ecke von R, indem man die a,-Randmenge K, der abge-
schlossenen konvexen Hiille von R und dann sukzessive die a-Randmengen K,
von K; _, bildet (zur Definition der Randmenge s. [3]); K,, besteht dann gerade aus
der A-Ecke von R.

(c) Aus (a) und (b) folgt mittels (2.9) aus [3] die Behauptung.

Die Stiitzfunktion von *R LiBt sich bei k< oo konstruktiv gewinnen; unsere
Bemerkung liefert deshalb ein Konstruktionsverfahren fiir den Risikovektor der
A-optimalen Tests beziiglich .
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