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Marche al6atoire sur le groupe libre 
et fronti6re de Martin 

Yves Derriennic 

I. Introduction 

La d6termination de la fronti6re de Martin et par cons6quent de l'espace des 
fonctions harmoniques positives pour une marche al6atoire sur le groupe libre 
non ab61ien ~t un nombre fini de g6n6rateurs est un probl6me qui a d6ja 6t6 envisag6 
par diff6rents auteurs. Une solution compl6te a 6t6 donnde darts le cas off le 
support de la mesure de probabilit6 d6finissant la marche al6atoire est constitu6 
des g6ndrateurs du groupe et de leurs inverses (voir [-7, 8, 13] et aussi [-4] off un 
probl6me analogue pour les arbres est r6solu sous une hypoth6se du m~me type). 
Dans le pr6sent travail une solution est donn6e ~t ce probl6me pour la classe plus 
large des marches al6atoires irr6ductibles, c'est-~t-dire pouvant atteindre tousles 
616ments du groupe /t partir de Fun d'entre eux, et d6finies par des mesures de 
probabilit6 ~ support fini. I1 est remarquable que sous ces hypoth6ses plus g6n6- 
rales le r6sultat reste essentiellement le marne que darts le cas envisag6 par les 
auteurs pr6c6dents: la fronti6re de Martin est encore l'espace des ~<bouts)) ou 
<~mots r6duits infinis)~, compactification naturelle du groupe libre; en particulier 
elle ne d6pend pas de la mesure de probabilit6 d6finissant la marche al6atoire. 

Dans les travaux sur la fronti6re de Martin des processus de Markov ~t temps 
discret, plusieurs points de vue et plusieurs d6finitions de la fronti6re etle-m6me 
sont adopt6s concurrement (pour les cas des marches al6atoires voir [2] qui donne 
une bibliographie compl6te). Ici le point de rue adopt6 est celui expos6 darts [-11]; 
la fronti6re de Martin est un espace compact obtenu en compl6tant l'espace des 
6tats de fagon ~t pouvoir prolonger par continuit6 le ~noyau de Martin>> ou 
<<fonction de Green normalis6e>>. La description du c6ne des fonctions harmo- 
niques positives r6sulte de la construction de la fronti6re. Mais, comme on le 
constate ~t posteriori, les diff6rents points de vue s'accordent dans la situation 
envisag6e ici, car tousles points de la fronti6re obtenue sent extrdmaux, c'est-~t-dire 
que chacun repr6sente une gdn6ratrice extr6male du c6ne convexe des fonctions 
harmoniques positives. Pratiquement tout se ram6ne /t la d6termination des 
~< directions)~ dans le groupe suivant lesquelles le noyau de Martin converge. La 
d6monstration repose sur un argument g6om6trique classique qui a 6t6 utilis6, 
par exemple dans [-3], pour prouver le th6or6me de Perron-Frobenius relatif aux 
matrices positives. 

Le w II contient les notations et des rappels sur la fronti6re de Martin et les 
marches al6atoires. Le w III ddcrit la structure particuli6re des marches al6atoires 
sur le groupe libre. Le w IV contient les r6sultats fondamentaux: la construction 
de la fronti6re de Martin et ses principales propri6t6s. Le w V donne des r6sultats, 
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du type <~ th6or6me de Fatou >>, sur le comportement des fonctions harmoniques ~t 
la fronti+re. Enfm le w VI indique les relations existant entre les harmoniques 
extr6males et l'unique mesure invariante sur la fronti6re. 

II. Notations. R~sultats pr~liminaires 

Soit G le groupe libre dont les g6n6rateurs sont al, ..., a, avec n >__ 2. L'inverse 
de at est not6 a_ ~(i = 1, ..., n). L'616ment neutre est not6 e. 

Les 616ments de G sont repr6sent6s par les << mots >> 

x=ail  . . .% ,  i t s { + l , . . . ,  i n } ,  (1=1, . . . ,  k) 

r6duits, c'est-/t-dire tels que iz+iz+14:0 pour tout l = l  . . . . .  (k -1) .  Tousles  mots 
qui apparaltront darts la suite seront suppos6s r6duits. La longueur d'un 616ment 
x de G est le nombre de symboles at apparaissant dans son 6criture r6duite; on 
la note Ixl; on pose lel=0. II est clair qu'en posant 

d(x, y ) = lx - l  yl (x, y~G) 

on d6finit sur G une distance invariante par translations ~t gauche, c'est-~t-dire 
v6rifiant d(x,y)=d(zx,  zy). Comme dans 1-4] on appelle g6od6sique de x /t y 
(x, ye  G) la suite Zo,..., zt d'616ments distincts de G satisfaisant 

Zo=X, zl=y, d(zi, zi+l)= 1 pour i=0,  ..., ( l -  1). 

I1 est clair que le nombre I satisfait l=d(x, y). Par exemple, la g6od6sique de e 
b~ x = % . . .  a h e s t  la suite Zo, ..., z t off z k = a h ... at,,. 

Soit # une mesure de probabilit6 sur G. La marche al6atoire droite sur G 
d6finie par # est la chaine de Markov canonique (Xj)j dont l'espace des 6tats 
est Ge t  dont la matrice de transition est 

Q(x, y)=~(x -~y) (x, y~G). 
Une fonction f de G/t valeurs r6elles est dite harmonique (resp. surharmonique) 

si ~ f ( x  y) la(y)=f(x) (resp < ) 
y~G 

pour tout x~G. 
La matrice potentiel N est d6finie par 

N(x, y )=  ~, Qi(x, y)=  ~ p*i(x- ly)  
i = 0  i = 0  

off p . i  d6signe la i-6me puissance de convolution de #. 

On note u(x, y) la probabilit6 pour que la marche al6atoire issue de x (i.e. dont 
la loi initiale est la mesure de Dirac en x) atteigne y/ t  un instant quelconque > 0. 
Les relations suivantes sont alors classiques: 

u(x, y)=u(e, x -1 y), 

N(x, y)=u(x, y) N(y, y)=u(e, x -1 y) N(e, e), 

u(x, y)>__u(x, z)u(z, y). 
Le th6or6me suivant, qui est une consequence imm6diate du r6sultat d6montr6 

dans 1-6], sert de point de d6part/t  l'6tude qui suit. 
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Th6or6me 1. La marche al~atoire d~finie par # sur G est transitoire. De plus la 
familte (N(e, y))y~ est de carrd sommable ce qui implique: 

lim N(e, y)=  lira u(e, y)--0. 
[Yl ~ 00 [Yl ~ 0 ~ 

Un corollaire simple de ce th6or6me est que u (e, z) = 1 implique z = e. En effet, on a 
u(e, zi)>(u(e, z)) i et i Iz ] ~ oo si z 4= e, donc lim u(e, z i) = 0 implique u (e, z) = 1. 

i~oo  

Pour x sG et V c G  on note aV(v) la probabilit6 pour que la premi&e visite 
v le vecteur /t V de la marche al6atoire issue de x ait lieu en ve V. On note e~ 

(a~(v))wv,V �9 c~v est donc la distribution de probabilit6 de la premiere visite/t V de 
la marche al6atoire issue de x. Ce vecteur v6rifie 0 < ~ ev(v) < 1. 

v ~ g  

Pour Ve t  W c G  on note Av w la matrice dont les lignes sont index6es par V, 
les colonnes par W, les lignes &ant form6es des vecteurs ~v w, ve V, d6finis ci-dessus; 

W W Av 

Les matrices de ce type sont sous-stochastiques (i.e. la somme des termes 
d'une marne ligne est < 1). 

Pour y~G, V c G  on note aussi @ le vecteur, index6 par V, (u(v, Y))~v- 

Hypoth~se 1. DOsormais on supposera que la marche aldatoire ddfinie par # sur 
G est irrOductible, c'est-d-dire que 

u(x, y)>O pour tout x, y6G. 

Cette hypothbse permet de d6finir le noyau de Martin de la marche al6atoire 
issue de e: 

N (x, y) 
K (x, y) = - -  (x, y ~ G). 

N (e, y) 
On a 6videmment 

u(x, y) 
K(x,  y) = 

u(e, y) 

La relation u(e ,y)>u(e ,x)u(x ,y)  implique que K(x ,y )  est born6 en y par 
1 

D'autre part, pour y fix6, K(x, y) est une fonction de x surharmonique, 
u(e, x)" 

harmonique sur le compl6mentaire de {y}. 
La compactifi6 de Martin de G (relatif fi la marche al6atoire d6finie par #, 

issue de e) est un espace compact m6trisable G contenant G, satisfaisant les con- 
ditions suivantes: 

1. G est ouvert dans G; la restriction de la topologie de G/t G est la topologie 
discr6te, 

2. pour tout x e G  la fonction K(x, . )  se prolonge par continuit6 h G; ces 
fonctions prolong6es s6parent les points de G. 

La fronti6re de Martin est l'espace M =  G - G ,  Ces deux espaces G e t  M sont 
d6finis de faqon unique/ t  un isomorphisme pr6s. On note encore K(x, s), xEG, 
sEG le prolongement/ t  G x ~ du noyau de Martin. 
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Un point s~M  est dit extr6mal si la fonction K(.,  s) est harmonique et extr6male 
dans le convexe compact des harmoniques positives h telles que h(e) < 1. L'ensemble 
des points extr6maux forme un ensemble bor61ien E de M. Pour route harmonique 
positive h il existe sur M une mesure positive 2 h unique satisfaisant 

h(x)= ~K(x,s)2h(ds) pour tout x ~G 
M 

et 2 h ( M -  E) = 0. 

Enfin, il existe une variable al6atoire Xoo ~t valeurs dans M telle que, presque 
surement, les trajectoires co de la marche al6atoire issue de e satisfont 

! i m  Xj((D): Xoe (co) 
j~oo 

(la limite 6tant entendue au sens de la topologie de G). 

Pour les d6monstrations on renvoit fi [14] pour les r6sultats relatifs aux 
marches al6atoires et/~ Ill-1 pour les r6sultats relatifs/~ la fronti&e de Martin. 

III. Structure des marches al~atoires ~ support fini 

En plus de l'hypoth6se 1 on utilisera aussi: 

Hypoth~se 2. D~sormais on supposera que le support de pes t  fini. On note alors 
r (#)=sup {Iz[; z e G  et #(z)>0}. 

Le cas trait6 dans [7] (voir aussi [8, 13] et [4]) est le cas r(#)= 1. 

D6finition 1. On dit qu'un ensemble Vest  interm6diaire entre x et ye  G satis- 
faisant d(x, y)>=r(#)+ 1, s'il existe deux points z et z' de la g6od6sique de x / t  y, 
diff&ents de x et y, satisfaisant d(z, z')= r (# ) -1 ,  et tels que V soit l'intersection 
des deux boules centr6es en z et z' de rayon r ( p ) -  1. (Autrement dit Vest le plus 
grand ensemble de diam6tre r ( p ) -  1 contenant z et z'.) 

Dans le cas r(p)= 1 les ensembles interm6diaires entre x et y sont form6s des 
points de la g6od6sique de x ~t y. Le nora d'ensemble interm6diaire est justifi6 par 
le r6sultat suivant. 

Lemme 1. Soient x, y e G  admettant un ensemble interm~diaire V La marche 
alOatoire issue de x ne peut atteindre y avec une probabilitO positive qu'aprOs au 
moins une visite gt V. 

DOmonstration. Presque surement les trajectoires co de la marche al6atoire 
issue de x satisfont d(Xj(co), Xj+I (co))_< r(#). Si co est une telle trajectoire atteignant 
y fi l'instant l, on peut consid6rer le plus petit entier k tel que z a soit un point de 
la g6od6sique de x it Xk(CO), Off Z 1 est le point de la g6od6sique de x fi y v&ifiant 

d(zl, y)=< d(zl, x) 
et 

r(~)- 1 
d(zl, VC)= infd(zl, v)> 

,r 2 
Comme d(Xk_l(co), Xk(co))<=r(#), un raisonnement 616mentaire montre alors 

que soit Xk(co)e V, soit Xk_~(co)e V Le lemme est d6montr6 car k <  l. 
Une cons6quence immediate de ce lemme et de la propri6t6 forte de Markov 

est que: u(x, y)=  Z c~v(v) u(v, y)= (c~ v, u~) 
pEV 
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en notant ( , ) le produit scalaire de deux vecteurs. (Voir les notations introduites 
au w Plus g6n6ralement supposons que V 1 ... Vk soient k ensembles inter- 
m6diaires disjoints entre x et y, plac6s dans l 'ordre naturel de la gdod6sique de 
x ~t y, c'est-~t-dire satisfaisant d(x, V~+l)>d(x, V 3 et d(V~, V/+,)= 1. Alors V/+, est 
interm6diaire entre chaque point de V~ et y. En posant  

A I - A  v~+~ i=1 ,  ( k - l )  
- -  V i  " ' "  , 

on a la formule g4n4rale: 

U(X; y ) = ( 0 f  1, A 1 A2... Ak_ 1 u~k ). 

Dans le cas r(#)= 1 cette formule se rdduit/t  

u(x, y)=u(x, vl) u(v~, vg ... u(v,~ ~, v~) u(vk, y) 

off v~, ..., v k sont des points consdcutifs de la gbodbsique de x ~ y. 

Bien que le nombre  d'ensembles intermhdiaires disjoints entre x et y e t  donc 
aussi le nombre  de matrices apparaissant dans cette formule, augmente quand 
d(x, y) augmente, le nombre  total de matrices diffdrentes/l intervenir est fini, car 

V : . zV  a~ = ~ pour z6 G, V ~  G; ce nombre  est plus petit que celui des mots de longueur 
2 r (# ) -1 .  De plus les ensembles interm6diaires ayant tous le m6me nombre  
d'616ments ces matrices sont toutes carr6es de m~me dimension. 

Les consid6rations pr6c6dentes sont r6sum6es par le r6sultat suivant: 

Lemme 2. II existe p matrices carrdes de mYme dimension, A~ . . . . .  Ap sous- 
stochastiques, attach~es gt la  marche aldatoire d~finie par kt, pour lesquelles la 
propri~t~ suivante est vraie: quels que soient x, y e G ,  si V 1, . . . ,  Vk sont des ensembles 
intermddiaires disjoints entre x et y tels que 

d(V~, V~+1)=1 et d(x, V~+,)>d(x, V 3 ( i= l, . . . ,  (k-1)) ,  

il existe ( k - 1 )  entiers j l ,  . . . ,  Jk-1 compris entre 1 et p ne d@endant que de la suite 
V 1 . . . . .  V k tels que 

u(x, y)= (~x', A~I ..., A~_~ u~) .  

Ceci permet de pr6ciser un peu la vitesse de convergence vers 0 du potentiel 
assur6e par le thdoreme 1. 

Proposition 1. Il existe une constante c satisfaisant 0 < c < 1 et u(e, y )<  c lyl (y@ a). 

D~monstration. D'apr6s l'6tude pr6c6dente u(e, y) peut se mettre sous la forme: 

u(e, y )=  v~ . 

les matrices A jl . . . . .  Ajk_i appartenant  fi la famille d6crite dans le lemme 2. Or 
pour toute suite d'entiers J l , . - . , Jk  compris entre 1 et P la matrice Aj~ ... Ajk a 
pour vecteurs lignes des vecteurs du type c~ v off Vest  un ensemble du type (~ inter- 
m6diaire)) et off d(x, V ) > ( k - 1 ) r ( # ) + l .  Comme lira u(e ,y )=O et comme le 

nombre  d'616ments d'un ensemble interm6diaire est fini et fix6, il existe k tel que 
la somme des termes de chaque ligne de la matrice A jl ... Aj~ soit strictement 
inf6rieur/t 1. Le nombre  des matrices Aj donn6es par le lemme pr6c6dent 6tant 
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fini, il existe un entier l et une constante d <  1 tels que dans tout produit de l 
matrices A i la somme des termes de chaque ligne soit inf6rieure ~t d. En utilisant 

v, et u~k sont inf6rieure a 1, on le fait que toutes les composantes des vecteurs c~e 
obtient alors 

od It] d6signe la partie enti6re du r6el t. Comme k peut-~tre choisi satisfaisant 

[ l y l - 1  ] on k = I r ~ J  obtient: 

\ \ lr(#) 

ce qui donne le r6sultat annonc6 en prenant c satisfaisant 

) c>exp  ~ T , ,  Logd  et c>u(e,y)  (~/lyD 

pour tofit y tel que 

exp((ly[-(r(#)+l)lr(#) 1 ) L o g d )  >1. 

Dans la suite la forme de ces matrices Aj interviendra de faqon essentielle; 
en particulier le nombre e t la  disposition des termes nuls. Aussi la fin de ce para- 
graphe est-elle consacr6e ~t un r6sultat b, ce sujet. 

Lemme 3. Soient V et W deux ensembles contenus dans deux boules disjointes. 
Si le support de # contient tous les gOn~rateurs a t . . .  a, ainsi que leurs inverses 
a_l ... a , les distributions d'entrOe dans W gt partir des points de V satisfont: 

~W(w) = 0.r cgW(w) = 0 x, y E V  wEW. 

En particulier si le support de # est la boule de rayon r(#) eentrOe en eet  si le diamOtre 
de W est infdrieur ou dgal gt r ~ ) -  1 on a eW(w)>0 pour tout xE V e t  wE W. 

DOmonstration. Si le support de # contient les g6n6rateurs et leurs inverses, 
si d(z, z')=k, la marche al6atoire issue de z admet un ensemble non n6gligeable 
de trajectoires o) telles que (Xo(cO), Xl(c0), ..., Xk(CO)) soit la g6od6sique de z/~ z'. 
Etant donn6s x, yE Vla g6od6sique de y ~t x ne passe pas par W car Vet  W sont 
contenus dans deux boules disjointes. La propri6t6 forte de Markov donne alors 

~W(w) => ~ [Xo = Zo, ..., xk = zk] ~W(w) 

oh (Zo,..., Zk) est la g6odhsique de y a x et o6 Py d6signe la loi de probabilit6 de la 
marche al4atoire issue de y. Les points y e t  x jouant des r61es symhtriques la 
premiere partie du lemme est d4montr6e. 

Pour d4montrer la seconde partie consid6rons XoE V et WoE W tels que 
d(xo, Wo)=d(V, W)= I. Soit (Xo, zx, ..., zz_ ~ , Wo) la g6od6sique de x o/t Wo. Puisque 
le diamhtre de West plus petit que r (#) -  1 et que # charge tousles 616ments de G 
de longueur plus petite que r(#), il existe une probabilit6 positive pour que la 
marche al6atoire issue de zz_ a atteigne un point quelconque de W au premier 
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instant; donc ~w_~(w)>0 pour tout we W. La g6od6sique de Xo/t zz_l ne passant 
pas par W il y a une probabilit6 positive pour que la marche al~atoire issue de x o 
atteigne zl_l avant de visiter W, comme on l'a vu plus haut. Donc eW(w)>0 
pour tout we I41. D'apr~s la premiere partie du temme on en d6duit. 

c~W(w)>0 pour tout xe  V e t  tout we W. 

Corollairc 1. Si le support de iz contient les g~n~rateurs et leurs inverses, dans 
chacune des matrices Aj (j= 1, ..., p) introduites dans le lemme 2, les z~ros sont 
disposes en colonne. 

IV. Construction de la fronti~re de Martin 

Ce paragraphe commence par un lemme <<g6om6trique>> qui jouera un r61e 
essentiel dans la suite. Ce lemme, qui constitue une version g~n6ralis6e du th6or~me 
de Perron-Frobenius, est d~riv6 d'un r6sultat de [31, qui utilise la notion de distance 
projective. Rappelons rapidement ce dont il s'agit. 

Dans l'espace euclidien IR k, soit C le cSne convexe d~fini par l 'hyperquadrant 
contenant les k-uples dont tous les termes sont strictement positifs. Etant donn6s 
f ,  ge C dont les directions sont diff~rentes, on peut consid6rer les droites D et D' 
qui sont les intersections du plan engendr6 p a r f e t  g avec la fronti~re du c6ne C. 
On pose alors 

Ok(f g)= ILog ~ g, D, D']I 

off [f, g, D, D'] d6signe le birapport des quatre directions f ,  g, D, D'; Ok d6finit 
une distance sur l'espace des droites du c6ne C, appel6e distance projective hyper- 
bolique (voir [3] et les r6f6rences qui y sont donn6es). 

Pour plus de clart6 on consid6rera Ok comme une distance sur C 1 = C c~ S 
off S est la sph6re unit6 de IRk pour la norme euclidienne. La topologie induite 
par Ok sur C 1 est identique fi la topologie initiale. 

Lemma 4. Soient M1, ..., M,, t matrices carrdes non nulles d'ordre k d termes 
positifs ou nuls. On suppose que dans chacune de ces matrices les termes nuls sont 
disposes en colonne (i.e. les termes d'une mdme colonne sont soit tous nuls soit 
tous strictement positifs). QueIle que soit la suite (iz)z=l .... d'entiers compris entre 1 
et t, si fz= Mh Mi~ ... MiS,  la suite des vecteurs normalisds f~/I]/~ll converge vers un 
vecteurs foe C 1 uniform~ment en f e  C. 

Dkmonstration. Une matrice Mi du type d6crit ci-dessus projette C sur un 
c6ne C' contenu dans C. L'ensemble C~ = C'c~ S est relativement compact dans 
C~ et son diam6tre Ai relativement/~ la distance Ok est fini. 

Soit T~ l'application de C 1 dans lui-m6me d6finie par 

T~f = M i f  /ll M, fll . 

On a alors d'apr~s le lemme 1 de [3] 

Ok(Tif, Tig)<=~SiOk(f,g) pour tout f, g e C  1 

off c~i = th (�88 A i). Ceci entraine 

diam~tre0, (Th... T~, (C~)) < (i sup. tr diam~tre0~ (T h (C,)). 
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D'au t re  par t  T/, (Ct) ~ C 1 implique 

~1 .-. T ~ , ( G ) c  T~ .-. ~ , _ I ( G ) .  

La suite T h ... Th(C 0 est donc  une suite d&roissan te  d 'ensembles  re la t ivement  
compacts  dont les diam&res tendent vers 0 car sup 3i < 1. Ceci entraine l'existence 
d'un point  fo ~ C1 tel que i= 1... t 

Th... Ts = {fo} 
1 

ce qui prouve  que la suitefl/llf~ll d6finie dans l '6nonc6 converge vers fo uni form& 
ment  e n f e  C. 

Remarque. En g6n6ral le point  limite fo d6pend de la suite (il) cons id&&. 
Dans  le cas o6 toute  les matr ices sont identiques ce lemme redonne  le th6orhme 
classique de Per ron-Frobenius .  

La construct ion de la fronti4re de Mar t in  utilise les quelques d6finitions sui- 
vantes. 

D4finition 2. Un mot  r6duit infini s = a~ ... % . . .  est d6fini par  une suite (il)~=1 .... 
d 'entiers non nuls compris  entre - n  et + n tels que 

il + iz+ t 4 = 0 pou r  tout  I. 

On appelle g6od4sique de e ~t s la suite naturelle sk = ai, ... a~.  
Etant  donn6es deux mots  r6duits, finis ou infinis, So et st on appelle confluent 

de so et st le plus long mot  r6duit (i.e. 616ment de G) c o m m u n  aux g6od&iques 
de e/ t  so et de e/ t  s~. 

Au t rement  dit si S o = a h . . .  % . . .  et s t = a ; , . . .  a ; , . . . ,  le confluent de s o et s 1 
est le plus long mot  r6duit s 2 =am,.. .  am~ tel que 

mz = iz =Jl pou r  l =  1, . . . ,  k. 

Si So et s t sont dans G leur confluent est un point  de la g6od&ique de Fun/t  l 'autre. 
Ddfinition 3. Le compactif i4 naturel  de G est l 'espace G voM off M d&igne 

l 'espace des roots r6duits infinis, muni  de la topologie  caract4r is& par  la pro-  
pri6t6: une suite (s~)z=l .... dans G u M  converge vers s e G u M  si s~=s cons tam-  
ment/~ par t i r  d 'un certain rang ou bien si la longueur  du confluent de s~ et s tend 
vers l'infini avec I. 

Cet espace topologique  G to M poss6de les p rop r i&& suivantes:  

G vo M est m6trisable et compact .  

Chaque  point  de G est ouvert  et G est dense dans G vo M. 

La restriction ~t M de la topologie  est la topologie  produi t  canonique,  M 
&ant  une part ie  de {_+ 1, . . . ,  _+ n} N. 

Th6or6me 2. La compactifid de Martin de G (relatif d la marche al~atoire 
d~finie par # issue de e) est le compactifi~ naturel de G. La fronti&e de Martin est 
l'espace M des roots rdduits infinis. Le noyau de Martin se prolonged G x G to M 
et sera encore not~ K. 

D ' a p r &  les p rop r i&& du compactifi6 de Mar t in  rappel6es au w II ce th6or6me 
admet  la formula t ion  6quivalente suivante:  
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Pour une suite (Yl)l de G les conditions suivantes sont dquivalentes: 

i) la suite (Yl)z converge dans respace G w M, compactifiO naturel de G. 

ii) La suite de fonctions (K (., y~))~ converge simplement sur G (i.e. lalim K (x, y~) 
existe pour tout x ~ G). ~ ~ 

Ddmonstration. On va c o m m e n c e r  par  p rouver  i) ~ ii). Dans  un premier  temps 
on 6tudie le cas off le suppor t  de la mesure  contient  les g6n6rateurs et leurs inverses. 

Soient s e M ,  xE G, z le confluent de s e t  x. Soit (Y~)z une suite de G convergeant  
vers s dans G u M. Si zt est le confluent de Yz et s, on a Iz~l ~ + or. Soit alors 

~o(/) le plus grand entier tel que Izz] >lzl +(~0(/)+ 1 ) r (# )+  1 (d6fini pour  l assez 
grand seulement). Les gdod6siques de x ~t y~ et de e h yg passent  par  z et zt; c o m m e  
il y a q)(l)+ 1 ensembles interm6diaires disjoints V~, . . . ,  V,(o+ 1 entre z et z~, satis- 
faisant 

d(z, V1)= 1, 

d(Vz+l, Vi)= 1 pou r  i =  1, . . . ,  ~o(/), 

on peut  6crire d 'apr6s le l emme 2 

et 

V~ A . A UY~ \ U(X, yl)=\~x' J l " "  "clJq, u ) V e p ( l )  + 1 / 

u(e, y l )=  v ~ .  u"  \ (O~el , Aj~ ... l,j(o( o ve(z)+l/ 

off Jl,  ...,J~o(0 sont des entiers compris  entre 1 et p. C o m m e  q ~ ( l ) ~  + oe on a 
ainsi construi t  une suite infinie (J,,)m=l ... d 'entiers compris  entre 1 et p ne d6pen- 
dant  que de se t  z. Les hypoth6ses du lemme 4 6tant satisfaites d 'apr6s le corollaire 1, 
les vecteurs A jl . . .  A , ,Y '  convergent  en direction vers un vecteur f dont  
toutes les coordonn6es  sont s t r ic tement  positives. 

Donc  la suite K(x,  y,) est convergente  car  

_ ( a ~  , f )  lira K(x,  Yt)= lim u(x, Yz) v~ 
l u(e, Yl) ( ~ f ) '  

ce qui 6tait le but recherch6. On peut  observer  que cette limite est s tr ictement 
positive. 

El iminons main tenan t  la restriction faite sur le suppor t  de la mesure  #. 
D 'apr6s  l 'hypoth6se 1 d'irrdductibilit6 il existe dans tous les cas un entier m tel 

1 
v , ,  ,,*i charge les g6n6rateurs et leurs inverses. Soit v =  m + l  ~ i ~ o # * i ;  que ~ i=  o 

v est une mesure  de probabil i t6  sur G v6rifiant la restriction faite au d6but de la 
ddmonstra t ion.  Soient Qv la matr ice  de transi t ion associ6e fi v, N~ son potentiel,  
Kv le noyau  de Mart in .  Si I est la matr ice  identit6 

(o 1 t 
( I  - Q ~ )  = ( I  - Q )  a i Qi  o f f  a i - 

, i = o  / m + l  
d'ofl 

( i_Qk+l )  Qi iQ = ( i _ Q t + l )  k . 
i \ i = 0  i 
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I1 est clair que lim c~k+ltVz " ~ - 0 "  d'autre part le th6or6me 1 implique que 
�9 k ~ o o ' ~  ~ , / , i = 0 ' ~ v / - -  , 

les families (N~(x, z))~G et (N(z, Y))~G sont de carr6s sommables, donc que la 
famille (N~ (x, z) N(z, Y))z~a est sommable et donc que lira Ql+ 1 N = 0. Ceci prouve 

I~oo  

a i i N = N "  Nv i = ai 
\ i = 0  \ i = 0  

Soit alors L l e  support de la mesure fl = ~m__-o~ ai It* i, qui est contenu dans la boule 
de rayon r(It) m-1 centr6e ene. On a 

N(x, y) = 2 fl (x z) N~ (z, y) 
z ~ L  

et 
K (x, y) = [ Z fl(z) K~(x z, y ) / 2  fl(z) K v(z, y)]. 

z ~ L  z ~ L  

En appliquant la premi6re partie de la d6monstration g v on voit alors que 
(K(x, Yl))z converge si (Yl)I est une suite de G convergeant vers un point de M. 

D6montrons maintenant que ii)=~ i). Supposons que la suite (Yz)l ne converge 
pas dans G w M. Elle admet alors deux points d'accumulation distincts. Si ces 
deux points sont x, x ' e  G, les suites K (x, Yl) et K(x', y~) ne peuvent converger que si 

K(x, x)=  1 K(x, x ' )=  u(x, x') 
u(e, x) u(e, x') 

et 
1 u(x', x) 

K (x', x ' ) -  u(e, x') = K (x', x )=  u(e, x) 

Or ceci n'est pas possible car sinon on aurait 

u(x, x') u(x', x)= 1 

et la marche al6atoire ne serait pas transitoire. 

Si les points d'accumulation sont z~G • M  et s ~ M  il suffit, pour achever la 
d4monstration du th6or4me, de montrer qu'il existe x~G tel que K ( x , z ) < l  
et K(x, s)> 2: Ceci r&ulte du lemme suivant, int&essant en lui-m~me. 

Lemme 5. Soient s ~M  et (Sk)k=l ... la gdoddsique de e d s. Le noyau de Martin 
K (x, s) v&ifie: 

1) li_mK(x, s )=0  pour s' ~M, s':~s. 

2) )ira K(s~, s)= +o0. 

D~monstration. Assertion 1). Commen~ons par supposer que le support de It 
contient les g6n&ateurs et leurs inverses. Soit (xq)q une suite de G convergeant vers 
s' ~ M. Pour q assez grand le confluent de xq et s est le confluent de set  s' et doric ne 
d6pend plus de q. En reprenant le d6but de la d6monstration du th6or6me on voit 
qu'il existe alors un vecteur f et un ensemble V ne d6pendant que de s e t  de son 
confluent avec s' tels que 

0~ V . . . . .  ( x ~ , f )  *v (xq, s ) -  ~ . 
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t Orquandq---~+o%xq s etd(xq, V)--~+oe~d'apr6sleth6or6mel,  eV--~O. Donc 
lim K(Xq, s)=0.  

q - ,  09 

Dans le cas g6n6ral, en utilisant les mames notations que dans la d6monstration 
du th6or6me 2, on a 

K (xq, s)= [ Z fl(z) Kv(xoz, s)/ ~ fi(z) K,(z, s)]. 
z ~ L  zEL  

Comme L est fini, la convergence de la suite (x~) vers s' entraine celle de la suite 
(xqz), quel que soit z~L. Donc limKv(xq, s)=0 impliqne limK(xq, s)=0. 

q - *  o~ q - - ,  o0 

Assertion 2). Encore une fois en supposant que # charge tous les g6n&ateurs 
et leurs inverses on voit que pour tout k il existe un vecteurfk, qu'on peut supposer 
norm6, tel que 

K (Sk, S)= w~ w~ [<~sk ,A>/<~e ,A>] 
Wk off Wk est l'ensemble interm6diaire entre sk et Sk+,(u)+l. Les vecteurs (c~s~) sont 

en nombre fini puisque d(Sk, Wk)= 1 pour tout k. Les vecteursfk forment un ensem- 
ble relativement compact dans le c6ne ouvert C des vecteurs ayant toutes leurs 
coordonn6es strictement positives, car ils sont du type des limites obtenues dans 
le lemme 4. Donc 

0 < i n f  <~w~, fk > . 
k 

Comme d(e, W k ) ~  +oo on a c~W~k~20 et donc K ( S k , S ) ~  +o~. 
Un raisonnement analogue montre que 

W k '  W k ,  k / K(Sk z, S)= [<~s~z ,fk'>/<ae ,fk'>] avec k+r(#) m-1 

si d(e, z)<=r(#) m-l, car alors la g6od6sique de skz 5. sl passe par s k, pour 1 assez 
grand. 

Alors en supprimant l'hypothase additionnelle sur # on a 

limK~(Sk z, s)= + ~  pour tout z e L  
k ~ o o  

comme 
K (Sk, s)= [ ~ fl(z) K~(SkZ, S)/ ~ fi(z) K~(z, s)] 

z e L  z E L  

on obtient lira K(Sk, s)= + oe . 
k ~ o o  

Th6or~me 3. Quel que soit seM,  la fonction K(x, s) de x, est une fonction har- 
monique, extrOmale dans le convexe H des fonctions harmoniques positives vdrifiant 
h(e) = 1 ; autrement dit, tousles points de la fronti&e M sont extrdmaux. 

D~monstration. Le support de # 6tant fini la fonction K(. ,  s) est harmonique 
(cf. [8] p. 138). 

Supposons qu'il existe hi, h2~H tels que 

K ( x , s ) = t h l ( x ) + ( 1 - t ) h 2 ( x  ) avec tE]0, 1[. 

Soit (s~)z la g6od6sique de e ~t s. Si V est un ensemble interm6diaire entre x et st, 
l &ant choisi assez grand, on a, d'apr6s la construction de K(x, s): 

K(x, s)= ~ aV(v) K(v, s) 
vEV 
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et d 'apr6s l 'harmonici t6 de h 1 et h 2" 

hi(x)> ~, c~V (v) hi(v) 
v c V  

On obtient  alors 

d'ofl 

(i = 1, 2). 

K (x, s) = th 1 (x) + (1 - t) h 2 (x) 

> ~ ~V(v) [th 1 (x) + (1 - t) h2 (x)] 
v ~ V  

= ~. a~(v) K(v, s )=K(x ,  s) 
v s V  

hi(x) = ~ c~V (v) hi(v) ( i=  1, 2). 
v ~ V  

Plus g4n~ralement si 1/1 . . . .  , Vk sont des ensembles interm~diaires disjoints entre 
x et s l on a 

hi(x) = (~1 ,  A1.." Ak_ 1 (hi [vk)) 

�9 , 4  A V j + I  ou ~ j =  ~v~ ( j =  1, . . . ,  ( k -  1)) et off (hilvk) est la restriction de hi 5. V k. Or ces rela- 
tions caract6risent K(x,  s) d'apr~s sa const ruct ion m~me (voir la d6mons t ra t ion  
du th6or~me 2). Donc  hi(x)= K (x, s) et ceci pour  tout  x ~ G. 

Remarque. Dans  le cas off r(#) = 1 les d6monst ra t ions  pr6c6dentes se simplifient 

consid6rablement ;  en effet si z e s t  le confluent de x et y on a K(x,  y ) -  u(x, z) 
u(e, z) 

Aussi (Yl)l 6tant une suite de G convergeant  vers s e M ,  z 6tant le confluent de x 
u(x, z) 

et s, ta suite K(x,  Yl)~ est constante  6gale 5. u ~ ,  z f  5. par t i r  d 'un certain rang. 

V. Comportement des harmoniques fi la fronti~re 

C o m m e  on l'a indiqu6 dans le w II, et d 'apr6s le th6or~me 3, pour  toute  fonction 
ha rmon ique  positive h il existe une mesure  bor61ienne positive unique 2 h sur M 
pour  laquelle 

h(x)= ~Y(x,s);?(ds), x~6. 
M 

On notera  s implement  2 la mesure  21 qui v6rifie donc  

1 =  [ K(x,s)2(ds),  x e G .  
M 

On se p ropose  main tenan t  de re t rouver  dans ce contexte les r6sultats relatifs au 
c o m p o r t e m e n t  des fonctions ha rmoniques  5- la fronti~re connus dans le cas classi- 
que (par exemple pour  les fonctions ha rmoniques  dans une boule d 'un espace 
euclidien). 

Th6or~me 4 (solution du probl~me de Dirichlet). Si q) est une fonction r&lle 
continue sur M il existe une fonction harmonique h unique telle que 

lim h(x) = qo (s) 
x ~ s  
x ~ G  
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pour tout s~M. Cette fonction est donn& par: 

h(x) = S q)(s) K(x, s) 2(ds). 
M 

D~monstration. La formule  donn6e ci-dessus d6finit bien une fonction har- 
mon ique  h. Pour  d6mont re r  l im h(x)=cp(s) il suffit de d6mont re r  que la mesure  

x ~ s  

K(x, s)2(ds) sur M converge vaguemen t  vers la mesure  de Dirac  en so quand  
x->s  o. Soit (Sk)k= 1 .... la g6od6sique de e h So; les ensembles  U k = { z ~ M u G ;  sk 
est le confluent de z et So} forment  une base fondamenta le  de voisinages de So 
dans G u M .  Si X~Uk+r(u)+l et si s6Uk l 'ensemble V interm6diaire entre Sk et 
Sk+r(U)+Z l'est aussi entre s et x d'ofi 

K(x, s )=  ~ ~V(v) K(v, s), 
vEV 

et donc  
O< ~ K(x,s)2(ds)= ~ V ( v ) (  ~ K(v,s)2(ds))<__ ~c~v(v). 

M - -  Uk v c V  M - -  Uk  v ~ V  

Q u a n d  x-+So, x reste dans Uk+~(u)+l et d(x, V)--~ + ~ .  D'apr~s  le th6or6me 1 
v_+ 0 et donc  on a ~x 

lim ~ K(x,s)2(ds)=O. 
x - , s o  M -  Uk 

La convergence vague cherch6e en r6sulte aussit6t.  L'unicit6 de la fonction h se 
d6mont re  c o m m e  dans le cas classique en s ' appuyan t  sur le fait qu 'une  fonct ion 
ha rmon ique  ne peut  avoir  d ' ex t r emum strict dans G. 

Remarque. Ceci implique que 2 charge chaque ouver t  de M. 

Th6orbme 5 (th~orOme de Fatou). Si h est une fonction harmonique positive et si 
2 h = (p 2 + 2 o est la dOcomposition de Lebesgue de 2 h par rapport d 2, avec 9 E IJ+ (M, 2) 
et 20 finie, singuli&e par rapport d 2, alors 

lira h(s13=cp(s) pour 2 presque tout s~M, 
k--, co 

(Sk) k d&ignant la g~od&ique de e dts. 

Ddmonstration. On adapte  un a rgumen t  donnh darts [4] (p. 244). On sait que, 
presque surement ,  les trajectoires co de la marche  al6atoire issue de e satisfont 

!ira h(Xj(co))= ~0(X, (co)) (cf. [11]). 
j ~ o o  

D'au t re  par t  c o m m e  on l 'a d6j~t vu ces trajectoires v6rifient aussi presque surement  

d(XAco),  x j + (co)) <= . 

Soit alors B l 'ensemble des s=X,(co)  pour  co satisfaisant ces deux propri4tds;  B 
est une part ie bordlienne de M e t  2(B) =1. Pour  sEB, soit (Vt) l la suite des ensembles 
intermhdiaires entre st~r et s~+~)~(u)+~; d 'aprhs ce qu 'on  a vu plus haut  il existe 
une trajectoire co pour  laquelle !im h(Xj(co))= (p (s) et une suite croissante d 'entiers 

d ~ o o  

(Jl)z telle que Xj,(co)~ Vl pour  tout  1. 
Posons alors a~ = inf {u(x, y); x, y~  Vz} e t a  = inf ar Le n o m b r e  des az distincts 

6tant fini, a est s t r ic tement  positif. C o m m e  h est h a r m o n i q u e  on a pour  tout  
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x, y eG .  
h(x) >_= u(x, y) h(y) 

et en particulier 
h(Xj,(co))>=ah(Sk) pour l r ( # ) < k < ( l +  l )r (#) .  

Dans le cas O=q~(s)=li_mh(Xjz(co))cette in6galit6 implique limh(Sk)-~O. En 
k ~ o o  

particulier si 2 h est singuli+re avec 2, c'est-~t-dire si ~o =0  2p.p. le th6or6me est 
compl6tement d6montr6. Aussi on n'aura plus h consid6rer que le cas off 20 = 0. 

De la marne faqon si q~ est l'indicatrice d'un bor61ien D de M on a lim h(Sk)=O 
k - ,  oo 

pour 2 presque tout sr  comme 2~1-h)=(1--~0)2= 1~2 on obtient lira h(Sk)= 

~o(s) pour 2 presque tout s e M .  Le th6or6me est ainsi d6montr6 pour les fonctions 
q) qui sont des indicatrices d'ensembles. 

It est facile de v6rifier alors qu'il est vrai pour toutes les fonctions ~0 qui sont 
limites uniformes de fonctions 6tag6es sur M. 

Pour q~ quelconque dans/2+ (M, 2) soit (~ol) I une suite croissante de fonctions 
6tag6es convergeant 2 p.p. vers ~0. D'apr6s le th6or6me d'Egorov on peut construire 

un bor61ien D,, de M, pour tout entier m, tel que 2(D,,)> 1 - 1  et sur lequel 
m 

(q~)~ converge vers ~o uniform6ment. Alors si h,, est la fonction harmonique telle 
que 2h"=(q~ �9 1D )2 on a lim h,,(Sk)=(1D,,~o) (S) pour 2 presque tout s e M .  Comme 

m k - "  oo 

h - h , ,  est une fonction harmonique positive telle que 2 h-h" =(1D~,~o), ce qu'on 
a vu au d6but montre que pour 2 presque tout s eD  m 

lira (h - h,,) (Sk) = O. 
k - ,  oo 

Ce qui prouve lira h(Sk)=q~(s) pour 2 presque tout s e M .  
k ~ a o  

VI. Fronti~re et multiplieateurs 

Le groupe G op6re de fagon canonique sur la fronti6re M. En effet, 6tant 
donn6s x e  G, s e M ,  si l'on note x s  l'616ment de M obtenu en juxtaposant l'6criture 
r6duite de x et set en op6rant les r6ductions possibles, alors l'application (x, s) ~ x s 
de G x M dans M est continue. La fronti~re M est ainsi munie d'une structure de 
G-espace. Notons que Faction de G sur M n'e'st pas transitive mais que n6anmoins 
l'orbite Gs de tout point s e M  est dense dans M. Cette action se prolonge de faqon 
naturelle aux mesures: 6tant donn6es p e t  v deux mesures de probabilit6 sur G e t  
sur M, on note p .  v la mesure de probabilit6 sur M satisfaisant 

f ~o d(p �9 v)=  ~ p (dx) I ~o (x s) v (ds) 
M G M 

pour toute fonction r6elle, positive, mesurable q~ sur M. 
La d6finition suivante est emprunt6e ~ [9]. 

DOfinition 4. Une fonction r6elle continue m d6finie sur G • M est appell6e 
un multiplicateur si elle satisfait la relation 

m(x y, s)=re(x,  s) m(y,  x - ~ s) 

pour tout x, yEG et tout s ~ M .  
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(La relation utilis6e est apparemment diff6rente de celle donn6e dans [9]; 
ceci vient du fair que la marche al6atoire consid6r6e est droite au lieu d'6tre 
gauche.) Ceci nous permet d'6noncer maintenant le r6sultat suivant qui 6claire 
la signification des r6sultats fondamentaux du w IV. 

Th~or~me 6. La mesure de probabilitd 2 sur M donnant la representation int~- 
grale de l'harmonique 1, est l'unique solution de l'~quation # ,  2= 2. Le noyau de 
Martin K sur G x M est un multiplicateur ; il satisfait 

K (x, s) = ~ (s) 

(par (x 2) on d~signe la mesure image de )~ par l'action de x). 

D~monstration. La probabilit6 ;, est la loi de la variable al6atoire X~o (voir w II). 
Comme ! i m X i = X  ~ presque surement et que la loi de X ies t  #,i ,  la probabilit6 

j ~ o o  

2 est la limite vague sur G u M  de la suite #,i .  Donc 2 v6rifie # * 2 = 2 .  
Si (Zk)k est une suite de G convergeant vers s e M  on a 

K (x y, s)= lira u(x y, Zk) 
~-,~ u(e, zk) 

= lim [ u(y 'x-~ Zk) u ( e , X - 1 Z _ k ) ]  

k-,oo [ u(e, x -1 zt,) u(e, Zk) l 
=K(y ,  x - t  s) K(x, s) 

donc K est un multiplicateur. 

Soit v une mesure de probabilit6 sur M v6rifiant/2, v = v. I1 r6sulte du th6or6me 
des martingales que 

xAco) v ~ 6x~ (~, p.s. 

off 3s d6signe la mesure de Dirac en s (voir, par exemple, [10]). Etant donn6e (p 
une fonction continue sur M, l'6galit6 # * v = v implique aussi que 

f (x )=  ~ q)(xs) v(ds) 
M 

est une fonction harmonique born6e sur G. On obtient alors: 

! imf(Xi)= !im ~ (p(Xfi) v(ds)= !ira S ~~ ds=(p(Xo~) p.s. 
j - ,  oo j - ,  oo M j - ,  oo M 

De la m~me fagon si g(x)=J'Mq)(xs)2(ds) on a !img(Xi)=(p(Xoo ) p.s. Or l'6galit6 
J - ,  oo 

! imf(Xi)= !ira g(Xi) p.s. implique f = g .  Donc v= 2, et l'unicit6 est d6montr6e. 
J-~oO j - , o o  

Enfin, d'apr6s le th6or6me de Fatou probabiliste (cf. [11])l'6galit6 

!im f(Xi)=~o(Xoo ) p.s. 
j--~ oo 

implique 
f ( x ) =  ~ ~o(s) K(x, s)2(ds) 

donc M 

j" q~ (x s) 2 (d s) = j" q~ (s) (x 2) (d s) = j" q~ (s) K (x, s) 2 (ds). 
M M M 
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Comme ceci est vrai pour toute fonction ~o continue sur M on obtient 

d(x,~) 
d2 (s)=K(x,s). 

Remarques. Le th6or~me pr6c6dent peut aussi ~tre obtenu comme un corollaire 
d'un r6sultat de [2] car la partie active de la fronti6re (aussi appell6e partie atteinte 
dans [5]), c'est-/t-dire le support de 2, est 6gale/t la fronti6re toute enti6re. Dans 
[10] l'espace M consid6r6 iciest appell6 espace de Poisson de G. Ceci ne doit 
pas laisser penser que toutes les harrnoniques born6es sont repr6sent6es par les 
fonctions continues sur M; seules les fonctions harmoniques prolongeables par 
continuit6 ~ G wM tout entier sont repr6sent6es par des fonctions continues 
(cf. [ i ] ) .  

Durant la pr6paration de ce travail j'ai b~n~fici~ des suggestions et remarques 
du professeur Y. Guivarc'h. Je l'en remercie vivement. 
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