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Marche aléatoire sur le groupe libre
et frontiére de Martin

Yves Derriennic

L. Introduction

La détermination de la fronti¢re de Martin et par conséquent de I'espace des
fonctions harmoniques positives pour une marche aléatoire sur le groupe libre
non abélien & un nombre fini de générateurs est un probléme qui a déja été envisagé
par différents auteurs. Une solution compléte a été donnée dans le cas ou le
support de la mesure de probabilité définissant la marche aléatoire est constitué
des générateurs du groupe et de leurs inverses (voir [7,8, 13] et aussi [4] ot un
probléme analogue pour les arbres est résolu sous une hypothése du méme type).
Dans le présent travail une solution est donnée a ce probléme pour la classe plus
large des marches aléatoires irréductibles, c’est-a-dire pouvant atteindre tous les
éléments du groupe & partir de I'un d’entre eux, et définies par des mesures de
probabilité a support fini. Il est remarquable que sous ces hypothéses plus géné-
rales le résultat reste essenticllement le méme que dans le cas envisagé par les
auteurs précédents: la fronticre de Martin est encore I'espace des «bouts» ou
«mots réduits infinis », compactification naturelle du groupe libre; en particulier
elle ne dépend pas de la mesure de probabilité définissant la marche aléatoire.

Dans les travaux sur la frontiére de Martin des processus de Markov a temps
discret, plusieurs points de vue et plusicurs définitions de la frontiére elle-méme
sont adoptés concurrement (pour les cas des marches aléatoires voir [2] qui donne
une bibliographie compléte). Ici le point de vue adopté est celui exposé dans [117;
la frontiére de Martin est un espace compact obtenu en complétant 'espace des
états de facon a pouvoir prolonger par continuité le «noyau de Martin» ou
«fonction de Green normalisée». La description du céne des fonctions harmo-
niques positives résulte de la construction de la frontiére. Mais, comme on le
constate a posteriori, les différents points de vue s’accordent dans la situation
envisagée ici, car tous les points de la frontiére obtenue sont extrémaux, c’est-a-dire
que chacun représente une génératrice extrémale du céne convexe des fonctions
harmoniques positives. Pratiquement tout se raméne i la détermination des
«directions» dans le groupe suivant lesquelles le noyau de Martin converge. La
démonstration repose sur un argument géométrique classique qui a été utilisé,
par exemple dans [3], pour prouver le théoréme de Perron-Frobenius relatif aux
matrices positives.

Le §IT contient les notations et des rappels sur la frontiére de Martin et les
marches aléatoires. Le § IIT décrit la structure particuliére des marches aléatoires
sur le groupe libre. Le § IV contient les résultats fondamentaux: la construction
de la frontiére de Martin et ses principales propriétés. Le § V donne des résultats,
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du type « théoréme de Fatou», sur le comportement des fonctions harmoniques a
la frontiére. Enfin le § VI indique les relations existant entre les harmoniques
extrémales et I'unique mesure invariante sur la fronticre.

IL Notations. Résultats préliminaires

Soit G le groupe libre dont les générateurs sont a, ..., a, avec n=2. L'inverse
de g; est noté a_,(i=1, ..., n). L’¢lément neutre est noté e.
Les éléments de G sont représentés par les «mots»

x=ai1.-.aik, ile{il,...,in}, (lzl,,k)

réduits, c’est-a-dire tels que i;+i;, ; =0 pour tout [=1, ..., (k—1). Tous les mots
qui apparaitront dans la suite seront supposés réduits. La longueur d’un élément
x de G est le nombre de symboles g; apparaissant dans son écriture réduite; on
la note |x|; on pose |e|=0. I est clair qu’en posant

dx, y)=Ix"1yl  (x,yeG)

on définit sur G une distance invariante par translations & gauche, c’est-a-dire
vérifiant d(x, y)=d(zx,zy). Comme dans [4] on appelle géodésique de x a y
(x, yeG) la suite z, ..., z; d’éléments distincts de G satisfaisant

Zo=X, 7=y, d(z,z,.,)=1 pour i=0,...,(I—1).

1l est clair que le nombre [ satisfait [=d(x, y). Par exemple, la géodésique de e
ax=a; ...a, est lasuite z,, ..., z; OU Z=a;, ... Gy -

Soit ;1 une mesure de probabilité sur G. La marche aléatoire droite sur G
définie par p est la chaine de Markov canonique (X); dont I'espace des états
est G et dont la matrice de transition est

o, y)=u(x""y) (x,y€G).
Une fonction f de G 4 valeurs réelles est dite harmonique (resp. surharmonique)

Y Sy pu=f(x) (resp=)

yeG

si

pour tout xeG.
La matrice potentiel N est définie par

N(x,y)= .iQ"(X, y)= iou*"(x‘l y)

ou u*' désigne la i-¢éme puissance de convolution de p.

On note u(x, y) la probabilité pour que la marche aléatoire issue de x (i.e. dont
la loi initiale est la mesure de Dirac en x) atteigne y 4 un instant quelconque =0.
Les relations suivantes sont alors classiques:

u(x, yy=ule, x~y),
N(x, y)=u(x, y) N(y, y)=u(e, x"' y) N(e; e)
u(x, y)Z u(x, 2)u(z, ).

Le théoréme suivant, qui est une consequence immédiate du résultat démontré
dans [6], sert de point de départ a I'étude qui suit.
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Théoréme 1. La marche aléatoire définie par u sur G est transitoire. De plus la
famille (N (e, y))yeq est de carré sommable ce qui implique:
lim N(e, y)= lim u(e, y)=0.
[¥]— i¥l— o
Un corollaire simple de ce théoréme est que u(e, z)=1 implique z=e. En effet, on a
ule, 2) 2 (ule, 2)) et |7/| y522 00 si z=e, donc lim u(e, z)) =0 implique u(e, z)=1.

Pour xeG et V<G on note ) (v) la probabilité pour que la premiére visite
a V de la marche aléatoire issue de x ait lieu en veV. On note of le vecteur
(o (v)per; 0% est donc la distribution de probabilité de la premicre visite a V de

la marche aléatoire issue de x. Ce vecteur vérifie 0< ) af(v)<1.
veV
Pour V et W< G on note AY la matrice dont les lignes sont indexées par V]

les colonnes par W, les lignes étant formées des vecteurs of, ve V, définis ci-dessus;

AW = (OCEV(W))UEV, weW -

Les matrices de ce type sont sous-stochastiques (ie. la somme des termes
d’une méme ligne est < 1).
Pour yeG, V=G on note aussi u}, le vecteur, indexé par V, (u(v, )),ep -

Hypothése 1. Désormais on supposera que la marche aléatoire définie par u sur
G est irréductible, c’est-a-dire que

u(x, y)>0  pour tout x,yegG.

Cette hypothése permet de définir le noyau de Martin de la marche aléatoire
issue de e:

N{x,
K(x, y)=—N—§e—;i))~ x, yeG).
On a évidemment
u(x,
K(x, y)=u*§e—%-

La relation u(e, y)=u(e, x)u(x, y) implique que K(x,y) est borné en y par

we)” D’autre part, pour y fixé, K(x, y) est une fonction de x surharmonique,

harmonique sur le complémentaire de {y}.

La compactifi¢ de Martin de G (relatif & la marche aléatoire définie par g,
issue de e) est un espace compact métrisable G contenant G, satisfaisant les con-
ditions suivantes:

1. G est ouvert dans G; la restriction de la topologie de G & G est la topologie
discréte,

2. pour tout xeG la fonction K(x,*) se prolonge par continuité a4 G; ces
fonctions prolongées séparent les points de G.

La frontiére de Martin est I'espace M =G — G. Ces deux espaces G et M sont
définis de fagon unique & un isomorphisme prés. On note encore K(x, s), xeG,
seG le prolongement a G x G du noyau de Martin.
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Un point se M est dit extrémal si la fonction K (+, s) est harmonique et extrémale
dans le convexe compact des harmoniques positives h telles que i(e) < 1. L’ensemble
des points extrémaux forme un ensemble borélien E de M. Pour toute harmonique
positive A il existe sur M une mesure positive A" unique satisfaisant

hix)= [ K(x,s)A*(ds) pour tout xeG
et /H(M — E)=0. M
Enfin, il existe une variable aléatoire X, 4 valeurs dans M telle que, presque
surement, les trajectoires w de la marche aléatoire issue de e satisfont

lim X, () =X ()
Jj— o

(la limite étant entendue au sens de la topologie de G).

Pour les démonstrations on renvoit 4 [14] pour les résultats relatifs aux
marches aléatoires et 4 [11] pour les résultats relatifs a la frontiére de Martin.

III. Structure des marches aléatoires a support fini
En plus de I’hypothése 1 on utilisera aussi:

Hypothése 2. Désormais on supposera que le support de u est fini. On note alors
r(w)y=sup {|z|; ze G et u(z)>0}.
Le cas traité dans [7] (voir aussi [8, 13] et [4]) est le cas r(u)=1.

Définition 1. On dit qu’un ensemble V est intermédiaire entre x et yeG satis-
faisant d(x, y)=r(u)+ 1, s’il existe deux points z et z’ de la géodésique de x a y,
differents de x et y, satisfaisant d(z, z')=r(u)— 1, et tels que V soit l'intersection
des deux boules centrées en z et z' de rayon r(u)— 1. (Autrement dit V est le plus
grand ensemble de diamétre r(u)— 1 contenant z et z'.)

Dans le cas r(u)=1 les ensembles intermédiaires entre x et y sont formés des
points de la géodésique de x & y. Le nom d’ensemble intermédiaire est justifié par
le résultat suivant.

Lemme 1. Soient x,yeG admettant un ensemble intermédiaire V. La marche
aléatoire issue de x ne peut atteindre y avec une probabilité positive qu aprés au
moins une visite d V.

Démonstration. Presque surement les trajectoires « de la marche aléatoire
issue de x satisfont d(X;(w), X;, (w)) <r(p). Si est une telle trajectoire atteignant
y a Iinstant [, on peut considérer le plus petit entier k tel que z; soit un point de
la géodésique de x a X, (w), ou z, est le point de la géodésique de x & y vérifiant

d(z;, y)=d(zy, X)
et

- Hw—1
d(z,, V)=infd(z,, v)=2———.
(e, V= nf dzy, )25
Comme d(X;_(w), X,(w))<r(p), un raisonnement élémentaire montre alors
que soit X, (w)e ¥, soit X;_;(w)e V. Le lemme est démontré car k<.
Une conséquence immeédiate de ce lemme et de la propriété forte de Markov
estque: u(x, y)= Y. k) u(v, y)= <o,

veV
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en notant { , > le produit scalaire de deux vecteurs. (Voir les notations introduites
au §11) Plus généralement supposons que V... ¥, soient k ensembles inter-
médiaires disjoints entre x et y, placés dans Pordre naturel de la géodésique de
X & y, c’est-a-dire satisfaisant d(x, V; _,)>d(x, V})) et d(V;, V;,;)=1. Alors V; ; est
intermédiaire entre chaque point de V; et y. En posant

A=Ay i=1,...,(k—1)
on a la formule générale:
u(x, y)=<ox', Ay Ay Aoy up .
Dans le cas r(u)=1 cette formule se réduit a

u(x, )’):“(xa Ul) U(Ul, 02) u(vk—lﬂ Uk) M(Uk, y)

ou vy, ..., v, sont des points consécutifs de la géodésique de x a y.

Bien que le nombre d’ensembles intermédiaires disjoints entre x et y et donc
aussi le nombre de matrices apparaissant dans cette formule, augmente quand
d(x, y) augmente, le nombre total de matrices différentes a intervenir est fini, car
o =0 pour ze G, V = G; ce nombre est plus petit que celui des mots de longueur
2r(p)—1. De plus les ensembles intermédiaires ayant tous le méme nombre
d’éléments ces matrices sont toutes carrées de méme dimension.

Les considérations précédentes sont résumées par le résultat suivant:

Lemme 2. 1] existe p matrices carrées de méme dimension, A,,..., A, sous-
stochastiques, attachées a la marche aléatoire définie par u, pour lesquelles la
propriété suivante est vraie: quels que soient x, yeG, si V,, ..., V, sont des ensembles
intermédiaires disjoints entre x et y tels que

AV, Vi, )=1 et d(x, Vi )>dx V) (i=1...,(k=1)),

il existe (k—1) entiers j;, ..., jy_, compris entre 1 et p ne dépendant que de la suite
WV, ..., V, tels que
u(x, yy=<af Ay, ., Ay ud 0.

Cecl permet de préciser un peu la vitesse de convergence vers 0 du potentiel
assurée par le théoréme 1.

Proposition 1. I] existe une constante ¢ satisfaisant 0<c<1 et u(e, y) < cP(yeG).

Démonstration. D apres 'étude précédente u(e, y) peut se mettre sous la forme:

u(e> y):<o(l/1, ij Ajk-l u¥/k>

les matrices A4;,..., A, , appartenant a la famille décrite dans le lemme 2. Or
pour toute suite d’entiers jy, ..., j, compris entre 1 et p la matrice 4; ... 4; a
pour vecteurs lignes des vecteurs du type o ou V est un ensemble du type «inter-

médiaire» et ou d(x, V)=z(k—1)r(u)+1. Comme ‘llim u(e, y)=0 et comme le
yj— oo

nombre d’¢léments d’'un ensemble intermédiaire est fini et fixé, il existe k tel que
la somme des termes de chaque ligne de la matrice 4;, ... 4; soit strictement
inférieur 2 1. Le nombre des matrices 4; données par le lemme précédent étant
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fini, il existe un entier / et une constante d<1 tels que dans tout produit de [
matrices A4; la somme des termes de chaque ligne soit inférieure a d. En utilisant
le fait que toutes les composantes des vecteurs «, ' et u}, sont inférieure 4 1, on
obtient alors

u(e, y)Sexp ([_k:;_l] Log d) gexp ((?— 1) Log d)

ou [t] désigne la partie enticre du réel t. Comme k peut-étre choisi satisfaisant
-1 .
k=[|yl ) ] on obtient:

r(u
u(e, y)<exp ( (M— 1> Log d)

Ir(w)
ce qui donne le résultat annoncé en prenant c satisfaisant
1
c2exp (— Log d) et c=ule, y)u/lyl)
Ir(n)

pour tout y tel que

yl=(r@+1) )
exp(( () 1) Logd)|>1.

Dans la suite la forme de ces matrices 4; interviendra de fagon essentielle;
en particulier le nombre et la disposition des termes nuls. Aussi la fin de ce para-
graphe est-elle consacrée 4 un résultat & ce sujet.

Lemme 3. Soient V et W deux ensembles contenus dans deux boules disjointes.
Si le support de u contient tous les générateurs a, ... a, ainsi que leurs inverses
a_, ...a_, les distributions d’entrée dans W d partir des points de V satisfont :

¥ (w)y=0<>ay W)=0 x,yeV weW.

En particulier si le support de u est la boule de rayon r(p) centrée en e et si le diamétre
de W est inférieur ou égal a r(u)—1 on a off (w)>0 pour tout xeV et we W.

Démonstration. Si le support de p contient les générateurs et leurs inverses,
si d(z, Z)=k, la marche aléatoire issue de z admet un ensemble non négligeable
de trajectoires o telles que (Xo(w), X; (@), ..., X;(w)) soit la géodésique de z & 7.
Etant donnés x, yeV la géodésique de y & x ne passe pas par W car V et W sont
contenus dans deux boules disjointes. La propriété forte de Markov donne alors

“;V(W)gR[onzo: s X= 2] occh(W)

ol (zg, ..., 2;) est la géodésique de y & x et ou P, désigne la loi de probabilité de la
marche aléatoire issue de y. Les points y et x jouant des réles symétriques la
premiére partie du lemme est démontrée.

Pour démontrer la seconde partie considérons x,eV et woeW tels que
d(xo, wo)=d(V, W)=L Soit (xq, z(, ..., Z,_1 , Wo) la géodésique de x, a w,. Puisque
le diamétre de W est plus petit que r(u)— 1 et que p charge tous les éléments de G
de longueur plus petite que r(u), il existe une probabilité positive pour que la
marche aléatoire issue de z;_, atteigne un point quelconque de W au premier
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instant; donc of, _ (w)>0 pour tout we W. La géodésique de x, a z,_; ne passant
pas par Wil y a une probabilité positive pour que la marche aléatoire issue de x,
atteigne z;,_, avant de visiter W, comme on I'a vu plus haut. Donc af (w)>0
pour tout we W. D'aprés la premiére partie du lemme on en déduit.

o (w)>0  pour tout xeV et tout we W.

Corollaire 1. Si le support de p contient les générateurs et leurs inverses, dans
chacune des matrices A; (j=1, ..., p) introduites dans le lemme 2, les zéros sont
disposés en colonne.

IV. Construction de la frontiére de Martin

Ce paragraphe commence par un lemme « géométrique» qui jouera un réle
essentiel dans la suite. Ce lemme, qui constitue une version généralisée du théoréme
de Perron-Frobenius, est dérivé d’un résultat de [3], qui utilise la notion de distance
projective. Rappelons rapidement ce dont il s’agit.

Dans l'espace euclidien R¥, soit C le céne convexe défini par 'hyperquadrant
contenant les k-uples dont tous les termes sont strictement positifs. Etant donnés
f,geC dont les directions sont différentes, on peut considérer les droites D et D’
qui sont les intersections du plan engendré par f et g avec la fronticre du cone C.

On pose alors )
Gk(f; g): |L0g [f; g D’ D :”

ou [f,g, D, D] désigne le birapport des quatre directions f, g, D, D’; 6, définit
une distance sur 'espace des droites du cone C, appelée distance projective hyper-
bolique (voir [3] et les références qui y sont données).

Pour plus de clarté on considérera 6, comme une distance sur C;,=CnS
ou S est la sphére unité de R* pour la norme euclidienne. La topologie induite
par 8, sur C, est identique a la topologie initiale.

Lemma 4. Soient M, ..., M,, t matrices carrées non nulles d’ordre k d termes
positifs ou nuls. On suppose que dans chacune de ces matrices les termes nuls sont
disposés en colonne (i.e. les termes d'une méme colonne sont soit tous nuls soit
tous strictement positifs ). Quelle que soit la suite (i), . d’entiers compris enire 1
et t, si fy=M; M;,... M, f, la suite des vecteurs normalisés fi/| fi| converge vers un
vecteurs fo€ C, uniformément en fe C.

Démonstration. Une matrice M; du type décrit ci-dessus projette C sur un
cone C' contenu dans C. L’ensemble C];=C'n§ est relativement compact dans
C, et son diamétre A4, relativement a la distance 6, est fini.

Soit 7T; 'application de C; dans lui-méme définie par

Lf=Mf/IM;f1.
On a alors d’aprés le lemme 1 de [3]
0 (Tf, T,8)=6:6,(f,g)  pour tout f,geC,
ou §;=th(%A,). Ceci entraine

diamétre,, (T;

i

T, (C))=( sup &)~ diametre,, (T;,(C,)).

i=1..t
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D’autre part T; (C,)< C, implique
T,... T,(C)=T, ... T, (Cy).

La suite T, ... T,(C,) est donc une suite décroissante d’ensembles relativement
compacts dont les diamétres tendent vers O car sup J;< 1. Ceci entraine I'existence
d’un point fye C, tel que =1t

(T T(Co)={fo}

1
ce qui prouve que la suite f;/| f;| définie dans Pénoncé converge vers f;, uniformé-
ment en fe C.

Remarque. En général le point limite f, dépend de la suite (i) considérée.
Dans le cas ou toute les matrices sont identiques ce lemme redonne le théoréme
classique de Perron-Frobenius.

La construction de la fronti¢re de Martin utilise les quelques définitions sui-
vantes.

Définition 2. Un mot réduit infini s=g;, ... a;, ... est défini par une suite (4),_,
d’entiers non nuls compris entre —n et +n tels que

ii+i,,#0 pourtout [.

On appelle géodésique de e a s la suite naturelle s, =a;, ... g;, .

Etant données deux mots réduits, finis ou infinis, s, et s, on appelle confluent
de s, et s, le plus long mot réduit (i.e. élément de G) commun aux géodésiques
deedsgetdeeds.

Autrement dit si so=g;, ... ;... €t s;=a; ... a; ..., le confluent de s, et s,
est le plus long mot réduit s,=aq,, ... a,, tel que

my=i=j pour I=1,... k.

Si sq et s; sont dans G leur confluent est un point de la géodésique de I'un & l'autre.

Définition 3. Le compactifié naturel de G est I'espace GUM ou M désigne
I’espace des mots réduits infinis, muni de la topologie caractérisée par la pro-
priété: une suite (s;);_;,. dans GuM converge vers seGUM si 5,=s constam-
ment & partir d’un certain rang ou bien si la longueur du confluent de s, et s tend
vers I'infini avec L.

Cet espace topologique G w M posséde les propriétés suivantes:

G U M est métrisable et compact.

Chaque point de G est ouvert et G est dense dans G U M.

La restriction 4 M de la topologie est la topologie produit canonique, M
étant une partie de {+1, ..., +n}™.

Théoréme 2. La compactifié de Martin de G (relatif a la marche aléatoire
définie par u issue de e) est le compactifié naturel de G. La frontiére de Martin est
Pespace M des mots réduits infinis. Le noyau de Martin se prolonge d GxGUM
et sera encore noté K.

D’aprés les propriétés du compactifi¢ de Martin rappelées au. § II ce théoréme
admet la formulation équivalente suivante:



Groupe libre et frontiére 269

Pour une suite (y;), de G les conditions suivantes sont équivalentes:
i} la suite (y,), converge dans l'espace G U M, compactifié naturel de G.

ii) La suite de fonctions (K (., y))) converge simplement sur G (i.e. lallim K(x, y)
existe pour tout xeG). e

Démonstration. On va commencer par prouver i)=-ii). Dans un premier temps
on étudie le cas ou le support de la mesure contient les générateurs et leurs inverses.

Soient se M, xeG, z le confluent de s et x. Soit (y;), une suite de G convergeant
vers s dans GuU M. Si z; est le confluent de y, et s, on a |z| 45 +co. Soit alors
o()) le plus grand entier tel que |z)|>|z|+(@()+1) r(u)+1 (défini pour [ assez
grand seulement). Les géodésiques de x a y, et de e & y; passent par z et z;; comme
il y a o()+1 ensembles intermédiaires disjoints Vj, ..., ¥, entre z et z;, satis-
faisant

d(Z, Vi): 1,

d(Viy1, V)=1 pour i=1,..., (),
on peut écrire d’aprés le lemme 2

u(x, y)=<ont, Ay o Ajy W1

Jo Vem+1
et

u(ea yl): <0(Zn Aj1 qu;(l) u)‘}’l¢(l)+1>

Ol ji, ..., jpq Sont des entiers compris entre 1 et p. Comme ¢(l)- >+ on a
ainsi construit une suite infinie (j,,),,, . d’entiers compris entre 1 et p ne dépen-
dant que de s et z. Les hypothéses du lemme 4 étant satisfaites d’aprés le corollaire 1,
les vecteurs A;, ... A; , uy, ., convergent en direction vers un vecteur f dont

Jo () A O
toutes les coordonnées son_t strictement positives.

Donc la suite K(x, y,) est convergente car

. BRT M(X, yl) — <a¥1’f>
lim K(x, y)=lim 2o = m 75

ce qui était le but recherché. On peut observer que cette limite est strictement
positive.

Eliminons maintenant la restriction faite sur le support de la mesure u.
Draprés Phypothése 1 d’irréductibilité il existe dans tous les cas un entier m tel

1
que YT u*' charge les générateurs et leurs inverses. Soit vaT Yo p*
m

v est une mesure de probabilité sur G vérifiant la restriction faite au début de la
démonstration. Soient 0, la matrice de transition associée a v, N, son potentiel,
K, le noyau de Martin. Si  est la matrice identité

m—i
m+1

I-0)=(-0) (mi ain‘) ou 4=
i=0
d’ou

Qk“)(i )(Z 0)=t-0i

i=0 =0

%)

& ~
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1 est clair que 111120 Q1 (3% _,0})=0; d’autre part le théoréme 1 implique que

les familles (N,(x, 2)).c¢ €t (N(z, y)),eq sont de carrés sommables, donc que la
famille (N, (x, z) N(z, y)).c est sommable et donc que llim Q1 N=0. Ceci prouve

o (500) = (St on.

Soit alors L le support de la mesure f=YT"¢' a; u*", qui est contenu dans la boule
de rayon r(u)"~! centrée en e. On a

N(x, y)= Zﬂ(XZ)Nv(Z, y)

zeL
et
K(x,y)=[ Z.Lﬁ (@) K,(xz,y)/ ZLﬁ (2) K, (z, y)].

En appliquant la premiére partie de la démonstration a v on voit alors que
(K (x, y;)); converge si (y;), est une suite de G convergeant vers un point de M.
Démontrons maintenant que ii)=>1). Supposons que la suite (y,), ne converge
pas dans Gu M. Elle admet alors deux points d’accumulation distincts. Si ces
deux points sont x, x'e G, les suites K (x, y;) et K(x', y;) ne peuvent converger que si

1 N U, X)
K(X,X)—W—K(X,X)—u(e’x,)

et
bone L WX, X)
K(x’X)_u(e,x,)_K(x’X)— u(e’ x) .

Or ceci n’est pas possible car sinon on aurait
u(x, xYud, x)=1

et la marche aléatoire ne serait pas transitoire.

Si les points d’accumulation sont zeGuUM et se M il suffit, pour achever la
démonstration du théoréme, de montrer qu’il existe xeG tel que K(x,z)<1
et K(x,s)> 2. Ceci résulte du lemme suivant, intéressant en lui-méme.

Lemme 5. Soient seM et (s,),-1 .. la géodésique de e a s. Le noyau de Martin
K (x, s) vérifie:

1) lim K(x, s)=0 pour seM, s'+s.

2) k]imK(sk, §)=+00.

Démonstration. Assertion 1). Commengons par supposer que le support de p
contient les générateurs et leurs inverses. Soit (x,), une suite de G convergeant vers
s'e M. Pour g assez grand le confluent de x, et s est le confluent de s et s’ et donc ne
dépend plus de g. En reprenant le début de la démonstration du théoréme on voit
qu’il existe alors un vecteur f et un ensemble V ne dépendant que de s et de son
confluent avec s’ tels que .

{otzgs S

K(Xq, S):W
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Or quand g— + 0, x,— 5 et d(x,, V)— + oo; d’apres le théoréme 1, azﬁo. Donc

lim K(x,, s)=0.

q— o :
Dans le cas général, en utilisant les mémes notations que dans la démonstration

du théoréme 2, on a

K(xg, )= ZLﬂ(Z) K, (x,2,5)/ ZLﬁ(Z) K,(z)].

Comme L est fini, la convergence de la suite (x,) vers s’ entraine celle de la suite
(x,2), quel que soit ze L. Donc lim K,(x,, s)=0 implique lim K(x,, s)=0.
g— 0 q—
Assertion 2). Encore une fois en supposant que u charge tous les générateurs

et leurs inverses on voit que pour tout k il existe un vecteur f,, qu’on peut supposer
normeé, tel que

K(si, s)=[<ag*, fio /Ko™, fid]

ou W est 'ensemble intermédiaire entre s, et s, (.- Les vecteurs (a *) sont
en nombre fini puisque d(s,, W,) =1 pour tout k. Les vecteurs f;, forment un ensem-
ble relativement compact dans le céne ouvert C des vecteurs ayant toutes leurs
coordonnées strictement positives, car ils sont du type des limites obtenues dans

le lemme 4. Donc O< iEf <a:‘;k, fo.

Comme d(e, W,) 7= +o0 on a a)*-——0 et donc K (s, s) 552 +©.

Un raisonnement analogue montre que

K(siz, s)=[Cons, fid /ol fi>]  avec K'=k+r(uy"~*

si d(e, z)Sr(uy™~*, car alors la géodésique de s,z & s, passe par s, pour | assez
grand.
Alors en supprimant hypothése additionnelle sur y on a

klim K,{sz,5)=+00 pour tout zeL
- O

comme

K(se, )= B(2) K. (52, 5)/ . f(2) K. (2, 5)]

zelL zel

on obtient klim K(s,8)=+00.
— 0

Théoréme 3. Quel que soit se M, la fonction K(x, s) de x, est une fonction har-
monique, extrémale dans le convexe H des fonctions harmoniques positives vérifiant
h(e)=1; autrement dit, tous les points de la frontiére M sont extrémaux.

Démonstration. Le support de u étant fini la fonction K (., s) est harmonique
(cf [8] p. 138).

Supposons qu’il existe k; , h,eH tels que

K(x,s)=th (x)+(1—1t)hy(x) avec te]0,1[.

Soit (s;), la géodésique de e & s. Si V est un ensemble intermédiaire entre x et s;,
I étant choisi assez grand, on a, d’apres la construction de K(x, s):

K(x,s)= Y ok (v) K(v, s)

veV
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et d’aprés Pharmonicité de A, et h,:

k()= ) k@) k()  (i=1,2).
veV
On obtient alors

K(x, s)=th,(x)+ (1 —1t)hy(x)
= ) o (v) [thy () + (1= £y (x)]

veV
=) () K(v, s)=K(x,5)
veV
d’ou
hi(x)= ) €@ h(v) (i=1,2).
veV
Plus généralement si V], ..., ¥, sont des ensembles intermédiaires disjoints entre

x et s, on a

hi(x)= o, Ay - Ay (] Vi)?
ou A;=Ay (j=1,..., (k—1)) et ot (k]y,) est la restriction de h; & V. Or ces rela-
tions caractérisent K(x, s) d’aprés sa construction méme (voir la démonstration
du théoréme 2). Donc h;(x)= K (x, s) et ceci pour tout xeG.

Remarque. Dans le cas ol r{p) =1 les démonstrations précédentes se simplifient

1 . u(x, z
considérablement; en effet si z est le confluent de x et y on a K(x, y)= (( ; .
ule, z
Aussi (y;); étant une suite de G convergeant vers se M, z étant le confluent de x

u(x, z) | o .
3 4 partir d’un certain rang.

et s, la suite K(x, y;); est constante égale a

gl

V. Comportement des harmoniques a la frontiére

Comme on I’a indiqué dans le § I, et d’aprés le théoréme 3, pour toute fonction
harmonique positive & il existe une mesure borélienne positive unique * sur M

pour laquelle
hix)= [ K(x,s)i"(ds), xeG.
M

On notera simplement A la mesure A* qui vérifie donc

1= [K(x,s)Ads), xeG.

On se propose maintenant de retrouver dans ce contexte les résultats relatifs au
comportement des fonctions harmoniques & la frontiére connus dans le cas classi-
que (par exemple pour les fonctions harmoniques dans une boule d’un espace
euclidien).

Théoréme 4 (solution du probléme de Dirichlet). Si ¢ est une fonction réelle
continue sur M il existe une fonction harmonique h unique telle que

lim h(x)= (s

xeG
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pour tout se M. Cette fonction est donnée par:

h(X)Zz\i o(s) K(x, s) A(ds).

Démonstration. La formule donnée ci-dessus définit bien une fonction har-
monique h. Pour démontrer lim h(x)=¢(s) il suffit de démontrer que la mesure
X—8

K(x, sy A(ds) sur M converge vaguement vers la mesure de Dirac en s, quand
x—5o. Soit {s),_,, .. la géodésique de e a s,; les ensembles Uy={ze M UG; s,
est le confluent de z et s,} forment une base fondamentale de voisinages de s,
dans GUM. Si xeU, .1 ©t si s¢U, I'ensemble V intermédiaire entre s, et
Storun+1 et aussi entre s et x d’ou

K(x,5)=Y ok (v) K(v, ),

veV

0= [ K(x,5)Ads)= Y of v)( j K(v,s) Ads) = Y. ok (v).
MU

veV Ur veV

et donc

Quand x—s,, x reste dans U, .1 €t d(x, V)— 4+ 0. D’aprés le théoréme 1

on a af —0 et donc
lim | K(x,s)A(ds)=0.
X780 MUy

La convergence vague cherchée en résulte aussitot. L'unicité de la fonction h se
démontre comme dans le cas classique en s’appuyant sur le fait qu’une fonction
harmonique ne peut avoir d’extremum strict dans G.

Remarque. Ceci implique que A charge chaque ouvert de M.

Théoréme 5 (théoréme de Fatou). Si h est une fonction harmonique positive et si
M= A+ est la décomposition de Lebesgue de 3 par rapport d 2, avec pe I, (M, 2)
et Ly finie, singuliére par rapport @ 1, alors

klim h(s)=@(s)  pour A presque tout seM,
(Sl désignant la géodésique de e d s.

Démonstration. On adapte un argument donné dans [4] (p. 244). On sait que,
presque surement, les trajectoires w de la marche aléatoire issue de e satisfont

Jlirg X j(@)=¢(X o (@) (cf [11]).
D’autre part comme on I'a déja vu ces trajectoires vérifient aussi presque surement

AX (@), X, 11 () Sr(n).

Soit alors B I'ensemble des s= X (w) pour w satisfaisant ces deux propriétés; B

est une partie borélienne de M et A(B)=1. Pour se B, soit (V}); la suite des ensembles

intermédiaires entre sy, €Sy, 1y, 1; d’aprés ce qu'on a vu plus haut il existe

une trajectoire  pour laquelle lim (X ;(w))=¢(s) et une suite croissante d’entiers
J— @

() telle que X (w)e ¥, pour tout I.
Posons alors g, =inf {u(x, y); x, ye Vj} et a=i111f a;. Le nombre des g, distincts

étant fini, a est strictement positif. Comme h est harmonique on a pour tout



274 Y. Derriennic

x, yegG.
o h(x)Z u(x, y) h(y)
et en particulier

h(X, (@) Zah(s)  pour Ir(w)<k=<(+1)r(w.
Dans le cas 0=(p(s)=ll_im h(X;(w)) cette inégalité implique klim h(s)=0. En

particulier si A" est singuliére avec A, c’est-d-dire si ¢ =0 Ap.p. le théoréme est
complétement démontré. Aussi on n’aura plus a considérer que le cas ou A,=0.
De la méme fagon si ¢ est 'indicatrice d*un borélien D de M on a k]im h(sy)=0
oo

pour A presque tout s¢D; comme AP =(1—¢)i=1,.1 on obtient ’}im h(s)=

@(s) pour A presque tout s€ M. Le théoréme est ainsi démontré pour les fonctions
@ qui sont des indicatrices d’ensembles.

I est facile de vérifier alors qu’il est vrai pour toutes les fonctions ¢ qui sont
limites uniformes de fonctions étagées sur M.

Pour ¢ quelconque dans I, (M, 4) soit (¢;), une suite croissante de fonctions
étagées convergeant Ap.p. vers ¢. D’apres le théoréme d’Egorov on peut construire

. . 1
un borélien D, de M, pour tout entier m, tel que A(D,)>1—— et sur lequel
m
(¢;); converge vers ¢ uniformément. Alors si A, est la fonction harmonique telle
que 2=(p -1, )l ona kl}m hu(s)=(1p,, @) (s) pour A presque tout se M. Comme
h—h,, est une fonction harmonique positive telle que A*~"==(1,, @), cc qu’on
a vu au début montre que pour A presque tout seD,,

lim (h— ) (s)=0.
Ce qui prouve }(im h(s)=¢(s) pour A presque tout se M.

VL. Frontiére et multiplicateurs

Le groupe G opére de facon canonique sur la frontiére M. En effet, étant
donnés xe G, se M, si 'on note xs I’élément de M obtenu en juxtaposant P’écriture
réduite de x et s et en opérant les réductions possibles, alors 'application (x, s)—xs
de G x M dans M est continue. La frontiére M est ainsi munie d’une structure de
G-espace. Notons que Paction de G sur M n’est pas transitive mais que néanmoins
lorbite G s de tout point se M est dense dans M. Cette action se prolonge de fagon
naturelle aux mesures: étant données p et v deux mesures de probabilité sur G et
sur M, on note p*v la mesure de probabilité sur M satisfaisant

fod(pxvy= [ p(dx) [ @(xs)v(ds)
M G M

pour toute fonction réelle, positive, mesurable ¢ sur M.
La définition suivante est empruntée a [9].

Définition 4. Une fonction réelle continue m définie sur G x M est appellée
un multiplicateur si elle satisfait la relation

m(xy, s)=m(x, sym(y, x""s)

pour tout x, yeG et tout se M.
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(La relation utilisée est apparemment différente de celle donnée dans [9];
ceci vient du fait que la marche aléatoire considérée est droite au lieu d’étre
gauche.) Ceci nous permet d’énoncer maintenant le résultat suivant qui éclaire
la signification des résultats fondamentaux du §IV.

Théoréme 6. La mesure de probabilité /. sur M donnant la représentation inté-
grale de Pharmonique 1, est l'unique solution de équation uxA=A. Le noyau de
Martin K sur G x M est un multiplicateur; il satisfait

dix
K(x,5)= z)@

(par (x 1) on désigne la mesure image de A par laction de x).

Démonstration. La probabilité A est la loi de la variable aléatoire X, (voir § II).
Comme lim X;=X,, presque surement et que la loi de X est u*/, la probabilité
j—

4 est la limite vague sur Gu M de la suite y*/. Donc A vérifie y* A= A.
Si (z;), est une suite de G convergeant vers seM on a

Kiey,9= im0
[u(y,x‘lzk) ”(e’xhlz")]
ule,x1z)  ule, z)
=Ky x7 ) Kx, 5)

= lim
k— o0

donc K est un multiplicateur.

Soit v une mesure de probabilité sur M vérifiant u* v=v. [l résulte du théoréme

des martingales que
X @)V =0 O0x o) DS

ou J, désigne la mesure de Dirac en s (voir, par exemple, [10]). Etant donnée ¢
une fonction continue sur M, I'égalité u+v=v implique aussi que

fx)= fo(xs)v(ds)
M
est une fonction harmonique bornée sur G. On obtient alors:

lim f(X;)= lim jcp(st)v(ds):lim jq)(s)(va)ds=go(Xm) ps.
j— o ar J~o ar

De la méme fagon si g(x)=[,;¢(x5) A(ds) on a lim g(X;)=¢(X,,) ps. Or Dégalité
. - . . ]_'w . .
jl_l’ror.} Jx j)=11_12 g(X;) ps. implique f=g. Donc v=4, et l'unicité est démontrée.
Enfin, d’aprés le théoréme de Fatou probabiliste (cf. [11]) I'égalité
lim /(X)=¢(X..) Ps.
implique

fx)= [ o(s) K(x, 5)A(ds)
donc M

Aifp(XS)i(dS)i;(P(S) (x4)(ds)= [ o(s) K(x, s) A(ds).
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Comme ceci est vrai pour toute fonction ¢ continue sur M on obtient

d(x 1)
di

(s)=K(x, s).

Remarques. Le théoréme précédent peut aussi étre obtenu comme un corollaire
d’un résultat de [2] car la partie active de la frontiére (aussi appellée partie atteinte
dans [5]), c’est-a-dire le support de A, est égale 4 la fronti¢re toute entiére. Dans
[10] I'espace M considéré ici est appellé espace de Poisson de G. Ceci ne doit
pas laisser penser que toutes les harmoniques bornées sont représentées par les
fonctions continues sur M; seules les fonctions harmoniques prolongeables par
continuité a4 GuM tout entier sont représentées par des fonctions continues

(et [1). | _
Durant la préparation de ce travail j’ai bénéficié des suggestions et remarques
du professeur Y.Guivarc’h. Je 'en remercie vivement.
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