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Summary. This paper continues the discussion of the line profile on the wings. It differs from [2]
mainly insofar as it is now not assumed that skalar additivity of the single perturbations yields.
Anderson’s formula ceases to be valid and no analogous closed formula seems to exist. Nevertheless,
the discussion is possible and yields the result predicted in [2].

ChapterI considers the convolution of tight measures on topological Abelian semi-groups.
Chapter I treats Poisson measures, a new concept for the statistical model of an infinite gas in [2].
To every positive Radon measure p on a locally compact set X one associates a positive measure P{p)
on the space of all positive Radon measures on ¥ with the vague topology. The map pir— P(p) is
continuous in various ways and has the property P(p+0)=P(p)* P(a), P(0)=0, (Dirac measure at
the measure 0). In IIT and IV the discussion of the line profile is carried out. The most important tool
is a homogeneity relation established at the beginning of IV.
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Einleitung

In der Arbeit ,,Zur mathematischen Theorie der Druckverbreiterung von
Spektrallinien®, die in Zukunft als I zitiert werden soll (die einzelnen Kapitel von I,
z.B. das III. Kapitel, werden in der Form LIIT angefiihrt), wurde das Profil einer
druckverbreiterten Spektrallinie berechnet und diskutiert unter den folgenden
Voraussetzungen:

(i) Das leuchtende Teilchen ruht inmitten eines Gases, das aus gleichartigen
Teilchen besteht, die sich unabhéngig voneinander auf geraden Linien mit einer
Geschwindigkeit vom Betrage v bewegen. Diese Storteilchen sind gleichmiBig
im Raum mit einer mittleren Dichte n verteilt'. Die Richtungen ihrer Geschwindig-
keiten verteilen sich gleichméBig tiber die Oberfliche der Einheitskugel.

(ii) Das einzelne Storteilchen verursacht eine momentane Frequenzinderung
des Leuchtteilchens, die proportional zum Quadrat der elektrischen Feldstirke
ist, die das Storteilchen am Ort des Leuchtteilchens hervorruft (quadratischer
Starkeffekt). Die von den einzelnen Storteilchen hervorgerufenen momentanen
Frequenzénderungen werden aufaddiert, um die totale momentane Frequenz-
anderung zu erhalten (skalare Additivitit der Einzelstorungen).

1. In I bezeichneten wir die Teilchendichte mit N.
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Sei also zur Zeit t der Ort des i-ten Storteilchens durch den Vektor x,(t)
gegeben, der von dem ruhenden Leuchtteilchen im Nullpunkt ausgeht. Das Stor-
teilchen sei eine Punktladung. Dann ist die elektrische Feldstirke am Ort des
Leuchtteilchens proportional zu |x,|~2, die dadurch verursachte momentane
Frequenzinderung proportional zu |x,|~* und die totale momentane Frequenz-

hi
verschiebung X(B=27 C Y 5%, )

Wie schon in der Einleitung von I ausgefiihrt, gilt die skalare Additivitét der
Einzelstorungen nicht exakt. Wohl aber addieren sich in Strenge die elektrischen
Feldstirken, die von den verschiedenen Storteilchen herriithren. Es miilite besser

heiB
erben X(@®)=2r C|Y x |5 3. @)

Die skalare Additivitdt bedeutet also die Vernachldssigung der Terme der Form

X,
3 3
EAMEN

In I wurde vermutet, daB diese Vernachldssigung auf den Linienfliigeln zuléssig
sein konnte. Das soll in der vorliegenden Arbeit bewiesen werden. Wir nehmen
an, X (¢) sei von der Form (2) und zeigen, daB das hieraus resultierende Linien-
profil auf den Linienfliigein ebenso wie unter Annahme von (1) in erster Naherung
durch die quasistatische Approximation gegeben ist.

Als Voraussetzung dieser Uberlegungen dienen weiterhin (i) und die modi-
fizierte Annahme (ii):

2nC

(1=Fx).

(iiY Die momentane Frequenzidnderung des Leuchtteilchens ist proportional
zum Quadrat der von allen Storteilchen verursachten elektrischen Feldstirke am
Ort des Leuchtteilchens.

Wir miissen jedoch unsern Ansatz (2) nochmals leicht verdndern. Es ergibt
sich niimlich?, daB die Summe ) x,|x,|~* mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht absolut

konvergiert. Diese Divergenz, die von den weit entfernten Storteilchen herriihrt, ist
ein in der physikalischen Literatur geldufiges Phidnomen. Man erzwingt die
Konvergenz, indem man die Feldstiirke des i-ten Stérteilchens nicht mit x,|x,| 3
sondern mit x,|x,| -3 e~ #!*| annimmt. In der Physik setzt man § meist gleich dem
Kehrwert des sog. Debye-Radius. In unserm Fall interessiert der numerische Wert
von B nicht, da er bei der asymptotischen Diskussion des Linienprofils heraus-
fallt. Wir ersetzen also (2) durch

X(O)=2nC|Y x,|x| e =2 ?3)
i
2. Im Rahmen des statistischen Modells eines unendlich ausgedehnten Gases I.IV und IV

hat man Y % |%| 3=<ux|x}"®> zu setzen. Betrachtet man die Summe der Absolutbetrige
Y lxl2=Ly, |x]~2>, so ergibt sich nach einer Gleichung in I S.95

Eexp—ady, x|~y =exp—n|d®z(l—exp—olz|~?)
=exp—n{4nr’ dr(1—e~%"=0.
s}

Geht man mit ) 0, so folgt P {{g, |x|~2> <0} =0 oder Y |z,|~? = co mit Wahrscheinlichkeit 1.
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In T wurden als Storteilchen neben Punktladungen auch Dipole betrachtet.
Um die ohnehin schon langen Formeln nicht noch weiter zu komplizieren, wollen
wir das in dieser Arbeit nicht tun. Wir hitten bei Dipolen die Richtung des
Dipolmoments und seine Geschwindigkeit als zusitzliche Parameter. Wir glau-
ben jedoch, daB} die hier entwickelten Methoden sich ohne Schwierigkeiten iiber-
tragen lassen.

Wir geben nun einen kurzen Uberblick iiber den Gang der Uberlegungen und
iiber die verwendeten mathematischen Methoden. In 1.1V und 1.V wurde das
statistische Modell eines unendlich ausgedehnten Gases aufgestellt und einige
seiner Figenschaften aufgedeckt. Es diente dazu, in 1.VI die Anderson-Formel
abzuleiten, wurde aber nicht mehr bei der Diskussion dieser Formel in I.VII und
LVIII verwendet. Das ist hier anders. Das dem Modell entsprechende Wahr-
scheinlichkeitsmaBl, wir nennen es Poisson-MaB steht im Mittelpunkt der Betrach-
tungen.

Sei ¥=IR*x S$? das kartesische Produkt des dreidimensionalen Ortsraums
mit der Oberfliche der dreidimensionalen Einheitskugel, die die verschiedenen
moglichen Geschwindigkeitsrichtungen beschreibt, sei p=p'® p” das Produkt
des Lebesgue-MaBes aul dem IR® und des auf 1 normierten OberflichenmaBes
auf $2. Sei n>0 die mittlere Dichte des Gases der Storteilchen und P(n p) das
zugehdrige Poisson-MaB auf dem Raum 3R (X) aller positiven Radon-MaBe auf X.
Das Linienprofil ist ein Wahrscheinlichkeitsmal3 I(v) auf der Geraden mit der
Fouriertransformierten

R(tm v, =[P p) ) expi | Xz, @)
wo nach (3) zu setzen ist
X(t,w=2nC|[px e)qsx+vre,e) (5
mit
ap(x, @) =x|x| 3 e, (6)

Der Schliissel fiir die Diskussion in I.VIIT war eine Homogenitdtsbeziehung,
die letzten Endes von der Homogenitét des Ansatzes fiir die Feldstirke herriihrte.
Auch wenn man die skalare Additivitit der Einzelstérungen nicht mehr annimmt,
bleibt die Homogenitit erhalten. Tatsédchlich gilt fiir &> 0 die Beziehung

R(t,n, v, )=R(=*t, o> n, a3 v, f). )

Versucht man die Uberlegungen von IVIII zu iibertragen, so hat man den
Ausdruck w*(I,—§) fiir u— oo zu betrachten, wo I, das um den Faktor u ge-
stauchte Linienprofil ist. Man transformiert nach Fourier und erhilt

u* (R(t/u,n, v, By—1)
= (Rt u  n,u*v,u"* f)—1).

(8)

Um {iber diesen Ausdruck Auskunft zu erhalten, geniigt es im wesentlichen
die K
ie Konvergenz n ' [R(t,m, v, f)— 1]
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fiir n| 0 zu untersuchen. Sei d das Dirac-MaB im Nullpunkt von IR (X), so ist der
letzte Ausdruck gleich

P —b !
f ﬂ)(—’f—(ﬂ expi | X(z, p)dr. 9)
0
Die wesentliche Beobachtung ist nun, daB (P(np)),», eine Faltungshalb-
gruppe auf Mi(X) bildet mit dem infinitesimalen erzeugenden Operator A (p),

CAlp), 15 =3§ p)(f(6,)—f(0)).

Es liegt darum nahe, daf3 (9) gegen

N 5 )dr—1
jp(x)[exngX(r, Jdt ]

konvergiert. Daraus ergibt sich, daB (8) gegen

[4nr?dr(exp2niCtjrt—1)
0
geht. Das ergibt dann schnell die endgiiltige Aussage am Ende von Kapitel IV.

I. Faltung straffer Mafie

Einem topologischen Raum X ordnen wir den Banachraum 2(X) der reell-
wertigen, stetigen und beschriankten Funktionen auf X versehen mit der Supre-
mumsnorm zu. Sei (f,),. , ein Netz in £(X). Wir sagen, die f, konvergieren locker
gegen f, wenn die f, gleichmiBig iiber jedem Kompaktum gegen f konvergieren
und die Normen | f,|| beschrinkt bleiben. Ein straffes Maf} p auf X ist ein lineares
Funktional auf £(X), das sowohl beziiglich Normkonvergenz als auch beziiglich
lockerer Konvergenz stetig ist. Das bedeutet also, daf es eine Konstante C gibt,
so daB |y, fH|ZC fiir alle fe2(X), |fII<1 ist, und daB es zu jedem ¢>0 ein
Kompaktum K < X und ein 0>0 gibt, so daB [{u, fH|Seist fiir fe(X), | fI=1,
[f(x)|]£6 fir xeK. Die Menge S(X) aller straffen MaBe auf X ist ein norm-
abgeschlossener Teilraum von £'(X), dem Dualraum von £(X). Eine Familie
straffer Mafle heifit gleichstraff, wenn sie gleichstetig sowohl gegeniiber Norm-
konvergenz, als auch gegeniiber lockerer Konvergenz ist, wenn sie also die
beiden eben genannten Bedingungen gleichmiBig befriedigt.

Auf lokal kompakten Raumen sind die straffen MaBe nichts anders als die
beschriinkten Radon-MaBe. Auf vollstindig reguliren Riumen besitzen die
straffen MaBe alle wesentlichen Eigenschaften beschrinkter Radonscher MaBe
(vgl. z.B. LI).

Man bestitigt leicht die folgenden beiden Hilfssétze.
Hilfssatz 1. Seien X und Y topologische Riume, sei fe (X xY) und sei fiir

festes xe X die Abbildung f.: Y- R durch yr— f(x, y) gegeben. Dann ist f, e 2(Y)
und x+— f, locker stetig.
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Hilfssatz 2. Seien X und Y topologische Riaume, sei v ein straffes Mafi auf Y.
Dann ist

feLX XY [yv) f(x, )=, £

eine locker stetige Abbildung von L(X xY) in &(X). Das heifit also x— (v, f.>
liegt in £(X) und einem locker konvergierendem Netz (f,),., in £(X x Y) ist das
locker konvergierende Netz ((v, f,,>),c4 ZUgeordnet.’

Satz 1. Seien X und Y vollstindig reguldre topologische Riume. Seien yu und v
straffe Mafie auf X bzw. Y. Dann existiert genau ein straffes Mafy 2 auf X x Y mit

JA () g)={ ux) f(x) [ v(¥) ()
fiir fe2(X), geL(Y).

Beweis. Mittels Hilfssatz 1 und 2 zeigt man die Existenz von 4 als iteriertes
Integral

T2 Gx, b, y)=§(y§ Ax, y) f(x, ).

Um die Eindeutigkeit von 4 zu beweisen betrachte man die Algebra W= (X x Y)
der Funktionen der Form

hix, y)= _2 g,  fie2(X), gel(Y).

Offensichtlich liegen die Konstanten in 2. Sei (x,, y,), (x,, yz)eX X Y; (x;,y,)=+
(x3,y)und —1=a, a, <1. Wenn wir gezeigt haben, daB es eine Funktion he ¥
mit A =1, h(x, y)=04, h(x,, y,)=0, gibt, kénnen wir aus [3] Hilfssatz 1 fol-
gern, daB U locker dicht in (X x Y) ist. Das impliziert die Eindeutigkeit von A.
Sei z.B. x, #+x,, seien U, U, Umgebungen von x,;,x,, U;nU,=0 und sei fiir
i=1,2; f,ef(X), 0= f;<1, f;=0auBerhalb U, und f;(x,)=1. Sei

h(x, J’):(Oﬁ Si()+a, fz(x))

Dann erfiillt & dic gestellte Bedingung.

Das nach Satz 1 eindeutig festgelegte MaB 4 hei3t das Tensorprodukt p®v.
Man schreibt

v, = u(x) v h(x, y)=[fv(y) u(x) h(x, ).
Aus Satz 1 folgt, daB die Reihenfolge der Integrationen belanglos ist

Fre (v hee )= v (§ ux) h(x, ).

Sei X ecine Abelsche, additiv geschriebene Halbgruppe mit Nullelement, sei
X ein volistindig regulirer topologischer Raum und sei die Abbildung

X xX-X,

(X, )= x+y
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stetig. Seien p und v straffe MaBe auf X, so ist

prv=n(u®v)

die Faltung von p und v. Als stetiges Bild eines straffen Males ist u* v ein straffes
MaB. Die Kommutativitdt von X impliziert pxv=v=u. Sei feQ(X) und y ein
straffes Maf} auf X, so setzen wir

,LLOfI X—-R
x> f ) S (x+y).

Satz 2. Sei pu ein straffes Maf3 auf X. Dann ist

po: fef(X)—pof

ein linearer Operator von £(X) in £(X), der Normkonvergenz in Normkonvergenz
und lockere Konvergenz in lockere Konvergenz iiberfiithrt. Es gilt |po| = p||. Sei
v ein weiteres straffes Maf auf X, so gilt (o) (ve)=(uxv)o.

Beweis. DaBl po fe &(X)liegt und daB fi— pof die lockere Konvergenz erhilt,
folgt aus Hilfssatz 2. Aus (o f) (0)=<p, [ folgt [y, fH|< [pof]l und |ul = pell.
Andererseits folgt aus |[f||<1, daB | f. =1, f.: X>R, x> f(x+y) und somit

e sl =§g}}?l<u, JNZ |l Also [lpell = ful.

Folgerung. Die Faltung ist assoziativ. Es gilt ||usv| < {ull [Iv].

Sei xe X, so bezeichnet man mit 6, das straffe MaB} fi— f(x) und nennt J, das
Dirac-Maf im Punkte x. d.of ist die Verschiebung von f um x, es gilt o, , =
0,%6, und dy*u=p. Es ist also J,=0 das Einheitselement der Faltung. Sei p
ein straffes Mal}, so setzen wir

1 1
€XPy f= 0 ot (o p) e (g ) oo

Da die Menge S(X) aller straffen MaBe auf X normabgeschlossen ist, ist exp,,
ein straffes MaB.

11. Poisson-Mafle

Sei X ein lokal kompakter Raum, sei 0t (X) die Menge aller positiven Radon-
MaBe auf X versehen mit der schwachen Topologie iiber £, (¥), dem Raum aller
stetigen, reellwertigen Funktionen mit kompaktem Tréger. Der Raum 9t (X) ist
vollstindig reguldr, er bildet beziiglich der Addition eine kommutative Halb-
gruppe mit Nullelement. Die Addition ist in beiden Variablen stetig. Wir bezeich-
nen die Dirac-MaBe auf MM (X), um sie von den Dirac-MaBen auf X abzuheben,
mit b,, ueIMM (X), das Dirac-MaB im Nullpunkt mit d. Sei P ein straffes MaB auf
IN(X), so ist

P: 2,(¥)~C,

@i [ P(u)exp ilu, @)



Druckverbreiterung von Spektrallinien. IT 45

die Fouriertransformierte von P. Die Fouriertransformation ist umkehrbar ein-
deutig (vgl. [3] Satz 1). Es gilt

D=1,
(P =P,
(exp, P)" =exp P

fiir straffe MaBe P und Q auf 9t (¥X). Wir bezeichnen mit & (M (X)) die Menge der
straffen MaBe auf I (X).

Satz 1. Sei p ein positives, beschrinktes Radon-Maf auf X, so ist

A(p): {Alp), f>=£f p(Lf(6)—f(0)]

ein straffes Maf auf M(X). AuPerdem ist

P(p)=exp, A(p)
ein straffes Wahrscheinlichkeitsmaf auf IR(X) und
© 1 k
P y=e O[O+ Y, T fot) - ox)f (T,
fir fe2(M(X)). Es gilt
P(0)=b,
P(p+0a)=P(p)=P(o)

falls o ein weiteres positives, beschriinktes Radon-Maf} auf X ist. Die Abbildung
pr> P(p) ist stetig, falls man die Menge der positiven beschrinkten Radon-Maf3e mit
der £'(X)-Norm und & (M (X)) mit der &' (M (X))-Norm versieht.

Beweis. Schreibt man A4 (p) symbolisch
Alp)=§ p(x)(d;,— ),

so sieht man, daB A4 (p) von der beschriankten und damit relativ kompakten Menge
{0,: xeX} und dem Nullpunkt getragen wird. Also ist A(p) und damit P(p) straff.
Wir zerlegen

(Bp), [>=[p(x)f(5,).
Es ist

exp, A(p)=exp,(—<p, 1)d)+exp, B(p)
=e=#V exp, B(p)
und man erhilt fiir exp, A(p) die angegebene Formel, da
Blp)of)W)=J p(x) f(u+3,)

ist. Diese Formel zeigt zugleich, daBl P(p) positiv ist. Da (A(p), 1>=0 ist, ist
{P(p), 1> =1. Somit ist P(p) ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
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Die £ (M (X))-Norm von A(p) ist [ A(p)| £2|p]l. Also
lexp, A(p)—exp, A(o)]| = llexp,, A(o)*(exp, A(p—a)—D)|
<exp |A(o)ll (exp | A(p—0)| — 1)
Sexp2laf(exp2ilp—a]—1).

Daraus ergibt sich die behauptete Stetigkeit.

Satz 2. Sei X lokal kompakt und abzihlbar im Unendlichen. Dann gibt es zu
jedem positiven Radon-Mafi p auf X ein straffes WahrscheinlichkeitsmaB P(p) auf
IR (X) mit der Fouriertransformierten

P(p)*: P(p)"~(p)=exp [ p(e'*—1).
P(0)="b,
P(p+0)=P(p)*= P(0).

Es gilt

Durchliuft p eine beschrinkte Menge von MR(X), so ist die Menge P(p) gleichstraff.
Auf jeder beschrinkten Menge von W{X) ist die Abbildung p+ P(p) stetig, falls
man I (X) mit der schwachen Topologie iiber £ (X) und S (M (X)) mit der schwachen
Topologie iiber (I (X)) versieht.

Beweis. Sei 0=y, <, < --- eine Folge von Funktionen aus £,(X), y,11 und
sei A,=A(py,), wo py, das Mall ¢ p, ¥, @) ist. py, ist ein beschrinktes
positives MaB auf X, folglich ist B, =exp, 4, nach Satz 1 ein straffes Wahrschein-
lichkeitsmal auf 9t (X) mit der Fouriertransformierten B (p)=exp | p i, (¢'* —1).
Fiir k1 oo konvergiert B (p)— exp | p(e'? —1). Nach [3] Satz 3 konvergieren die
E, gegen ein straffes Wahrscheinlichkeitsmal P(p) auf 9¢(X) mit der angegebenen
Fouriertransformation.

Sei ¢ 20 fest, 120, so ist
P(p)*(Lp)=exp | p(e**—1).

Durchléuft p eine beschrankte Menge, so ist p {Tr ¢} beschriankt und P(p)" (1 ¢)
konvergiert fiir 4|0 gleichméBig in p gegen 1. Daraus folgt nach [3] Satz 2 Fol-
gerung 1, daB die P(p) gleichstraff sind.

Offensichtlich ist ein lineares Funktional auf £(9t(¥)) genau dann ein straffes
MaB, wenn seine Einschrinkung auf die Einheitskugel & von £ (Mt (X)) stetig ist
in der Topologie der gleichmaBigen Konvergenz liber jedem Kompaktum. Die
Linearitidt impliziert die gleichmiBige Stetigkeit auf & in dieser Topologie. Sei
B< MM (X) beschrinkt, dann ist die Menge {P(p): pe B} gleichstraff. Das kann
man so interpretieren, dafl die Einschrinkungen der P(p) auf & gleichgradig
gleichmiBig stetig beziiglich der eben genannten Konvergenz sind. Auf B geniigt
es also, die Stetigkeit p+— P(p) fiir eine dichte Teilmenge in & zu beweisen. Nach
[3] Hilfssatz 2 ist die Menge der trigonometrischen Polynome der Norm =1
dicht in K. Wegen der Linearitdt der P(p) muB also nur die Stetigkeit

peBi(P(p), e?>=P(p)"(p)
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fiir festes @ € £, (X) bewiesen werden. Das ist aber klar, denn

P(p)"(@)=exp [ p(e'*—1)

und dieser Ausdruck ist stetig beziiglich der schwachen Topologie von Wi(¥)
auf £,(X).

Wir nennen das in Satz | bzw. Satz 2 definierte Wahrscheinlichkeitsmal} P{p)
das zu p gehorende Poisson-Mafi. Den Grund fiir diese Namensgebung soll die
folgende Uberlegung liefern. Man betrachte einen Poisson-ProzeB im Intervall
[0, T (vgl. [ 1]). Er besitzt mit Wahrscheinlichkeit 1 endlich viele Sprungpunkte x,.
Die Wabhrscheinlichkeit, daB es genau k Sprungpunkte gibt ist eT (¢ T)¥/k!. Die
Orte dieser k Sprungpunkte sind unabhingig und gleichverteilt mit der Dichte 1/T.
Betrachtet man das zufillige MaB p=4, und sei fe 2(M([0, T)), so gilt

Ef(m=Ef(}¥0.)

—er . (cTF 1 k
= TfO)+ Yo T ijjdtl...dtkf(lgléx).

Das ist aber nach Satz 1 gleich
(Plep) £

falls p das Lebesgue-MaB auf [0, T7] ist.

Ist X nicht kompakt, 4 ein nicht beschrinktes Mall auf X und n>0, so ist
P(n ) das in LIV und 1.V betrachtete Wahrscheinlichkeitsmal des statistischen
Modells eines unendlich ausgedehnten Gases.

Sei pe M (X) fest, dann bilden die MaBe (P(n p)), , cine Halbgruppe beziiglich
der Faltung. Es stellt sich die Frage nach dem infinitesimalen erzeugenden Ope-
rator. Sei ueIN(X), Yye,(X), Yy =0,50 bezeichnen wir mit piy das Maly

P> LY o).

Sei fe 2(M(X)), so sei f, die Funktion pi— f (u ).

Satz3. Sei peM(X), YeLy(X), Y 20. Dann konvergiert fiir n|0 gleichmiifig
fiir alle feQ(MX), | f =1

P —b
< Plnp)=d fw>%<A(p>, 1= 1P 0) £, O

n

Der Raum aller Funktionen f,: feﬂ(im(%)), welo(X), w20, ist locker dicht in
(Wi (X)).

Das Integral auf der rechten Seite der letzten Gleichung existiert, da f,,(3,) =
£, )= f(0) ist filr x¢ Tr . Der Operator A(p) ist in gewisser Weise dicht definiert,
wenn es auch nicht die Normtopologie von £(9 (X)) ist, in der sein Definitions-
bereich dicht liegt. Das entspricht dem, dal die P(p) straff sind, also mehr als
normstetig. Es wiire interessant, diesen Uberlegungen nachzugehen, doch scheint
es mir im Augenblick fiir das zu behandelnde Problem keine groBen Vorteile zu
bieten.
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Beweis. Wir setzen
Alp),: 8(M(X)-R
(Al 5= p@)[f(¥ (x)3,)~f(0)]
={A(p), fy>-
Da A(p), ein straffes MaB3 auf IR (X) ist, ist exp, n A(p), definiert und
(exp, nA(p)y)" (@)=exp n{A(p),, "> 0
=expn | p(e*—1).

Sei P irgend ein straffes MaB auf 9t(X), so bezeichnen wir mit F, das Bild von P
beziiglich der Abbildung ur . Es ist also

VB, f=[ P fuy)=|Pf,. : 2
Daraus folgt
1?11/\ ((P)Zj P(,u)ei<’“’"‘”> =§ P(,u) il ved
also _
B Mp)=PW ¢). (3)
Somit ist

P(np), (@)=Pnp)" W ¢)=expn | p(¥*—1).
Aus dem Vergleich mit (1) ergibt sich
P(np),=exp, nA(p),. )

CPnp), fy>=CPlnp),, [>={exp, nAlp),, />

Die Eigenschaften der Exponentialfunktion ergeben sofort die behauptete Kon-
vergenz. DaB} die Menge { f,} dicht in £(9 (X)) ist, folgert man entweder daraus,
daf3 diese Menge die nach [3] Hilfssatz 2 dichte Menge der trigonometrischen
Polynome enthilt, oder direkt, indem man die Uberlegungen von LIV, Hilfs-
behauptung 3 anwendet.

Damit ist

IIL. Mathematische Existenz des Linienprofils
ohne Annahme skalarer Additivitit

In der Einleitung von I wurde das Linienprofil als dasjenige Wahrschein-
lichkeitsmal3 I(v) auf der Geraden definiert, dessen Fouriertransformierte die
Funktion .

R()=Eexpif X(1)dr
0

ist. Setzt man X (t) nach Einleitung (3) an und verwendet man die dort aufge-
schriebenen statistischen Annahmen (i), so stellt sich die Frage, ob im Rahmen
dieser Annahmen R(t) und X (¢) definiert sind, ob also die R(¢) definierenden
Integrale sinnvoll sind und ob R(¢) die Fouriertransformierte eines Wahrschein-
lichkeitsmaBes sein kann. Eine explizite Formel, dhnlich der Anderson-Formel,
ist mir nicht bekannt. Wir fassen die Frage zunichst im Hinblick auf eventuelle
zukiinftige Anwendungen etwas weiter und spezialisieren dann.
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Sei X ein lokal kompakter Raum und sei (T,),. eine Gruppe topologischer
Abbildungen X — X, T,=Identitdt, T,o =T, ,. Sei auBerdem die Abbildung

S+1t°

(s, )= T, x von R x X in X stetig. Sei ueWi(X), so bezeichnen wir mit T u das
Bild von x beziiglich der Abbildung x> T, x.

Hilfssatz 1. Die Abbildung (s, p)— T, u von R x IR(X) in M(X) ist stetig.

Beweis. Wir miissen zeigen, daB fiir festes ¢ € 2, (¥) die Funktion

(s, W= <Tp, 0> ={u, @o Ty

stetig ist. Man sieht leicht, dal es zu 6>0 und s,eR ein Kompaktum K< X
bt mi
gibt mit TrpoT)cK  fir |s—s,|<0.

Sei ey (X), =0,y =1auf K. Sei p, MM (X) fest und {y,, ¥> < C. Wir betrachten
die Umgebung Uy = {u: {u, Y» < C} von u,. Dann gilt fir ueU, und |s—s,|<6

[<tt @oT>—ptg, o T OIS |IKu—pg, 0o T, )|+t @0 T,— o T, 3|

SIKu=tio, 9o T+ Clloo T—@o T, .

Da fiir s — s, die Funktionen ¢ o T, gleichmiBig gegen ¢ o T,  streben, ergibt sich
aus der letzten Abschitzung die Stetigkeit von (s, u)— T u.

Sei P irgend ein straffes MaB3 auf M (X), so bezeichnen wir mit T, P das Bild
von P beziiglich der Abbildung ut— T, u. Insbesondere heiBlt P invariant beziiglich
der Gruppe (T;),.g wenn T, P=P ist fiir alle seR.

Satz 1. Sei P ein straffes Wahrscheinlichkeitsmap auf (X)) und sei Y: M(X) - R
eine P-mefbare Funktion. Dann ist die Funktion
(s, W)eR x IR (E)> Y(T, 1)

mefbar beziiglich des Produktes vom Lebesgue-Maf} auf der Geraden und dem
Maf; P. Sei iiberdies S Y (T, u) fiir P-fast alle u lokal integrierbar und P invariant
beziiglich der Gruppe (T,),.g, S0 existiert

R()=] P expi | Y(T, ) ds

und ist die Fouriertransformierte eines WahrscheinlichkeitsmapPes auf der Geraden.

Beweis. Fiir jedes ganze n ist

n fiir Y>n
Y™ (=Y fir —n<Y<n
—n fir Y<—n

meBbar und beschriankt und somit integrierbar. Jede integrierbare Funktion ist
aber der Grenzwert einer fast iiberall konvergierenden Folge stetiger, beschriink-
ter Funktionen. Also ist Y selbst der Grenzwert einer fast iiberall konvergierenden
Folge stetiger, beschridnkter Funktionen Y,. Nach Hilfssatz 1 ist

(s, W= Y (T, )

4 Z.Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 13
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stetig. Daraus folgt, daf3
(s, W Y(T, )

Grenzwert einer Folge fast iiberall konvergierender stetiger Funktionen ist und
darum produktme@bar.

Sei S+— Y(T, u) lokal integrierbar fiir fast alle u. Dann ist fiir jedes ¢ die Funktion
t
p> §Y(T, p)ds
0
meBbar, also

t
p—exp i Y(T,p)ds
0

integrierbar und R (¢) ist definiert.
Wegen der Invarianz von P gilt fiir reelles h

t+h

§ P(u) eXpihj Y(T; wyds=| P(u) exp iof Y(T,,, wyds

~§ PGy expi | Y(T, T, )ds
]

=[P(u)expi| Y(T, wds.
0
Daraus folgt

t—u

R(t—u)=f P@expi [ Y(T,wds
={P(expi| Y(T, wds
_ ] 1 ) u d &
P | oxpi § YT, 0)ds || exp ] V(T s

und daraus wiederum
Y Y R({t;— 1)z, 28 20

fur t;,...,t,eR; z, ..., z,eC, wo = die konjugiert komplexe Zahl andeutet. Also
ist R positiv definit.
Fiir diejenigen g, fiir die s> Y(T, ) lokal integrierbar ist, gilt

t
[Y(T,wyds—>0  fir s—>0.
[4]

Aus dem Satz von Lebesgue ergibt sich

R(t)—1=R(0)
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fiir £ — 0. Aus dem Satz von Bochner folgt somit, dal R die Fouriertransformierte
eines WahrscheinlichkeitsmaBes auf der Geraden ist.

Wir spezialisieren und setzen ¥ =IR> x §2, wo S? die Oberfliiche der Einheits-
kugel im IR® darstellt. Wir betrachten auf IR das Lebesgue-MaB p’ und auf §?
das auf 1 normierte Oberflichenmal p” und setzen p=p’'® p". Das ist ein nicht
beschrinktes positives Radon-MaB auf X. Die Punkte von X bezeichnen wir oft
durch (x, e), wo x ein Vektor im IR? und e ein dreidimensionaler Einheitsvektor
ist. Integration nach p’ wird dann durch 43, Integration nach p” durch d*e
angedeutet. Physikalisch gesehen ist X der Phasenraum des zu betrachtenden
Gases. Wir fixieren ein n =0 und betrachten das straffe Wahrscheinlichkeitsmaf
P(n p) auf X. Die Zahl n ist die mittlere Dichte des Gases.

Wir betrachten die Gruppe der Abbildungen (7;),x
T:X-%
(x, )~ (x+se,e).

Da T, p=p ist fiir seRR, ist nach [3] Satz 5 das MaB p beziiglich dieser Gruppe
invariant.

Wir setzen
Y(w)=27 C|{m apl?,
wo C=0und
X
qﬂ(x7 e): 'x|3 e—ﬁl:{, ﬂ>0

ist. Da g, fast iiberall endlich ist und fiir die Komponenten gy, q,, g5 von g, gilt,
dall min(l, |q;|) beziiglich p integrierbar ist, ist nach L.V Satz 2 die Funktion 9
fiir fast alle u integrierbar und ur {u, q,> meBbar. Somit ist auch ¥ meBbar. Um
Satz 1 anwenden zu konnen, miissen wir im wesentlichen zeigen, dafl st Y(T, u)
fiir fast alle u lokal integrierbar ist. Dazu bendtigen wir einige Hilfsbetrachtungen.

Hilfssatz 2. Sei ¢ eine Funktion auf X, die beziiglich p sowohl integrierbar, als
auch quadratintegrierbar ist. Dann ist fiir P(n p)-fast alle u die Funktion ¢ integrier-
bar, die Funktion pi— {u, @) ist integrierbar und quadratintegrierbar und

JPmp) () {u, 0d>=n{po,
[P p)(w<p @d*=nfpe®+n*([ p o)

Beweis. Nach Satz [.V.2 ist ¢ fiir fast alle u integrierbar und fiir AR ist

[Pnp)e*2>=expn | p(e**—1).
Da
A [ pe*e—1)

zweimal stetig differenzierbar ist und der Wert der ersten Ableitung im Nullpunkt
gleich in<p, @), der der zweiten Ableitung gleich —n<{p, ¢*) ist, ergibt sich die
Behauptung.

4%
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Hilfssatz 3. Sei sg<s,, sei e>0und yeQy(¥), 0=y =1 und =1 auf
(x| <e/2} x 82
und =0 auferhalb {|x|<e} x S2. Dann ist die Menge

U={ueMX): (u Yo T.>>0 fiir eins: 5,<s<s,}

offen in M(X) und
Pnp){U}<nme*((s,—so)+2¢).

Beweis. Als Vereinigungsmenge offener Mengen ist U offen. Sei
CV={(x, e): | +se|Zefiirein s: 5y =55,

Dann liegt Tr{YoT)cV fiir sg=<s<s; und {u, o T,) >0 impliziert u{V}>0.
Also ist nach Satz 1.V.3

P(np) {U}<P(np){u: p{V}>0}
=1—exp(—np{V})=np{V}

Snme((s;— o) +2¢).

Satz 2. Sei v=0, so ist 1 — Y(T,, p) fiir fast alle u lokal integrierbar.

Beweis. Wir wihlen ein v wie im Hilfssatz 2, wollen jedoch annehmen, dal
¥ (x, ¢) nur von |x| abhéngt. Sei U die Menge

{p: Yo T, >>0fiir ein 7: s< TSt}

x die charakteristische Funktion ihres Komplements, so ist
t
§P(np) ) x| Y(T, wydr

— [ P(1p) () 2027 C | 1<t a0 Ty 3 P dt

— [ P(np) (020027 C | 1< [(1 - ) a]e T, P d.

Denn fiir alle p¢ U ist (g, Yo T,,> und somit auch {u, () qp)o T,.>=0. Schitzt
man y durch 1 ab, vertauscht die Integrationen und verwendet man Hilfssatz 2,
so ergibt sich wegen der Radialsymmetrie von

<21 C{dt | pl[1~¥)a,le TP

—21 C(t—9) | pl(1—)q,
<2nClt—s) | dxlx™

x|z /2
< 0.
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Sei .
W= {ueim(%): fde Y(T, )= oo}
so ist also
Pmp){Wncompl U}=0
und damit

Pnp){W}=Pnp){(WnU}+Pnp){Wncompl U}
SPnp){Utsnme*((t—s)v+2e).

Da ¢ beliebig war, folgt P(n p) {W}=0. Daraus ergibt sich die Behauptung.
Folgerung. Die Funktion

R(t)=[P(np)(w) exp ijldf 2 C|fpulx, gz +vte )
6]

Gy, €)=z - [x] 72 1

ist definiert und die Fouriertransformierte eines Wahrscheinlichkeitsmafes.

IV. Diskussion des Linienprofils auf den Linienfliigeln
ohne Annahme skalarer Additivitit

Der Beweisgang dieses Kapitels ist in der Einleitung skizziert. Wir beweisen
zundchst den dort angekiindigten Homogenitétssatz, der den Schliissel fiir die
ganze Diskussion bildet. Wir verwenden die Bezeichnungen der zweiten Hilfte
des letzten Kapitels.

Satz 1. Sei
R(t,n, v, )= P(np) (W exp i | %,(T,, w)dz
mit 0
Yy(u)=27m C|{u, ap) 17,

ap(x ¢)=x-|x[ P e P,
so gilt fiir «>0
R(t,n,v, B)=R(e"*t,a’n, o’ v, a B).

Beweis. Wir betrachten die Abbildung
S, X-X
(x,e)>(0x, ¢)
und die entsprechenden induzierten Abbildungen

S, ME)->ME und  S,: SENE) - SEN(X)).

Dann gilt
S, P(np)=P@ 3np). (1)
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Denn gemil [3] Satz5 ist S, P(np)=P(nS,p). Man rechnet unmittelbar aus
S, p=0""p. AuBerdem gilt

’I:;lSzx::Soc’Il‘)t/a‘ (2)
Endlich erhalt man
YoS,=0"*Y,,. (3)

Es ist namlich
Yﬁ(Saﬂ):‘ZTC Cl<u’7 Clp" S<z>|2
und
(S, (x, )= q,(x, ©).

Somit ergibt sich mit Hilfe von (1), (2) und (3)

R(tn, 0, B)=[ IS, S,y Pln p)] () expi § Y, (T, wyd
~J 15, POl () exp | (7,8, 1)
=1 PGnp) (exp | B(5. Ty )

t
= [ P@np) (@ expi|a=* V(T mdr.
0

Die Variablentransformation 7' =1/a* ergibt endlich

t/at

={P@np)(pexpi| Y (T, w)dx
0

=R *t,a*n, o0 v,a B),
q.e.d.
Hilfssatz 1. Fiir festes t,>0 konvergiert fiir n} 0 gleichmifig in0Sv=v,, f>0
und 051t
t -1 !
&;’%L»»F(t, v, By=({ d>xd*e [exp (27; iC[lagx+vre,e)f dr>— 1].
¢}

Beweis. Um die Beweisidee herauszustellen, formulieren wir um:

R(t,n,v, f)—1 =<P(np)-b ,f>

n " n
mit .
Jw=expi| Y (T, p)dr.
[4]

Behauptet wird, daBl dieser Ausdruck gegen
(Alp), f>=] p)Lf(8,)—f(0)]

—{ p(x, ¢)exp {2m € {a(T.o (s, o) de— 1]:F(t, 5 B)
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konvergiert. Dabei ist A(p) die naheliegende Ausdehnung des in Satz I1.3 defi-
nierten Operators. Der Beweis wiirde sich unmittelbar aus Satz I1.3 ergeben,
wenn [ stetig, beschrinkt und von der Form f=f, wire. Das ist jedoch leider
nicht der Fall. Strend wirkt die Singularitéit von q; im Nullpunkt und daB q,
sich bis ins Unendliche erstreckt, d.h. keinen kompakten Triger besitzt. Wir
werden deshalb g, abschneiden. Die Abschitzung der Reste bildet die Haupt-
aufgabe dieses Hilfssatzes.

Da R(—t)*=R(t) ist, genligt es beziiglich ¢ die gleichmiBige Konvergenz in
einem Intervall der Form 0 <t =<t, zu untersuchen. Wir nehmen also 0<t<¢, an.
Wir wihlen r und &, 0 <e<r< oo und stetige Funktionen ¢, ¢,, ¢; auf R | mit
029,21, ¢;+¢,+¢@3=1und

()= 1 fir use/2,
Pr= 0 fiir u=e,

1 fiir e<uzr,
@, ()= "
0 fiir uge/2, u=2r,

1 fiir u=2r,
(po(u)={0 fiir u<r,
und setzen
Yix e)=0(x))  (i=1,2,3)
und

gw=expi|2n CKT, 1, q,0 P dr.
0

Da jede Komponente von , q, eine Funktion aus £,(¥) ist, folgt aus Hilfssatz
M1, daB (z, 1) » T, u, ¥, q5> und damit g stetig ist. Der Trdger von i, qp° T,

vT

ist fiir 0<v=w,, alle f und 0=t <t enthalten in {xelR*: [x|<2r+uv,t,} x §2. Sei
0=y =1 eine Funktion aus £,(¥), die auf dieser Menge gleich 1 ist, so gilt g(u)=
glu)=g,(w). Aus Satz 11.3 folgt darum

<P(np)—b

n

,g> — CAlp), g» 1)

gleichmiBig in f, 0Sv=<v, und 0=r<t¢,.

Da f(0)=g(0)=1 ist, miissen noch {(n~'P(np), f~g> und {A(p), f—g> ab-
geschitzt werden. Wir setzen

t
hw=expi|2n CIKT,, p, (W, +r3)a,0 P de.
Sei ’
U={peMX): {(u, Yo T, >>0flireinvt: 05151, 0Zv=0,)

Dann ist fiir ue U die Funktion ¥, q T, eine Nullfunktion und somit f(u)= h(u).
Da [ fll={hll=11st, ist

[Kn='P(np), f—h>|<2n~' P(np) {U}
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und nach Hilfssatz 111.3
[<n= Pnp), f—hYiS2m e (v Lo +26) 2)
fiir alle >0, 0<v,<v, 0=t =1,.

Da f(,e) und k(S ) ibereinstimmen, falls nicht T, (x, e)e Tr y, liegt fiir
ein v oder 7, falls also nicht

(x,e)eV={(x,¢): [x+vre|<Zefiirein v: 0Sv=<v, und ein 7: 0< 1< 1,},
so gilt nach dem Beweis von Hilfssatz I11.3

[<A(p), f=m)1=(§ (5, &) Lf (Bs, )= 104, )]

L2p{(Vi=2ne*(vyty+28).
Also ist )
I<A(p), f—hy|=2m e (vgty+2¢) 3)

fiir alle f>0und 0=v=<0,, 0L 151,
Wir schitzen ab
[Kn~! P(np), h—g)|
t t
§jn_1P(nP)(#)2n C IKYLTHa (w2+l//3)%>|2df_ j <L, 15 q/;>|2d‘l?
0 0

<20 C = Pl p) ) [ KT, W3

4n Cjn‘lP(np)(ﬂ)ofl<Tmu, Vs Ao 1Tt s a1 7.

Man vertauscht die Reihenfolge der Integrationen und erhélt wegen der Invarianz
von P(n p) beziiglich T, :

=27 Ct-1+4n Ct-1I.
Dabei ist nach Hilfssatz 111.2, weil {p, /5 9> =0 ist,

I={n""Pnp) () |[{m 50
szllﬁz, Q/}|2§4n/r-

Aus der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

={n="Pnp)|{p ¥, adlI<m Y3 0D
<n= (§ P p) [t Y > 2 (f P ) 1<p, Y15 90 )
=({ ol al®E ([ plysal?)?
8=

v

IIA
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Also ist _
[<n=" Pln p), h—g>| <87 Cto (1r+2//57) )
firalle0=v=0v,, 05151, f>0.
Mit Hilfe einer dhnlichen Rechnung erhalt man ebenfalls

|[CA(p), h—g)y| <872 Cto(1/r+2/)/er). 5)

Aus (1) bis (5) erhilt man die Behauptung, indem man beachtet, daB ¢ und r
willkiirlich gewéhlte GroBen sind.

Hilfssatz 2. Fiir v} 0 und | 0 konvergiert F(t, v, B) lokal gleichmdfig in t gegen
F(ty=F(t,0,0)=] d*x(exp 2mi Ct/lx|*—1).

Beweis. Da F(—t,v, py*=F(t, v, f) ist, geniigt es Intervalle der Form 0<:<¢,
zu betrachten. Man beobachtet, daB das Resultat der d* x-Integration in F(t, v, f)
nicht von ¢ abhingt. Die d?e-Integration ist also iiberfliissig. Somit ist fiir be-
liebiges, festes ee §?

t

F(, v, ﬁ)=fd3x[exp 2niC| |x+vre|—4e>vﬂlx+vrel_1:|
0
und fiir 6> 0

t
F(t,v, ﬁ)—F(t)zfd:*x[exp 2niCflx+vre| *e Flerveel _exp 2niCt|x|"4]
0

:j_|_

jxi<e  fz|ze

Man schitzt ab
| [ 1s2=5-¢

lz|=e

und

t
|| ljl {§27IC j d33€j!Ix—l—vre|‘4g*ﬁ|*+”fel_!x|—4!
xlze

x| ze 0

<27C | Pxff|lxtvre|=*—|x| *e Flrtorel (1 — e hlervrel)|g-4]
0

l=| ze

L2znC | f|x|‘4[||x/|aei+vre/|aeH‘4—1!+min(1,/3|x+vv:e|)]

x]2& 0

S2nCty | dPx[128vty|x|~>+|x|~* min(1, Blx|+ Bvty)]

lzlze
fur
vty =g/2.

Das ergibt sofort die Behauptung.

Satz 2. Sei n>0, >0, v>0 fest. Sei I das Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf der
Geraden mit der Fouriertransformierten t— R(t, n, v, B). Sei I, das um den Faktor u
gestauchte Maf 1:

[LO)f0)=[10) f(v/u).
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Dann konvergieren fiir u— oo die fast positiven straffen Funktionale
u*(I,—9)

schwach auf T gegen das fast positive, straffe Funktional L, wo

(L, fy=nn@2n C)F [dx-x"*(f(x)—f(0))
0
fiir feT gesetzt ist.
Aus Satz 2 folgt ebenfalls wie in 1.VIII Satz 6
Folgerung. Fiir v— oo konvergiert
4 3
viI{u:uzv} —>—3ﬁ— n(2n C),
vil{u:ug —v}—~0.

Das sind die gewiinschten asymptotischen Aussagen fiir die Linienfliigel. Da
wir C2=0 angenommen haben, fehlt die zur ersten symmetrischen Hilfte von
Satz I.VIIL6.

Beweis. Es gilt

I (0= L,e" = I(v)e™,
also
1) (t)=R(t/u, v, n, B).

Die Fouriertransformierte von

u*(I,—6)
ist somit nach Satz 1

wW(R(Gu T nuty,u " B)—1).
Nach Hilfssatz 1 und 2 konvergiert dieser. Ausdruck fiir u— oo lokal gleichméBig
int gegen
n|d3x(exp2ni Ct/lx|*—1).

Man fithrt Polarkoordinaten ein
=n{4nr*dr(exp2niCt/r*—1)
0

und formt das Integral um, indem man
x=2nC-r~*

setzt. Also ist das Integral
=nn2n C)F [dx-x"*(e*'—1)
)

und das ist offensichtlich gleich L*(¢). Aus [4] Satz 2 folgt die Behauptung des
Satzes.



Druckverbreiterung von Spektrallinien. II 59

Literatur

1. Doob, J. L.: Stochastic Processes. New York: Wiley 1953,

2. Waldenfels, W.v.: Zur mathematischen Theorie der Druckverbreiterung von Spektrallinien.
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb. 6, 65— 112 (1966).

3. — Charakteristische Funktionale zufilliger MaBe. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb. 10,
279 — 283 (1968).

4. — Die Sitze von Bochner und Lévy fiir fast positive Funktionale. 7. Wahrscheinlichkeitstheorie
verw. Geb. (im Druck).

Professor Dr. W. v. Waldenfels
Institut fiir Angewandte Mathematik
der Universitét

6900 Heidelberg, Berliner Stralle 17
z.Z.in:

Department of Mathematics
University of California

Berkeley, California 94720 (USA)

(Eingegangen am 19. Juli 1968)



