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Summary. This paper continues the discussion of the line profile on the wings. It differs from [2] 
mainly insofar as it is now not assumed that skalar additivity of the single perturbations yields. 
Anderson's formula ceases to be valid and no analogous closed formula seems to exist. Nevertheless, 
the discussion is possible and yields the result predicted in [2]. 

Chapter I considers the convolution of tight measures on topological Abelian semi-groups. 
Chapter II treats Poisson measures, a new concept for the statistical model of an infinite gas in [2]. 
To every positive Radon measure p on a locally compact set X one associates a positive measure P(p) 
on the space of all positive Radon measures on t with the vague topology. The map pw, P(p) is 
continuous in various ways and has the property P(p + cr)=P(p). P(cr), P(0)= b 0 (Dirac measure at 
the measure 0). In III and IV the discussion of the line profile is carried out. The most important tool 
is a homogeneity relation established at the beginning of IV. 
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E in le i tung  

In  de r  A r b e i t  , ,Zur m a t h e m a t i s c h e n  T h e o r i e  de r  D r u c k v e r b r e i t e r u n g  v o n  

Spek t r a l l i n i en" ,  die  in Z u k u n f t  als I z i t ie r t  w e r d e n  soll  (die e inze lnen  K a p i t e l  v o n  I, 

z .B.  das  III .  Kap i t e l ,  w e r d e n  in der  F o r m  I . I I I  angeft ihrt) ,  w u r d e  das  Prof i l  e ine r  

d r u c k v e r b r e i t e r t e n  Spek t r a l l i n i e  b e r e c h n e t  u n d  d i sku t i e r t  u n t e r  den  f o l g e n d e n  
V o r a u s s e t z u n g e n :  

(i) D a s  l e u c h t e n d e  T e i l c h e n  r u h t  i n m i t t e n  eines  Gases ,  das  aus  g l e i cha r t i gen  

T e i l c h e n  bes teht ,  die sich u n a b h i i n g i g  v o n e i n a n d e r  a u f  g e r a d e n  L i n i e n  m i t  e ine r  

G e s c h w i n d i g k e i t  v o m  Be t r age  v bewegen .  D ie se  S tS r t e i l chen  s ind gleichm~il3ig 

im  R a u m  m i t  e ine r  m i t t l e r e n  D i c h t e  n ver te i l t  1. D i e  R i c h t u n g e n  ih re r  G e s c h w i n d i g -  

ke i t en  ve r t e i l en  sich gleichmii l3ig f iber  die  Oberfl~iche der  E inhe i t skuge l .  

(ii) D a s  e inze lne  S tS r t e i l chen  v e r u r s a c h t  eine m o m e n t a n e  F r e q u e n z ~ i n d e r u n g  

des L e u c h t t e i l c h e n s ,  die  p r o p o r t i o n a l  z u m  Q u a d r a t  de r  e l ek t r i schen  Fe lds t / i rke  

ist, d ie  das  S t6 r t e i l chen  a m  O r t  des  L e u c h t t e i l c h e n s  h e r v o r r u f t  (quadratischer 
Starkeffekt). D i e  v o n  den  e i n z e l n e n  S t6 r t e i l chen  h e r v o r g e r u f e n e n  m o m e n t a n e n  
F r e q u e n z ~ i n d e r u n g e n  w e r d e n  au fadd ie r t ,  u m  die  to t a l e  m o m e n t a n e  F r e q u e n z -  
/ i n d e r u n g  zu  e r h a l t e n  (skalare Additivitiit der Einzelsti3rungen). 

1. In I bezeichneten wir die Teilchendichte mit N. 
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Sei also zur Zeit t der Ort des t-ten St/Srteilchens durch den Vektor t,(t) 
gegeben, der von dem ruhenden Leuchtteilchen im Nullpunkt ausgeht. Das St/Sr- 
teilchen sei eine Punktladung. Dann ist die elektrische Feldst~irke am Ort des 

t - 2  Leuchtteilchens proportional zu [,[ , die dadurch verursachte momentane 
Frequenz~inderung proportional zu [z,]-4 und die totale momentane Frequenz- 
verschiebung 

x(t)=2  c Y I ,1 (1) 
l 

Wie schon in der Einleitung von I ausgeftihrt, gilt die skalare Additivit~it der 
Einzelst~Srungen nicht exakt. Wohl aber addieren sich in Strenge die elektrischen 
Feldst~irken, die von den verschiedenen StiSrteilchen herrfihren. Es mi,iBte besser 
heiBen 

X(t)= 2n C 1~ x~ Ix, I-3l 2 (2) 

Die skalare Additivit~tt bedeutet also die Vernachl~issigung der Terme der Form 

2 rc C ~' ~ 

In I wurde vermutet, dab diese Vernachliissigung auf den Linienfliigeln zul~issig 
sein ktinnte. Das soll in der vorliegenden Arbeit bewiesen werden. Wir nehmen 
an, X(t) sei yon der Form (2) und zeigen, dab das hieraus resultierende Linien- 
profil auf den Linienfltigeln ebenso wie unter Annahme yon (1) in erster N~iherung 
durch die quasistatische Approximation gegeben ist. 

Als Voraussetzung dieser (Jberlegungen dienen weiterhin (i) und die modi- 
fizierte Annahme (ii): 

(ii)' Die momentane Frequenz~inderung des Leuchtteilchens ist proportional 
zum Quadrat der yon allen St6rteilchen verursachten elektrischen Feldstiirke am 
Ort des Leuchtteilchens. 

Wir miissen jedoch unsern Ansatz (2) nochmals leicht ver~indern. Es ergibt 
sich n~imlich 2, dab die Summe ~ t~ I~,l-3 mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht absolut 

konvergiert. Diese Divergenz, die von den weit entfernten Sttirteilchen herriihrt, ist 
ein in der physikalischen Literatur geliiufiges Phiinomen. Man erzwingt die 
Konvergenz, indem man die Feldst~irke des t-ten St6rteilchens nicht mit t, I~,l-3 
sondern mit ~,]~[-3 e-Pill annimmt. In der Physik setzt man/~ meist gleich dem 
Kehrwert des sog. Debye-Radius. In unserm Fall interessiert der numerische Wert 
yon/~ nicht, da er bei der asymptotischen Diskussion des Linienprofils heraus- 
f~illt. Wir ersetzen also (2) durch 

X ( t ) = 2 n  C IF. x, lx,[ -3 e-al~'l[ 2" (3/ 
t 

2. Im  R a h m e n  des s ta t i s t i schen Mode l l s  eines unendl ich  ausgedehn ten  Gases  I.IV und I.V 
ha t  man  Y~,l~,l-3=(~,~l~1-3) zu setzen. Betrachte t  m a n  die Summe der  Absolutbetr~ige 

y,l~,l-2= <~, 1~1-2), so ergibt  sich nach  einer G le i chung  in I S. 95 

E e x p - e  (# ,  I~[ - 2  ) = exp- -  n y dSt(1 - e x p -  c@r 

oo 

= exp - n ~ 4 rc r 2 d r  (1 - e -  ~/'~) = O. 
0 

Geht  m a n  mi t  :r so folgt P {(p, [t[ - 2 )  < oo} = 0  oder  ~.. It,] -2  = oo mi t  Wahrsche in l i chke i t  1. 
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In I wurden als St6rteilchen neben Punktladungen auch Dipole betrachtet. 
Um die ohnehin schon langen Formeln nicht noch weiter zu komplizieren, wollen 
wir das in dieser Arbeit nicht tun. Wir h~itten bei Dipolen die Richtung des 
Dipolmoments und seine Geschwindigkeit als zusgtzliche Parameter. Wir glau- 
ben jedoch, daB die hier entwickelten Methoden sich ohne Schwierigkeiten iiber- 
tragen lassen. 

Wir geben nun einen kurzen Oberblick fiber den Gang der Oberlegungen und 
fiber die verwendeten mathematischen Methoden. In I.IV und I.V wurde das 
statistische Modell eines unendlich ausgedehnten Gases aufgestellt und einige 
seiner Eigenschaften aufgedeckt. Es diente dazu, in I.VI die Anderson-Formel 
abzuleiten, wurde aber nicht mehr bei der Diskussion dieser Formel in I.VII und 
I.VIII verwendet. Das ist bier anders. Das dem Modell entsprechende Wahr- 
scheinlichkeitsmal3, wir nennen es Poisson-MaB steht im Mittelpunkt der Betrach- 
tungen. 

Sei 3~=1R3 x S 2 das kartesische Produkt des dreidimensionalen Ortsraums 
mit der Oberfl~iche der dreidimensionalen Einheitskugel, die die verschiedenen 
m/Sglichen Geschwindigkeitsrichtungen beschreibt, sei p = p ' |  p" das Produkt 
des Lebesgue-MaBes auf dem 11t 3 und des auf 1 normierten Oberfl~ichenmaBes 
auf S 2. Sei n > 0  die mittlere Dichte des Gases der St6rteilchen und P(np) das 
zugeh6rige Poisson-Mal3 auf dem Raum 9J~ (3E) aller positiven Radon-Mal3e auf 3E. 
Das Linienprofil ist ein Wahrscheinlichkeitsmal3 I(v) auf der Geraden mit der 
Fouriertransformierten 

t 

R (t, n, v,/~) = ~ P(n p)(#) exp i ~ X(r, #) dr, (4) 
0 

wo nach (3) zu setzen ist 

X(t ,  #)=2~z C [~ #(x, e) qe( t+v re, e)[ 2 (5) 
mit 

q~(x, e)=xlt[ -3 e -~1~1. (6) 

Der Schlfissel ffir die Diskussion in I.VIH war eine Homogenit~itsbeziehung, 
die letzten Endes von der Homogenit~it des Ansatzes fiir die Feldst~irke herrfihrte. 
Auch wenn man die skalare Additivit~it der Einzelst6rungen nicht mehr annimmt, 
bleibt die Homogenit/it erhalten. Tats/ichlich gilt fiir c~ > 0 die Beziehung 

(7) 

Versucht man die Oberlegungen von I.VIII zu iibertragen, so hat man den 
Ausdruck u~( Iu -6 )  fur u ~  oQ zu betrachten, wo I, das um den Faktor u ge- 
stauchte Linienprofil ist. Man transformiert nach Fourier und erh~ilt 

u~(R(t/u, n, v, f l ) -  1) 

=u�88 u--~ n, u --~ v, u-+ fl) - 1). 
(8) 

Um tiber diesen Ausdruck Auskunft zu erhalten, genfigt es im wesentlichen 

die Konvergenz n -1 JR(t, n, v, ~ ) -  1] 
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fiir n$O zu untersuchen. Sei b das Dirac-MaB im Nullpunkt yon 0J~(~), so ist der 
letzte Ausdruck gleich 

t 

P(np)(l~)-b(l~) exp i~ X(z, ~t)dz. (9) 
t/ o 

Die wesentliche Beobachtung ist nun, dab (P(np)),>__ o eine Faltungshalb- 
gruppe auf ~Jl (t)  bildet mit dem infinitesimalen erzeugenden Operator A (p), 

<A (p), f>  = ~ p (x)(f(6:,)-f(O)). 

Es liegt darum nahe, dab (9) gegen 

t 

~ p(x)[exp i! X(r,~5x)d'c-1] 

konvergiert. Daraus ergibt sich, daB (8) gegen 

oo 

S 4re r 2 dr(exp 2~ i C t/r r  1) 
0 

geht. Das ergibt dann schnell die endgfiltige Aussage am Ende von Kapitel IV. 

I. Faltung straffer MaBe 
Einem topologischen Raum X ordnen wir den Banachraum ~(X) der reell- 

wertigen, stetigen und beschr~inkten Funktionen auf X versehen mit der Supre- 
mumsnorm zu. Sei (f~)~A ein Netz in ~(X). Wir sagen, die f~ konvergieren locker 
gegen f, wenn die f~ gleichm~Big fiber jedem Kompaktum gegen f konvergieren 
und die Normen [I f~l[ beschriinkt bleiben. Ein straffes Marl # auf X ist ein lineares 
Funktional auf 2 (X), das sowohl beziiglich Normkonvergenz als auch bezfiglich 
lockerer Konvergenz stetig ist. Das bedeutet also, dab es eine Konstante C gibt, 
so dab I<tt, f}[=< C ffir alle feP~(X), [If11 < 1 ist, und dab es zu jedem ~>0 ein 
Kompaktum K ~ X  und ein 6 > 0  gibt, so dab [<#, f>l<e ist ftir f e s  ]l/ll < 1, 
If(x)l<6 ffir xeK.  Die Menge ~(X)  aller straffen Mage auf X ist ein norm- 
abgeschlossener Teilraum von t~'(X), dem Dualraum von s Eine Familie 
straffer Mage heiBt gleichstraff, wenn sie gleichstetig sowohl gegenfiber Norm- 
konvergenz, als auch gegenfiber lockerer Konvergenz ist, wenn sie also die 
beiden eben genannten Bedingungen gleichm/iBig befriedigt. 

Auf lokal kompakten Riiumen sind die straffen MaBe nichts anders als die 
beschr~inkten Radon-MaBe. Auf vollst~indig regul~iren Riiumen besitzen die 
straffen MaBe alle wesentlichen Eigenschaften beschr~inkter Radonscher MaBe 
(vgl. z.B.I.I). 

Man best~itigt leicht die folgenden beiden Hilfss~itze. 

Hilfssatz 1. Seien X und Y topologische Rgmme, sei feS~(X x Y) und sei fiir 
festes x e X  die Abbildung fx: Y ~  R durch yF-* f(x, y) gegeben. Dann ist fxes  
und x~--, fx locker stetig. 
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Hilfssatz 2. Seien X und Y topologische Riiume, sei v ein straffes Marl auf Y. 
Dann ist 

f~P . (X  x Y)k-~ ~ v(y)f(x,  y)= (v, f~) 

eine locker stetige Abbildung yon ~2(X x Y) in P,(X). Das heirit also xk-+ (v, fx)  
liegt in !~(X) und einem locker konvergierendem Netz (f~)~A in P.(X x Y) ist das 
locker konvergierende N etz ( ( v, f~x) )~A zug eordnet. 

Satz 1. Seien X und Y vollstfindig reguliire topologische Ri~ume. Seien # und v 
straffe Marie auf X bzw. Y. Dann existiert genau ein swaffes Marl 2 auf X • Y mit 

2 (x, y) f (x)  g (y) = ~ # (x)f(x) ~ v (y) g (y) 

fiir f e~(X),  geE(Y).  

Beweis. Mittels Hilfssatz 1 und 2 zeigt man die Existenz yon 2 als iteriertes 
Integral 

~ 2(x, y)h(x, y)= ~(~ 2(x, y)f(x,  y)). 
X Y 

Um die Eindeutigkeit von 2 zu beweisen betrachte man die Algebra 2[ c 2 (X x Y) 
der Funktionen der Form 

h (x, y) = ~ fi (x) gi (Y), 
i=1 

f ~ ( X ) ,  g,E~(Y). 

Offensichtlich liegen die Konstanten in 21. Sei (xl, Yl), (x2, Y2) ~ X  x Y; (xl, yl)=t= 
(x2, Y2) und - 1 < el, c~2 < 1. Wenn wir gezeigt haben, dab es eine Funktion h~9,I 
mit 1[ h][ < 1, h (x a, Yl) = ~1, h (x2, Y2) = e2 gibt, kSnnen wir aus [3] Hilfssatz 1 fop 
gern, dab 9X locker dicht in ~ (X x Y) ist. Das impliziert die Eindeutigkeit yon 2. 
Sei z.B. Xl+X2, seien UI, U2 Umgebungen von xj, x2, Ulc~ U2= 0 und sei ftir 
i=  1, 2; f~ :~  (X), 0 < f ~ <  1, f i = 0  auBerhalb U i und f~(x3 = 1. Sei 

h(x, y)=(cq f~(x) + c~ 2 f2 (x)). 

Dann erffillt h die gestellte Bedingung. 

Das nach Satz 1 eindeutig l~estgelegte MaB 2 heiBt das Tensorprodukt # |  
Man schreibt 

(#  | v, h) = ~ # (x) v (y) h (x, y) = ~ v (y) # (x) h (x, y). 

Aus Satz 1 folgt, dab die Reihenfolge der Integrationen belanglos ist 

# (x) (~ v (y) h (x, y)) = ~ v (y) (~ # (x) h (x, y)). 

Sei X eine Abelsche, additiv geschriebene Halbgruppe mit Nullelement, sei 
X ein vollst~indig regul/irer topologischer Raum und sei die Abbildung 

n: X x X - - ~ X ,  

(x, y ) ~  x + y 
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stetig. Seien # und v straffe Maf3e auf X, so ist 

/~* v = r t ( ~ |  

die Faltung yon p und v. Als stetiges Bild eines straffen Mal3es ist/~ �9 vein straffes 
Mal3. Die Kommutativitiit von X impliziert # , v = v , # .  Sei fe9.(X) und # ein 
straffes Mal3 auf X, so setzen wir 

#o f :  X ~ I R  

x ~ ~ p (y)f(x + y). 

Satz 2. Sei p ein straffes Marl auf X. Dann ist 

po: feg~(X)~-~#of 

ein linearer Operator yon 9~(X) in ~(X), der Normkonvergenz in Normkonvergenz 
und lockere Konvergenz in lockere Konvergenz iJberfiJhrt. Es gilt ]k#o It = I/Pll. Sei 
vein weiteres straffes Marl auf X, so gilt (# o ) (v o ) = (#. v) o. 

Beweis. DaB p of~ ~ (X) liegt und dab fF-~ p o f  die lockere Konvergenz erh~ilt, 
folgt aus Hilfssatz 2. Aus (# of)  (0) = (#, f )  folgt [(#, f ) l  ~ ]1P of  II und It ~t I[ --< II # ~ II. 
Andererseits folgt aus IJfll <= 1, dai3 Ilf~l] =1,  f~: X - . R ,  x~-~f(x+y) und somit 
ll/~ ofll =sup  I@, fx ) l=  < II/~ll. Also II/~ o II __ II/~ll. 

x ~ X  

folgerung. Die Faltung ist assoziat iv.  Es gilt II*z, vii < II ~11 II vii. 

Sei xeX ,  so bezeichnet man mit 8~ das straffe MaB f~-+f(x) und nennt 5 x das 
Dirac-Mafl im Punkte x. 8~of ist die Verschiebung yon f um x, es gilt ax+y= 
8~,ay und 8 0 , # =  #. Es ist also 60=8  das Einheitselement der Faltung. Sei # 
ein straffes Mal3, so setzen wit 

exp, # = 8  + # +~-.v (#* #)+ ~-.T (#* #* #)+ """ 

Da die Menge ~ (X) aller straffen MaBe auf X normabgeschlossen ist, ist exp, # 
ein straffes Mag. 

II. Poisson-Mage 

Sei 3~ ein lokal kompakter Raum, sei gJl (~) die Menge aller positiven Radon- 
MaBe auf 3E versehen mit der schwachen Topologie tiber ~o (~), dem Raum aller 
stetigen, reellwertigen Funktionen mit kompaktem Tr~iger. Der Raum g)~ (~) ist 
vollstiindig regul~ir, er bildet beziigtich der Addition eine kommutative Halb- 
gruppe mit Nullelement. Die Addition ist in beiden Variablen stetig. Wir bezeich- 
nen die Dirac-Mage auf 93l(t), um sie yon den Dirac-Magen auf 3E abzuheben, 
mit b,,  #egR(~), das Dirac-Mag im Nullpunkt mit b. Sei P ein straffes Mag auf 
9R (30, so ist 

P: ~ o ( ~ ) ~ r  

q)~-, 5 P(#) exp i(#,  (p) 
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die Fouriertransformierte von P. Die Fouriertransformation ist umkehrbar ein- 
deutig (vgl. [3] Satz 1). Es gilt 

~=1 ,  

(p ,Q)A=po,  

(exp, P)^ = exp O 

ftir straffe MaBe P und () auf ~0~ (~). Wir bezeichnen mit ~ ( ~  (3~)) die Menge der 
straffen MaBe auf 9J~ (~). 

Satz 1. Sei p ein positives, beschriinktes Radon-Marl auf Y~, so ist 

A(p): <A(p), f> = S p(x) [f(6x)-f(O)] 
3r 

ein straffes Marl auf 9~ (~). Auflerdem ist 

n(p) = exp, A (p) 

ein straffes Wahrscheinlichkeitsmarl auf ~ (3~) und 

<P(p),f>=e <p,l> S"" [. p(x l )" 'P(xk) f  ~6x, 
�9 / = 1  

fiir f gilt 
P(0)=b ,  

n(p+a)=n(p) ,n(a)  

falls a ein weiteres positives, beschriinktes Radon-Marl auf Y~ ist. Die Abbildung 
p w, P(p) ist stetig, falls man die Menge der positiven beschriJnkten Radon-Marie mit 
der 9~'(Y.)-Norm und ~ (gJ~ (Y.)) mit der Y~' (~J~ (Y.))-Norm versieht. 

Beweis. Schreibt man A (p) symbolisch 

A (p) = p(x) (b x- b), 

so sieht man, dab A (p) vonder  beschr~inkten und damit relativ kompakten Menge 
{6~: xeY.} und dem Nullpunkt getragen wird. Also ist A(p) und damit P(p) straff. 
Wir zerlegen 

A(p)=B(p)-  <p, l>b,  

<U (p), f > = ~ p (x)f(6~). 
Es ist 

exp, A (p) = exp, ( -  <p, 1 > b)* exp, B (p) 

= e - < p ,  1> exp. B(p) 

und man erh~ilt fiir exp. A (p) die angegebene Formel, da 

(B (p) of)  (#) = ~ p (x)f(# + 6~) 

ist. Diese Formel zeigt zugleich, dab P(p) positivist .  Da (A(p), 1>=0 ist, ist 
(P(p), 1> = 1. Somit ist P(p) ein WahrscheinlichkeitsmaB. 
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Die ~'(9)l(3;))-Norm yon A(p)ist IIA(p)II < 2  [[Pl[. Also 

II exp, A ( p ) -  exp, A(o-)[I = l[ exp, A(a) ,  (exp, A ( p -  a ) -  b)II 

< exp 1[/(a)ll (exp [1A(p - a)[[ - 1) 

<exp 2 IIGII (exp 2 lip-~11-1). 

Daraus ergibt sich die behauptete Stetigkeit. 

Satz 2, Sei 3; lokal kompakt und abziihlbar im Unendlichen. Dann gibt es zu 
jedem positiven Radon-Marl p auf 3; ein straffes Wahrscheinlichkeitsmafi P(p) auf 
93l (3;) mit der F ouriertr ansf ormiert en 

P(p)^: P(p)^(q0)=exp ~ p(e i o -  1). 
Es gilt 

P(O)=b, 

P(p+a)=P(p) ,P(a) .  

Durchlgtuft p eine beschriinkte Menge yon 9)l (3;), so ist die Menge P(p) gleichstraff 
Auf  jeder beschrfinkten Menge yon 9Jt(?i) ist die Abbildung p~--~P(p) stetig, falls 
man 9)l (3;) mit der sehwaehen Topologie fiber 5d o (3;) und ~ (78l (3;)) mit der schwachen 
Topologie fiber 9, (9)l (3;)) versieht. 

Beweis. Sei 0 < Ol < Oz--< .... eine Folge yon Funktionen aus !~ o (3;), ~k]" 1 und 
sei Ak=A(pOk ), wo P Ok das Mag (p~+ (p, OkCp) ist. p ~k ist ein beschr/inktes 
positives Mal3 auf 3;, folglich ist Pk = exp, A k nach Satz 1 ein straffes Wahrschein- 
lichkeitsmag auf 93l(3;) mit der Fouriertransformierten Pk ̂  (q~)= exp ~ p ~b k (e io - 1). 
Fiir k ]" oo konvergiert Pk ̂  (Cp) ~ exp ~ p (e ie -- 1). Nach [3] Satz 3 konvergieren die 
Pk gegen ein straffes Wahrscheinlichkeitsmal3 P(p) auf 93l (3;) mit der angegebenen 
Fouriertransformation. 

Sei ~o > 0 fest, )~ > O, so ist 

P(p) ̂  (2 q~) = exp ~ p (e ~r176 - 1). 

Durchl~iuft p eine beschr~inkte Menge, so ist p {Tr q)} beschr~inkt und P(p)^(2 q0) 
konvergiert fiir 2 J, 0 gleichm~iBig in p gegen 1. Daraus folgt nach [3] Satz 2 Fol- 
gerung 1, dab die P(p) gleichstraff sind. 

Offensichtlich ist ein lineares Funktional auf ~(9J~(3;)) genau dann ein straffes 
MaB, wenn seine Einschr~inkung auf die Einheitskugel ~/yon !~(9J~ (3;)) stetig ist 
in der Topologie der gleichmiiBigen Konvergenz fiber jedem Kompaktum. Die 
Linearit~it impliziert die gleichm~il3ige Stetigkeit auf R in dieser Topologie. Sei 
BcgJ~(3;) beschr~inkt, dann ist die Menge {P(p): p~B} gleichstraff. Das kann 
man so interpretieren, dab die Einschr~inkungen der P(p) auf ~ gleichgradig 
gleichm~iBig stetig beztiglich der eben genannten Konvergenz sind. Auf B geniigt 
es also, die Stetigkeit p ~-, P(p) Rir eine dichte Teilmenge in ~l zu beweisen. Nach 
[3] Hilfssatz 2 ist die Menge der trigonometrischen Polynome der Norm < 1 
dicht in R. Wegen der Linearit~it der P(p) muB also nur die Stetigkeit 



Druckverbreiterung yon Spektrallinien. II 47 

far festes ~0 e ~o (5) bewiesen werden. Das ist aber klar, denn 

p(p) A (q0)= exp S P ( e ie -  1) 

und dieser Ausdruck ist stetig beztiglich der schwachen Topologie von 9J~(X) 
auf ~o o (~). 

Wir nennen das in Satz 1 bzw. Satz 2 definierte Wahrscheinlichkeitsmal3 P(p) 
das zu p gehSrende Poisson-Mafi. Den Grund far diese Namensgebung soll die 
folgende 1Jberlegung liefern. Man betrachte einen Poisson-Prozel3 im Intervall 
[0, T] (vgl. [1]). Er besitzt mit Wahrscheinlichkeit 1 endlich viele Sprungpunkte x,. 
Die Wahrscheinlichkeit, dab es genau k Sprungpunkte gibt ist e-~T (C T)k/k !. Die 
Orte dieser k Sprungpunkte sind unabh~ingig und gleichverteilt mit der Dichte 1/T. 
Betrachtet man das zuf~illige MaB p = ~,  und sei f e  ~ (97l ([0, r)), so gilt 

Ef( ) = Ef (E  

=e-~rf(O)+k=l~e ~r (cT)kk! T S.. . fdtl . . .dtk f (  kl_E= (5~,) 

Das ist aber nach Satz 1 gleich 

(P(cp), f )  

falls p das Lebesgue-Mal3 auf [0, T] ist. 
Ist X nicht kompakt, 2 ein nicht beschr~inktes Mal3 auf 3/ und n>0, so ist 

P(n 2) das in I.IV und I.V betrachtete Wahrscheinlichkeitsmal3 des statistischen 
Modells eines unendlich ausgedehnten Gases. 

Sei pegJ~(~) fest, dann bilden die Mage (P(n P)),>=o eine Halbgruppe beztiglich 
der Faltung. Es stellt sich die Frage nach dem infinitesimalen erzeugenden Ope- 
rator. Sei p~gJl(~), 0S~o(~), 0>0 ,so  bezeichnen wir mit P 0  das Mag 

Sei f e  ~(99l(~)), so sei f~ die Funktion p ~ f ( #  ~). 

Satz3. Sei peg)l()i), OeP~o(Y~), 0>0. Dann konvergiert ffir n$ O gleichm~J3ig 
ffir allefe~(gJI()i), ]If IF < 1 

( P(n Pn)-b , fo> ~ ( A(p), f~,>= ~ p(x) [fo(CSx)- f~,(O)]. 

Der Raum aller Funktionen fo: fe!~(gJl(JE)), @e~o(3~), @>0, ist locker dicht in 

Das Integral auf der rechten Seite der letzten Gleichung existiert, dafo(6x)= 
f0 (0)= f(0) ist fiir x ~ Tr ~. Der Operator A(p) ist in gewisser Weise dicht definiert, 
wenn es auch nicht die Normtopologie von ~(9)l(3~)) ist, in der sein Definitions- 
bereich dicht liegt. Das entspricht dem, dab die P(p) straff sind, also mehr als 
normstetig. Es w~re interessant, diesen Oberlegungen nachzugehen, doch scheint 
es mir im Augenblick fiir das zu behandelnde Problem keine groBen Vorteile zu 
bieten. 
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Beweis. Wir setzen 

A(p)o: s  N 

fF-~ <A(p)o, f }  = S P (x) [ f ( 0  (x)~x)- f(0)] 

= <A(p), fo}" 

Da A(p),~ ein straffes MaB auf 93l(~) ist, ist exp, nA(p)o definiert und 

(exp, n A(p)o) ̂  (go)= exp n <A(p)o , e i<"' e>> 
(1) 

=exp  n ~ p(e w e -  1). 

Sei P irgend ein straffes Mag auf 9J~ (~), so bezeichnen wir mit P~ das Bild yon P 
beztiglich der Abbildung #~-~ # 0- Es ist also 

Po f =  ~ n(#) f (#  0)= ~ Pfq,. (2) 
Daraus folgt 

p^  (go)= ~ p(#)e,<~,o, e> = ~ p~)  e,<,, ~,0> 
also 

p A (go) = P(0 go). (3) 

Somit ist 
P(n p)q,^ (go)= P(n p) ̂  (0 go) = exp n ~ p (e iq'~~ - 1). 

Aus dem Vergleich mit (1) ergibt sich 

P(n P)o = e x p .  nA(p)o. (4) 
Damit ist 

(P(n p), fo) = (P(n p)q,, f )  = (exp,  nA(p)o, f ) .  

Die Eigenschaften der Exponentialfunktion ergeben sofort die behauptete Kon- 
vergenz. DaB die Menge {fo} dicht in s folgert man entweder daraus, 
daB diese Menge die nach [3] Hilfssatz 2 dichte Menge der trigonometrischen 
Polynome enth/ilt, oder direkt, indem man die Oberlegungen yon I.IV, Hilfs- 
behauptung 3 anwendet. 

III. Mathematische Existenz des Linienprofils 
ohne Annahme skalarer Additivit~il 

In der Einleitung yon I wurde das Linienprofil als dasjenige Wahrschein- 
lichkcitsmaB I(v) auf dcr Geraden definiert, dcssen Fouriertransformicrtc die 
Funktion t 

R (t) = E exp i ~ X(~) dz 
0 

ist. Setzt man X(t) nach Einleitung (3) an und verwendet man die dort aufge- 
schriebenen statistischen Annahmen (i), so stellt sich die Frage, ob im Rahmen 
dieser Annahmen R (t) und X(t) definiert sind, ob also die R(t) definierenden 
Integrale sinnvoll sind und ob R (t) die Fouriertransformierte eines Wahrschein- 
lichkeitsmaBes sein kann. Eine explizite Formel, ~hnlich der Anderson-Formel, 
ist mir nicht bekannt. Wit fassen die Frage zun~ichst im Hinblick auf eventuelle 
zukiJnftige Anwendungen etwas weiter und spezialisieren dann. 
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Sei ~ ein lokal kompakter  Raum und sei (T,)~,  eine Gruppe topologischer 
Abbildungen / t ~ 3 ; ,  To=Identit~it, T~o Tt= T~+ ,. Sei augerdem die Abbildung 
(s, x)~-~ T~x von IR x 3~ in �9 stetig. Sei 12s~.l~(X), so bezeichnen wir mit T~12 das 
Bild von 12 beziiglich der Abbildung x ~ T~ x. 

Hilfssatz 1. Die Abbildung (s, 12)~, T~ 12 yon IR x 9J~(i~) in 9Jl(iE) ist stetig, 

Beweis. Wir miissen zeigen, dab fiir festes (p e !~ o (~) die Funktion 

(s, 12)~ (Ts 12, ,p) =(12, q~o T~) 

stetig ist. Man sieht leicht, daB es zu 3 > 0  und soelR ein Kompaktum K c ~  
gibt mit 

rr(q)o T~)cK fiir IS-Sol<_<_(~. 

Sei 0 e ~o (X), 0 > 0, ~ = 1 auf K. Sei #o e ~)l (~) lest und (#o, 0 )  < C. Wir betrachten 
die Umgebung Uo= {12: (12, 0 ) <  C} von 12o. Dann gilt fiir 12eU o und Is-sot<~ 

1(12, ~oo T~) -  (12o, 'P~ T~o)I =_< 1(12-12o, e o T~o)l + 1(12, q'~ ~ - ~ o o  Tso)l 

=< I (12-12o, ,po r~o) I + C Ikoo T~- ~o o rsorl - 

Da far s ~ s o die Funktionen ~o o T s gleichm~igig gegen ~o o T~o streben, ergibt sich 
aus der letzten Absch~itzung die Stetigkeit yon (s, u)~--~ T~ u. 

Sei P irgend ein straffes Mag auf 9J~(~), so bezeichnen wir mit T~ P das Bild 
yon P beztiglich der Abbildung 12F-~ T~ 12. Insbesondere heil3t P invariant beztiglich 
der Gruppe (T~)s~ ~ wenn ~ P = P ist fiir alle seN.  

Satz 1. Sei P ein straffes WahrscheinIichkeitsmafi auf gJ~ (~) und sei Y: 93~ (X)~  IR 
eine P-mefibare Funktion. Dann ist die Funktion 

(s, 12)elI~ x ~ ( : ~ ) ~  g(r~12) 

mefibar bez~glich des Produktes yore Lebesgue-Mafi auf der Geraden und dem 
Marl P. Sei iiberdies S~--~ Y(T  s 12) fiir P-fast alle 12 lokal integrierbar und P invariant 
beziiglich der Gruppe ( T~)s~, so existiert 

t 

R (t)= S P(12) exp i f Y(Ts t2) ds 
o 

und ist die Fouriertransformierte eines Wahrscheinlichkeitsmafies auf der Geraden. 

Beweis. Far  jedes ganze n ist 

! ftir Y> n 

Y("~ (12) = f'fir - n -< Y_< n 

n ftir Y< - n 

meBbar und beschr~inkt und somit integrierbar. Jede integrierbare Funktion ist 
aber der Grenzwert einer fast tiberall konvergierenden Folge stetiger, beschr~ink- 
ter Funktionen. Also ist Y selbst der Grenzwert einer fast iiberall konvergierenden 
Folge stetiger, beschr~inkter Funktionen Yk. Nach Hilfssatz 1 ist 

(s, ~)~,  Y~(Ts ~) 
4 Z. Wahrscheinlichkeitstheofie verw. Geb., Bd. 13 
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stetig. Daraus folgt, dab 
(s, #) ~* Y(T~ #) 

Grenzwert einer Folge fast iiberall konvergierender stetiger Funktionen ist und 
darum produktmeBbar. 

Sei S~-+ Y(T~ #) lokal integrierbar flit fast alle #. Dann ist flit jedes t die Funktion 

meBbar, also 

s 
t 

# ~  Y(T~#)ds 
0 

t 

#w-, exp i S Y(T~p)ds 
0 

integrierbar und R (t) ist definiert. 

Wegen der Invarianz yon P gilt flit reelles h 

t + h  

S n(#) exp i S 
h 

t 

Y(T~ #)ds= S P(#) exp i S Y(T~+ h #)ds 
0 

t 

=~ n(#) exp i S Y(T~ T h #)ds 
0 

t 

=S P(#) exp i S YG #)ds. 
0 

Daraus folgt 
t - - u  

R( t -u )= S P(#) exp i S Y(T~ #)ds 
0 

t 

=S P(#) exp i S Y(T~ #)ds 
u 

t u * 

= SP(#) [exp  i~oY (T~ g, ds] [exp i~oY (T s #)ds I 

und daraus wiederum 

~ R (t ,-  tk) z, z* >= 0 

ftir q . . . .  , t,~lR; zl, ..., z,er wo �9 die konjugiert komplexe Zahl andeutet. Also 
ist R positiv definit. 

Ftir diejenigen #, fiir die s~--~ Y(T s #) lokal integrierbar ist, gilt 

~'Y(Tsp)ds~O f'fir s ~ O .  
0 

Aus dem Satz yon Lebesgue ergibt sich 

R (0 ~ 1 = R (0) 
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ftir t --, 0. Aus dem Satz yon Bochner folgt somit, dal3 R die Fouriertransformierte 
eines Wahrscheinlichkeitsmal3es auf der Geraden ist. 

Wir spezialisieren und setzen 1; =IR 3 x S 2, wo S 2 die Oberfl~iche der Einheits- 
kugel im IN 3 darstellt. Wir betrachten auf IRa das Lebesgue-Mal3 p' und auf S 2 
das auf 1 normierte Oberfl~ichenmaB p" und setzen p = p'|  p". Das ist ein nicht 
beschr~inktes positives Radon-Mal3 auf 1;. Die Punkte yon 1; bezeichnen wir oft 
durch (~, e), wo ~ ein Vektor im lR 3 und e ein dreidimensionaler Einheitsvektor 
ist. Integration nach p' wird dann durch d 3 x, Integration nach p" durch dZe 
angedeutet. Physikalisch gesehen ist t; der Phasenraum des zu betrachtenden 
Gases. Wir fixieren ein n > 0 und betrachten das straffe Wahrscheinlichkeitsmal3 
P(n p) auf 1;. Die Zahl n ist die mittlere Dichte des Gases. 

Wir betrachten die Gruppe der Abbildungen (T~)~ R 

T~: 1 ;~1;  

(t, e ) ~  (~+s e, e). 

Da T~p=p ist f'dr seN, ist nach [3] Satz 5 das MaB p beztiglich dieser Gruppe 
invariant. 

Wir setzen 

wo C > 0 und 

Y(#)= 2~ C[@, q~>[ 2, 

x e_~l~t ' f l>0  

ist. Da q~ fast iiberall endlich ist und fiJr die Komponenten ql, q2, q3 von qp gilt, 
dal3 min(1, [qiD bezfiglich p integrierbar ist, ist nach I.V Satz 2 die Funktion qp 
far fast alle # integrierbar und #~--~ @, %) mel3bar. Somit ist auch Ymel3bar. Um 
Satz 1 anwenden zu k/Snnen, mtissen wir im wesentlichen zeigen, dal3 s~-, Y(T, #) 
flit fast alle # lokal integrierbar ist. Dazu ben6tigen wir einige Hilfsbetrachtungen. 

Hilfssatz 2. Sei (p eine Funktion auf 1;, die beziigIich p sowohl integrierbar, als 
auch quadratintegrierbar ist. Dann ist fiir P(n p)-fast alle # die Funktion (p integrier- 
bar, die Funktion # ~  @, (p) ist integrierbar und quadratintegrierbar und 

~ P(np)(#) @, ~o)=n ~ pcp, 

P(" p)(~) <~, e> ~ = .  ~ O ~o ~ + .~ (~ P ~)~. 

Beweis. Nach Satz I.V.2 ist qo fiir fast alle # integrierbar und fiir 2eIR ist 

P(n p) e ia<~" ~> = exp n ~ p (e i~~  1). 
Da 

2~--~ ~ p(e ia'P - 1) 

zweimal stetig differenzierbar ist und der Wert der ersten Ableitung im Nullpunkt 
gleich i n <p, ~o), der der zweiten Ableitung gleich - n <p, (pz) ist, ergibt sich die 
Behauptung. 
4* 
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Hilfssatz 3. Sei s o <= st, sei ~ > 0 und ~ e 9. o (E), 0 < ~ <= 1 und~  = 1 auf 

{[t[<e/2} x S a 

und ~ = 0  auflerhalb {[~[<e} x S 2. Dann ist die Menge 

U =  {pe93l(3s (#, ~ oT~)>0 fiir ein s: S o n S ' ( S 1 }  

often in 9Jt(Y.) und 
P(n p) { U} -< n n e2 ((si _ So ) + 2e). 

Beweis. Als Vereinigungsmenge oftener Mengen ist U often. Sei 

V= {(~, e): [ t + s e [ ~ e  ffir ein s :  So~S~S1}. 

Dann liegt Tr(OoT~)cV fiir So<=sNs i und (p, OoT~)>0 impliziert #{V}>0.  
Also ist nach Satz I.V.3 

P(n p) {U} <-P(n p) {12: #{V} >0} 

= 1 - e x p ( -  n p { V } ) < n p  {V} 

< n n e2 ((si _ So ) + 2 e). 

Satz 2. Sei v > O, so ist z --* Y(T~ p) fiir fast alle # lokal integrierbar. 

Beweis. Wir w~ihlen ein 0 wie im Hilfssatz 2, wollen jedoch annehmen, dab 
O(t, e) nur yon ]tl abh~ingt. Sei U die Menge 

{12: (p, 0o T~,) > 0  ffir ein ~: s<_z<_t}, 

Z die charakteristische Funktion ihres Komplements, so ist 
t 

s 

t 

s 

=~e(np ) (# )Z (p )2n  C~ l@, [(1-O)q~]oT~,)[Zd'c. 
s 

Denn fiir alle # r  ist (/l, O oT~) und somit auch (p,(Oqp)oT~,)=O. Sch~itzt 
man )~ durch 1 ab, vertauscht die Integrationen und verwendet man Hilfssatz 2, 
so ergibt sich wegen der Radialsymmetrie yon ~, 

t 

__<2n C ~ dr ~ p 1 [ ( 1 - 0 ) % ]  ~ r~,l 2 
s 

~-2n C ( t - s ) ~  p](1 - 0)q~] 2 

<=2gC( t - s )  ~ d3~]~[ -* 
I~1->- ~/2 

< O 0 .  
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Sei 

so ist also 

und damit 

W={#~J~(~): jdzY(Tv,#)=oo} 

P(np) {Wc~ compl U} = 0  

P(np) {W} =P(np) {Wc~ U} +P(np) {Wc~ compl U} 

< P(n p) {UI <nrcez((t-s) v+ 2e). 

Da e beliebig war, folgt P(n p){ W} = 0. Daraus ergibt sich die Behauptung. 

Folgerung. Die Funktion 

t 

R (t) = ~ P (n p) (#) exp i ~ dz 2 ~z C 15 # (•, e) q~ (t + v z e, e)] 2 
0 

mit 
q~(x, e)=~.  I~1-3 e -~1~1 

ist definiert und die Fouriertransformierte eines Wahrscheinlichkeitsmal3es. 

IV. Diskussion des Linienprofiis auf den Linienfliigeln 
ohne Annahme skalarer Additivitiit 

Der Beweisgang dieses Kapitels ist in der Einleitung skizziert. Wir beweisen 
zun~ichst den dort angektindigten Homogenitiitssatz, der den Schliissel ftir die 
ganze Diskussion bildet. Wir verwenden die Bezeichnungen der zweiten H~ilfte 
des letzten Kapitels. 

Satz 1. Sei 
t 

R(t, n, v, fl)=~ P(np)(#) exp i5 Y~(T~#)dr 
mit o 

Ye (#) = 2~z C](#, qe)t 2, 
qfl(x, e -fll~l, 

so gilt fi~r ~ > 0 
R (t, n, v, fl)= R (e-4 t, c~3 n, a3 v, c~ fi). 

Beweis. Wir betrachten die Abbildung 

S~: X-- ,~  

(•, e ) ~  (~ x, e) 

und die entsprechenden induzierten Abbildungen 

S~: .qJl (2E) ---, 9N (X) und S~: ~ (gJt 0~)) --* ~ (gJ~ (X)). 

Dann gilt 
S~P(np)=P(~-3np). (1) 
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Denn gem~if~ [3] Satz5 ist & P ( n p ) = P ( n S ~ p ) .  Man rechnet unmittelbar aus 

T~, &-= S ~ T~/~. 

r~(&~}= 2~ Cl<~, q~o &)l ~ 

q~ (S~ (~, e)) = ~-2 q~e (x, e). 

S~ p = ~-  3 p. AuBerdem gilt 

Endlich erhgtlt man 

Es ist niimlich 

und 

{2) 

(3) 

Somit ergibt sich mit Hilfe yon (1), (2) und (3) 

t 

R (t, n, v, fi) = ~ [S~ $1/~ P(n P)] (P) exp i ~ Y~(T~ #) dr 
0 

= ~ [S~/~ P(n p)] (#) exp i ~ Ye (T~ S~ I~) dz 
0 

t 

= ~ p(~3 n p)(#) exp i ~ Y~ (S, T~/~ I~) dz 
O 

t 

= [ P(a 3 n p) ~)  exp i ~ a -~  Y~  (T.~I ~ IX) dr.  
0 

Die Variablentransformation z'='c/e 4 ergibt endlich 
t/~r 4 

=-I P ( ~ 3 n P ) ~ ) e x p  i I Y~p(T~a~fa)dz 
0 

= R (o~-4 t, o~3 n, ~3 v, o~ fl), 
q.e.d. 

Hilfssatz 1. F fir festes t o > 0 konvergiert f i i rn  ~ 0 gteichmiifiig in 0 <_ v <- v o, fi > 0 
und O<~t <-t o 

E (  ' )1 R( t ,n ,v ,  f l ) - i  ~F(t,v, f l ) = ~ d a t d 2 e  exp 2 ~ i C ~ l q a ( x + v z e ,  e ) J a d z - 1  . 
}1 0 

Beweis. Um die Beweisidee herauszustellen, formulieren wir urn: 

mit 
t 

f(/~)= exp i j Y~(r~)dz .  
O 

Behauptet wird, daB dieser Ausdruck gegen 

( A(p), f )  = ~ p(x) [f(~5~)- f(0)~ 

t 
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konvergiert. Dabei ist A(p) die naheliegende Ausdehnung des in Satz II.3 deft- 
nierten Operators. Der Beweis wiirde sich unmittelbar aus SatzII.3 ergeben, 
wenn f stetig, beschr~inkt und yon der Form f=fo w~ire. Das ist jedoch leider 
nicht der Fall. St6rend wirkt die Singularit~it von % im Nullpunkt und dab qe 
sich bis ins Unendliche erstreckt, d.h. keinen kompakten Tr~iger besitzt. Wir 
werden deshalb qp abschneiden. Die Abschiitzung der Reste bildet die Haupt- 
aufgabe dieses Hilfssatzes. 

Da R ( - t ) * =  R (t) ist, geniigt es beztiglich t die gleichm~il3ige Konvergenz in 
einem Intervall der Form 0 < t_< t o zu untersuchen. Wit nehmen also 0 < t < t o an. 
Wir w~ihlen r und e, 0 < e < r <  oo und stetige Funktionen ~ol, 92, ~o3 auflR+ mit 
0__< (p~=< 1, (p~ + q)2 + (P3 = 1 und 

{~ ftir u<~/2, 

~~ fiir u>a ,  

{~ fiir ~_<u<r, 
q~ fiir u<e/2, u > 2 r ,  

{~ fiir u > 2 r ,  
~~176 fiir u<r, 

und setzen 
0~(t, e)= q~(lxl) (i = 1, 2, 3) 

und 
t 

g(#)= exp i~ 2n C](T~,#, 0//2 q/~) ]2 d'c. 
0 

Da jede Komponente von 02 qp eine Funktion aus ~o(~) ist, folgt aus Hilfssatz 
III.1, dab (z, p)--+ ( T  w #, 02  q/ /)  und damit g stetig ist. Der Tr/iger von 02 qa ~ Tv, 
ist fiir O<v<Vo, alle/3 und O<_z<t enthalten in {•elR 3" ]xl<2r+Voto} x S 2. Sei 
0 < ~ N 1 eine Funktion aus ~o (~), die auf dieser Menge gleich 1 ist, so gilt g (#)= 
g (# 0 ) =  go(#)" Aus Satz II.3 folgt datum 

I P(np)-b ) 
- , g ~ ( A ( , , ) ,  g )  
lq 

(1) 

gleichm/iBig in fi, O<v<v o und O<_t<_t o. 
Da f ( 0 ) = g ( 0 ) =  1 ist, mtissen noch (n-lP(np), f - g )  und (A(p), f - g )  ab- 

geschiitzt werden. Wir setzen 

Sei 

t 
h(#)= exp i~ 2n C](T~,#, (~2 + 4'~)%>12dz- 

0 

U =  { # ~ ( ~ ) "  (#, ~,o T~,) > 0 far ein vz" 0 < , < t o ,  0<V<Vo}. 

Dann ist fiir #e  U die Funktion ~ q o T~ eine Nullfunktion und somit f ( # ) =  h(#). 
Da Ilf][ = IIhl[ = 1 ist, ist 

I(n-l P(np), f-h)l<_2n 1P(np){U} 
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und nach Hilfssatz III.3 

[(n-l P(np), f -h ) i<2~2(Voto+ 2~) (2) 

ftir alle/3>0, O<vo <__v, O<=t_<_t o . 
Da f(f(~,e)) und h(b(,,e)) iibereinstimmen, falls nicht T~(x, e)~Tr 01 liegt far 

ein v oder z, falls also nicht 

(~, e)e V= {(~, e): I~+v~ el<e fiir ein v: O<_v<_v o und ein z: 0<z<t0},  

so gilt nach dem Beweis von Hilfssatz III.3 

Also ist 

[ <A(p), f -  h>l = IS p (t, e) [f(6<~, ~))- h (6(,, ~))]! 

<2p {v}=2~e2(Vo to+2e ). 

I <A(p),  f -  h> I < 27c e 2 (v o t o + 2 e) (3) 

fiir alle/3>0 und O<v<_Vo, O< t< t o. 
Wir sch~itzen ab 

l ( t t - l  p(n p), h - g ) [  

<-_Sn-IP(np)(#)2zc C ~0 [(Tw#'(O2+O3)q~)]2d'c- I(Z~/~'02qa)12dz 
0 

t 
<2re C S n-lP(nP)(l t) S ] (Z~ / ~, 03 qa)l 2dz 

0 
t 

+4re C ~ n -I P(n p)(#)~ I(T,~p, 03 qa)l I (T,, g, 02 %)1 dz. 
0 

Man vertauscht die Reihenfolge der Integrationen und erh~ilt wegen der Invarianz 
von P(n p) beziiglich Tw: 

= 2 r c C t - I + 4 n  Ct.  II. 

Dabei ist nach Hilfssatz III.2, weil (p, 03 q) = 0 ist, 

I=S n-lP(np)(p)1(#, 03 q/~) 12 

=S P 103 qr <4rc/r. 

Aus der Schwarzschen Ungleichung ergibt sich 

II =S n- lP(  n P)1(#, 02 q)[ [(#, 03 q)[ 

<=n -a (~ P(n p) [ (#, 02 q) 12)-~ (~ P(n p)] </~, 03 q)  12)+ 

=(Y P 1@2 q12) �89 (~ 10 ]03 q[2)~ 

8~ < - -  
= 1 / ~  " 
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Also ist 
](n -~ P(n p), h -  g) l< 87r 2 C t o (1/r + 2/]/e r) (4) 

ftir alle O<_v<v o, O < t < t  o,/3>0. 
Mit Hilfe einer ~ihnlichen Rechnung erhiilt man ebenfalls 

I (A(p), h -  g)  l< 8 re 2 C t o (1/r + 2/1/~ r). (5) 

Aus (1) his (5) erh~ilt man die Behauptung, indem man beachtet, dab e und r 
willktirlich gew~ihlte Gr/Sgen sin& 

Hilfssatz 2. Fiir v ~ 0 und fi $ 0 konvergiert F(t, v, fi) lokaI gleichmaflig in t gegen 

F( t )=F(t ,  O, 0)=~ dS ~ (exp 2~i C t/Iml 4-1). 

Beweis. Da F ( - t ,  v, fi)* =F(t ,  v, fi) ist, gentigt es Intervalle der Form O <_t < t o 
zu betrachten. Man beobachtet, dab das Resultat der d s ~c-Integration in F(t, v, fl) 
nicht yon e abh~ingt. Die d 2 e-Integration ist also tiberfltissig. Somit ist ftir be- 
liebiges, festes e e S 2 

F(t, v, fl)=5 d31; [exp 

und fiir e > 0 

F(t, v, B ) - F ( t ) = ~  d a ~ Iexp 

= S + I .  
I~l<e I~l>e 

Man sch~itzt ab 

und 

27r i C 5 I t+  v ~ el-4e-fllx+wel- 1 
0 

t 

2~i  C ~ l~ + v.c el-4 e ~l~+~*~l-exp 2~ri C t l t1-4 
0 

I Y I <24~e3 
i~1<~ - -  3 

ftir 

t 

] j" ! < 2 x C  j" d3 t j ' ! J t+vve ] -4e  ~l~+~:~l--t~]-4 ] 
I~1>~ I~l>e o 

< 2 ~  C ~ d3t~ [-[Ix+v~el-4-l~cl-4[e-m+~~ -e-al~+~<)lxt -4] 
lacl >_-e 0 

t 

<2~cc S Sl~l-4[]l~/Ixl+v~e/l~tl-*-ll+min(1, fllx+v~el)] 

<2r rCto  ~ d3 t [128Vto l t l - s+ l t l -4min(1 ,  BIxl+/3Vto)] 

v t o < z/2. 

Das ergibt sofort die Behauptung. 

Satz 2. Sei n > O, fi>0, v >0  lest. Sei I daa Wahrscheinlichkeitsmafl auf der 
Geraden mit der Fouriertransformierten t ~ R ( t ,  n, v, fi). Sei I~ das urn den FakWr u 
gestauchte Marl I: 

I,, (v)f(v) = ~ I (v) f (v /u) .  
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Dann konvergieren fiir u --* oo die fast positiven straffen Funktionale 

u �88 (I u -  6) 

schwach auf 7s gegen das fast positive, straffe Funktional L, wo 

oo 

(L,  f )  = =n(2~z C) ~ ~ dx .  x -  ~ ( f ( x ) -  f(O)) 
0 

ffir f ~ ~ gesetzt ist. 

Aus Satz 2 folgt ebenfalls wie in I .VIII  Satz 6 

Folgerung. Ftir v ~ ~ konvergier t  

v~I{u: u > v } ~  4n  n(2n C) �88 -y- 

v~I{u" u< - v} --+ 0. 

Das  sind die gewiinschten asympto t i schen  Aussagen  fiir die Linienfliigel. D a  
wir C > 0  a n g e n o m m e n  haben,  fehlt die zur ersten symmetr ischen H~ilfte yon  
Satz I.VIII.6. 

Iu ̂  (t) = ~ Iu (v) e i~t = [. I(v)e ~l"t , 
also 

I ,^( t )= R (t /u, v, n, fl). 

Die Four ie r t ransformier te  yon 

u ~ (I, - 3) 
ist somit  nach Satz 1 

u~(R(t, u -~ n, u -~ v, u -�88 f l ) -  1). 

N a c h  Hilfssatz 1 und 2 konvergier t  dieser Ausdruck  fiir u--* oo lokal  gleichm~iBig 
in t gegen 

n ~ d 3 ~r 2= i C t/]~L 4 -  1). 

M a n  Rihrt Po la rkoord ina t en  ein 

oo 

= n ~ 4 n r 2 d r (exp 2 = i C t/r 4 - 1) 
0 

und forint das Integral  urn, indem m a n  

x = 2 = C . r  -4 

setzt. Also ist das Integral  

oo 

=n=(2= C) ~ ~ d x .  x -~(e  i x t -  1) 
0 

und das ist offensichtlich gleich L A (t). Aus [4] Satz 2 folgt die Behaup tung  des 
Satzes. 

Beweis. Es gilt 
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