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Zur  U b e r l a g e r u n g  v o n  E r n e u e r u n g s p r o z e s s e n *  

HORAND S T(}RMER** 

Summary. If a finite sequence of independent (not necessarily stationary) renewal processes is given, 
a superposition process can easily be defined as the union of all point sequences represented by the 
given processes. The properties of such superposition processes are investigated. First, a necessary and 
sufficient condition for a superposition process to be a renewal process is given. Essentially, this 
condition reads thus: the given processes must be Poisson processes. The main result given in this 
paper is a limit theorem for superposition processes which shows that, even with largely arbitrary 
renewal processes superimposed, the superposition process has local properties which approach the 
properties of the Poisson process as the number of given processes increases. The theorem contains 
some well-known special theorems of this type [e.g. Khintchine, 1960; Franken, 1963]. 

1. Charakterisierung eines tlberlagerungsprozesses 
Zun~ichst  de f in ie ren  wir  die  Begriffe  Punktprozefi, Erneuerungsprozefi u n d  

Oberlagerungsprozefi. 

I. 1. Punktprozefi, Erneuerungsprozefl 

Sind  321, X2 ,  X 3 . . . .  zuf~illige G r 6 B e n  mi t  

so stell t  d ie  F o l g e  

P { X , = < 0 }  = 0 ,  n = l , 2  . . . . .  (1) 

Sn=XI-[-X2+...-I-Xn, n = l , 2 ,  ... (2) 

e inen  Punktprozefl dar.  S ind  X1, X 2 , . . .  v o n e i n a n d e r  unabh~ingig  u n d  ftir n > 2  
iden t i s ch  ver te i l t  m i t  

e {x. < x} = F(x), (3) 

so heil3t de r  P r o z e B  Erneuerungsprozefl. D i e  zuf~illigen G r S g e n  S,  k a n n  m a n  als 

die  Z e i t p u n k t e  v o n  Erneuerungen a u f  de r  Z e i t a c h s e  deu ten .  

F a r  t > 0 he ig t  

N(t) = m a x  (n: S ,  < t) (4) 

die  Anzahl der Erneuerungen bis zur Zeit t u n d  

H(t) = E [N( t ) ]  (5) 

* Von der Fakult/it fiir Allgemeine Wissenschaften der T. H. Miinchen angenommene Habili- 
tationsschrift (Auszug). 

** Zentrallaboratorium fiir Nachrichtentechnik der Siemens AG, Miinchen. 
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die Erneuerungsfunktion. Aus (4) folgt 

S. = min (t: N(t)= n) (6) 

und umgekehrt. Ein ErneuerungsprozeB heil3t gewOhnlich, wenn 

P {X 1 < x} = F 1 (x) = F(x) 

gilt. Er heil3t stationSr, wenn 

(7) 

x oo 

F~(x)=~- ! [ 1 -  F(y)-I dy, # =  S [ 1 - F ( y ) ]  dy 
0 

(8) 

gilt. Fiir station~ire Erneuerungsprozesse ist 

H(t) = t/p. (9) 

1.2. Oberlagerungsprozefi 

Sind M Erneuerungsprozesse gegeben, und ist N('~)(t) die Anzahl der Er- 
neuerungen des m-ten Prozesses (m = 1, ..., M) bis zur Zeit t, so definieren wir die 
Anzahl N M (t) der Ereignisse des Uberlagerungsprozesses durch 

M 

NM(t)= N (m)(0. 
m = l  

Die zugehSrigen ZeitpunkteS,,  M dcr Ercignisse des 
definieren wir durch 

S,, M = min (t: N M (t) = n), 

(lO) 

Uberlagerungsprozesses 

n = 1 , 2  . . . .  , (11) 

und die Abst~inde X,, M der Ereignisse des 1Jberlagerungsprozesses sind definiert 
durch 

Xn, M:Sn, M--Sn_I,M, n = l , 2  . . . .  ; So, M=O. (12) 

Ffir den Erwartungswert E [NM(t)] der Anzahl der Ereignisse des Uberlagerungs- 
prozesses folgt aus (10) 

M 

E[NM(t)]= ~ H(m)(t) mit H(")(t)=E[N(m)(t)]. (13) 

1.3. Markierter Clberlagerungsprozefi 

Man kann die Erneuerungen eines CIberlagerungsprozesses noch mit einer 
Markierung versehen, die angibt, zu welchem Einzelprozel3 die Erneuerung ge- 
hSrt. Die Markierungen sind zuf~illige GrSl3en, die die Werte 1, 2 . . . . .  M annehmen 
kSnnen. Der Uberlagerungsprozel3 wird dann durch die S,, M und die zugehSrigen 
Markierungen vollst~indig beschrieben. Einen solchen Prozel3 wollen wir einen 
markierten LTberlagerungsprozeg nennen. 
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1.4. Poissonprozefl 

Bei dem Problem der Uberlagerung von Erneuerungsprozessen spielt der durch 

Fl(x )=F(x)={ lo  - e - ~ x  
far x > 0  

far x < 0  

(2 > 0) definierte (station~ire) PoissonprozeB eine zentrale Rolle. Fiir den Poisson- 
prozeB gilt 

P { N ( t ) = n } =  (2t)" -;~t, n ! -  e n=0,  1, ...; H ( t ) = 2 t .  (14) 

Ein ErneuerungsprozeB ist, wie man leicht zeigt, genau dann ein Poissonprozeg, 
wenn er gew6hnlich und station~ir ist. Ein Punktprozel3 ist bekanntlich [11 genau 
dann ein PoissonprozeB, wenn ftir jede endliche Menge von punktfremden Inter- 
vallen (ui, ti], i = 1 . . . .  , k gilt : 

P [g(ti) - N(ui) = nil = e-  ~(ti-,i), 
i i=1 nil 

ni=0, 1,. . . ;  2 > 0 .  

Dagegen braucht, wie der Satz 1 des folgenden Abschnittes zeigt, ein PunktprozeB 
mit der Eigenschaft (14) kein ErneuerungsprozeB, also auch kein PoissonprozeB 
zu sein. 

2. Die unzureichende Charakterisierung eines Punktprozesses 
durch die Verteilung yon N(t) 

Aus der Definition (4) von N(t)  ergibt sich der folgende Zusammenhang 
zwischen der Verteilungsfunktion von N(t)  und den Verteilungsfunktionen der S,: 

P { N ( t ) < n } = P { S . + I > t } ,  n=O, 1, . . . .  (15) 

Bei einem vorgegebenen ErneuerungsprozeB ist nun die Verteilung der S n und 
damit nach (15) auch die Verteilung yon N(t) (ffir 0 <  t<oo) eindeutig bestimmt. 
Umgekehrt folgt nach (15) auch die Verteilung der S, eindeutig aus der Verteilung 
von N(t)  ftir t>O. Dagegen folgt aus der Vorgabe der Verteilung von N(t)  nicht, 
dab der ProzeB ein ErneuerungsprozeB ist. Hier gilt der 

Satz 1. Zu einem Erneuerungsprozefi mit der Anzahl N (t) yon Erneuerungen gibt 
es stets einen PunktprozeJ3, der nicht Erneuerungsprozefl ist und dessen Anzahl N* (t) 
yon Ereignissen fiir t > 0 dieselbe Verteilung wie N(t) besitzt. 

Diesen Satz beweist man, indem man zeigt, dab sich eine yon X 2 abh~ingige 
zuf~illige GrSBe X* so angeben l~iBt, dab der durch X1, X2, X*, X 4 .. . .  definierte 
PunktprozeB (der kein ErneuerungsprozeB ist) gerade die geforderte Eigenschaft 
hat. 

Aus Satz 1 folgt speziell, dab ein Punktprozeg mit der Verteilung (14) fiir N(t) 
kein PoissonprozeB zu sein braucht. 
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3. Hinreichende und notwendige Bedingungen 
fiir die Erneuerungseigenschaften eines Uberlagerungsprozesses 

3. I. H inreichende Bedingung 

Eine hinreichende Bedingung dafiir, dab ein UberlagerungsprozeB wieder Er- 
neuerungsprozel3 ist, l~iBt sich leicht angeben. Sind n~imlich M unabh~ingige Pois- 
sonprozesse mit den Parametern 21, ..., 2 M gegeben, so ist der zugeh6rige Ober- 
lagerungsprozeg wieder ein Poissonprozeg mit dem Parameter 2 = 21 + . . - +  2 M. 
Dies folgt leicht aus der Charakterisierung der Poissonprozesse durch die Ver- 
teilung der Anzahl der Erneuerungen in punktfremden Intervallen, die wir in 1.4 
zitiert haben. Wir wollen zeigen, dab unter verniinftigen Bedingungen auch die 
Umkehrung gilt. 

3.2. Notwendige Bedingungen 

3.2.1. Oberlagerung identischer Prozesse 

Verh~iltnism~iBig leicht ist die Umkehrung ffir einen Spezialfall zu beweisen. 
Es gilt 

Satz2. Sind M unabhiingige identische Erneuerungsprozesse gegeben mit 
Fl(x)>0 fiir x>0 ,  so ist der zugehbrige (]berlagerungsprozefi nut dann ein Er- 
neuerungsprozeJ3, wenn die Einzelprozesse (und damit auch der Oberlagerungs- 
prozefl) Poissonprozesse sind. 

(Anmerkung: Wird Fl(x) > 0 ftir x > 0 nicht gefordert, so liefert F 1 (x)-- 1 -  e-(~- 1) 
ftir x >  1 und F(x)= 1 - e  -x flit x > 0  ein Beispiel ftir einen OberlagerungsprozeB, 
der zwar ErneuerungsprozeB, aber kein Poissonprozel3 ist.) 

Beweis. Es sei S, = X 1 +- . .  + X,, n -- 1, 2, ... der Zeitpunkt der n-ten Erneuerung 
des Oberlagerungsprozesses. Wegen der Unabh/ingigkeit der Einzelprozesse gilt 

und 

woraus 

P {X 1 ~< y}  ~--- 1 - [1 - F 1 (y)]M = M F  1 (y) + o (F 1 (y)) 

y 

P {(X 1 < y) c~ (X 2 > x)} = M ~ [1 - F (x)] [1 - F l(z + x)] M-1 dF 1 (z), 
0 

(16) 

(17) 

[1 - F l ( y +  x)] M- '  Fl(y) < P {X z > x [Xl<y  } < [1 -Fl(x)]  M-1Fl(Y ) 

F (y) + o (FI(y)) - 1 - F ( x )  - Fl(y)+o(Fl(y)) 

folgt. Mit y ~ 0 streben beide Schranken gegen 

[1 - V l (x ) l  M-1 .  

Da die X, nach Voraussetzung unabh~ingig und fiir n >_-2 identisch verteilt sind, 
gilt also fiir allen > 2 

P { X . > x }  = P { X 2 > x L X  1 <y} = [1 -F(x ) ]  [1-Fl(x)]  M-1. (18) 
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Nach (16) und (18) ist P{SM+I<x}>O fiir x > 0 .  Aus SM+I<X folgt, dal3 fiir 
mindestens einen der Einzelprozesse der zweite Erneuerungsabstand __<x sein 
mul3. Also gilt F (x )>0  ffir x > 0 .  Dann ist F(x) nicht arithmetisch, d.h. keine 
Treppenfunktion, die nur bei ganzzahligen Vielfachen einer GrSl3e p > 0 Sprung- 
stellen hat. Aus dem Fundamentalsatz der Erneuerungstheorie folgt jetzt 

r- 1 ~ 7M-I 
lim P {X, > x} = [1 - f (x ) ]  I • ~ [ 1 - F(y)] dy] 
n~oo L]~ x J 

mit 
oD 

#= S [1-F(y)]  dy, 
0 

was zusammen mit der vorigen Gleichung 

1 -  Fl(x) = [ 1 -  F(y)] dy (19) 

liefert. 

Wegen der Unabh~ingigkeit von X 1 und X 2 erhalten wit nun aus (16), (17), 
(18) und (19) 

M ~ [1 - r (x ) ]  [1 - F~(z + x)] M-' 1 [1 - F(z)] dz 
o P 

= [1 - [1 - Fi(y)] M] [1 - F(x)] [1 - F i (x ) ]  M -1. 

Durch rechtsseitiges Differenzieren nach y folgt daraus, wenn wir x und y zuniichst 
so klein wfihlen, dab weder 1 -F(x)  noch 1 -  F(y) verschwindet, 

1 - F l ( x  + y)  = [ i - F~ (x ) ]  [ 1 - F l (y ) ]  

und hieraus, wie man leicht zeigen kann, fSr beliebiges x > 0 

F 1 (x) = 1 - e- x/u. 

Dabei ergibt sich die Konstante im Exponenten aus (vgl. (19)) 

d 
dx FI(x)x=o=~ -" 

Aus (19) folgt nun sofort durch Differenzieren 

d 
F(x)=  1-/~-~-x FI(x)= 1 - e  x/, 

Damit ist Satz 2 bewiesen. 

3.2.2. Uberlagerung nicht identischer Prozesse 

Setzt man die M Erneuerungsprozesse als station~r voraus, so gilt ftir M = 2, 
wie McFadden und WeiBblum gezeigt haben [5], dab der Uberlagerungsprozeg 
genau dann ein ErneuerungsprozeB ist, wenn beide Einzelprozesse Poisson- 
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prozesse sind. Dabei wird nut die Existenz der zweiten Momente der Erneuerungs- 
abst/inde beider Prozesse vorausgesetzt. Fiir M > 2  station/ire Erneuerungs- 
prozesse erh~ilt man das entsprechende Ergebnis, wenn man voraussetzt, dab die 
Verteilungsfunktionen der Erneuerungsabst/inde fiir alle M Prozesse in [0, oo) 
stetig differenzierbar sind (bei 0 rechtsseitig). Dies ist eine unmittelbare Konse- 
quenz des folgenden Satzes yon Mecke [6] : 

Sind P1 und P3 station/ire Erneuerungsprozesse mit den angegebenen Diffe- 
renzierbarkeitseigenschaften und P2 ein yon P1 unabh/ingiger station~irer Punkt- 
prozel3 der Art, dab P3 die Oberlagerung yon Pt und P2 ist, so ist P1 ein Poisson- 
prozeg. 

Setzt man nun ftir P1 etwa den/-ten (i = 1, .,., M) der gegebenen M Erneuerungs- 
prozesse und fiir P2 die (Jberlagerung der iibrigen M - 1 Erneuerungsprozesse ein, 
so sind die Voraussetzungen des Satzes yon Mecke erfiillt, und der i-te ProzeB 
erweist sich als Poissonprozeg, was zu zeigen war. 

Sieht man von der Voraussetzung der Stationarit~it der Prozesse und der 
Differenzierbarkeit der Verteilungsfunktionen ab, so kann man, wenn man den 
OberlagerungsprozeB als markierten Uberlagerungsprozel3 betrachtet, den 
folgenden Satz beweisen: 

Satz 3. Gegeben seien M unabhiingige Erneuerungsprozesse mit den Verteilungs- 
funktionen F~(i)(x), F(i)(x), i= 1 . . . . .  M. Die F(i)(x) seien nicht arithmetisch, und es 
sei Fl(~ ffir x>0 ,  i= 1,. . . ,  M. Der zugeh6rige Oberlagerungsprozefi sei ein 
Erneuerungsprozefi mit den Erneuerungsabstiinden X 1, X 2, .... F/ir n>  1 sei X ,  
unabhgmgig yon den Markierungen der ersten n - 1  Erneuerungen. Dann sind die 
Einzelprozesse (und damit der Oberlagerungsprozefi) Poissonprozesse, d.h. es gilt 

Ff)(x) = F(~ = 1 - e - x/u'. 

Beweis. 1. Fiir t > 0  sei zi(t) der Zeitpunkt der ersten i-Erneuerung (d.h. der 
ersten Erneuerung mit der Markierung i) nach t. 

Fiir den Abstand Vj[zi(t)] bis zur ersten j-Erneuerung mit j + i  nach h(t) gilt 
dann nach dem Fundamentalsatz der Erneuerungstheorie 

mit 

1 -  F(J)(y) 
lim P{Vj[z~(t)]> x}= ~ dy 

co 

~= S [1-F~J~(y)] dy. 
o 

Fiir den im Punkt zi(t) beginnenden Erneuerungsabstand Y[zi(t)] gilt nach 
Voraussetzung, wenn wir mit Gl(x) und G(x) die zum LTberlagerungsprozeg 
geh6renden Verteilungsfunktionen bezeichnen, 

M 

1 --  G (x) = P { Y [z  i (t)] > x}  = [ i - F (')(x)] [ [  P { Vj [z  i (t)] > x } ,  
j = l  j==i 
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woraus durch den Grenziibergang t --+ oo 

M m • F•J• •y• 
1 - G ( x ) =  [1 -Fti)(x)] ]-[ [. dy (20) 

j = l  x # j  
j # i  

folgt. 

2. Es sei c~j [ri (t)], j =#i der Abstand yon der letzten j-Erneuerung vor z i(t) bis 
zum Zeitpunkt ri (1). Dann gilt bei beliebigem e > 0 fiir hinreichend grol3es t 

P {j~=l(6j[zi(t)] <=e)} =t=0. 
j * i  

Nach Voraussetzung ist Y[zi(t)] unabh~ingig von den 6j[ri(t)] nach G(x) ver- 
teilt, also 

1-G(x)= P { Y[~i(t)] > x j~= l(c~ j ['ci(t)] < 8) } , 
j , i  

woraus die Absch~itzung 

[~ I~ 1 -F~ 
[1-F(~ [1-F~176 l_ fO)(e)  

j = l  j = l  
j~=i j # i  

und damit 
M 

l - G (x)  = [ I  [1 - F (j) (x ) ]  (21)  
j = l  

folgt. 

3. Es ist F(J)(x)< 1 ftir alle x, j =  1,. . . ,  M. Aus der gegenteiligen Annahme 
folgt n~imlich, dab es ein x, > 0 gibt mit x I = min (x :F (j) (x)= 1). Wir betrachten die 
Intervalle 

(t , t+g), (t+8, t+xa), (t+Xl-8, t+x 0 mit t>0 ,  e>0 .  

Aus dem Satz von Blackwell folgt, dab bei hinreichend grol3em t und lest vorge- 
gebenem beliebig kleinem emi t  yon Null verschiedener Wahrscheinlichkeit gilt: 
In (t, t+e)  liegt mindestens eine, in (t+e, t+Xx) liegt keine j-Erneuerung; in 
(t + x 1 - e ,  t + xl) liegt mindestens eine i-Erneuerung mit i#j. Der auf diese i- 
Erneuerung folgende Erneuerungsabstand des Oberlagerungsprozesses ist dann 
mit Wahrscheinlichkeit 1 kleiner als 2e. Dann ist auch der Erwartungswert des 
Erneuerungsabstandes des 15berlagerungsprozesses kleiner als 2e flit beliebiges 

> 0, was nicht sein kann. 

4. Zur Abkiirzung fiihren wir jetzt die Bezeichnungen 

1 -F(i)(x) 
(Pi(x)= ; 1-F (~ dy' i=l, . . . ,M 

x 121 
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ein. Nach (20) und (21) gilt dann 

M 

1-[ ~by(x)= 1, ~b,(x) > 0, 
j=l j*i 

mit der eindeutigen L6sung 

gbi(x)--- 1, i=1  . . . .  ,M.  

Also geniigt 1 -  F (i) (x) der Differentialgleichung 

i=1  . . . . .  M 

[ I  - F ( i ) (x) ]  = - I [ i  - F ( ' ) ( x ) ]  
dx  #i 

mit der Anfangsbedingung 1 - F  ~~ (x)= 1, woraus 

F (i) ( x )  - -  1 - e- x/,i (22) 
folgt. 

5. Wir betrachten die Verteilung yon X 2 unter der Bedingung, dab X 1 < e ist 
und die erste Erneuerung die Markierung i hat. Nach Voraussetzung gilt (mit (21) 
und (22)) M ~ 

P {X 2 > x I(X 1 < e) ('3 ( X  1 : X ~ i ) ) }  : 1 - G (x) = e- ~fi-' 1/~j 

mit der Absch~itzung 

l~ " -x ~ 1/~j x 1~ 1--FI(J) (x) 
e- ~/"i [1 -F1 (J) (x + ~)] < e J=' < e- /~ 1 -F1 (j) (e)' 

j=1 1=i 

woraus 
M M 

[1 -F~ j) (x)] = I~ e-X/"L 
j = l  j = l  
j:#i j * i  

i=1,  . . . , M  

F1 (~ (x) = 1 - e- x/~,, i = 1 . . . . .  M 
und damit 

folgt. Damit ist Satz 3 bewiesen. 

4. Ein Grenzwertsatz fiir [~berlagerungsprozesse 

Bei der ()berlagerung unabhiingiger Erneuerungsprozesse entsteht im allge- 
meinen kein Erneuerungsprozel3. Der Satz 3 sagt sogar aus, dab aus der Forderung 
der Erneuerungseigenschaft ffir den Uberlagerungsprozel3 unter ziemlich weiten 
Voraussetzungen folgt, dab die Einzelprozesse Poissonprozesse, also Prozesse 
sehr spezieller Natur sein miissen. 

Nun kann man aber zeigen, dab bei der Uberlagerung sehr vieler Einzel- 
prozesse sich fiir den l~berlagerungsprozel3 Eigenschaften ergeben kiSnnen, die 
denen des Poissonprozesses nahe kommen. Wir miissen uns dazu nur darauf be L 
schrgnken, das Verhalten des Uberlagerungsprozesses in geeigneter Weise als 
zeitlich lokales Verhalten zu beschreiben. Anschaulich bedeutet das, dab man einen 
Zeitraum bzw. eine Folge yon Zeitriiumen betrachtet, in denen die mittlere Anzahl 
der Erneuerungen des fJberlagerungsprozesses bzw. der entsprechenden Folge 
yon fJberlagerungsprozessen beschr~inkt bleibt. 
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4.1. Der Grenzwertsatz 

Wit betrachten eine Doppelfolge Pll, ..., Plrl ; P21 . . . .  , P2r2; -.. yon Erneuerungs- 
prozessen mit unabh~ingigen P,a, ..., P,,r., n = 1, 2 . . . . .  

Der Prozel3 P,,, werde repr/isentiert durch die unabh~ingigen zuf'~illigen Gr613en 
X~ "m), X(2 "m) . . . . .  Die Verteilungsfunktion von X~ "m) sei F~"")(x), w~ihrend X~ "m), 
X(,m) identisch nach der Verteilungsfunktion F(nm)(x) verteilt sind. Die zuge- 3 ~ ' ' "  

h6rige Erneuerungsfunktion sei H("")(x), w~ihrend P("")(x) die zu dem gew6hn- 
lichen Erneuerungsprozef3 mit der Verteilungsfunktion F("") (x) geh6rige Er- 
neuerungsfunktion bezeichne. 

Welter betrachten wir bei festem k eine Folge yon Intervalleinteilungen 

0 ~ u? ) < t] n~ ~<... _< u~ ~) < t(~); n = 1, 2, . . . .  

Mit H,(x)  bezeichnen wir die ,,Erneuerungsfunktion" des aus P,1, ..-, P,r, durch 
Uberlagerung entstehenden Prozesses P~: 

rn 

2 �9 
m = l  

Mit M} "~ bezeichnen wir die Anzahl der Punkte des Uberlagerungsprozesses P, im 
Intervall (u! n) (") , z , tl ]. Dann gilt ffir die gemeinsame Verteilung der M} ") der folgende 

Satz 4 (Grenzwertsatz). Aus den Bedingungen 

I. ! im[H,( t l" ) ) -H,(ul") )]=21,  /=1,  . . . ,k ;  

H(,m) t(,) H(nm) (n) _ II. lim max [ ( i ) -  (u i ) ] - 0 ,  i = l , . . . , k ;  
n ~ o o  l <_ra<_r n 

III. lira max sup -(""*) (") [ H  ( t  i - t ) -  IYI (" m)(Ul,) _ t ) ]  = 0,  i, j = 1, . . . ,  k ( j  < i) 
n--,c,o l<_m<_rn u j< t<=t j  

folgt  
( k ) k 2,~i 

lira P ~ ~ [MI")= m~] 7= V[ @ e- 4,. 
n--> oo ~ . i = 1  .} i = 1  m i !  

Fiir die Allgemeinheit des Satzes ist wesentlich, dab Bedingung I keine Vor- 
schrift fiber die Art des Grenzfiberganges macht. Der Grenztibergang kann sich 
also sowohl auf das Verhalten der Einzelprozesse als auch auf das Verhalten der 
Intervalle beziehen. Durch Spezialisierung ergeben sich verschiedene, auch fiir die 
Anwendung interessante F~ille. 

Die Bedingungen II und III sorgen daffir, dab jeweils die Anteile, die die 
Einzelprozesse zur LTberlagerung beitragen, hinreichend klein werden. 

4.2. Folgerungen aus Satz 4 

Aus dem Satz 4 ergeben sich, wie man ohne grol3e Miihe zeigen kann, die 
folgenden vier S~itze. 
2 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 13 
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4.2.1. Station~ire Erneuerungsprozesse 

4.2.1.1. Feste Intervalleinteilung. Die Intervalle (ul "), ~I")), i=  1, . . . ,  k; n = 1, 2 . . . .  
seien jetzt  unabhiingig vom Index n der Prozel3folge: 

ul ") = u i , tl ") = t i, i = 1, . . . ,  k ffir a l l e n  > 1. 

Alle Erneuerungsprozesse P, m seien weiter station~ir: 

H(, m) (x) = h (" m) x 

mit positiven Kons tan ten  h ("'") (Erneuerungsdichten).  

Dann  gilt der folgende 

Satz 4.1 (Khintchine, 1960 [4]). Aus den Bedingungen 
r .  

1. lim ~ h  ("m)=h. 
n--+ oo m = l  

.2.  lira max h("m)=0. 
n--+eo l <=m<=rn 

3. lira m a x  F (nm) (x) = 0 f i i r  beliebigesfestes x folgt  
n ~ o o  1 NmNr. 

lira P MI ") = m i = e-h(~'-"'). 

Dieser Satz folgt aus einem allgemeineren Satz yon Khintchine durch Spezialisie- 
rung auf Erneuerungsprozesse.  

4.2.1.2. Intervalleinteilung yon n abhiingig. Wir kSnnen die Bedingung, dab 
die Erneuerungsdichten der Einzelprozesse mit wachsendem n gegen 0 streben 
miissen, fallen lassen, wenn wir die Intervalle geeignet yon den Erneuerungsdichten 

rn  

h, = ~ h (" m) 
m = l  

der 1Jberlagerungsprozesse P, abh~ingen lassen. Wir  bekommen  dann eine Aussage 
fiber das lokale Poissonsche Verhal ten der Oberlagerungsprozesse.  

Einen fiir die praktische Anwendung wichtigen Spezialfall erhalten wir durch 
die Festsetzung 

2/ 
ul "~ = ui ,  tl "~ = ui  + h .  

Wir erhalten 

Satz 4.2. Die folgenden Bedingungen seien erfiilh : 

1. lim h , =  oo. 
n ~ o o  

h(.,.) 
2. lim max - = 0 .  

n~o~ l<_m<~rn h. 

3. Fiir ein beliebiges fes tes  ~ > 0  existieren im Intervall O<<_t<-uk+e-u 1 die 
Erneuerungsdichten h,,~ (t)=-171',, (t) und sind dort beschriinkt: 

sup h,,, (t) < C fi~r m = 1, . . . ,  n; n = 1, 2 . . . . .  
O~--tNuk+g--ul  
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Dann gilt 

! i m P  ( M }  ' ~  = _ _  e-,~,. 
k i = l  i = 1  rail 

Der Satz 4.2 gewinnt praktische Bedeutung, wenn man die Erneuerungen des 
Oberlagerungsprozesses als Ausffille von Bauelementen einer grol3en technischen 
Anlage deutet. Jedes ausgefallene Bauelement wird sofort durch ein,neues ersetzt. 
Ein EinzelprozeB ist durch die Ausf~ille eines Bauelementes und aller seiner 
Nachfolger bestimmt. 

4.2.2. Nicht station~ire Erneuerungsprozesse 

4.2.2L Feste Intervalleinteilung. 

Satz 4.3 (Franken, 1963 [2]). Es sei die gleiche feste Intervalleinteilung vor- 
gegeben wie in 4.2.1.1. Weiter seien fiir beliebiges t > 0 folgende Bedingungen erffillt : 

1. lim max F~"m)(t)=0. 
n ~ o o  l < r n < _ r  n 

2. lira max F('m)(t)--0. 
n - + o O  l < _ m ~ r  n 

r n  

3. lim ~ F~"ml(t)=Z(t). 
n ---~ oo m = l  

Dann silt 

lim P M} n~ = m i = 
i =  i~l " 

Wir bemcrkcn, dab die in dcr Bchauptung yon Satz 4.3 auftretcnde Funktion ,~(t) 
nur yon den Verteilungsfunktionen F1(~m)(t), dagegen nicht yon den Funktioncn 
F(nm)(t) bestimmt wird. 

Im folgenden betrachten wir einen Fall, bei dem die Funktionen F("m)(t) bzw. 
/t("m)(t) die Aussage wesentlich mitbestimmen. 

4 . 2 2 2  IntervalleinteiIung yon n abhiingig. Statt der Intervallfolge (ul "), tl ~)] 
betrachten wir jetzt eine Doppelfolge (u(p"~) t(")O 

p = l  . . . . .  r; ~ = l , . . . , k  o also k =  . 

Weiter nehmen wir an, dab die Erneuerungsdichten 

h(nm)(t) = dH("")(t) dI2I(,m)(t ) 
dt und h( " ' )  (t) = dt 

existieren. Bei fest vorgegebenen Werten 0 < u 1 <- . .  < u rund  x o i < xo 2 < " "  < xpk o, 
p = 1 . . . . .  r definieren wir jetzt die -oCu(') und tp~(n) durch 

(n)__ X 'p~.  t(n)__/2(n)q_ ZOO. ( h  (" "~::#0) 
upr 4 h,(uo) ' P r  Pr 

r n  

mit festem 2 or > 0 und h, (t) = ~ h ("m) (t). 
m = l  

2* 
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Ftir hinreichend grol3es n m6gen alle Intervalle (u~'~) , to~ ](") disjunkt sein. 

Dann gilt der folgende 

Satz 4.4. Aus den Bedingungen 

( & )  1 

h, up + 

1. lira sup =0 ,  p = l  . . . .  , r  
. - . ~  o<_~<_~o h . ( u , )  

mit yp = X p k  ~ -q- I~pk p �9 

h (nm) u p +  

2. lim max sup = 0 ,  p =  1,..., r. 
. ~  l < m < r n  O<x<yp hn(u p) 

. lim max sup 
, ~  l<_,,<_r, o<=~<=ro h,(up) 

O<y<y  o, 

=0,  

p, p '=  1 . . . . .  r; p '<p.  

4. lim max IT "m){ YP "~-0 p = l , . . . , r  

folgt 
mpa 

(.) _ e -  zp ~ . l imP{ ~ (Mp~-mo~)}= l-[ 2pr . 
n ~ o e  p= 1,...,r p =  1 , . . . , r  m p a ;  

a = 1 , . . . ,  k p  a = 1 , . . . ,  k p  

Die Bedingungen 1. bis 4. sind z.B. fiir den praktisch wichtigen Fall erffillt, dab 
unter den Prozessen P("") nur endlich viele verschiedene Prozesse P(t) . . . .  , p(m 
mit h (i) (t)= ~(i)(t) vorkommen und wenn die h (~) (t) ftir x > 0 positiv und stetig sind. 
Die Erneuerungen lassen sich dann z. B. deuten als die Bauelemente-Ausf~ille einer 
grol3en Anlage (mit N Bauelemente-Arten). Jedes Bauelement wird sofort ersetzt. 
Der Satz 4.4 besagt in diesem Fall, dab der Ausfallprozeg sich lokal, n~imlich in 
den Umgebungen von ul, ..., u r, wie ein PoissonprozeB verh~ilt. Man kann also 
die lokale Ausfallh~tufigkeit (Erneuerungsdichte) der Anlage mit einem Test fiir 
den Parameter einer Poissonverteitung prtifen. 

4.3. Beweis des Grenzwertsatzes 

4.3.1. 

Wir betrachten den ProzeB p(,m) und lassen in diesem Abschnitt zur Verein- 
fachung der Schreibweise die Indizes n und m fort. Zun~ichst beweisen wit folgende 
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Ungleichungen: 

1 - P  ~_ Mi=O <=i~=l[H(tl)-H(ui)]+P i~=lMi~2 , 
k 

[1-  F(t i-  ui)] [H(ti)- H (ul)] - P {i~= lMi >->- 2} 

<= n {(M i = 1) c~ ~ (M a = 0)} _-< U(ti)- U(ui), 
j , i  

P M, >= 2 F ( t , -  u,) [H (t,) - H (u,)] 
i 

k--1 
+ ~ [U(tj)-H(uj)] sup [tTt(tl-t)-H(ui-t)] 

j=l  uj<=t<=tJ 
i > j  

4.3.1.1. Beweis yon (25). Wegen 

{~i Mi>=2} ~1 i>j 
ist 

(----~1 } k k--J P M,>_2 <~P{M,>2}+ 2P{(M,>=I)c~(Mj>_I)}. 
i i=i j=l  i>j 

Far  die Wahrscheinlichkeit P {M~ > m} gilt die Beziehung [2] 
ti 

P {M~ = m} = f [F" -  1)(t,_ x)-  F(" (t~- x)l dU(x) 
ui 

mit 
x 

F(m-a)(x)= ~ F(m)(x-y) dF(y), F(~ = - 1. 
o 

Hieraus folgt sofort 

Weiter gilt 

Aus 

ti 

P {M i >= 2} = ~ F(t i -  x) dH(x) < F(t i -  ui) [H(ti)- H(ui) ] . 
ul 

P {(Mi> 1)~ (My>= 1)} =P {Mj> 1} P {Mi> llMj> 1}. 

tj 

P{Mj>_ 1}= ~ [ 1 - F ( t j - x ) ]  dH(x) 
uj 

folgt 
[1 - F(tj- u j)] [H(ty)-  H(uj)] < P {Mj > 1 } < H(tj)- H(uj), 

und fiir P {Mi > 1 ] Mj-> 1 } gilt 
t i --t 

P{Mi>=IlMj>=I}< sup ~ [1-F(tl-t-x)]dtTI(x) 
Uj<=t<=tJ ui--t 

=< sup [tTI(ti--t)--ITt(ui--t)]. 
uj<~t<=tj 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(2s) 



22 H .  S t i S r m e r :  

Damit  erhalten wir 

P {(M i >= 1) c~ (M r >= 1)} _-< EH(t;)- H(uj)] sup E/J(t~- t ) -  f l (u~- t)]. 
u j = t = t  d 

Aus (26), (27) und (29) folgt (25). 

4, 3. I. 2. Beweis yon (24). Aus 

{M~>I}={(M~=I)~(Mj=O)}u  (M~> 1) c~ M j > 2  
j:l:i 

und 

folgt 

Ferner ist 

also 

{ 
\ j =  1 / 3  L j= 1 ) 

P{Mi~I)<=P{(M~>I)c~(M~=O)}+P Mj>=2 . 

j:l:i k j = l  ) 

{(M,= 1)c~ N (Mr=0)} ~ {M,>= 1), 

P {(n, = 1)~ N (Mj= 0)}__< P {M, >__ 1}. 
j , i  

Aus (28) (mit j =  i), (30) und (31) folgt (24). 

4.3.1.3. Beweis yon (23). A u s  

P M,=O + P{(M~=I)c~(~(Mj=O)}+P, M~>=2 =1 
i i = l  j * i  

folgt mit (24) sofort (23). 

(29) 

(30) 

(31) 

4.3.2. 

Zum Beweis von Satz 4 mit Hilfe der Ungleichungen (23) bis (25) benutzen 
wir den folgenden Satz, der aus einem allgemeinen Satz yon Rwatschowa [3] folgt: 

Fiir die Giiltigkeit der Behauptung yon Satz 4 sind unter der Voraussetzung 

F }1 lim max 1 - P  M}"m)=0 = 0  (32) 
n~oo  m t_ [ . i = i  

folgende Bedingungen notwendig und hinreichend : 

rn 

lim ~ P{(M}"m)=l)c~ O(M}"m)=o)}=Zi, i = l , . . . , k ,  (33) 
n---, ~ m = l  j#:i  

lira P M}" ") > 2 = 0. (34) 
n ~ m  m = l  k i = l  

Wir haben also noch zu zeigen, dab aus den Bedingungen I - I I I  des Satzes 4 die 
Beziehungen (32); (33) und (34) folgen. 
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4.3.2.1. Aus I und III folgt mit der Ungleichung (25) - wir ffihren jetzt die 
Indizes n und m wieder ein - die Beziehung (34): 

lira ~_IP M"m)>2  

k rn 

< 2 lim Y' F(" m) (t i(.) _ u}.)) [S(.  m)(ti)_ g (. m)(ui)] 
i = 1  n~oo  m = l  

k -- 1 rn 

+ ~ lim Z [ u("m~ (t} '~  H(")(u}"))], s<up( ,[I:I (""~ (tl"'-  t) - I:I ('m~ (ul ~ -  t)] 
j = l  n--*oo m = l  Hj n t - - t d  n 

i > j  

k 

< ~, lira { max F (~m)(tl " ) -  (~) (~) - (~) u i )[H,(ti ) H,(u i )]} 
i = 1  n ~ o o  l < - m < - r n  

k 1 

+ ~ lim { m a x  sun [fI("")(t!")-O-IZt("")(ul")-t)][H.(t~'))-H.(u}"))]} 
i > j  

k 

= Z lira max F (t, - u ,  )} i ln[H,( t  I I } 
i = 1  n ~ c o  l < _ m ~ r n  

k 1 

+ ~ { lim max sup . [/4(" m)(tl.) _ t)--/q(" m)(Ul.) __ t)] 
j = l  n-+oo l<-m<_rn u ~ m < t < t }  ) 
i > j  

=0. 

Dabei haben wir yon der Beziehung 
(n m) (n) (n) lira max F (ti - u i  ) = 0  (35) 

n ~ o o  l<_m<_t~ 

Gebrauch gemacht, die wegen F("")(x)<IZI("'~)(x) aus III mit j =  i folgt. 

4.3.2.2. Die Beziehung (32) folgt nun aus II und (34) mit der Ungleichung (23): 

lim max 1 - P  M~"')=O 
n ~ o o  l<--m<~rn L [ . i = 1  ) 

_<lim max [-H("')(t(")]-H("m)iu!~)]]+ max P M}"m)=>2 
- -  ( l < m < r n  L ~ i ~ ~ 1 J n ~ o e  i = 1  1--<m~r~ i 

_< lim max [H  (" ") (t~ ")) - H ~ ") (u}'~ + P M}" m)> 2 
n ~ o o  i = 1  l<=m<=r~ m = l  i 

= ~ lim max [H ("") (") 
i = l  n + c c  l<m_<rn  (ti)--H("m)(ul"))]+,~oolim m=,P ~ m}'')=>2 =0 .  

4.3.2.3. Die Beziehung (33) folgt aus I, II und (34) mit der Ungleichung.(24)" 
Aus der rechten Seite yon (24) folgt mit II 

rn 

lim Z P{(M}"m):I) c~ (-] (M}'m!=o)} 
n-~co m = l  j ~ : i  

rn 

=< lim E [H(""~ = lim [H.(t i(n))-H.(u it"))] =.ti." 
n--+ oo t n = l  ~/~oo 
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Aus der linken Seite yon (24) folgt mit I, (34) und (35) 

rn 

lim ~ P {(M}"m)= 1)~ ('] (M}"m)= 0)} 
n ~ c o  m = l  j ~ i  

r n  

> 2 ~ - l i m  ~ (rim) (~) (.) (rim) (n) (.m) (n) _ f (t i - u i ) [ H  (t i ) - H  ( u  i )] 
n..~ oo m ~  ]. 

- lira P M} "") > 2 > 2 i -  lira max F ( t  i - u i ) 2 i = )L i . 
n ~  m = l  i n- - ,ov  l<=m<=r.  

Aus beiden Absch~itzungen folgt (33). 
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