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Zusammenfassung. Als ein wichtiges ttilfsmittel zur Untersuchung station~rer zufiilliger 
Ma•e auf einer lokalkompakten Abelschen Gruppe G wird in Abschnitt 2 der vorliegenden 
Arbeit das Palmsche Ma$ eines station~iren zuf~lligen MaiZes eingefiihrt. Dieser Begriff wurde 
durch eine sinngem~Be Verallgemeinerung des Palmschen MaBes einer station~ren zuf~lligen 
Punktfolge auf der reellen Achse gewonnen ([6], [11], [13], [14]). Die in Abschnitt 2 ent- 
wiekelte Theorie ist insbesondere auf den Spezialfall der station~ren zufSlligen Punktfolgen 
auf dem /~n anwendbar (G = R n. Mit Wahrseheinlichkeit 1 kommen nur ganzzahlige Mal]e 
auf G vor). 

In Abschnitt 5 wird eine spezielle Klasse zuf~lliger Mal3e auf G untersucht. Zu ihrer Kon- 
struktion benStigt man den Begriff des Poissonsehen Prozesses mit vorgegebener Intensit~ts- 
verteilung auf einem beliebigen meBbaren Raum, der in Absehnitt 3 eingefiihrt wird (vgl. [12]). 

Aus der Konstruktion der zuf~lligen Ma~e, die in Abschnitt 5 untersucht werden, ist sofort 
zu ersehen, da~ sie unbegrenzt teflbar sind. Auf die MSglichkeit, die unbegrenzt teilbaren zu- 
f~lligen Mal]e in dieser Weise darzustellen, wurde bereits in der Dissertation [7] hingewiesen. 
In Abschnitt 6 wird der Nachweis geffihrt, dab die Klasse der in Abschnitt 5 betrachteten 
zuf~lligen MaBe bereits alle station~ren unbegrenzt teflbaren zuf~lligen 1VfaBe umfaBt. 

Die station~ren Poissonschen Prozesse auf G als spezielle unbegrenzt teilbare station~re 
zuf~llige MaBe werden, da sie ein besonderes Interesse verdienen, bereits in Abschnitt 4 be- 
handelt. 

Mit ttilfe des Palmschen Mal]es kann eine interessante Charakterisierung der unbegrenzt 
teilbaren station~ren zuf~lligen Mal]e auf G gegeben werden (s. Satz 6.1), die das eigentliche 
Anliegen der Arbeit bildet. Im Spezialfall der zuf~lligen Punktfolgen ohne IV[ehrfachpunkte 
auf der reellen Achse wurde der entsprechende Satz schon yon 14~RS~A~ und MATCHES [6] 
als Verallgemeinerung eines Satzes yon Sr.IW~JAK fiir stationiire Poissonsche Punktfo]gen auf 
der reellen Aehse gewonnen (Satz 4.1 ffir G = R1). Unabh~ngig davon hat sich AMBA~aZU~J~ 
[1] mit dem entspreehenden Problem fiir zuf~llige Punktfolgen auf dem R n beseh~ftigt. 

Satz 3.1 kann a]s Verallgemeinerung des urspriing]ichen Satzes yon SLIW~ZAK in anderer 
Hinsicht aufgefa~t werden, und zwar in Richtung des (~bergangs yon der reellen Aehse zu 
einem beliebigen meBbaren Raum (wo yon Stationarit~t zuf~lliger Punktfolgen keine Rede 
mehr ist). 

Die Charakterisierung der unbegrenzt teilbaren zuf~lligen Mal~e mit Hilfe des Laplace- 
schen Funktionals (Formel (5.5) mit (5.1)) findet sich bereits bei Lv.~ in [7] (auf allgemeineren 
R~umen als G), im Spezialfall zuf~lliger endlicher lVIal~e a u f / P  auch bei JI~I~A [4]. 

1. Grundbegriffe 

Es sei G eine l oka lkompak te  Abelsche Gruppe,  bei  der  das  zweite  Abz~hlbar-  
ke i t sax iom erffillt  ist .  G i s t  d a n n  insbesondere  a - k o m p a k t .  Die Gruppenope ra t ion  
schreiben wir  als Addi t ion .  Mit  | werde die (~-Algebra der  Bore lmengen yon  G 
bezeichnet .  Sie wird berei ts  yon dem Sys t em ~ der  k o m p a k t e n  Tei lmengen yon  G 
erzeugt .  Es sei M die Menge der  Mai~e ~b auf  [G, | m i t  der  Eigenschaf t ,  dal~ 
~5 (C) < oo is t  ffir alle C ~ ~. Die Mal3e ~5 sind dann  insbesondere  a-endlich.  Mit  

bezeichnen wir  die kle ins te  a -Algebra  yon  Teflmengen aus M, bez. der  alle 
F tmk t ionen  ZB(~b) ---- r  (B c (~) mei3bar sind. Diese a -Algebra  is t  umfassend 
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genug, so dab alle Operationen, die in den folgenden Untersuchungen auf meBbare 
Funktionen angewendet werden, wieder megbare Funktionen liefern (siehe An- 
hang). 

Unter einem zuf~lligen MaB auf [G, | versteht man ein Wahrseheinliehkeits- 
maB P auf dem megbaren Raum [M, ~] .  Aus Grfinden, die sps deutlieh wer- 
den, betraehten wir allgemeiner a-endliche MaBe P auf [M, ~g;~]. 

Mit F(G), F(M), F(G • M), F(G • G • M) sollen bzw. die Mengen der auf 
[G, ~], [M, ~ ] ,  [G, (~] • [M, ~ ] ,  [G, | • [G, | • [M, !~] megbaren, nieht- 
negativen Funktionen bezeiehnet werden (-~ r wird als Funktionswert zugelassen). 

Ffir jedes s e G definieren wir einen Automorphismus Ts des meBbaren Raumes 
[M, ~]: 
(1.1) (TsqD) (B) = ~ ( B - k  s) (Be  |  

Daraus folgt ffir jede Funktion / e F(M):  

(1.1') f /(t) (TsqS) (dt) = f J(t -- s) q)(dt) . 

Die Automorphismen Ts bilden eine zu G homomorphe Gruppe G: Ts+t -= T8 Tt. 
]:)as a-endliehe MaB P auf [M, gJ~] heigt stationgr, wenn es gegenfiber G invariant 
ist, d. h. wenn 

(1.2) P ( T s A ) =  P(A)  ftiralle Ae!I)~, s e G  

gilt. Insbesondere sprechen wir yon einem stationiiren zu]iilligen Marl au/[G, | 
wenn das Wahrscheinlichlceitsma/3 P auf [M, ~J~] station/it ist. Die Bedingung (1.2) 
ist gleichbedeutend damit, dab ffir alle u ~ F (M) und alle s e G grit: 

(1.2') f u(T~qS) P(dq~) = f u(qS) P(dqS). 

In dem Spezialfall, wenn [G, | die reelle Achse mit ihren Borelmengen bedeutet, 
und das WahrscheinHchkeitsmag P auf der Menge der ganzzah]igen ~b e M kon- 
zentriert ist, spreehen wit yon einem Pun]ctproze[3 oder einer zu/iilligen Punlct/olge. 
Als ein wesentliches Hilfsmittel zur Untersuchung der stationi~ren zuf/~lligen 
Punktfolgen hat sieh das sogenannte Palmsche Marl (siehe [6], [11]) erwiesen. 
Insbesondere kann mit seiner Hflfe eine Charakterisierung der stationiiren Poisson- 
schen zuf~lligen Punktfolgen gegeben werden, die den Inhalt  eines Satzes yon 
SLIW~JAI; [14] ausmaeht. Als Verallgemeinerung dieses Satzes haben KE~STA~ 
und MATTH~S eine ~hnliche Charakterisierung ffir die unbegrenzt teflbaren statio- 
n~ren zuf~lligen Punktfolgen gefunden [6]. In der vorliegenden Arbeit sollen u. a. 
diese Si~tze auf station~re zuffillige Mare fiber [G, (~] fibertragen werden. 

Im folgenden Absehnitt Mrd jedem station~ren a-endliehen MaB P auf [M, ~ ]  
ein a-endliehes MaB p0 fiber dem gleiehen meBbaren Raum zugeordnet. Im 
Spezialfall der station~ren zuf~lligen Punktfolgen P fifllt p0 mit dem Palmschen 
Mal~ [6] zusammen. Diese Bezeiehnung wird daher auf den allgemeinen Fall 
fibertragen. 

2. Das Palmsche YIaB 

Mit # werde ein Haarsches Mar 1 auf G bezeichnet. Bei Integrationen schreiben 
wir stat t  # (tit) einfaeh dt. Als Ausgangspunkt der folgenden Untersuehungen dien~ 
der 

1 Die Haarschen MaBe auf G unterscheiden sieh nur um einen multiplikativen Faktor. 
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Satz 2.1. Ein a-endliches Marl P a u /  [M, ~ ]  ist genau dann stationgr, wenn 
/i~r alle Funktionen w e F ( G • G • M) gilt: 

(2.1) SSSw(t, s, Tsqs) ~(ds) P ( d r  dt = S]]w(s, t, Tsq~) r  P (d~)  dt.  

Beweis. a) P sei stationer. 
Aus (1.2') folgt 

f f f w(t, ~, Ts qS) r P (dqS) dt = f ~ w(t, s, Ts+t qS) ( Tt qS) (ds) P (dq)) dt . 

Mit (1.1') ergibt sich dann 

(2.2) Sf fw( t ,  s, TsqS) q~(ds) P(dq))dt = f f~w( t ,  s --  t, TsqS) ~(ds) P(dq~)dr.  

Ganz entsprechend erh/ilt man 

(2.3) f f f w ( s ,  t, Tsq~) q~(ds) P(dqS)dt = f f f w ( s  --  t, t, T s ~ )  qS(ds) P (dr  at.  

Aus den charakteristischen Eigenschaften des tiaarsahen MaBes folgt aber un- 
mittelbar: 

f w (t, s - -  t, Ts qS) dt = S w (8 - -  t, t, T8 qS) dt. 

Es gilt also auch 

y Sy w(t, s --  t, Ts qS) dt qS (ds) P (dqS) = Syy w(s --  t, t, Ts qS) dt qS (ds) P (dqS) . 

Aus dam Satz yon Fubini ergibt sich nun, dab die reahten Seiten der Gleichungen 
(2.2) und (2.3) und somit auch ihre linken iibereinstimmen. 

b) Es gelte (2.1) fiir das g-endliahe Mag P auf [M, ~ ] .  Es sei G = G1 w G2 w. . .  
eine Zerlegung yon G in punktfremde Mengen Gn e | (n = 1, 2 . . . .  ) derart, dab 
es zu jedem Gn eine kompakte Obermenge gibt. Dann ist ffir alle ~5 ~ M und alle 
n ~(Gn) < o o .  Die Funktion 

r  

(2.4) a (t, ~) ~- ~. 2 -n [~b (Gn)] -1 ko~ (t) 

ist somit durchweg positiv und meBbar auf [G, q6] • [M, ~rj~]. Dabei bedeutet ka, 
die Indikatorfunktion der Menge Gn: 

110 ffir t~Gn 
k~  (t) = sonst 

(Wit setzen [~(Gn)] -1 = ~- 0% falls (I)(Gn) = O, und betraahten + r als posi- 
riven Wart.) Fiir alle ~b, die yore NullmaB 0 versahieden sind, ist S a (s, ~) q~ (ds) 
eine positive reelle Zahl: 

(2.5) o < S a(s, ~)  ~(48) __< 1 ( ~ ,  0). 

Die Funktion 

(2.6) h (t, ~b) = [~ a (s, r  ~ (ds)] -1 a (t, ~b) (~ # 0), h (t, 0) = 0 

geh6rt somit zur Menge F(G • M) und genfigt der Beziehung 

(2.7) Sh(t, qS) qS(dt) = 1 (q5 # 0). 

Weiterhin sei g aina beliebige Funktion aus F(G) mit Sg(t) d t =  1. Dann k6nnen 
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wir ffir alle r ~ G und alle u e 2 '(M) mit  u (0) = 0 schreiben : 

~ u(Tr  qS) P(d~)  = ~ff  g(t) u(Tr-s  Ts qS) h(8, T-s Ts ~ )) qS(ds) P(dqS) dr . 

Mit (2.1) ergibt sich nun: 

f u ( Tr ~)) P (d~) -= f f f g (s) u ( Tr-t Ts qS) h (t, T- t  Ts ~) qS (ds) P (d~)) dt . 

Unter  Berufung auf die charakteristischen Eigenschaften des tIaarschen Mal3es 
erhalten wir daraus 

f u (Tr qS) p (dq~) -= ~ g (s) u (T_t Ts ~) h (t ~- r, T- t-r  Ts qS) q5 (ds) P (d~) dt. 

Wit wenden noch einmal die Formel (2.1) an und bekommen, wenn wit auBerdem 
(1.1') berficksichtigen: 

] u( Tr qS) P (dq~) = ] g(t) clt ~ u@)  [ S h(s, T_r qS) ( T-r  r  P (dqS) . 

h(s, = 1 ~ . Da ]g (t) dt = 1 und f T-r r  (T-r qS) (ds) far  alle 0 
ist (siehe (2.7)), gilt 

] u ( T r ~ )  P(dqS) : f u(qS) P(dqS) 

fiir jedes u e F(M) mit  u(O) : 0 und alle r e G .  Trivialerweise ist dann (1.2') ffir 
alle u e F(M)  erffillt, d. h. P ist stationer. Damit  ist der Beweis beendet. 

P sei ein stationi~res und ~-endliches Mai~ auf [M, ~J~]. Wenn man Satz 2.1 auf  
die Funktion w(t, s, qS) = gl(t) g2(s) u(qS) mit  u e F ( M )  und gl,  g2 e F ( G ) ,  
f gi (t) dt = 1 (i ----- 1, 2) anwendet, erh/~lt man 

f f  g2 (s) u(Ts qS) q5 (ds) P (dqS) = f f  g: (s) u(Ts  qS) q5 (ds) P (d qS) . 

Das Funktional Ip(u) ----- f fg(s)  u(TsqS) qS(ds) P(dqS) liefert also ffir alle g e F(G) 
mit  fg ( t )d t  ---- 1 denselben Wert. Mit kA werde die Indikatorfunktion des Er- 
eignisses A e ~ bezeichnet. Es istsofort zu sehen, dab die auf ~ definierte Mengen- 
funktion Ip (kA) (A e ~ )  ein MaB ist. Wir nennen es das zu P gehSrende Palmsche 
Ma$ po. Somit gilt: 

P~ = ~f g(s) kA(Tsq~) qS(ds) P(dqS) 
( A e ~ ,  g e F ( G )  mit ] g ( t ) d t - ~ l ) .  

(2.S) 

oder allgemeiner 

(2.8') 
f u(qS) po(d~)) --_ f f e ( s )u(Tsq) )  #(ds) P(dq)) 
(u~F(M) ,  g~F(G)  mit  ~g(t)dt-= l ) .  

Man nennt p0 (M) die Intensit/it  yon P. p0 (M) kann zwar gleich co sein, abet  
es gilt der 

Satz 2.2. po ist (~-endlich. 

Beweis. Da P a l s  a-endlich vorausgesetzt wurde, gibt es eine Funktion ul ~F(M) 
mit  ul (~b) > 0 ffir alle ~5 E M u n d  Sul(~b) P(dq~) < c~. Aus (2.8') und Satz 1 folg~: 

~ [ S u l ( T - t # )  aft, T- tO)  dt] po(dqS) = 
----- ~f~ g (s) Ul (T-t  Ts qS) a (t, T- t  Ts ~) q5 (ds) P (d#) dt = 
= Sg(t)dr. f~l(#) [f~(,, ~) #(d,)] P(d~). 
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Dabei soll a die Funktion aus (2.4) sein. Mit (2.5) erhalten wir also ffir die durch- 
weg positive Funktion 

u2(4) ---- SUl(T-t 4) a(t, T-t4) dt 

die Abschs 

Su2(r P~ s ~u1(4) P(d4)  < oo. 

Daraus folgt die a-Endliehkeit yon po. 
Eine wichtige Eigenschaft des Palmschen MaBes wird in dem folgenden Satz 

ausgedriickt. 

Satz 2.3. Fiir (;-endliche Marie P und Q au/ [M, 92%] sind die/olgenden beiden 
Aussagen gleichbedeutend: 

1) P ist stationSr und Q = po. 
2) Fi~r alle Funktionen v E F ( G X M) gilt 

]]v(s, 4) ds Q(d4) = ]Sv(s, Ts4)  4(ds) P (d4 ) .  

Beweis. a) P sei stations 

Dann ist nach (2.8') 

~ v (t, 4) dt po (d4) = ~ v (t, Ts 4) g (s) dt 4 (ds) P (d4) . 

Aus Satz 2.1 ergibt sich nun 

(2.9) ~f v (s, 4) ds po (d4) = ~f v (s, Ts 4) 4 (ds) P (d4) . 

Damit ist gezeigt, dab aus 1) die Aussage 2) folgt. 

b) Es sei 2) erfiillt. 

Dann gilt ftir alle w e F ( G X G • M): 

~] [ ~ w (t, s, Ts 4) dt] 4 (ds) P (44) = ]] [] w (t, s, 4) dr] ds Q (44) 

und 

~ []w(s, t, Ts 4) dr] 4(ds) P(d4)  = ]~ [Sw(s, t, 4) dt] ds Q(d4).  

Man sieht sofort, dab die rechten Seiten der beiden Gleichungen fibereinstimmen. 
Also sind aueh die linken Seiten gleich. Daraus folgt aber nach Satz 2.1, dab P 
stationer ist. Ffir alle u e F(M) gilt nun nach (2.8') und 2): 

]u(4)  P~ ~-- ] ]g(s)u(Ts4)  4(ds) P(d4)  
= ]Sg(s)u(4)ds Q(d4) 
= ~ u(4)  Q(d4).  

Also ist Q -- po. Aus 2) folgt somit 1), und der Beweis des Satzes ist beendet. 
Mit Hilfe einer Funktion h, die (2.7) erfiillt, kann man die Einschr/~nkung 

yon P auf M -- {0) aus p0 zurfiekgewinnen: 

Satz 2.4. Das Marl P a u /  [M, ~]  sei (;-endlich und station~ir. Dann gilt/fir alle 
u e F (M) mit u (0) -= 0: 

(2.10) f u ( 4 )  P(d4)  = f fh(t ,  T - t 4 )  u ( T - t 4 ) d t P ~  
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Beweis. Die Funktion v(t, qb)=h(t ,  T- t  q)) u ( T - t ~  )) gehSrt zur Menge 
F(G • M). Nach Satz 2.3 gilt daher 

]]h(t, T-tq5) u(T-tq5) dt P~ = ] u(q5) []h(t, qS) qb(dt) ]P(r  . 

D~B d~s Integral auf der rechten Seite gleich ] u(qS)P(dq)) ist, folgt aus (2.7) 
und der Voraussetzung u (0) ---- 0. 

Im folgenden Satz wird eine Charakterisierung der Klasse der Palmschen 
Maf]e gegeben. 

Satz 2.5. Ein Marl Q au/ [M, ~;~] ist genau dann Palmsches Marl zu einem ge- 
wissen (r-endlichen stationiiren Marl au/ [M, ~J~], wenn die ]olgenden drei Bedin- 
gungen er/iillt sind: 

1) Q ist a-endlich, 

2) Q({0}) = 0, 
3) Fi~r alle v e F ( G  x M) gilt 

(2.11) ] i v ( - -  t, Ttq)) r Q(dq)) = ]~v(t, q~) ~(dt) Q(dqS). 

Beweis. a) P sei station/~r, a-endlich und Q = po. 

Die Behauptung 1) folgt aus Satz 2.2. Weiterhin gilt 

po ({0}) = j" k(o ~ (q~) p0 (d~b) 

= ~ g (t) k{o~ ( Tt q5) r (dt) P (dqS) 
= 0 .  

Dabei wurde (2.8') benutzt und die Tatsache, dal~ Ttq5 = 0 gleichbedeutend ist 
mit q) = 0. Somit ist auch 2) bewiesen. 

Mit (2.8') und (1.1') erhalten wir 
~]v(--  t, Ttq5) qS(dt) po(dO) = ]]~g(s)v(s -- t, Ttqb) q~(dt) qb(ds) P (dq~) . 
Wegen ~ g (t) d t =  1 ist 

f f  v(s, ~5) O(ds) po(dq5) = f f f  g(s -[- t)v(s, q5) q~(ds) dt pO(dq)) . 

Aus (2.9) und (1.1') folgt aber, da~ die rechten Seiten und somit auch die linken 
Seiten der beiden obigen Gleichungen iibercinstimmen, d. h. 3) grit. 

b) Q erffille 1), 2) und 3). 

Durch die Festsetzung 

P(A)  = ~h ( t ,  T_tq~)kA(T_tqS)dtQ(dqS) (A e ~ )  

wird ein Ma$ P auf [M, ~J~] definiert. Ffir alle u e F (M) gilt also 

(2.12) ] u(qS) P (dqS) = ~h ( t ,  T-tqP) u( T-tqD) dt Q(dqS) . 

I)eshalb ergibt sich gem/~$ (1.1') ffir al lev E F(G • M): 

] ] v(s, Ts qS) qS (ds) P (dq5) = ]]~ h (t, T_t qs) v(s + t, Ts qS) dt qb (ds) Q (d~) . 

Da /z invariant ist gegenfiber den Gruppenoperationen, ist das rcchte Integral 
gleich ~ h(t -- s, T- t  TsqS) v(t, Ts q~) dtqS(gs) Q(dqS) . 
Wegen der Voraussetzung 3) erhalten ~ (siehe (1.1')): 

~ v (s, Ts 4) q) (ds) P (dqS) = f]  v (t, ~b) [~ h (s, T-t  q}) (T-t ~b) (ds)] dt Q (dqS). 
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Mi~ (2.7) und 2) folgt schlieBlich: 

(2.13) ~]v(s, Ts4)4(ds)P(d4)----  ~]v(t, 4)dtQ(d4)  ( v e F ( G •  

Da Q und # a-endlich sind, besitzt auch das ProduktmM~ # • Q auf [G, | • [M,!rJ~] 
diese Eigenschaft. Es existiert somit eine positive Funktion b E •(G • M) mib 
]]b(t, 4)dt Q(d4) < oo. Das bedeutet nach (2.13), dal~ 

] []b (t, Tt 4) ~ (dt)] P (d4) 

endlich ist. Aus b > 0 folgt aber auch ffir alle ~ :~ O: 

c(4) ~-- Sb(t, T t4)4(d t )  ~ O. 
Somit ist 

~c(4)P(d4)  < ~ (c(4) > O ffir alle 4 . 0 ) .  
~ . 0  

Daran kann man ablesen, dab die Einschrankung yon P auf M - -  {0} a-endlich 
ist . /qach (2.12) und 2) ist P({0}) ~-- 0. Damit ist die a-Endlichkeit yon P nach- 
gewiesen. Aus (2.13) folgt jetzt  in Verbindung mit Satz 2.3, dab P stationiir und 
Q = p0 ist. 

Sp~ter wird noch der Begriff der FMtung P1 * P2 zweier a-endlicher MaSe 
P1, P2 auf [M, ~ ]  benStigt: 

(2.14) (P1.P2)(A)=-]~kA((_D+4')PI(d4)P2(d4')  (Ae~s 

Dann grit for alle u ~ F(M) 

(2.14') f u ( 4 )  (P1 * P2)(d4) = f ]u  (4 ~- 4') P1 (d4) P2 (d4'). 

Satz 2.6. Es seien P1, P2 zwei station~ire endliche Marie au/ [M, ~]. Dann ist 
aueh P1 * P2 ein stationiires endliehes Marl, und es gilt 

(P1 * P2) ~ = po . P2 ~- Pl  * pO. 

Beweis. Wegen (P1 * P2)(M) ---- P1 (M)P2 (M) ist P1 * P2 endlich. Aus (2.14') 
und (2.9) folgt ffir a l lev ~F(G • M): 

f ly(s,  4) ds(P ~ . P2) (d4) ---- f f f  v(s, Ts 4 Jr 4') P2(d4') 4(ds) Pl (d4) . 

Wegen der Stationarit/it yon P2 ist das letzte Integral gleich 

f f f  v (s, Ts 4 -~ Ts 4') P2 (d4') 4 (ds) P1 (d4). 

Ganz analog erh/~lt man 

f l y  (s, 4)ds (P1 * po)(d4)  = f f f  v (s, Ts 4 + Ts 4') P1 (d4) 4'(ds) P2 (d4') , 

also insgesamt 

~ v (s, 4) ds (pO . P2 + P1 * pO) (d4) 

-~ f]Sv(s, Ts(4  + 4 ' ) ) (4  -~ 4')(ds) Pl(d4) P2(d4') 
= ~ v (s, Ts 4) 4 (ds) (Pl * P2) (d4).  

Naeh Satz 2.3 ist somit P1 * P2 stationgr und p O ,  P2 ~- P1 * pO = (P1 * P2) ~ 
was zu beweisen war. 

Im n/~chsten Abschnitt werden Itflfsmittel fiir den letzten Tefl der Arbeit, in 
dem spezielle zuf/tllige NIaBe auf [G, (~] behandelt werden, bereitgestellt. 



StationBre zufillige MaBe auf lokalkompakten Abelschen Gruppen 43 

3. Allgemeine Poissonsche Prozesse 

Es sei ~ eine (~-Algebra yon Teilmengen der Menge X und A ein (r-endliches 
MaB auf dem megbaren l~aum [X, ~]. Mit S werde die Menge aller ~-endlichen 
Mage ~ auf [X, 3~] bezeichnet mit der Eigenschaft, dal] fiir alle A e ~ T(A)  nur 
die Werte 0, 1, 2 . . . . .  ~ annimmt. Zu S gehSren speziell die Mage ~x (x E X), 
die durch 

(~x(A) = [1 fiir x ~ A  
(A e 2~) t0 sonst 

definiert sind. ~ sei die kleinste ~-Algebra yon Teilmengen yon S. bez. der alle 
Funktionen ZA(T)----}P(A) (A ~ ~) megbar sind. Mit F(X) ,  F(S),  F ( X x  S) 
werden bzw. die Mengen der megbaren, nichtnegativen t~unktionen auf [X, ~], 
[S, | [X, ~] x [S, | bezeichnet. 

Satz 3.1. Es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsma[3 P a u ]  [S, | mit der Eigen- 
scha/t, daft ]iir alle Funktionen v ~ F (X x S) gilt 

(3.1) ]Sv(x, T ) ~ ( d x ) P ( d g  -~) = S~v(x, gJ + ~ x ) P ( d T ) A ( d x ) .  

P wird als der Poissonsche Prozefi mit der Intensitiitsverteilung A bezeichnet. 

Der Beweis dieses Satzes bildet den Inhalt  des vorliegenden Abschni~ts. 
Wir setzen zun~chst voraus, dab ein MaB P mit P (S) ---- 1 auf [S, | exi- 

sfiert, das (3.1) ftir a l lev  e F ( X  x S) erffillt. 
F/Jr alle / e F ( X )  sei 

D(/)  = ~exp[ - -~ / (x )T(dx) ]  P ( d T ) .  

(Anstelle e -~176 ist 0 einzusetzen.) 
Falls ~/(x)A(dx) < oo ist, erhalten wit nach (3.1): 

dd~ D (x ]) = --  S~ exp [-- ~ ~ / (y) }g(dy)] [ (x) T(dx)  P (dT) 

= - - D ( z / ) ~ / ( x ) e x p [ - - x / ( x ) ] A ( d x )  (~ >=0). 

l~fir / =  0 mug D (])----1 sein. Es ergibt sich als einzige LSsung der Differential- 
gMchung: 

D (~ l) ---- exp {-- ~(1 -- exp [-- z l (x)]) A (dx)}. 

Daraus folgt ffir alle / e  F (X): 

(3.2) Sexp[ - -~ / (x )T(dx)]  P ( d T )  = exp {--](1 -- exp[- - / (x) ] )A(dx)} .  

Wir setzen 

l (x) = ~l k~,(x) + . . .  + W k ~  (x), 

wobei die kA~ die Indikatorfunktionen zu den Mengen A i . . . . .  An e ~ mit A ( A d < oo 
und die y~ reelle, nichtnegative Zahlen bedeuten. Dann ist 

] exp [-- ~ [ (x) }P (dx)] P (d}P) = S exp [-- V 1 W (A 1)] "" �9 exp [-- V n T (A n )] P (d}P) 

VA1 ..... A n(exp [ - -~ i ]  . . . . .  exp [ - -V . ] )  

wenn VA ...... A,(~I . . . . .  ~n) die erzeugende Funktion ffir die Verteilung des Vek- 
tors [T(A1) . . . . .  T(An)] bez. P bezeichnet. Durch (3.2) sind also die Wahrschein- 
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lichkeiten aller Ereignisse der Form 

{T:  T ( A i ) = m l  . . . . .  T ( A n ) = m n }  ( n = l , 2  . . . .  ; rot=O, 1,2 . . . .  ; At~iE 

mit A (A d < ~ )  

festgelegt. Da diese Ereignisse ein bez. der endlichen Durchschnittsbildung ab- 
geschlossenes erzeugendes System fiir | bilden, kann also h6chstens eirt Wahr- 
scheinlichkeitsmaB P existieren, das (3.1) erffillt. 

Die Bezeichnung ,,Poissonscher ProzeB" r/ihrt daher, dab ffir alle A ~ ~ mit  
A(A)  < r gt(A) bez. P Poissonsch ver~eilt ist. Aus den obigen Rechnungen 
folgt n/imlich 

V A (~) = f ~7t(A) p (d~J) 

= exp[ - - (1  - -  ~)A(A)] .  

Es wird jetzt  ein P angegeben, das der Beziehung (3.1) genfigt. 

1. Fall: A (X) = ~ < ~ .  

Wir definieren P durch die Festsetzung 

r162 1 (3.3) p (B) = ~-~ ~ ~., S '"  S ~B (~xl + " "  + ~,) A (dxl) ... A (dxn) (B ~ ~). 

Dabei verabreden wit, dab ffir n = 0 dx~ + ... + d~, = 0 zu setzen ist, und die 
Integrat ion Multiplikation mit  1 bedeuten soll. Dann gilt ffir a]le u ~ F (S) 

f (3.3') u (T) P (dN) = e-I  ~ ~. S""  S u ((~ -t-"" § ~ )  A (dx~)... A (dxn). 

Man erh/ilt daher fiir a l l ev  ~ t5' (X • S): 

IS ~ (~, ~ + ~) P (d~) A (~) 
1 

= ~-z~ ~. I fv(x, ~ +...  + ~o + o~) A(~xl)... A(dx~) A(~x) 
n=O 

oo 1 
= e - ~  ~(.~. . .  ~[~v(y, (~x~ ~ "'" ~ (~.~)(~,~ + "'" A- (~,~,)(dy)] A(dx i ) . . .  A(dxn).  

n=O 

Nach (3.3') ist aber der letzte Ausdruck gleich 

SS v (y, T )  T (dy) P (tiT). 

Damit  ist (3.1) ffir den Fall A (X) < c~ bewiesen. 

2. Fall: A (X) = ~ .  

Da A als a-endlich vorausgesetzt wurde, gibt es eine Zerlegung yon X in 
abzi~hlbar viele Mengen Xn e ~ (n = 1, 2 . . . .  ) mit  A (Xn) < co. Es sei ~n = 

n Xn. An bezeichne die Einschr~nkung von A auf [Xn, ~n]. Jedem megbaren 
Raum [Xn, ~n] ordnen wit die Menge Sn der a-endlichen ganzzahligen (c~ wird 
in diesem Zusammenhang als ganze Zahl angesehen) MaBe ~ n  auf [Xn, ~n] zu. 
Mit ~n  werde die kleinste a-Algebra yon Untermengen aus Sn bezeichnet, bez. 
der alle Funktionen ZA (~n) --~ ~ n  (A) (A ~ ~n) meBbar sind. Pn sei tier Poisson- 
sche ProzeB mit  der Intensit~tsver~eilung An auf [Sn, | (s. (3.3)). 
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Ein Mal~ W ~ S ist durch seine Einschrgnkungen ~n  auf [Xn, :~n] eindeutig 
bestimmt. Wir kSnnen daher im folgenden T mit der Folge (~1, T 2 , . . . )  und 

dementsprechend [S, | mit dem Produktraum I ~  [Sn, | identifizieren. 
n = l  

Das aus den Pn gebildete ProduktmaB P auf diesem Raum bezeiehnen wir als 
den Poissonsehen Prozel~ mit der Intensiti~tsverteflung A. Zu zeigen ist, da~ P 
(3.1) erffillt. 

Daneben betrachten ~4r auch noch die Poissonschen Prozesse pn mit den 
Intensiti~tsverteilungen A n auf den Rgumen IX n, ~n], wobei 

X n = X 1 U X 2 ' ' ' w X n ,  ~ n = : ~ n X n  

und A n die Einsehrgnkung yon A auf [X n, :~n] sein soil. Die pn sind Wahrsehein- 
lichkeitsmai~e auf [S n, | dabei bedeutet S n die Menge aller a-endlichen ganz- 
zahligen Mal]e T n auf [X n, ~n], und | ist die kleinste a-Algebra, bez. der alle 
Funktionen ZA(~ Jn) .-~ T n ( A )  (A e ~n) auf S n mel~bar sind. 

Wir kSnnen die Wn wieder mit der Folge (W1 . . . . .  Wn) ihrer Einschrgnkun- 
gen auf die Rgume [X1, ~1] . . . . .  [Xn, ~n] und somit [S n, | mit dem Produkt- 

n 

raum ~ [  [S~, | identifizieren. An der Formel (3.2) 1/~l~t sich nun leicht ablesen, 
i = 1  

dab 

(3.4) pn ~__ P1 • P2 X "'" • Pn 

ist. Daraus folgt dis Gfiltigkeit der Formel (3.1) ffir alle v E (X • S), die aul~er- 
halb Xn  verschwinden und meBbar bez. ~ • ~n 2 sind, wenn ~n die kleinste 
a-Algebra bedeutet, bez. der die Abbfldnng }P --> Wn (Einschr/~nkung yon W auf 
[X n, ~n]) meBbar ist (n = 1, 2, . . . ) .  

Insbesondere gilt im F a l l e n  ~ m, ffir alle H ~ ~m • ~;n 

(3.5) ffkH([X, W])T(dx )P(dW)  = ffkH([x, T +  ~x] )P(dT)A(dx)  < c~. 

Die kleinste a-Algebra, die die Mengenalgebra @m = 0 ~m • ~n umfai~t, ist 

~m • | Somit enthglt die Klasse ~ aller Mengen H c Xm • S, die (3.5) erffillen, 
eine erzeugende Algebra ~m ffir ~m X | Andererseits ist @ monoton abgesehlossen 
gegenfiber den Operationen der Vereinigung monoton aufsteigender bzw. des 
Durchschnitts monoton absteigender Mengenfolgen. Die kleinste monotone Klasse 
fiber ~m ist aber ~m • | Somit grit (3.5) ffir alle H e ~m • | Daraus folgt 
sofort, da$ (3.1) fiir alle v(x, ~[=~) = kB([X, W]) (B e ~ • | riehtig ist. Dann gilt 
(3.1) aber aueh ffir alle v e F ( X  • S). 

4. Stationiire Poissonsche Prozesse aui G 

Die Poissonschen Prozesse auf [G, | mit der Intensiti~tsverteilung A ~ M 
sollen jetzt  ngher untersueht werden. Als Grundraum IX, E] dient also nun die 
lokalkompakte Abelsche Gruppe G, die das zweite Abzghlbarkeitsaxiom erffillt, 
mit dem System ihrer Borelmengen | 

2 Wenn [A1, ~1], [A2, ~u] zwei meBbare R~iume sind, dann bezeichnen wir mit 9~i • 9~2 
die a-Algebra der mei~baren Mengen des Produk~raumes [A1, 9~1] • [A2, 9~2]. 
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Nicht alle Realisierungen T ~ S gehSren zu M. Man kann aber zeigen, dal~ 
M'----= M (~ S in ~ enthalten ist, und ffir alle Poissonschen Prozesse P mit einer 
Intensit/~tsverteilung A e M gilt P(M')  = 1. 

Ffir die Zwecke des Beweises setzen wit voraus, dal~ G Hausdorffsch sei. 
Andernfalls ist G/H Hausdorffseh, wenn H den Durchschnitt aller abgeschlossenen 
Mengen bezeichnet, die das Element 0 enthalten, und der Beweis 1KSt sieh leieht 
auf den allgemeinen Fall fibertragen. 

Es sei {0~} (i = 1, 2, ...) eine Basis ffir die Topologie yon G derart, da$ die 
abgesehlossenen Hiillen 0~ kompakt sind. Wir setzen 

N~ = {~5: q~ e M, q~ (Ot) ganzzahlig} 

und 

Es sei 

N = [ ' ]N l .  

D+ = ~.J{Ol: ~b(O~) = 0) @ ~ N ) .  

Jeder Punkt  t e G i s t  darsteUbar in der Form 

t = ('~ Oi, mit 011 ~ 0~ ~ 0i3 ~ . . .  
n = l  

Deshalb gilt ffir alle t ~ G -  D+: ~({t}) ~ 1 (~b EN). Da ~5~N a-end]ich ist, 
kann G -- D+ h6ehstens abzi~hlbar vide Punkte enthalten. Somit ist jedes r e N 

darstellbar als ~5 = ~an(~t,, wobei die an nur Werte aus {1, 2 . . . .  } annehmen. 
n = l  

Damit ist klar, dab r ein ganzzahliges Mal~ ist. Andererseits geh6rt jedes ganz- 
zahlige ~b e M trivialerweise zu N. Wit haben erkannt, dab M' = N e ~ ist. 

Auf Grund der Voraussetzung A e M i s t  A(Ol) < r Die ZufallsgrSBe W(O~) 
ist bez. P poissonsch verteflt mit dem Parameter A ( O i ) <  r Daraus folgt 

P(SI) ~-- 1, wenn St = {~:  }/1 ~ S, ~rJ(Oi) < oo} gesetzt wird. Ffir S ' =  ( ~  St er- 
i = l  

gibt sich also P(S')  -= 1. 
Eine kompakte Menge C e (~ wird von endlich vielen Oi tiberdeckt; daher 

gilt k~(C)<  oo fiir W e S ' .  Somit ist S ' c M ' .  Trivialerweise gilt M ' c S ' .  Also 
ist M'---- S' und sehiirfer sogar [M', ~)~ n M'] ~- [S', ~ n S']. Insbesondere gilt 
P ( ~ ' )  = 1. 

P kann also yon jetzt  ab als Wahrscheinliehkeitsmal3 auf [M, 9~] aufgefal3t 
werden, das auf M' konzentriert ist. Dana ist der Poissonsche ProzeB P mit der 
Intensit~tsverteilung A e M ein spezielles zuf~lliges MaB auf [G, | und wit 
k6nnen darauf die in Abschnitt 2 entwickelte Theorie anwenden. 

Das Wahrscheinlichkeitsma6 A auf [M, ~ ]  sei gegeben dutch 

{10ffir ~ ~  ( B ~ )  
A (B) = sonst 

Satz 4.1. E8 sei P ein Wahrscheinllchkeitsma[3 au/ [M, ~].  Die/olgenden drei 
A ussagen slnd dquivalent: 
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1) P ist ein stationSrer Poissonscher Prozefl der IntensitSt po (M) -~ 2. 
2) P ist ein Poissonscher Prozefi mit tier Intensiti~tsverteilung A = 2#. 
3) P ist ein stationiires Wahrscheinlichkeitsmafl au/ [M, ~)2i~] mit P (M') -~ 1 und 

(4.1) po_-- p , 2 A .  

Beweis. a) Es gelte 1). 

Gem~13 3.1 gilt ffir alle / ~ F ( G )  

f / (t) q~ (dt) P (dq5) -~ f / (t) A (dt). 

Nach (2.9) ist das gleichbedeutend mit )~ f ] (t) dt =- f ] (t) A (dt). Aus 1) folgt so- 
mit 2). 

b) Es gelte 2). 

Wir definieren ein neues Wahrscheinhchkeitsmal~ Pr durch die Festsetzung 

fu(qS) Pr(dq5) = fu(Trqb)  P(dq5) (u e F ( M )  ). 

Ffir alle / e  F(G) ist nach (3.2) die Beziehung 

Dp(/) ---- f exp [-- f / ( t )  q~ (dt)] P (dq~) = exp {-- 2 f(1 -- exp [-- / (t)]) dt} 

erfiillt. Gem~lil (1.1') erhalten wir daher 

f exp [-- f [ (t) ~b (dt)] Pr (dq5) ---- cxp {-- 2 f (i -- exp [-- / (t -- r)]) dr} 
~- exp{-- 2 ](1 -- exp[-- / ( t )])dt}  

und somit Dp,([) = Dp([). 

Im Abschnitt 3 war gezeigt worden, da]~ durch das Funktional Dp das Wahr- 
scheinlichkeRsmal~ P eindeutig bestimmt wird. Daher gilt P -~ Pr, d.h. P ist 
station/ir. 

Die Beziehung (3.1) ist genau dann fiir a l lev e xV(G X M) erfii]lt, wenn ffir 
die gleiche Menge yon Funktionen immer gilt 

f [, v (t, Tt r  qD (dt) P ( gq5) = 2 f f v (t, Tt q5 -{- 65o) P (dq5 ) dt . 

Gemal] (2.9) k6nnen wir unter Beriicksichtigung der Stationariti~t yon P dafiir 
schreiben: 

(4.2) f f v (t, q~) dt po (dq5) = 2 f f v (t, qD ~- (~o) P (gqS) dt. 

FOr v(t, qS) __= g(t)u(q)) mit  fg( t )d t  = 1 erhi~It man daraus 

fu(qS)po(dq~) = 2 fu (q~) (P .A) (dqS)  (u ~ F ( M) ) ,  

d.h. es grit (4.1). Damit ist gezeigt, dal3 aus 2) die Aussage 3) folgt. 

c) Es gelte 3). 

Aus (4.1) ergibt sich sofor~ p O ( M ) =  2 und die Relation (4.2) flit alle 
v ~ ~(G • M). Unter b) hatten ~ erkannt, dal~ diese mit (3.1) gleichbedeutend 
ist. Nach Satz 3.1 ist P somit ein Poissonscher Prozel]. Aus 3) hat  sich somit 1) 
ergeben. 

Der Beweis yon Satz 4.1 ist beendet. 
Im Abschnitt 5 der Arbeit wird gezeigt, da~ der Satz sich insofern verschs 

li~l]t, als man in 3) auf die Voraussetzung P(M' )  ~ 1 verzichten kann. 
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Es sei noeh darauf hingewiesen, dab die stations Poissonschen Prozesse auf 
[G, | stets endliche Intensits besitzen. Das folgt aus dem Teil a) des Beweises, 
wenn m a n / ( t )  =/cc( t )  (C e ~) setzt und berficksichtigt, dab A in M liegt. 

Satz 4.1 enths speziel] die Aussage, dab ein stationares zufalliges MaB auf 
[G, | mit  P(M')  ---- 1 genau dann ein Poissonscher ProzeB ist, wenn es fiir ein 

_--> 0 die Beziehung (4.1) erffillt. In  dem Spezialfall, dab G die reelle Achse be- 
deutet, ist diese Aussage als Satz yon SLIWNJAK [14] bekannt. 

Wir kSnnen somit Satz 3.1 als Verallgemeinerung des Satzes yon SLIW~JAK 
ffir allgemeine Poissonsche Prozesse auf beliebigen meBbaren Rs auffassen. 

5. Eine spezielle Klasse station~irer zuf~illiger MaBe 

QL sei der Poissonsehe ProzeB mit der Intensits L auf [M, ~)]. 
Als Grundraum IX, ~] client also jetzt  [M, ~ ] .  Die Elemente yon S sind die 
(;-endlichen ganzzahligen MaBe ~ auf [M, ~ ] .  Von L setzen wit voraus, dab 
L({0}) ~- 0 ist, und dab fiir alle kompakten C e | gilt: 

(5.1) f(1 -- exp[--qD(C)])L(d~) < oo. 

Daraus folgt insbesondere, daB L g-endlich ist. Jedem T e S ordnen wit ein 
MaB E~, auf [G, | zu: 

(5.2) E~(B) = ~ q5 (B) 5g(dqS) (B e | 

Das bedeutet ffir alle / E  F (G): 

(5.2') ~ / (t) E~(dt) = S.[ / (t) ~ (dr) T (d~)) . 

Es sei (04) (i ---- 1, 2 . . . .  ) eine Basis fiir die Topologie yon G derart, dab die ab- 

geschlossenen Hfillen 0i kompakt sind. Wir setzen St = {T:  E~(Oi) < oo). Nach 
(3.2) grit ffir jede kompakte Menge C c G und jedes a > 0 : 

exp [-- a ] ~5 (C) T(d~b)] QL (tiT) ---- exp ( - -  f (1 -- exp [-- a �9 (C)]) L (d~)) 

oder anders ausgedrfickt 

exp [-- (; E~, (C)] QL (dT) = exp {-- ~ (I -- exp [-- a 4) (C)]) L (d~b)}. 

Wegen (5.1) ist nun 

lira ] exp [ - -  ~E~(C)] QL(dT) = 1. 
o'-+0+0 

Daraus folgt abet QL{~[]: E~(C) < oo) = 1 ffir alle C ~ ~. Mithin gilt ffir alle 

i =  1, 2 . . . .  QL(S,) : 1 und daher auch QL(S) : 1 mit S- - - - (~S , .  Wir setzen 
i=1  

= | (~ S und kSnnen nun QL als WahrseheinlichkeitsmaB auf [S~ ~] auffassen. 
Es sei C eine beliebige Menge aus G. Sie ~/rd yon endlich vielen O4 fiberdeckt. Da- 

her giltffirjedes ~ e  S: E~(C) < oo. Wir haben somit erkannt, dab dutch die Zu- 

ordnung i~--> E~, eine meBbare Abbildung yon [S, ~] auf [M, 9)~] gegeben ist. 
Wit untersuchen nun das Wahrseheinlichkeitsma[~ PL: 

(5.3) Pz(A)  ---- QL{T: E ~ e A }  (A ~ 9~). 
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Fiir alle u ~ F (M) gilt 

(5.3') ] u (~5) PL (d~) -~- y u (E~) QL (cl}[J). 

Wir setzen 
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d~(A) = {10 ffir ~b e A  sonst (q~eM, Ae~)2). 

Die ~ repr/isentieren also spezielle zuf/illige MaSe. 

Hilfssatz 5.1. Das Wahrscheinlichkeitsmafi Pau]  [M, !g~] ist genau dann gleich 
PL * ~i" (FE M), wenn alle Funktionen 

(5.4)  / (t) = (~i kc l  (t) + "" ~- c% kc~ (t) (cq . . . . .  ~ > 0 ; Ci . . . .  , Cn e ~) 

der Gleichung 

.[ exp [-- j" / (t) r (dt)] P (dq)) 
(5.5) = exp [-- S / (t)/" (dt)] exp { -- S (1 -- exp [-- ~ [ (t) ~b (dt)]) L (d~)} 

geni~gen. Dann gilt (5.5) /i~r alle f ~ F(G). 

Beweis. a) Es sei P = PL * Or. 

Nach (5.3'), (5.2') und (2.14') ist ffir jedes [ eF(G) 

f exp [-- j" / (t) ~b (dt)] (PL * 5r) (d~b) 
= exp [ - - f / ( t )  F(dt)] S exp [--]]/(t) q5 (dt) T(dr  QL (d•). 

Mit (3.2) erhalt man daraus schlieBlich (5.5). 

b) Es gelte (5.5) 

Da 

1 (Ci , . . . ,  Cn ; ~l, .. . ,  ~ )  = ~ exp -- ~ kc, (t) q5 (dt) P (d~) 

die Laplaee-S~ieltjes-Transformierte der Verteilung des Vektors [~b (Ci) . . . .  , q) (Ce)] 
bez. P ist, sind dutch (5.5) die Wahrseheinlichkeiten aller Ereignisse der Form 
{~0: q) ~ M, [q~(Ci) . . . . .  q)(Cn)] ~ J} (J E ~3n, wobei wit ~3n als Bezeiehnung fiir 
das System der Borelmengen des n-dimensionalen reellen Vek~orraumes/?n w/ih- 
len) festgelegt. Das System dieser Ereignisse (n durehl~uft alle nattirliehen Zahlen) 
erzeugt F2 (s. Anhang A) und ist abgesehlossen gegeniiber endlieher Durehsehnitts- 
bildung. Deshalb ist P eindeu~ig bestimmt und mug also mig PL * dr iiber- 
einstimmen. 

Satz 5.1. Wenn L stationiir ist, dann ist auch PL station~ir, und es gilt 

(5.6) pO = p ~ ,  LO. 

Beweis. Durch 

P~L(A) -~ P L ( T - r A )  (A e ~J~, r e G) 

wird ein neues Wahrscheinlichkeitsmal~ PL definiert. Ffir alle u ~ F (M) grit 

~u(qS) PrL(dq5 ) = f u(TrqS) PL(d~).  

4 Z. Wahrscheinlichkeits~heorie verw. Geb., Bd. 9 
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Gem/~l~ (5.5) und (1.1') erhalten wit unter Berticksichtigung der Stationariti~t von 
L ffir alle ] e F (G) : 

S exp [-- S / (t) ~O (dt)] P~ (d~b) ---- exp [-- ] / (t -- r) ~b (dt)] PL (de) 
= exp {-- ] (1 -- exp [-- ] / (t) (T+r 4)  (dt)]) L (d~b)} 
= exp{--](1 -- exp[--] / ( t )  qb(dt)])L(dqb)}. 

Nach Itilfssatz 5.1 mul~ also P~ ---- PL sein, d.h. PL ist station/ir. Aus (5.3') und 
(5.2') folgt fiir v e F ( G  • M): 

f ] v  (t, Tt qS) r (dt) PL (dq~) =- S][. v (t, Tt E~) ~ (tit) T(dqS) Q~ (dT). 

Nach (3.1) ergibt sich weiterhin, da E~+~r ~ E~ + ~b ist: 

Sf.[ v (t, Tt E~) q5 (dr) T(dqS) QL (tiT) ---- [..~ v (t, Tt E~ + Tt q~) q5 (dt) L (dq)) QL (dT) 

Wegen (2.9) und (5.3') ist das letzte Integral gleich 

.[~ ~. v (t, Tt E~ + qS) dt L o (dqS) QL (dT) ---- S.~S v (t, Tt qS' + 4) dt io  (dqS) PL (d~') 
-~ ][. [v(t, ~ '  + qb)dtiO(dq))PL(dq5'). 

Beim SchluI3 auf die letzte Zeile wurde benutzt, dal~ PL station/~r ist. Wir haben 
insgesamt erhalten (s. (2.9)) : 

yyv(t, qb)dtP~ = yffv(t, r + q)')dtLO(dqb)PL(d~5') (v EF(G • M)). 

Daraus folgt die Gleichung (5.6). Damit ist der Beweis beendet. 
Es erhebt sich die Frage, ob fiberhaupt station/~re Mal~e L existieren, die der 

Forderung (5.1) genfigen. Solche L lassen sich aber in der Tat leicht konstruieren: 
Es sei z.B. Co eine lest gewi~hlte Menge aus ~ und K ein Wahrseheinliehkeitsmal3 
auf [M, ~ ]  mit g({o}) = 0 und K{q): r  ~b(G -- Co) * O} = O. Dann k6n- 
nen wir ein L definieren durch 

] / (qb) L (dqb) ---- ] f  ] (Tt qS) dt K (d~)) (1 e F (M)). 

Die fo]genden Untersuchungen haben das Ziel, gewisse Umkehrungen yon Satz 5.1 
zu beweisen. 

Hilfssatz 5.2. Wenn das a-endliche Marl W und das stationSre Wahrscheinlich- 
keitsmafl P a u ]  [M, ~ ]  in der Beziehung 

(5.7) p0 ~ p .  W 

zueinander stehen, dann gilt/i~r alle Funktionen aus (5.4): 

~(1) = SS/(8) (1 -- exp [--]](s  + t) qS(dt)])(]/(s + t)r -1 x 
(5.8) 

x ds W (d(b) < oo. 

(Die Funlction (1 -- e-~)~ -1 wird /i~r ~ = 0 gleich 1 gesetzt.) 
und 

(5.9) f exp [-- ] / (t) q) (dt)] P (de) ---- exp [-- ~ (1)]. 

Beweis. Iqach (2.9), (1.1') erhi~lt man, ausgehend yon der Identitgt 

Z (x) ---- S (1 -- exp [-- x ~ [ (t) r (dt)]) P (de) 
9~ 

= [.~.[/(s) exp [-- y S/(t) ~b(dt)] dyqS(ds) P(dq~) (x ~ O) 
0 
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die Beziehung 

Z(X) = ff~/(s) exp[- -  y f / ( s  d- t) ~b(dt)] dydspO(dq5), 
0 

oder naeh (5.7), (2.14') 
2; 

Z(x) = f ~ / ( s )  exp[- -  y f / ( s  d- t) qY (dr)] exp[- -  y f / ( s  d- t) qS(dt)] • 
0 

• P(dqS') dyds W(dq~), 

und schliel~lich infolge der Stu~ionaritg~ yon P 
g3 

Z (x) = f f f  { f  exp [ - -y  f f (t) ~b' (dt)] P (d~b')} exp [-- y f ] (s + t) q5 (c/t)] • 
0 

• /(s) dyds W(dqS). 
D~s bedeutet  f/ir 

~(x) = j ' exp[- -  x f /(t) ~5 (c/t)] P(dq5) mit x ~= 0: 
x 

(5.10) 1 -- F (x) = f f ]  ~p (y) / (s) exp [-- y f / (s -~ t) ~b (dt)] ds W (d4)) dy. 
0 

Die positive Funkt ion  ~f (x) =~ 1 ist monoton nicht wachsend, daher erhalten wit 
uus der letzten Beziehung ffir alle x ~ 0: 

x 

(5.11) ~f (x) f f f  exp [-- y f / (s ~- t) q) (dt)] / (s) dy ds W (dqS) ~= 1 -- ~f (x) < ~o. 
0 

Der Integr~]ausdruck auf  der linken Seite ist ~ber gleieh ~ (x/). Damit  ist die Be- 
hauptung (5.8) bewiesen. Aus (5.11) folgt aul~erdem ffir a l l ey  > 0: 

(5.12) ~f exp [-- y f J(s ~- t) qS(dt)]/(s) ds W (d~) < oo . 

Es ]gl~t sich leicht n~ehprfifen, dab dieser Integralausdruck stetig yon y abhgngt. 
D~ auch ~p (y) stetig in y ist, folgt aus (5.10), da]~ F (x) sog~r differenzierb~r und 

(5.13) d,, ~ (~ )  = - ~ (x )  ~ ( x / )  (x > o) 

ist. Ni t  der Anfangsbedingung ~ (0) = 1 ergibt sieh dann 

~o(x) = exp[- -  ~(x])] 

und  ftir x = 1 die Gleiehung (5.9), die bewiesen werden sollte. 
Wi t  kommen nun zu einer Umkehrung von Satz 5.1 : 

Satz 5.2. Das c;-endliche Marl L au/ [M, ~)~] sei stationgr, ebenso das Wahrschein- 
licMceitsma[3 P. Es gelte 

(5.14) p0 = p ,  L 0. 

Dann geniigt L der Bedingung (5.1), undes ist P = PL. 

Beweis. Nach (2.9) grit ffir die in (5.4) angegebenen Funkt ionen / e F(G):  

f f  /(s) (1 -- exp[- -  f /(s -[- t) r ( f /(s + t) qS(dt))-lds LO(dqS) 
= f(1 - - e x p [ - -  f/(t)q)(dt)])L(dq~). 

Die Behauptung des Satzes folgt nun aus den Hilfssgtzen 5.2 und  5.1. 

4* 
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IIilIssatz 5.3. Unter den Voraussetzungen yon Hil/ssatz 5.2 gilt/~r die in (5.4) 
n 

angegebenen •unlctionen / e F ( G) und ]i~r alle B e | B c (.J Ci : 
i = 1  

(5.15) ~fk.(8) exp[-  S/(s + t) r 48 W(d~)  < r 

und, wenn C1 das Element 0 im Innern enthSlt, 

(5.16) ]exp[- -  f / ( t )  ~b(dt)] W(d~)) < ~ ,  

(5.17) ] r  exp[-- ] [(t) r W (dq~) < c~ . 

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus (5.12). Wenn C1 in seinem 
Innern das Element 0 enthiflt, dann existiert eine kompakte Umgebung C' von 0 
mit der Eigenschaft 

{t : t = tl -- t2; tl, t2 e C'} c C1 �9 
Somit ergibt sich 

#(C') yexp[--  y /(t) ~5(dt)] W (dqS) ~= tt(C') yexp[--  ffl(~(el)] W (d~ )) 

=< f]kc.(~)~xp[- al ]kc,(s + t) r d~ W(d~). 
Der letzte Integralausdruck ist nach (5.12) endlieh. Aul3erdem gilt tt(C') > 0. 
Damit ist (5.16) bewiesen. Was dig letzte Behauptung anbetrifft, so setzen wir 
a ---- min (al . . . . .  an) und erhalten: 

a ]q~(B)exp[--  ] / ( t )r  W(dqS) <= JEll( t)r  exp[-- ]](t)~b (dt)] W(dqS) 
= 2 ]exp[ -  �89 ]/(t) r W(dr 

Dabei wurde die Ungleichung xe -x ~ 2e-X/~ (-- oo ~ x ~ oo) benutzt. Die Be- 
hauptung (5.17) folgt jetzt ans (5.16), wenn man dort / durch dig neue Funktion 
�89 ersetzt, die auch den Voraussetzungen des ttilfssatzes entspricht. 

Satz 5.3. Wenn das a-endliche Marl W und das station~ire WahrseheinlieMceitsmafl 
P a u /  [M, ~J~] der Beziehung po : p ,  W geni~gen, und W({0}) : q ist, dann 
existiert genau ein stationiires Marl L mit JL ({0}) --~ 0 au] [M, ~)~], alas (5.1) er/i~llt, 
so daft W -- q ~o -~ L~ und P = PL * ~q~ ist. 

Beweis. Wir setzen 

v(t, ~)  = k.(t) exp[-  S/(s) ~(ds)] 
mit 

/(t) = al]Cc,(t) -~- ... + an/Co,(t) (C1 . . . . .  Cn e~;  al . . . .  , an > O) 

und B c ~J  C~. C1 soll eine hYullumgebung sein. Nach Satz 2.5 gilt 
i=1  

~ v (t, q~) q~ (gt) po (d~)) = y[ v (-- t, Tt ~)  ~ (dt) po (dqS) 

oder unter Beriicksichtigung der Voraussetzung po = p ,  W 

yyyv(t, q5 + qS') qS'(dt) W (dqS) P (dqS') + yyyv(t, ~ + r W (dqS) P(dqS') 
= yyyv(--  t, Tt~) + TtO')r W(dqS) P(dqS') 

(5.18) + I f  I v ( - -  t, Ttq5 -}- Tt~b')qS(dt) W(d~5) P(dO' ) .  

Mit (2.9) und (5.7) erhalten wir, wenn wir aui~erdem die Stationarit/it yon P 
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berficksichtigen 

f f f  v(t, q) + qS') q)' (dt) W (dq~) P(dqY) 
= f f[v( t ,  T - r e '  + qS) dt W(dqS) po(dqS') 

(5.19) = f f f f  v (t, T- t  qS" + r  + q5) dt W (dq~) W (dqS") P (dq~'). 

Analog ergibt sich: 

f f f v ( -  t, ~',q~ § Ttq~')qs'(dt) W(dq~) n(dq~') 
= f f f v ( - -  t, Tt ~ + r  W(dq~) no(dq~') 

(5.20) = f f f f v ( - - t ,  T tq )+q~"+q~ ' )d tW(dqb)  W(dq)")P(dqS').  

Die beiden Integra]ausclrficke (5.19) und (5.20) sind gleich und  nach ttflfssatz 5.3 
endlich. Somit  folgt aus (5.18): 

f f f  v(t, 6, + ~') q~(dt) W (dqS) P(dqS') = 
= f f f v ( -  t, T t r  T t~ ' )  qs(dt) W(dq~) P(dr 

Da 

f e x p [ - -  f [(s) ~'(da)] P(dqS') = f e x p [ - -  f i(s) (TtqS') (ds)] P(dqS') > 0 

gilt, erhalten wir schlieBlich 

f ly( t ,  q~) q~(dt) W (dqs) = f l y ( - -  t, T, qs) q~(dt) W(dr  

oder mit  17V -=-- W --  q 0 o : 

(5.21) f ly ( t ,  q5) qb(dt) W(dq5) = f f v ( - -  t, Ttq5) qS(dt) ~V (dq~). 

Es komm t  nun  darauf  an, nachzuweisen, dab die letzte Gleichung ffir alle 
v e F ( G  • M) richtig ist. Aus Satz 2.5 folgt dann, dab l~ Palmsches Mag zu 
einem station~ren a-endlichen MaB L i s t :  W = L ~ + q(~0" Gems Satz 2.4 ist L 
eindeutig best immt.  Aus Hilfssatz 5.2 erhs man  schlieglich unter  Benutzung 
der Formel  (2.9): 

f exp [--  f [ (t) q) (dt)] P (dq)) 

= cxp [ -  q f / (t) dt] cxp {-- S (1 --  ~xp [-- f / (t) ~ (dr)I) L (d~) .  

Dann folgt aus Hiffssatz 5.1 P = PL * ~qu" 
Es bleibt also nur  noch zu zeigen, dag (5.21) fiir a l l ev  e F(G • M) gilt. Wir de- 
finieren zwei Mal~e wl und  co2 auf  [G, | • [M, ~)~]: 

w l ( A ) = f f k A ( [ t ,  qb])OO(dt) #(dqb) (A ~ | • 9J~) 

co2 (A) = f f  kA ([-- t, Tt q)]) q~ (dt) ~V (dq~) . 

Weiterhin sei 

U (C~ . . . . .  On ; J )  = {q5 : q) e M, [Cb (Cl) . . . . .  q} (Cn)] e J}  ( J  e ~3n). 

Wenn  wir 

vl(J) = col(B • U(C1 . . . . .  Cn; J)) (J~ ~n) 
v2 (J) = co2 (B • U ( e l  . . . . .  Cn ; J)) 
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setzen, dann geht (5.21) fiber in 

f exp [ -  ai  x i  . . . . .  ~ x~] ~l ( d x i , . . . ,  dx~) 

= f exp [--  ai  x i  . . . . .  an xn] ~2 (dxi . . . . .  dxn) .  

Beide Seiten sind endlieh, da nach Itilfssa~z 5.3, (5.17) die hnke Seite der G]eichung 
(5.21) endlich is~. Die Laplace-Stieltjes-Transformierten der M~i3e vi,  v2 auf  
[Rn,  ~n] stimmen also fiberein und sind ffir alle r ~ 0 endlieh. Daraus folgt 
vl z ~2. Die Mal~e wi, 0)2 sind somit a-finit und nehmen auf den Mengen der 

n 

Gestalt B •  U(Ci  . . . .  , C n ; J )  mit J E a n ; C 1  . . . . .  C n E ~ ;  B c ~ J C i  
i=1 

gleiehe Werte an. Die letzte Forderung kann abgesehw~cht werden zu B c C, 

wobei C irgendein Komp~ktum ist; denn es gilt 

U (Ci . . . . .  Cn; J)  ---- U (Ci . . . . .  Cn, C; J • R i )  �9 

Diese B • U bilden einen erzeugenden I{albring fiir | • F2. Daher sind die Mal~e 
o91 und ~o2 gleich. Daraus folgt schliei~lich, d ~  (5.21) fiir jedes v e F ( G •  M)  

riehtig ist. Der Beweis ist beendet. 
Wenn L auf der Menge der Ma~e (~t (t ~ G) konzentriert ist - -  die Mel~barkeit 

dieser Untermenge yon M folgt aus den Betrachtungen in Abschnitt  4 - - ,  dann 
ist PL ein Poissonscher Prozel~ auf G. Die Poissonsehen Prozesse wurden wegen 
ihrer vergleiehsweisen Einfachheit schon gesondert in Absehnitt  4 behandelt. Satz 4.1 
kann jetzt aus den Si~tzen 5.1 und 5.2 gefolgert werden. Dabei zeigt sich, dal~ auf 
die Forderung P ( M ' )  = 1 in Satz 4.1 c) verzichtet werden kann. Denn ~ J  ist das 
Palmsche Ma]~ zu einem station~ren Mal~ V, das ausgehend vom Haarschen Mal~ 
~# bei der Abbildung t --> 5t yon [G, | in [M, ~ ]  auf dem mei~baren Raum 
[M, ~ ]  induziert wird. Nach Satz 5.2 folgt deshalb aus p0 _-- p ,  ~ ,  dal~ P = P v  
ist. Das bedeutet aber niehts anderes, als da~ P der stat ionire Poissonsehe Proze~ 
mit  der In tens i t i t  ~ ist. 

6. Unbegrenzt teilbare station~ire zuf~illige Ma~e 

Ein Wahrscheinlichkeitsmalt P auf  [M, ~)~] heis t  unbegrenzt teilbar, wenn fiir 
jedes n----2, 3 . . . .  ein Wahrscheinlichkeitsma]~ Pn existiert, derart  dal~ P : 
Pn * Pn  * " "  * Pn  gilt. Wir schreiben daffir kfirzer 

.r 
n-real 

(6.1) P---- Pn n. 

Beispiele ffir station~re unbegrenzt teilbare Wahrscheinliehkeitsmal~e auf [M, ~)~] 
sind die PL * ~q~ (L stationir ,  q ~ 0) aus Abschnitt  5 ; denn aus (5.5) folgt 

P L * ~q~ z ( P 1 / n L  * (~q/n~) n. 

Die folgenden Untersuchungen werden zeigen, dab damit  bereits alle s tat ioniren 
unbegrenzt teilbaren zufi~lligen Ma•e auf G errant sind. Die Eigenschaft, unbe- 
grenzt teilbar zu sein, ist somit charakteristisch ffir die in Abschnitt  5 behandelten 
station~ren PL * ~qz. 

Aus (6.1) folgt naeh Satz 2.6: po ~_ n p n - 1 ,  p ~  n oder 

(6.2) p o .  Pn -~ P * n pO. 

Es wird gezeigt, dal~ man daraus ~uf die Existenz eines a-endlichen MaiZes W 
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sehlieBen kalm, das mit P in der Beziehung (5.7) steht. (Ffir PL * Oqu folgt diese 
Re]ation bereits ails Satz 5.1.) 

Hil~ssatz 6.1. P sei ein stationiires Wahrscheinlichkeitsma/3 au/ [M, 9)~] und C 
eine kompakte Nullumgebung. Dann ist S exp [-- ~b (C)] po (dq~) endlich. 

Beweis. Es existiert eine kompakte Umgebung C' des Nullelementes der Gruppe 
mit {t:t----tL--t2; tl, t 2 ~ C ' } c C .  

Nach (2.9) gilt nun 

t, (o') j exp [ -  r (0)] po (dr = j j ~c  (t) e~p [-- r (O + t)] r (dr) P ( ~ )  
f ~b(O') exp[- -  fi~(C')] P(dq~). 

Das letzte Integral ist endiich, da der Integrand besehrs ist. 
Wir setzen ffir alle MaBe Q, die in der Gleichung (6.2) vorkommen, 

Q (de) = exp [-- ~ (C)] Q (dq)) ; 

dabei soll C eine beliebige kompakte Nullumgebung sein, die aber in den folgenden 
Untersuehungen lest bleibt. Dann geht (6.2) fiber in 

(6.3) F ~ . / gn  ~-- P *  n P~.  

Naeh Hilfssatz 6.1 ist J~0(M)< oo. (Bei Beschr/~nkung auf den Spezialfall 

p0 (M) < co ist der Kunstgriff des Obergangs yon Q zu Q unn6tig.) Der Fall 
P ({0}) = 1 ist trivial und braucht nicht n/~her er5rtert zu werden. Wenn P ({0}) < 1 

gilt, dann folgt p~0 (M) > 0. Das tIaarsche MaB l~l~t sieh dann so normieren, dab 

(6.4) fi0 (M) = P(M) 

wird. 
Es sei {Oi} (i ~-- ], 2 . . . .  ) wieder eine abz/~hlbare Basis ffir die Topologie yon 

G mit der Eigenschaft, dal~ die abgesehlossenen Hfillen 01 kompakt sind. Das 
Mengensystem der (~/bezeiehnen wir mit ~0- ~1 sei das kleinste Mengensystem, 
das ~0 nmfaBt und abgesehlossen ist gegenfiber der Bildung endlieher Dureh- 
schnitte und Vereinigungen. ~1 besteht aus s/~mtlichen endlichen Vereinigungen 
endlicher Durehschnitte yon Mengen aus ~0, umfaBt also abz/ihlbar viele kompakte 
Mengen. Mit ~ werde das System aller endlichen Vereinigungen elementfremder 
Mengen der Gestalt C1 -- C2 mit C1, C2 e ~1 bezeiehnet. Dann ist ~ ein erzeu- 
gender Ring ffir | der abz/~hlbar viele Elemente B1, B2 . . . .  enth/~lt. 

Wir setzen 
~1 ffir ~ ( B 1 )  < Xl . . . . .  ~b(Bk) < Xk tb(~)  

sonst 

(/c = 1, 2, . . . ;  B~ . . . . .  Bk ~ ~)) �9 

~ o  _ 2 pO . P2n. Aus Pn = Pen * P~n folgt (Satz 2.6) pO = 2 pO . Pen und weiter P~- -  ^ ^ 
Wir erhalten daher 

f u(r fio(dq~) = 2 f f  u(O + r ~ ( d ~ )  ~e,,(dr 

Somit bilden die monotonen yon links stetigen Funktionen 

(~) = 2m/~~ : ~(B~) < xl . . . . .  ~r~/~ ...... B~(X 1 . . . . .  Xt;) ~ ( B k )  < X/~} 
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eine monoton aufsteigende Folge. Aus (6.3) und (6.4) foIgt 

. . . . . .  z~(c~ . . . . .  ~ )  = P2m(M) -= [ P ( M ) ]  1/2'~ < 1. 

Daran 1/~Bt sieh leieht ablesen, dab die ~ !  .... B~(xl . . . . .  x~) gegen eine Vertei- 
lungsfunktion f2B1 B~(Xl . . . . .  Xk) streben. 

Es bezeiehne M das System aller niehtnegativen Mengenfunktionen ~ auf dem 

System ~. ~ sei die kleinste ~-Algebra, bez. der alle Funktionen ZB (~) = ~ (B) 

(B e ~) meBbar sind. Im Anhang wird gezeigt, dab M in ~ enthalten 3 und somit 

c ~ ist. Indem wir nun ~ z  ...... B~(Xl . . . . .  x~) als Verteflungsfunktion des Vek- 

tors [~ (B1), . . . ,  ~ (Bk)] auffassen, gewinnen ~4r ein Verteilungsgesetz 17F~l .... B~ 

auf der ~-Unteralgebra ~ls  ...... B~ yon ~ ,  die aus den Mengen der Gestalt 

(6.5) { ~ :  [~  (B~) . . . . .  ~ (B~)] e J} ( ]  e ~ )  

besteht. Da 

= ~B ...... ~ ( x l  . . . . .  z~) 

gilt, sind auch die /2 miteinander vertr/~glioh, und aus dem Konsistenztheorem 

yon Kolmogoroff ([8], 4.3 A.) folgt, daB ein WahrseheinlichkeitsmaB W auf 

[jT/, ~ ]  existiert, gas auf ~ B  ...... z, mit WB ...... B, zusammenf/illt. 
Gem/~B (6.3) gilt: 

- -  . . .  P ( g q ) )  ]P2~(q ) : q)'(B1) < x l  q)(B1), ,q)'(B~) < x~--  ~b(Bk)} 
(6.6) 

_ (m) _ _  _ _  
- -  S~B ...... B ~ ( X l  ~ ( B 1 )  . . . . .  x k  ~ ( B ~ ) )  i D ( d ~ )  . 

Der Integrand auf der linken Seite der Gleiehung strebt gegen 1, falls 

~(B~) < x~ . . . . .  r < x~. 

(Wenn der Integrand mit ~m bezeiehnet wird, dann gilt fiir alle k: ~rn < Om+~ 
und Om > 0 ffir gentigend grebes m.) Dureh den Grenziibergang m ---> oo erhalten 

wir somit aus (6.6), wenn wir alle MaBe auf [M, ~J~] als solehe fiber [M, ~J~] auf- 
fassen: 

p~0{4 : 4(B~) < x~ . . . . .  ~(B~) < x~) 

(6.7) = [ W { q ~ : ~ ( B 1 ) < x ~ - - ~ ' ( B ~ )  . . . . .  ~ ( B ~ ) < x ~ - - ~ ' ( B ~ ) } P ( d ~ ' ) .  

Die Faltungsoperation , , ."  erkl/~ren wir ffir MaBe auf [M, ~ ]  in genau der gleiehen 

Weise wie im Fa]le [M, ~J~]. Aus (6.7) folgt, dab i d~ und t 3 .  l~ auf den Mengen 
der Gestalt (6.5) (B~ und k beliebig) iibereinstimmen. Dieses Mengensystem erzeugt 

aber ~ und ist abgeschlossen gegenfiber der Bfldung endlicher Durehsehnitte. 

Daher mu~ gelten 
(6.s) i s0 = i ~ ,  ~ .  

Aus (6.8) und der Tatsache, dab i ~0 u n d / 3  auf M konzentriert sind, folgt, dab 

Wenn man die q) ~ M a]s 1Vfengenfunktionen auf ~) auffal~t. 
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aueh # (2~ -- M) = 0 sein muB. Wir kSnnen also yon jetzt  ab I~ als Wahrsehein- 
HehkeitsmaB auf [M, ~2] auffassen. Aus (6.8) folgt ffir alle u ~ F ( M )  

S exp [4 (c)] u (4) rio (d~) = 

= SSu(~ + ~') e~p[~(C)] e~p[~' (C)] _~ (d~') V~(~) 

oder mit W (d~b) = exp [4 (C)] I~ (d05) 

(6.9) p0 = p ,  W. 

Nach Satz 5.3 existiert dann also tin station/ires Mag L, derart, dab P = PL * (Sq~t 
ist, was gezeigt werden sollte. 

Die Ergebnisse der Absehnitte 5 und 6 k6nnen Mr in dem fo]genden Satz 
zusammenfassen: 

Satz 6.1. Fiir ein Wahrscheinliehkeitsma[3 P a u /  [M, !I2] sind /olgende vier 
A ussagen iiquivalent : 

1) P ist stationiir und unbegrenzt teilbar, 

2) P ist stationiir und es existiert ein (r-endliehes Marl W au/ [M, il~], so daft 
po =_ p .  W gilt. 

3) Es existieren eine Zahl q > 0 und ein station~ires Marl L au/ [M, ~R], das 
der Forderung (5.1) geniigt, so daft P = PL * ~q~ ist. 

4) Es existieren ein q und L wie in 3), so daft/ i ir  alle / e F(G)  

~exp[-- ] l(t) qS(dt)] P(dqD) = 

= exp{--  q ~/(t) dt - -  ~ (1 -- exp[- -  ~/(t) ~5 (dr)]) L(dq~)} 

gilt. 
Zwisehen W und L besteht der Zusammenhang L ~ = W - -  W ({0}) ~0" 
Die Aussagen, die man aus diesem Satz (ohne 3)) bei Spezialisierung auf die 

zufs Punktfolgen ohne Mehrfaehpunkte (G ---- R1, mit Wahrscheinhchkeit 1 
ist ~b eine abzs unendliche Summe yon paarweise versehiedenen &lVIaBen) 
erhglt, wurden mit anderen Methoden bereits in den Arbeiten [5], [6] yon KEnSTAN 
und MATT~ES bewiesen. 

Anhang: MeBbarkeitsfragen 

A. Mit | werde das System derjenigen Mengen aus G bezeiehnet, die sigh als 
endliche Vereinigungen paarweise elementfremder Mengen der Gestalt C1 --  C2 
(Ci, C2 ~ ~) darstellen lassen. (~o ist t in erzeugender Ring ffir | Somit ist | die 
kleinste Mengenklasse fiber | die abgeschlossen ist gegenfiber der Bildung der 
Vereinigung monoton aufsteigender und des Durchschnitts monoton fallender 
Nfengenfolgen. 

ski die kleinste g-Algebra yon Teilmengen aus M, bez. der alle Funktionen 
2c (4) = ~b (C) (C ~ ~) meBbar sind. Dann sind auch alle Funktionen ZA (A ~ | 

megbar auf [M, ~ ] .  Da | wie wir eben gesehen hatten, das kleinste monotone 

3{engensystem fiber | ist, skid schlieglieh auch alle ZB (B ~ | meBbar bez. ~ .  

Damit ist nachgewiesen, dab ~ = ~)~ ist, oder mit anderen Worten: ~ wird 
bereits yon den Funktionen zc (C c ~) erzeugt. 
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B. U m  nachzuweisen, dal3 in allen in der Arbeit  auftretenden Fallen die Opera- 
t ion Tt mel~bare Funkt ionen  immer wieder iu mei~bare Funkt ionen  tiberffihrt, 
stiitzt man  sich auf  die Tatsaehe, dal~ [t, ~b] --, Ttq~ eine meBbare Abbildung yon  
[G, | • [M, ~)~] auf  [M, ~)~] ist. Das sieht man  folgendermal~en ein: Es genfigt 
nachzuweisen, dal~ ffir alle Borelmengen J der reellen Achse und alle B e | die 
Menge {[t, ~b] : (Ttqb) (B) ~ J} mei~bar ist. Es gilt 

( T ~ r  (B )  = f kB(8 - -  t) q~(ds) . 

Da Is, t] -~ s - -  t eine stetige und dami t  mel3bare Abbildung yon  [G, | • [G, | 
auf  [G, | darstellt, ist auch kB(S -- t) inei3bar fiber [G, | • [G, | und  somit 
f kB (s -- t) q5 (ds) mel~bar fiber [G, | • [M, ~].  

~. Mit M m bezeichnen wir die Menge derjenigen ~b ~ M, die die Bedingung 

~ ) ( B m ) -  ~ ( B ) ~  1/n ffir mindestens eine Menge B e  ~ mit  B c Bm erffillen 

(/~ abgeschlossene Hfille yon  B;  ]~ ist kompakt) .  Weiterhin sei M '  die Menge 

aller endlichadditiven Mengenfunktionen ~ e 2~ auf  ~ .  Die Menge 

M "  = 

geh6rt  zu ~ ;  ihre Elemen~e ~ sind kompak t  im Sinne yon  ~[At~CZEWSKI [10]. 

Infolgedessen grit M : M" ,  wenn wir die ~5 e M als Mengenfunktionen auf  

auffassen, und somit M e ~ ,  was gezeigt werden soll~e. 
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