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Summary. In this paper we study necessary and sufficient conditions for the 
rate of convergence to a stable distribution. 

1. Einleitung 

Es seien X i, i=  1, 2 . . . .  , eine Folge unabh~ingiger identisch verteilter Zufallsgr6- 
Ben, A, und B, > 0 gewisse Konstantenfolgen und 

S n ~ -  ( X  1 q- X 2 @. . .  -}- X n - A,)/B, (1) 

die zentrierte und normierte Summe der ersten n Zufallsgr6gen der Folge. Mit 
F(x) bzw. Fn(x) bezeichnen wir die Verteilungsfunktionen der Zufallsgr6Ben X 1 
und S, und mit f(t)  bzw. f,(t) die entsprechenden charakteristischen Funktionen. 

Wir setzen voraus, dab F(x) dem normalen Anziehungsbereich des stabilen 
Gesetzes G~p(x) mit der charakteristischen Funktion G~(t)=exp {(G~(t)} ange- 
h6rt. Dabei sind 0 < c~__< 2, - 1 =< fl__< 1 und 

(1 

-- t2/2 

ftir 0 < ~ < 2 ,  ~+1  

ffir c~=1 

ffir c~=2. 

Bei geeigneter Wahl der Konstanten A n und B n > 0 gilt dann 

F,,(x)--+G~(x) ftir n--* c~ (2) 

im Sinne der schwachen Konvergenz. 
In dieser Arbeit werden unter gewissen Bedingungen an die Zufallsgr6ge Xt  

Aussagen tiber die Ordnung der Konvergenzgeschwindigkeit in (2) hergeleitet 
und die Optimalit~it der gestellten Bedingungen ffir eine Klasse symmetrisch 
verteilter Zufallsgr613en nachgewiesen. 
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Tritt in (2) als Grenzverteilung die standardisierte Normalvertei lung (c~=2) 
auf, die wie iiblich mit qS(x) bezeichnet wird, so zeigte I. Ibragimov ([11, 
Satz 3.4.1]), dab 

sup[F,(x)_Cb(x)l=O(n-(r 2)/2) fiir n---,c~ 
x 

mit 2 < r < 3 genau dann gilt, wenn im Falle 2 < r =< 3 

z r 2 ~ xZdF(x)=O(1) f'tir z--+oo (3) 
Ixl>~ 

und fiir r = 3 zus~itzlich 

i x2dF(x)=O(1) ffir z--+ oo 
- z  

erffillt sind. C.C. Heyde [9] untersuchte die Summe 

n 2+,/2 sup IF,(x)- cl)(x)l (4) 
n = l  x 

mit 2 < r < 3  und gab als notwendiges und hinreichendes Kriterium ftir die 
Konvergenz yon (4) die Bedingungen EIXl[r<~ flit 2 < r < 3  und EX~ log(1 
+iX1])< ov flit r = 2  an. 

Geh/Srt nun F(x) dem normalen Anziehungsbereich eines nichtnormalen 
stabilen Gesetzes (a < 2) an, so existieren keine h6heren Momente.  Deshalb wird, 
aufbauend auf Arbeiten yon H. Bergstr/Sm [1] und V. Zolotarev [15, 17], die 
Existenz yon Pseudo- bzw. Differenzenmomenten gefordert, um Aussagen fiber 
die Ordnung der Konvergenzgeschwindigkeit in (2) zu erhalten. In [3] wird als 
Verallgemeinerung der Pseudo- und Differenzenmomente das integrale Differen- 
zenmoment  eingefiihrt. 

Es seien K, Kt ,  K 2 . . . .  positive Konstanten, m_>_0 eine ganze Zahl, r>=0 eine 
reelle Zahl, 6 = r - [r], H + (x) = H ~ (x) = H(x) = F (x) - G~p (x), 

H +  - . . ,  H + ( x ) = ~  ,,_~(y) dy, H2,(x)= H,,_~(y)dy fiir m = 2 , 3 ,  
x - c o  

Urn(x)= -H+(x)+(-a)mH;(-x) ,  gm(x)=lH+(x)L+lH2,(-x)l 
fiir r e : l , 2  . . . . .  

T~(x)= ~ lyl~ldH(y)l ffir r < l  
lyl>x 

bzw. 
a3 

T~(x)= ~yaHr~l(y)dy fiir r ~ l ,  
x 

l 0 ftir m = 0  
/gm~--- 

Im!~H,,,(x)dx fiir r e = l , 2  . . . .  
0 
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und 
/ T~(0) ftir r < l  

"Or = { r ] -  1 

1~ ( r - m )  T~(0) ftir r >  1. 
m = O  

Die Gr6Be % heiBt absolutes integrales Differenzenmoment  der Ordnung  r uud 
p~ integrales Differenzenmoment  der Ordnung m, wenn %,< oo ist (s. [3]). Im 
weiteren ben6tigen wir auch die GrSl3e 

[ sup z a Tt~ ~(z) ftir r 4: [r] 

z 

sup H~(x) dx  +zT~_t (z  ) fiir r = l , 2  . . . .  
I , z > 0  

die als abgeschnittenes integrales Differenzenmoment  bezeichnet wird. 
Im Falle r~:[r] gilt 7~<r~. Ist r = [ r ] ,  so lassen sich 7~ und % nicht 

vergleichen. Fiir c~=2 und r = 3  verallgemeinert  73 die von C.-G. Esseen [6], 
M. Gafurov  [8] und S. Steigunas [14] eingefiihrten abgeschnit tenen Momen te  
und abgeschnit tenen Pseudomomente .  

2. Aussagen fiber die Ordnung der Konvergenzgesehwindigkeit 

In (1) w~ihlen wir nun A, = 0 ftir c~ #: 1 bzw. A n = nfi 2 In n ftir ~ = 1 und 1/~ 
- Bn=n . 
7"C 

Ohne Beschr~inkung der Allgemeinheit  kSnnen wir EX~ = 0  ftir ~>  1 und EX~ 
= 1 fiir ct = 2 voraussetzen. Weiterhin sei 

[ [ r ]  for r 4=[r] 
s = ~r - 1 fiir r = [t"]' (5) 

Satz 1. Es sei c~ < r < c~ + 1. Sind fiir die Zufallsgr6J3e X ~ die Bedingungen 7, < o~ 
und P o =  ... =Ps  = 0  erfiillt, dann gilt fiir n > 1 

1 (c~+ 1 - r ) r  r - - R  

sup [ F n ( x ) - G ~ ( x ) I < K  max(7 r, ~/rV+ 1 Y/ ( v +  1)ct ) /// e . 
x 

Die Konstante K hiingt dabei nur yon r und ~ ab. 

Dieser Satz ist im F a l l e r  4= [r] eine Veral lgemeinerung des Satzes 1 aus [3]. 
Fa r  ~=  2 und t '= 3 folgen aus Satz l die Ergebnisse der Arbei ten [6, 8, 14] (fiir 
identisch verteilte ZufallsgrOgen im eindimensionalen Fall). 

Satz 2. Es sei ~ <= r< ~ + 1. Sind fiir die Zufallsgr6J3e X 1 die Bedingungen ~r < o3, 
Po =. . .  =Ptr~ = 0 und im FaIle r = [r] zusiitzlich 

x - 1  y ~ ( y )  dy dx  < ~ (6) 
A x 
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bzw. 

~ ~ dy -~xdT~_,(x)<OOo und ! x  -1 ~H'(Y) d x < o o  (7) 

f~r ein gewisses A > 0 erJfillt, so konvergiert die Summe 

n-  2 + ~/~ sup ]F~ (x) - G~ (x)[. (8) 
n : l  x 

Ist ~ log (1 + x) H~(x) dx < oo, so gilt (6). 
0 

Der Satz 2 stellt eine Verallgemeinerung des Satzes 5 aus [-4] dar. Im Falle 
= 2 folgt aus Satz 2 die Konvergenz der Reihe (4). 

3. Uber die Notwendigkeit der gestellten Bedingungen 

In [11, Seite 390] wird die Aufgabe gestellt, notwendige Kriterien ftir eine 
gewisse Konvergenzgeschwindigkeit in (2) anzugeben. Dieser Problematik sind 
bisher nur sehr wenig Arbeiten gewidmet. Fiir eine spezielle Klasse von Vertei- 
lungsfunktionen werden in [-12] und [4] Bedingungen an das Verhalten der 
charakteristischen Funktion f ( t )  in einer gewissen Nullpunktumgebung angege- 
ben, die notwendig und hinreichend far eine bestimmte Ordnung der Konver- 
genzgeschwindigkeit in (2) und die Konvergenz der Summe (8) sind. Wir wollen 
nun untersuchen, inwieweit die Bedingungen G < oo bzw. rr < ~ in den S~itzen 1 
und 2 notwendig sind. 

Definition 1. Die Verteilungsfunktion F(x) geh6rt der Klasse M a fiir ein gewisses 
as(O, 1] an, wenn X t eine symmetrisch verteilte Zufallsgrgfie ist, die Differenz der 
charakteristischen Funktionen f ( t ) -Go( t )  in einer bestimmten Nullpunktumgebung 
vorzeichenkonstant ist und eine Funktion hl(x ) und eine Konstante A >O derart 
existieren, daft sich die Differenz S ( x ) = F ( x ) - G ~ o ( x ) - h l ( x )  fiir x >  A monoton 
verhiilt, S (x) ~ 0 fiir x ~ ~ gilt und die Bedingung 

• ldhl+~l(x)l=O(z-" ) fiir z ~  oo 
z 

erffillt wird. Im FalIe a = 1 gelte aufierdem 

ihl+~l(X) dx=O(1  ) ffir z ~ o o .  
A 

Dabei ist 

hk(x)=~hk_~(y)dy  J'fir k=2,  3. 
x 

(9) 

(lO) 

Definition 2. Die Verteilungsfunktion F(x) gehOrt der Klasse T a ffir ein gewisses 
as(O, 1) an, wenn F(x )~M a und die Bedingung 
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• x a [dh 1 +[.j(x)J < oo (11) 
A 

erffillt sind. (Fi'~r 0 < a  < 1 folgt  (9) aus (11).) 

Die Vorzeichenkonstantheit yon f ( t ) - G o ( t )  wurde erstmals yon 
N. Kalinauskaite in [12] gefordert. Im Falle cr 2 geh6ren den Klassen Ma und 
T a alle Verteilungsfunktionen symmetrisch verteilter Zufallsgr6gen aus dem 
normalen Anziehungsbereich der Normalverteilung an. 

Satz 3. Es sei c5~(cr 1] und es gelte F ( x ) ~ M  a. Fiir die Gi'dtigkeit der 
Beziehung 

sup lF~(x) -G~o(x) l=O(n  -(t~j+~-~)/~) fi'lr n ~ o o  (12) 
x 

ist notwendig und hinreichend, daft )'~]+0 < ~ ist. 

Satz 4. Es sei ~e(c~-[~], 1) und es gelte F(x)~T~. Die Summe (8) mit f l=0  und r 
= [c~] + c~ konvergiert genau dann, wenn r[~+ ~ < oo ist. 

Wir k6nnen also je eine Klasse von Verteilungsfunktionen angeben, ffir die 
die Bedingungen 7r < OO und % < oo optimal beziiglich der Konvergenzgeschwin- 
digkeit in (12) bzw. der Konvergenz der Summe (8) sin& Im Falle c~ = 2 schlieBen 
die S~itze 3 und 4 an die anfangs zitierten Ergebnisse yon I. Ibragimov [11, 
Satz 3.4.1] und C.C. Heyde [9J ftir symmetrisch verteilte Zufallsgr6Ben an. 

Betrachten wit abschliegend folgendes Beispiel. Die Zufallsgr68e X~ m6ge 

die Dichte p(x) = 1 (1 - cos x) x -  2 mit der entsprechenden charakteristischen 
Funktion 7c 

f ( t ) = ~ l - l t ]  ftir [ t ,< l  
(13) 10 fiir I t ]> l  

besitzen. Die Verteilungsfunktion dieser Zufallsgr6Be geh6rt dem normalen 
Anziehungsbereich der Cauchyverteilung (c~ = 1, fi= 0) an. Aus den Ergebnissen 
yon [2] ergibt sich die Absch~itzung 

sup [F,(x)-Glo(X)[<=K i n  1/15 
x 

In [13, 16, 3] werden Kriterien angegeben, mit deren Hilfe man beztiglich n die 
echte Ordnung 

sup [F,(x)-Glo(X)[ < K  2 n-  1 
x 

erhalten kann. 

Beispiel 1. Die Zufallsgr6fie X l besitze die charakteristische Funktion (13). Dann 
gelten 72 < ~ und F(x)~M~.  

Da F ( x ) e M  1 gilt, ist somit y2<oo notwendig und hinreichend f'tir die 
ErFtillung der Beziehung 

suplF, , (x)_G~o(X)l=O( n 1) tar n--+oo. 
x 
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4. Eine Bemerkung zur zentrierenden Folge A~ 

In der Li te ra tur  wird im Falle ~ < 1 in (1) als zentr ierende Folge A, gew6hnlich 
A n = 0  gew~ihlt. Nachfolgendes  Beispiel demonstr ier t ,  dab  die Ordnung  der 
Konvergenzgeschwindigke i t  in (2) yon  der Wahl  der Folge A n abh~ingen kann.  

Beispiel 2. Die Zufallsgrgfie X t besitze die charakteristische Funktion 

f ( t ) = e x p {  - I t l t / 2 - [ t l - i t  -)z 2 1 n  It[} x (14) 

Dann gelten fiirn--* o~ die Beziehungen 

sup [P(n 2(X 1 + ... +Xn)<x) -Gl l2 ,  o ( X ) ] ~ l ?  2 
x 

und 

sup 

5. Hilfss~itze fiber das Verhalten der charakteristischen Funktion 

L e m m a  1. Es sei 7r < oo fiir r > cc Dann gilt ffir It[ < 1 

_ ~ (it? 
f ( t ) - g ~ ( t ) - k =  ~ ~-. Pk+ OG Itl ~ 

tutti 0[ <2 § fi)-1. Dabei werden s und 6 durch (5) und 6 = r - [ r ]  bestimmt. 

Beweis des Lemma 1. Es set m=s. M-faches  partielles Integr ieren fiihrt zu der 
Dars te l lung 

f(t)--g~/~(t) = ~ (it)k k=o ~ Pk+(it)m{I1 +I2+(--1)m(I3+Ir (15) 

mit  
l/Itl 

I 1 ~  itx + 7 (e  itx _ = (e --1)dHm+t(x), 12= 1) dH+~+t(x), 
o t/ltl 

0 - 1 / ] t l  

I3= [, (e~t~-l)dH~+t(x) und 14=  ~ ( d ~ - l ) d H ~ + t ( x ) .  
- l / [ t [  - o o  

Die partielle In tegra t ion  ist zul~issig, da  analog zum Beweis des Le rnma  1 aus 
[3] z k < oo ffir k = 0, 1 . . . . .  s gezeigt werden kann,  wenn 7r < ~ ist. 

I m  Falle r4= Jr] verwenden wir zum AbscNi tzen  der Integrale  I t und 13 die 
Ungle ichung l e i tx -  l lNltx]  f'tir ] tx [<  1, integrieren danach  partiell  und erhal ten 

l/l~l t IM 
IS , l+ lGl__<-I t l  ~ xdT~(x)Nltl  ~ Tm(x) dxN  G. 

0 0 

Es seien Y und Z unabh~ingige Zufallsgr6Ben mit G~i2, o(X) und Gtt(x ) als Verteilungsfunkfio- 
hen. Die Zufallsgr6Be X~ = Y+Z besitzt dann die angegebene charakteristische Funktion 

u 
2 Gob o bedeutet: O<liminfG/b,<limsupG/b,<oe 
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Weiterhin gilt [I2[+JI.d<2T,,, ( ~ )  <2)loy,. Ist r=[r], so ergibt sich die Aussa - 

ge des Lemmas, nachdem in den Integralen I~ und I a der Gleichung (15) partiell 
integriert wird und dann analoge Absch~itzungen durchgefiihrt werden. 

Lemma 2. Es sei zr < oo fi~r r > c~. Dann gilt 

~1 (it)k 
f( t)  - g~ (t) = k~o: ~ .  Pk + u(t) (16) 

mit u(t)=o(ltl ~) fiir [tl ~0 .  

Beweis des Lemma 2. Aus der Beziehung (15) mi tm  = Jr] ergibt sieh 

[u(t)l=<_ltl~rl+ 1 S x~_~dT~(x)+21tl~T,. 1 
0 

=(l_a)]tlr~j+, ~ x_aT~(x)dx+ltl~r ~ 1 =o(It[9. 
o 

Lemma3.  Es seien %<o0 fiir r>~ und im Falle r = [ r ]  ebenfalls eine der 
Bedingungen (6) oder (7) erffilh. Dann gilt 

i (lu(t)[ + ]u(-t)l) t - ~ -  1 d t  • OO 
0 

ffir ein gewisses ~ >0. Die Funktion u(t) wird dutch (16) bestimrnt. 

Beweis des Lemma 3. Unter Beriicksichtigung der Beziehung(15) mit re=t-r] 
ergibt sich 

1/t 

I s =  i ] u ( t ) l [ t l - r - i d t ~ - R i t  - 3  SxdTrrj(x) d t - - 4 i t  -1-0 ~ dT~rl(x) dt. 
- e  0 0 0 1/t 

Da T~j(x) eine monoton fallende Funktion ist, kann aufgrund des Satzes von 
Fubini ([10, S. 339]) die Integrationsreihenfolge in den Doppelintegralen ver- 
tauscht werden und es ergibt sich I s < (1 + 1/c5) z r < ~ f'tir r :4: t-r]. Sind im Falle t" 
= [r] die Bedingung (6) und z~ < oo erfiillt, so gilt ebenfalls I s < oo. Analog l~il3t 
sich mit Hilfe der partiellen Integration die Aussage des Lemmas zeigen, wenn 
die beiden Bedingungen (7) und z~ < c~ gelten. 

6. Beweis der S/itze 1 und 2 

Der Beweis des Satzes 1 folgt unmittelbar aus dem Beweis des Satzes 1 aus [13]o 
wenn anstelle der in [13] verwendeten AbschMzung fiir j f ( t ) -g~( t ) l  die Bezie- 
hung aus gemma 1 verwendet wird. 

Ftir den Beweis des Satzes 2 gehen wir von der bekannten Ungleichung von 
C.-G. Esseen [-5, S. 32] aus: 

1 dt+ 24A n 1/~. suplF,,(x)-G=a(x)l <1- ~ If,(t)-g~p(t)[ ~ ne 
x 7~ ]t[<=enl/~ 
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Dabei wird die Konstante A durch sup G'~,(x)<A bestimmt. Den Wert der 
x 

Gr/Sge e > 0 legen wir spgter fest. Wir betrachten nun 

1 1 
I.= ~ If.(t)-g.p(t)l~ldt= j" If.(tn~/')-g.e(t,?/')l~ldt. 

Itl _-<en 1/~ Itl _-<~ 

Aus Lemma 2 folgt f(t)=g~,(t)+u(t) mit u(t)=o(ltl ~) fiir I r i s0 .  Unter Beach- 
tung yon 1 +lzl < e  I~1 gilt somit fur [tl <~ 

If.(tn~/~) -g~,(tn~/~)l N I f " ( t ) -  g~, (t)l 
I / - -1  

<[u(t)l ~ If(t)l~lg~(t)] ~-~ 
r = O  

< n [u(t)l e ~= exp {n( - I tP  + lu(t)lelr 

Wir w~ihlen nun O < e < l  derart, dab lu(t)l el~l~<�89 ffir Itl <e  ist und erhalten 

mit 

~, n 2+r/~I.<=K1 ~ Itl-~lu(t)lSAt)dt 
n =  l Itl-_<e 

S.(t)= ~, n(r-~)/~e -"ld=/z. 
n = l  

Der Satz yon Abel ([-7, S. 421]) erlaubt ftir Itl ~e  die Absch~itzung S.(t)<K2(1 
- e-Iris/2)- r/% Weiterhin wenden wir die Ungleichungen 1 - e -  ~ > z(1 - z/2) und 
1-z~/4>1/2 for 0_<z_<l an und erhalten S.(t)<K3lt] -r. Daraus ergibt sich 
nach Lemma 3 die Aussage des Satzes. 

7. Beweis  der Siitze 3 und 4 

Die Hinl~inglichkeit der Bedingungen 7M+~ < oo und z[~]+o < oo folgt sofort aus 
den S~itzen 1 und 2, wenn in diesen r = [~] + c5 gesetzt wird. Wir miissen also nur 
noch die Notwendigkeit der genannten Bedingungen nachweisen. 

Im Beweis von Satz 3 aus [4] wird unter Verwendung der Vorzeichenkon- 
stantheit von f ( t ) -g~o( t )  in einer gewissen Nullpunktumgebung gezeigt, dab fiir 
hinreichend grol3es n 

1 

tl +~lT(t n 1/~)l dt < K sup IF.(x)-G~o(X)] 
0 x 

ist. Dabei wird die Funktion 7(0 durch f ( t ) = e x p  {Cp~o(t)(l+7(0)} bestimmt. 
Wegen 7 ( t )~0  flit [ t l ~0  k6nnen wir I7(t)l__<l/2 fiir [t[<=n -1/~ voraussetzen. 
Zusammen mit der Ungleichung 

If(t)-g~o(t)l <e-I~l=le Itl=r 11 < Itl~[7(t)[ 
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ergibt sich nach einer Substitution 

t[f(t)_g~o(t)l dt<=Kn-~ 2/c~ sup[F,(x)_G~o(X)]. (17) 
0 x 

Ftihren wit nun den Beweis des Satzes 3 zu Ende. Es sei 0 < ~ < 2 .  Aus (12) und 
(17) erhalten wir nun 

n - i/~ 

S t[f(t)-g~o(t) [dt=O(n-12+~J+6)/~) f'tir n--+~. 
0 

Indem wir (n+l )  ~/~<x<n-1/~ w~ihlen, ergibt sich aufgrund der Vorzeichen- 
konstantheit von f(t)-g~o(t) f'tir x ~ 0  

X 
i t(f(t)-g~o(t))dt=2 i t 7 (c~ u)dt=O(x2+[~l+~)" (18) 
0 0 0 

Wir betrachten nun die Integrale 

Jl= t ~ (costu-1)dhl(u)+ (costu-1)dhl(u) dt 
0 A 1/t 

und 

J2=! t2~ ! sintuhl(u)du+l#~ sintuhi(u)du dr. 

Nach partieller Integration in den jeweils ersten innererl Integralen erhalten wir 
im Falle [c~] =0  aufgrund yon (9) Jt =O(x z+~) und ffir [~] = i  wegen (9) und (10) 
J2 = O (x 3+ ~) ftir x ~ 0. Im inneren Integral von J2 integrieren wir nun partiell, es 
ergibt sich J2=Jl§ Somit ist Jt=O(x 2+[~1+~) f ' t ir  X---->0 und 0 < ~ < 2 .  
Zusammen mit (18) erh~ilt man 

i 09 
t ~ (cos  t u - 1) dS(u) d t = O (x2 + E~1 + ~) 

0 A 
fiir x ~ 0  

mit S(u) = H ( u ) -  ht(u). Nach dem Vertauschen der Integrationsreihenfolge gilt 
fiir x--+0 

7 g(ux) dS(u) = O(x [~1+~) 
A 

mit g(a)=a -2 i s(coss-1)ds. 
0 

Aus g(ux)<O und der Monotonie von S(u) f'tir u>A ergibt sich 

1/x 

g(ux)dS(u)=O(x r~j+6) und T g(uxldS(u) =O(xE~l+6) (191 
A 1/x 

fiir x ~ 0 .  Aus der letzten Beziehung folgt wegen -g(a)>0,02  ffir a >  1 

7 dS(u)=O(x E~]+6) flit x-+O. 
1/x 
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Somit gilt im Falle [c~]=0 unter Beachtung yon (9) 7a<oo ffir b~(~, 1]. Ist Ec~] 
= 1, so ergibt sich 

s (z) = o ( z - 1  - ~) 

Aus (9) erh~ilt man  nun 

und SS(u)du=O(z ~) fiir z ~ o o .  
z 

• ] H ( u ) l d u = O ( z  ~) fiir z ~ o o  mit b ~ ( ~ - l ,  1]. 
z 

Im Falle ~ = 1 gilt unter  Beachtung von 1 -  cos a>a2/3 mit 0_<a < 1 und (19) 

1Ix 
u2dS(u)=O(l) 

A 
ftir x ~ 0 .  

Nach  zweifacher 
ziehung 

partieller Integrat ion ergibt sich aufgrund von (10) die Be- 

i ~ H(u)dudy=O(1) f'tir z--+oo. 
0 y 

Somit  gilt ebenfalls 7~+~< oo fiir [c~] = 1 und bE(c~-1, 1]. Es sei jetzt  c~=2. Nach  
[11, Satz3.4.1] folgt aus (12) die Beziehung(3).  Nach  zweifacher partieller 
Integrat ion ergibt sich 72+~< oo fiir ~ ( 0 ,  1]. 

Beweisen wir nun Satz 4. Es sei 0 < c~ < 2. Aus der Konvergenz  der Summe (8) 
ergibt sich wegen (17) fiir hinreichend grol3es N 

n 1 / ~  

n 1 + (2 + [cq+  6)/e 

n=N 0 
tlf(t)-g~o(t)[ d r <  oo. 

Hieraus kann mit der Methode  aus [9, S. 14] die Beziehung 

i Lf(t)-g~o(t)[ t-t~+~+l)dt<oo ftir e<N -1/~ 
0 

hergeleitet werden. Beachtet  man  die Vorzeichenkonstanthei t  von f ( t ) - g ~ o ( 0  
for ]tl <5, so gilt 

ii(costu-1)dH(u)t-q~]+~+l)dt <oo. 

Analog zum Beweis von J1 = O ( x 2 + ~ + o )  fiir x ~ 0  l~il3t sich aus (11) die Gtiltig- 
keit von 

i ~A (c~ <oe 

zeigen. Somit folgt 

i A ~ (c~ t-(t~l+o+l'dS(u)dt]< ~ mit S(u)=H(u)-hl(u ). 
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Nach Vertauschen der Integrationsreihenfolge erh~ilt man unter  Beachtung 

i " l - c o s v  > i l - c ~  1 v[~l+a+--~dv - - ~ d v > _  o o vt~3+~+ - 3 ( 2 -  [c~]-3)  

von  

die Ungleichungen 

fiir u>A> l/e 

i ut~]+OdS(u) f i ~ 1 - c o s  v dvdS(u) < oo. < 3 ( 2 -  [~]-c5)  u E~]+~ viii+ ~+ i- 
0 

Nach  [c@facher partieller Integrat ion ergibt sich unter  Beachtung von ( l l )  
"C[~] + 6 < oo. 

Im Falle c~=2 folgt aus [9], daB E]Xl]2+6<oO ftir 0 < 3 < 1  ist, wenn die 
Reihe (8) mit c~ = 2 und r = 2 + 6 konvergiert .  Hieraus ergibt sich nach zweifacher 
partieller Integrat ion ~2 + 6 < oo. 

8. Beweis der Beispiele 

Die Zufallsgr6Be X 1 m6ge die charakteristische Funkt ion  (13) besitzen (Bei- 
spiel 1). Dann  gilt 

Y 2 = s u p  ~ + dx 
z>O 0 x y z 

mit 
1 - cos v 1 1 cos v 

U(V)= V2 V2_t_l =V2(V2_l_l) V2 . 

Nach  mehrfacher  partieller Integrat ion gelten f'tir x > 1 die Ungleichungen 

! v - 2 e o s v d v  <=KIX-2 und f ! 'v -2cosvdvdy '<_g2 x-2. 

Mit Hilfe einiger einfacher Rechnungen ergibt sich 72 < oo. Wghlen wir nun A 

=1  und h i (x )=  1 ~ y - 2  cosydy ,  so gilt F(x)~MI, well auch 1 - J t l - e - l t l < 0  fiir 
[tr_-<list. n x 

Die Zufallsgr/513e X 1 mSge nun die charakteristische Funk t ion  (14) besitzen 
(Beispiel 2). Wir betrachten fn(t), wobei in (1) A, = 0 und B n = n 2 gew~ihlt werden. 

Weiterhin sei ee(O, 1) so klein, dab ]/e ( 1 - 2 1 n e ) < l / 2  ist. F~r ]t,<~n z gilt 
dann 

f , ( t ) -e  ( 4 i t  l n n ) K  -]tl~/~ 1 + -  <= (It lnlt]l+It[3/2)e -jtU2/2. 
7~ t7 

Aus dem Satz yon C.-G. Esseen -[5, S. 32] ergibt sich nun f i i rn  ~ ov 

41nn  
P(n-2(Xl +... + X,)<x)-G~/2. o(x)+ G'l/2, o(x)=O(n-1). 

irtI 
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W~ih len  wi r  in  (1) n u n  A ,  4 = - n  I n n  u n d  B , =  n 2, d a n n  gi l t  fiir I tl < ~n m i t  o b i g e m  
s > 0  rc 

[f~(t)-gl/z,o(t)l  <11 ~01 l(t)l 
e-  ltlx/2/2. 

D i e  zwe i t e  B e z i e h u n g  ftir d a s  Be i sp i e l  2 fo lg t  n u n  e b e n f a l l s  aus  d e m  S a t z  y o n  

C . -G .  Esseen .  
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Nachtrag bei der Korrektur. In einer neuen Arbeit von V. Egorov ,,(Jber die Konvergenzgeschwin- 
digkeit zum stabilen Gesetz"0 Teorija Verojatn. primen., XXV, No. 1, 183-190 (1980) wird die 
Konvergenz der Reihe (8) fiir r=c~ (0<c~<2, c ~  1) untersucht. 


