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1. Introduction et notations

Le but du présent article est de montrer comment la théorie des fonctions
spéciales, édifiée par J. Neveu dans [8], peut sétendre aux fonctionnelles
additives continues.

Dans un premier temps, nous précisons les outils techniques dont nous nous
servirons tout au long de ce travail.

Le chapitre IIT est entiérement consacré a I'étude des fonctionnelles additives
spéciales: définition, propriétés de base, théorémes ergodiques.

Au chapitre IV nous construisons des opérateurs potenticls permettant de
résoudre I’équation de Poisson.

Enfin, le chapitre V reprend et précise la plupart de ces questions dans le cas
de la dualité.

Pour ce qui est des exemples, nous prouverons que les temps locaux d’un
processus sont, s’ils existent, des fonctionnelles additives spéciales, de méme que
les fonctionnelles & support relativement compact du mouvement brownien
linéaire ou des processus stables sur IR, d'indice strictement compris entre 1 et 2.

Précisons les notations que nous utiliserons dans la suite. E est un espace
localement compact de type dénombrable muni de sa tribu des boréliens &.
Nous désignerons par &, (resp. £&, £&,) I'ensemble des fonctions boréliennes
positives (resp. boréliennes bornées, boréliennes bornées et positives). Lorsque
fedé&, nous noterons | f|| la norme de f pour la topologie de la convergence
uniforme sur E. Si f est une fonction et v une mesure, I'intégrale de f par
rapport a v sera désignée (a condition quelle ait un sens) indifféremment par
'un des symboles [fdv, {v,f > ou {f;v).

Pour Aeé, la fonction indicatrice de A sera notée 1,. A toute fonction
he# &, nous associerons 'opérateur M, défini sur #& par la formule M, (f)=hf.

X est un processus de Markov standard (voir la définition dans [2]) a
valeurs dans E et vérifiant, en outre, la condition de récurrence de Harris,
laquelle s’énonce ainsi: il existe une mesure positive m sur (E, &) telle que I'on ait
I'implication
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On sait (cf. [8]) que cette condition implique I'existence d’'une mesure invariante,
o-finie, unique a un facteur prés; nous désignerons toujours par u 'un de ses
représentants. Si f et g sont deux fonctions de &, nous écrirons souvent {f, g>
au lieu de p(fg).

Le lecteur trouvera dans [2] la définition des fonctionnelles additives (en
abrégé FA). Une FA est dite continue (en abrégé FAC) si (presque toutes) ses
trajectoires sont continues. Toutes les FA que nous considérerons par la suite
seront continues et vérifieront la condition supplémentaire A4, < oo p.s. pour tout
t>0; cest pourquoi il nous arrivera souvent d’écrire FA lieu de FAC.
L’ensemble des FA étant un c6ne convexe, on peut ordonner par la relation
« < », définie de la fagcon suivante: A <B si et seulement si il existe une FA C
telle que B=A4+C.

Soit A une FAC. Pour fe4é&, il est clair que le processus f- A défini par la
formule

12) (f A)t=£f(Xs)dAs

est encore une FAC. Plus généralement, 4 étant donnée, on considérera toutes

t
les fonctions feé, telles que [f(X,)dA, soit une FAC, que lon désignera
toujours par le symbole f- 4. ©
Dans le cas particulier ot heé&, et ou A est la FA identique (4,=t) nous
écrirons, par abus de notation, & au lieu de /- A. Ainsi, si B est une FA, B+h
sera la FA définie par

(1.3) w+m=&+haga;
0

cette notation se révélera trés commode surtout dans les diverses applications de
I’équation résolvante.

Rappelons encore que, 7, étant le changement de temps associé a4 la FA A4
(voir [2] ou [7]), on a, pour toute feé,:

(14) (I)f(Xs)dAﬁ(f:f(th)dS;

cette formule nous sera d’une utilité constante dans la démonstration de
I’équation résolvante. Nous nous servirons aussi du fait que, A étant continue,
on a pour tout r=20 4, =t.

Si T est un temps d’arrét et «cIR , nous désignerons par Py l'opérateur
défini sur &, ou sur & par

(15) Pfx)=E.[e " f(Xy)].
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Rappelons enfin que X est dit fortement fellérien si la fonction U*f est continue
quels que soient fe4&, et o>0; dans cette définition U”f est le a-potentiel de
£, soit

(1.6) U“f(x)zExTe“”f(X dt

II. Opérateurs et mesures associées aux fonctionelles additives

Dans le cas d’'un processus a temps continu, l'opérateur U" associé 4 une
fonction bornée, positive et mesurable / prend la forme (voir [3] et [8]):

Vfeé,, VxeE, U"f(x)zExTexp[ jh ds]f(Xt)dt

On voit que, dans cette expression, la fonction h n’intervient que par
t
I'intermédiaire de la fonctionnelle additive jh(Xs)ds; de méme, seule compte la

0
mesure aléatoire f(X,)dz, induite sur R, par la fonctionnelle additive
t

[ f(X,)ds. Cette remarque incite & associer a tout couple (H, 4) de fonctionnel-
0

les additives un opérateur positif, noté UZ, et défini de la fagon suivante:
Vfeé,, VxeE, Ulf(x)=E,|exp(—H,)f(X)dA
0

Dans le cas particulier ou A, =t on écrira tout simplement U”. Si H et A
t t

sont respectivement de la forme jh(X )ds et j"a(X )ds, on voit instantanément

que lopérateur U est égal a U"M ;4 chaque fois que H sera obtenue a partir
d’une fonction h on écrira U* au 11eu de UZ. Remarquons encore, pour finir, que
l'on a la relation Uf M = U}’_ 4

Les opérateurs que nous venons de définir vérifient, & Iinstar des U" de
Neveu, des relations que l'on peut baptiser, par analogie, «équations
résolvantes»,

(2.1) Proposition. Soient H et K deux FA telles que H<K et soit L=K—H.
Alors, quelle que soit la FA A, on a les égalités
=2 (Uprux
nz0
et
Ud=UX+UfUR=U¥+ UE UK
Démonstration. Commengons par calculer la valeur de UfUF f(x). On a, par
définition:
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I

UKUX f(x)=E, | exp(—K) US f(X,)dL,
0

=E; i exp(—K)dL, Ey, i exp (=K f(X)dA,;

en introduisant le changement de temps associé 4 L, et en appliquant successive-
ment le théoréme de Fubini et la propriét¢ de Markov forte, on voit sans
difficulté que cette derniére expression est égale a:

E, [exp(—K)dL, [ exp(—K20) f(X,,)d(4,°0,),
4] 0

laquelle, compte tenu du fait que les FAC 4 et K sont indistinguables de deux
FA parfaites (voir [6]), peut elle-méme s’écrire

E, { exp (~K)dL, | exp[—(K,,=K) /X, ) (A~ ).
On a donc, en définitive:
UEUE F(9=E, [ L, [ exp(—=K) f(X)d4,
t
=E_ 13 exp(—K,) f(X)L.dA,.

En se servant de la continuité de L et en raisonnant par récurrence, on démontre
aisément que pour tout ne N

n

(UFY UE S0 =E,  exp (=KD S(X) HdA,.

I1 suffit maintenant de sommer sur tous les n=0 pour obtenir la premicre égalité
de I’énoncé. La seconde s’en déduit aussitdt, en isolant le terme de la somme
correspondant & n=0. Il ne reste plus qu’a prouver la relation

U = UF+ U U,

ce qui peut se faire directement, en faisant appel aux techniques déja utilisées
plus haut.

Remarque. La démonstration précédente reste valable sous des conditions beau-
coup plus faibles que celles dans lesquelles nous nous sommes placés: il suffit, en
effet, de supposer, d’'une part, L continue, de l'autre K et 4 parfaites. Cette
remarque ne nous servira toutefois pas par la suite, puisque nous ne
considérons, dans ce travail, que des FAC,

Avant d’examiner la facon dont les opérateurs que nous venons de définir
agissent sur les mesures, faisons quelques rappels. On sait (voir [9]) qu’il est
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possible de faire correspondre a toute FA A4 une mesure positive v, définie par

la formule
1

Vieté,, vy (N=E,[f(X)d4,

et que l'on a, quels que soient les réels positifs ¢ et o,

t

1
vA(f):;Eujf(Xs)dAs:aﬂU:f

]

t

Il est clair que si 4 est de la forme ja(X ds, on a v,=a- u; plus généralement,
sidA=g-B,onav,=g-v,.

Le mesure v, decrlt de fagon tres précise le comportement & I'infini de la FA
A:

a) siv,>0, alors Vx€E, P (4, =o0)=1;

b) si v,=0, alors P.(4,=0)=1 u—p.p. En outre, puisque A est telle que
pour tout t=0 4,<oo p.s,onaP. (A <)=L

Le résultat suivant est alors évident:
(2.2) Proposition. Soit A une FA de X. On a alors U{1<1, légalité ayant lieu en
un point x si et seulement si P_(A, =o0)=1. Plus précisément, deux cas seulement
sont possibles: ou bien U 1=1, ou bien U 1=0 p-p.p. et U1 <1 partout.

Démonstration. Toutes les assertions de I'énoncé sont des conséquences
immédiates du calcul suivant:

20 A
Uf1(x)=E, | exp(—A)dA,=E, | e 'dt=E_[1—exp(—A_)].
0 0

et des remarques faites précédemment sur la mesure v,,.
Etablissons maintenant la formule fondamentale reliant entre eux les
opérateurs et les mesures associés aux FA.,

(2.3) Proposition. Soit A une FA. Pour toute FA B telle que v,>0, on a I'égalité
veUP=v,.

Démonstration. Soit h une fonction quelconque de £&, , vérifiant u(h)>0. Nous
allons prouver successivement:

1°) (hw) Ug=v,
Ch0131ssons un oc>0 tel que h<a. L’équation résolvante

Ui=U3+U"M,_, U
permet d’écrire, compte tenu du fait que (h - p) U"=pu (voir [8]):
(hi) U =(h ) Us+ [~ ) p] U= e U =v,,.

[¢] B+h__
2°%) vy WU h=v,.
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De I'équation résolvante Ut=UZS*"+ UL UZ*" on déduit, compte tenu du
1°):

v =(hp Uh=(hp) UB*" v, UBth =y,  UST!
3°9) vy U<

Gréice a I'équation résolvante

UB___ Z (UB+ 1)n

nz1
il suffit de montrer que
p
24) ¥Ypzl, vy Y (UP*y=p,
n=1

le résultat s’obtenant en faisant tendre p vers l'infini. Or, pour p=1, cela résulte
de la relation vz UB* 1+ pUB+! =y, laquelle n'est autre que celle prouvée au 2°),
dans le cas particulier h=1 et A,=¢. En supposant (2.4) vraie pour p, on a:

p+1 14

Vg z (UB+1)n=vBUB+1+vB Z (UB+1)nUB+1

n=1 n=1

§VBUB+1+,UUB+1=,U,

et (2.4) est encore vraie pour p+1.

4°) v, UB=p.

Soit h une fonction de £&_, strictement positive sur E et telle que p(h) < oo.
L’équation résolvante permet d’écrire:

vgUB=v  UBTh vy, UBM, U,
Or, d’apres 2°), on a:
M=VB+hUB+h=vB UB+h+”Mh UB+h.

En comparant les deux égalités précédentes, on voit que la mesure A=p—v, U,
qui est positive d’aprés 3°), vérifie:
(2.5 A=iM,UB*",
d’ou

he A=AM,UB* M, =(h- )YUB+"M, <(h - ) U*M,,.
Comme U*(h)=1, les deux mesures h- 4 et (h-2)U*M, ont la méme masse
totale A(h)<u(h)<oo; elles sont partant égales, et (h-A) est invariante par
U*M,, donc (cf. [8]) proportionnelle & h-p, ce qui entraine, puisque h est

strictement positive, que "on a A=cp pour constante ¢=0. Si I'on avait ¢>0,
alors, d’aprés (2.5), u vérifierait

p=(hp UP*",
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ce qui entrainerait, compte tenu de la suite d’égalités:

p=w U =(h) UP+*+ (hu) U UB+H
=(]’l/l) UB+h+VB UB+h’

vpUP*"=0. Or cela est absurde, puisque U?*"1>0 partout, donc v, UB*+*1 >0.
La constante ¢ est donc forcément nulle, et 'on a bien v; U¥=p.
5% vy UB=y,.

L’égalité du 2°) permet d’écrire vy, , US " =v,, soit encore
B+1 B+1 __

ve U 7 +pUl T =y,

On a alors, grice & équation résolvante:

veUS =y US4y  UBUB L=y UBH 4 uUB+ 1 =y

Pour finir ce chapitre, considérons le processus 4X changé de temps de X
par une FA A4 de mesure v,>0: ce nouveau processus de Harris, de mesure
invariante v, (voir [9]), permet de définir, pour toute fonction h de £&,, un
opérateur “U" quil est utile de savoir exprimer en fonction des opérateurs
associés 4 X. Le lecteur n’aura aucune peine a vérifier que deux applications
successives de la formule (1.4) donnent:

(2.6) AUP=UH4,

ITI. Fonctionnelles additives spéciales

Rappelons tout d’abord (voir [8, 10]) qu’une fonction fe &, est dite spéciale si
et seulement si pour toute fonction he£é&_. telle que u(h) >0, la fonction U"f est
bornée. Nous étendrons cette notion aux FAC en posant

(3.1) Définition. Une FAC A est dite spéciale (en abrégé FAS) si et seulement si
pour toute het & telle que u(h)>0 la fonction U1 est bornée.

Conformément a I'usage, nous écrirons u% au lieu de U* 1, et nous appelle-
rons cette fonction le h-potentiel de A. ;
Remarquons que si f est une fonction positive telle que 4, = f(X,)ds soit
0

unc FAC (en particulier si f est bornée), alors A4 est spéciale si et seulement si f
Pest; cela résulte tout simplement du fait que u*, = U"f.

Comme dans le cas des fonctions, (voir [8] ou [10]), une FA A est spéciale
dés que u’y est bornée pour une heZ&, convenablement choisie, 3 savoir h>0
partout et telle que U"=1® m, pour une mesure m,=+0.

Nous allons montrer maintenant que si 4 est spéciale, toutes les fonctions du
type u5=U%1, o B est une FA telle que v, >0, sont bornées.

(3.2) Proposition. Soient A une FAS et B une FAC telle que v;>0. La fonction
uf est alors bornée.
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Démonstration. Pour toute fonction h appartenant a £& . et chargée par p on a:
ui TP Sul S il <o

L’équation résolvante appliquée aux FA B et B+h donne alors:
ub =uB+h L UB M, ub*".

La fonction u5** étant bornée, u5 le sera aussi s'il est possible de choisir une h
telle que UB M, (1)= UB(h) soit bornée. Or une nouvelle application de I'équation
résolvante & B et B+1 donne:

UP=US+' +UPUR+!
et I'on voit quil suffit de prendre h=u3""'. En effet, h<1 et
UB(hy=UBul*1<ub<1.

D’autre part, I'hypothése vp>0 entraine que la fonction 4 est strictement
positive sur E, puisque I'on a, pour tout x

h(x)=E, | exp(—B,—1)dB,, avec P /(B,=o0)=1.
0

La proposition 3.2 va nous permettre de généraliser aux FAS un résultat
bien connu dans le cas des fonctions spéciales, & savoir la stabilité de ces
derniéres sous Paction des opérateurs M,U” h étant dans 4&, et non u-
négligeable. Cette généralisation peut s’énoncer ainsi:

(3.3) Proposition. Si A est une FAS et B une FAC telle que v;>0, la FA uf}- B
est spéciale.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente 15 est bornée, donc C=u} - B
est elle-méme une FAC.

Considérons alors une fonction he4 &, telle que u(h)>0. Il s’agit de prouver
que ul. est bornée. Or

ul=Ut1 =Ukub,.

En multipliant & gauche par U} la relation u5=u5*"+ U§*"u} on obtient:
UhuB =UpuB*"+ ULUE "l
Or deux autres applications de ’équation résolvante montrent que

UbuBth <ul < |luly) < o0
et
ULUB+" UM = Ur(h)=1.

En fin de compte, on peut donc écrire:

IUguZI = Iy + ufll < +oo.
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(3.4) Proposition. Soit o un réel strictement positif. Une FAC A est alors
spéciale si et seulement si son o-potentiel u% est une fonction spéciale bornée.

Démonstration. La proposition précédente, appliquée & B,=af, entraine
immeédiatement que la condition de '’énoncé est nécessaire. Pour voir qu'elle est
aussi suffisante, soit heéd&,, p(h)>0; on peut toujours supposer h=<a.
L’équation résolvante permet alors d’écrire

wl =u + U [0 —h)u’] S + o0 UM ).
Or le dernier membre est borné puisque u% est spéciale bornée.

(3.5) Corollaire. Si A est spéciale, la mesure v, est bornée.

Démonstration. Comme v,=uUy, on a v,(1)=p(}). Or la fonction ul est
spéciale, donc p-intégrable (voir [8]).

Nous allons maintenant prouver une autre proposition qui généralise une
propriété bien connue des fonctions spéciales:

(3.6) Proposition. Soit A une FAC vérifiant v,>0 et Ut21®m, pour une
mesure my>0; alors A est spéciale.

Démonstration. Soit h une fonction spéciale strictement positive sur E (voir [8]).
D’aprés la proposition 3.3, la FAC U#(h)-A est alors spéciale. Or
U4(hy=m,(h)>0, d’ou

UA(h)- Azmgy(h)- A
et
A<[my(W)]~ 1 UA(h) - A.

La FA A est majorée par une FAS, donc est elle-méme spéciale.
Nous allons voir, grace a la proposition suivante, que le résultat précédent
admet une réciproque.

(3.7) Proposition. Etant donnée une FA A telle que v, >0, les conditions suivan-
tes sont équivalentes:

1) A est spéciale;
2) toute fonction de £&, est spéciale pour le processus changé de temps 4X;
3) pour tout 0€]0, 1[, il existe une mesure V% équivalente a v, telle que
Ult=1@+%;
4) pour tout 0€]0,1[, il existe une mesure p° équivalente a u telle que
UGA g 1 ® ’ue‘
Démonstration. Nous allons prouver la chaine d’implications
1=2)=3)=4)=1).

Pour montrer 1)=2) il suffit de vérifier que 1 est spéciale pour 4X, donc
d’établir que la fonction AU*1=u'{" est bornée dés que helé&, est telle que
v, (M) >0. Or v,(h)>0 équivaut a v,,>0, et la bornitude de u"! est alors une
conséquence immédiate de la proposition 3.2.
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La fléche 2)=>3) se déduit directement d’un résultat de Neveu (proposition 4.9
de [8]) selon lequel, pour toute fonction spéciale bornée non nulle f et pour
tout réel positif @< | f]| =1, il existe une mesure équivalente a la mesure invarian-
te, soit u% telle que l'on ait U/ =1®u’. Il suffit, en effet, d’appliquer cette
propriété au processus “X, de mesure invariante v,, et 4 la fonction spéciale
bornée 1 pour obtenir 4U’=Uj*z21®Y,.

3)=>4). Soit & un réel strictement compris entre et 1. L’équation résolvante
s’écrit alors:

UHA — UO’A+ U?(;"t 04 UBA
2(0 -0 UAUA =0 - 0)(1®V%) U
=0 -0)®, U4=1® 4,

en posant 8= (0 —0)v% U4, Or, v étant équivalente 4 v, il est clair que p° est
équivalente & v, U%4, donc 4 u, puisque vy, U4 =p.

4)=1). Choisissons un 8 dans ]0, 1[. La proposition 3.6 entraine alors que la FA
64 est spéciale, ce qui équivaut a 1).

On peut aisément se débarrasser du 6 figurant dans les conditions 3) et 4), ce
qui permet d’obtenir la réciproque déja annoncée de la proposition 3.6:

(3.8) Proposition. Soit A une FAS telle que v ,>0. Il existe alors une mesure
équivalente a p pour laquelle UA=1® p,.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que si 4 est spéciale il en est de méme de
2 A4, et d’appliquer le 4) de la proposition 3.7 avec §=1.

L’équivalence 1)<>2) de la proposition 3.7 va nous permettre d’établir un
nouveau criteére de spécialité:

(3.9) Proposition. Soit A une FA telle que v,>0. Alors A est spéciale si et
seulement si le noyau U$ est quasi compact.

Démonstration. D’aprés la proposition 3.7, A est spéciale si et seulement si toute
fonction positive bornée est spéciale pour le processus de Harris 4X. Or on sait,
d’une part (cf. [3]), qu’il y a identité entre les fonctions qui sont spéciales pour le
processus X et celles qui le sont pour le noyau UZ, d’autre part ([10],
proposition 4.9 du chapitre 6), que toutes les fonctions positives bornées sont
spéciales pour un noyau de Harris si et seulement si ce dernier est quasi
compact.

Nous allons donner maintenant quelques exemples de FAS. Pour cela,
prouvons d’abord la proposition suivante:

(3.10) Proposition. Soit A une FA telle que v ,>0. Si le support de A est finement
compact, alors A est spéciale.

Démonstration. Désignons par K le support finement compact de A et
considérons une fonction spéciale f telle que u(f)>0. On sait alors que la FA
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U4(f)-A est spéciale. Or, en adoptant les notations de [2], U4f est une
fonction (X, e~ 4)-excessive, puisque

UAf(x)=E, | exp(—A4) [(X,)dt= Z 0, f(x)dt,

0, étant le semi-groupe défini par Q, f(x)=E, [exp(—A4,) f(X,)].

Tous les points de E étant permanents pour la fonctionnelle multiplicative
exp (— A), il résulte d'une remarque de Blumenthal et Getoor ([2], page 130) que
la fonction U“f est finement continue; comme elle est strictement positive sur
E, il existe une constante a>0 telle que U4f=al,. On en déduit que la FA
U4(f)- A est minorée par la FA al, - 4, laquelle n’est autre que a4, d’aprés une
propriété bien connue du support d’'une FA. 4 est donc majorée par la FAS
a-*U4(f)- A, donc est elle-méme spéciale.

La proposition précédente prend une forme particuliérement agréable dans
les deux cas que voici:

(3.11) Corollaire. Soit A une FA du mouvement brownien sur R. Si v, >0 et si le
support de A est compact, alors A est spéciale.

Démonstration. En effet, la topologie fine du mouvement brownien linéaire
coincide avec la topologie usuelle de R.

(3.12) Corollaire. Si le processus X admet un temps local ¥ en un point x, et si la
mesure v . West pas nulle, alors [¥ est une FAS.

Démonstration. Le support de L est, en effet, finement compact, puisque réduit
au seul point x.

L’hypothése v;.>0, que nous avons dfi introduire dans I'énoncé précé-
dent, est vérifiée dés que p charge les voisinages fins de x, puisque l'on a
vi=(1)=p(uz-) et que la fonction finement continue uj. est telle que ui.(x)>0
(voir [2]). On peut donc affirmer, en particulier, que les temps locaux du mouve-
ment brownien linéaire ou de tout processus X admettant un processus dual X
sont des FAS. Nous reviendrons plus en détail sur le cas de la dualité au
chapitre V.

Nous avons vu, dans la proposition 3.7, que pour que A soit une FAS il faut
et il suffit que la fonction 1 soit spéciale pour le processus changé de temps 4X.
Plus généralement, on peut se demander quelles sont, pour une FA A donnée,
les fonctions f telles que la FA f- A4 soit spéciale. La réponse est donnée par la
proposition suivante qui, elle aussi, fait intervenir le processus changé de temps:

(3.13) Proposition. Soit f une fonction de £&, et A une FA telle que v,>0.
Alors la FA f- A est X-spéciale si et seulement si | est “X-spéciale.

Démonstration. Pour prouver que la condition est nécessaire, soit i une fonction
de 46, telle que v,(h)>0; on veut montrer que “U*f =U"4f est bornée. Or la
fonction Uj“f n’est autre que u%%, qui est bien bornée puisque f-A est X-
spéciale et que v, ,(1)=v (h)>0.
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Réciproquement, soit heéé, telle que u(h)>0. Il sagit maintenant de
prouver que u% ,=Uj f est bornée. Or, pour toute fonction g de #6, telle que
vy(g)>0ona

Ul f = Ub+eAf 4+ U, Ub+#4y.

Mais Uh+edf <USAf=4Usf <||4U%f| < oo, puisque f est “X-spéciale. Nous
arriverons donc & nos fins s’il nous est possible de choisir une g dans £&, telle
que v,(g)>0 et |U}, 1| <co. Or il suffit pour cela de poser g=U"h,, ou h, est
une fonction X-spéciale chargée par . En effet, g est bornée, strictement positive
sur E et telle que la FA g- A=U*(h,)- 4 soit spéciale.

Comme exemple d’application de cette proposition, supposons que A soit
une FA a support relativement compact et telle que le processus changé de
temps “X soit fortement fellérien. La relation A=15- 4, ou S désigne le support
de A, montre alors que A est spéciale; en effet, la fonction bornée et a support
compact 1 est spéciale pour le processus “X. Nous verrons dans le chapitre sur
la dualité des conditions suffisantes pour que tous les changés de temps d'un
processus soient fortement fellériens (cf. la proposition 5.26).

Nous allons préciser maintenant la proposition 3.8 dans le cas ou la FAS 4
est un temps local: cela nous sera utile par la suite, lorsque nous construirons
des opérateurs potentiels. Nous avons vu, en effet, que si A était spéciale 'on
pouvait minorer I'opérateur U4 par un opérateur du type 1 ® p,, ol g, est une
mesure équivalente a u. Ce que nous allons montrer maintenant, c’est que si A
est un temps local I'on peut prendre p,=p, a condition toutefois de remplacer 4
par un multiple convenablement choisi; cela n’est nullement génant, un temps
local m’étant de toute fagon défini qu’a une constante multiplicative pres.

(3.14) Proposition. Si A est un temps local tel que v,>0, alors il existe un réel
¢>0 tel que Pon ait U1=1Q® p.

Démonstration. Reprenons la démonstration de la proposition 3.7: A étant
spéciale, nous avons va que pour tout réel ¢; €)0, 1( Pon pouvait écrire

(3.15) Us4z1®vU,

v étant une mesure équivalente & v,. Mais 4 étant un temps local, v, se réduit a
une masse ponctuelle, et 'on a donc forcément v=k;v, pour une constante
k,>0. En reportant dans (3.15) on obtient:

Utz k,(1®v, U =k(1®p),
avec k=k,c7 .

Il ne nous reste plus qu’a éliminer le facteur k en modifiant convenablement
¢,. Posons B=c;4. On a donc UP=k(1®pu). Pour tout <1 Iéquation
résolvante s’écrit

U= Z (Ua-e)s)n UP= ;0 (1- G)n(Ug)n U®.

nz0
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Or
UgUP2kUR(1@ ) =k(U1 @ ) =k(1® )

d’oti par récurrence,
YneN, (UBUBzk(1® p).

On pourra alors écrire la suite d’inégalités
UAzU*=U"2k07 ' (1®@W21Qu

& condition d’avoir k=0, c<0c, et 0<f<1, ce qui sera vérifié en choisissant
d’abord 0 <inf(k, 1) et en prenant ensuite c=80c,.

Pour conclure ce chapitre sur les FAS, nous énongons deux théorémes
limite-quotient. Le premier généralise celui qui est établi dans [3] pour les
fonctions spéciales:

(3.16) Théoréme. Soient A et B deux FA. Si f et g sont deux fonctions positives
telles que les FA f- A et g- B soient spéciales et que vy4(g)>0, et si v, et v, sont
deux probabilités quelconques, alors

i UL %)
as0 V2 Ugg  vp(g)

Démonstration. Commengons par établir le résultat dans le cas particulier ou
f=g=1c¢ct ou 4 et B sont spéciales, avec v;>0. Cela revient donc a prouver que

) v
G170 I ) =)

Or les deux fonctions ul et u} sont spéciales bornées et lon a u(ug)=vz(1)>0.
On peut donc écrire, en vertu du théoréme limite-quotient démontré dans [3]:

v Ut ) v,()
w0 vy UPus () vy(D)

Or 1l est facile de vérifier que 'on a

i vy v Ut

a0 Vo (U3)  amo0 v, Utup’

cela résulte, en effet, d’'une simple application de 'équation résolvante et du fait
que lim U*u}= co.

a—0

L’égalité (3.17) se trouve ainsi démontrée. 1 suffit maintenant de remplacer A
par f- A et B par g B pour obtenir le résultat du théoréme.

Voici maintenant le second théoréme limite-quotient:

(3.18) Théoréme. Soient A et B deux FAS telles que vy >0. Quelles que soient les
probabilités v, et v, on a alors

i Eu4) _va(D
o B (B) vy(D)
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Remarquons tout d’abord que les quotients qui figurent dans 1’énoncé ont
toujours un sens. En effet, pour tous t>0 et x€E on a:

o0 t
uy(x)=E, [ e *dA,>E, (f) e SdA,;ze "E (4),
0

d’ou il résulte que, pour A spéciale, la fonction E.(4,) est spéciale bornée,
puisque majorée par e'ul.

Le théoréme 3.18 précise, dans le cas des FAS, le résultat suivant, que I'on
trouvera dans [1]: si 4 et B sont deux FA telles que v, (1)< oo et 0<vy(1) < o,
alors

- E(4) v,
i B) " vall)

pour u-presque tout x.

Nous ne démontrerons le théoréme que lorsque v, =v,=v, étant donné que
le cas général s’en déduit grice a une suite de lemmes pratiquement identiques a
ceux qui figurent au chapitre 6 de [10], dans la preuve du théoréme 6.5: il suffit

de vérifier que I'on a bien le droit de remplacer, dans Pénoncé de chacun d’entre
t

n
eux, Y, P,h par [P.hds, ce qui se fait sans aucune difficulté; nous renvoyons
m=1 0
donc le lecteur a cet ouvrage.
Commengons par établir une proposition qui est Fanalogue, pour les fonc-
tionnelles additives, d’un résultat bien connu dans le cas des chaines, savoir: si f

est une charge (ce qui signifie | f| spéciale bornée et u(f)=0), alors les sommes

n

partielless Y P,f sont uniformément bornées sur E (cf [10], ch.6,
0
proposition 5.7).

(3.19) Proposition. A et B étant deux FAS telles que v, (1)=vg4(1), on a

sup sup |Ex(At)—Ex(Bt)| < + 0.
t>0 xeE

Démonstration. Un calcul classique, utilisant la propriété de Markov, permet
d’écrire pour tout a>0:

t
E, (e *dA,=[I—e " Blu(x).

4]
Or, pour tout t>0, on a, par le théoréme de convergence monotone:

t
limE, {e~*d4,=E (4).

a—0 0

D’ou
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t t
(320) |EX(A1)_Ex(Bt)|§ sup |Elee_“sdAs—Exje—asst
0 0

O<a<l

= sup |[(I—e *B)(u’—up)(x)|

O<ax<1

= sup |[(I—e “B)[I+(1—a) UT(uy ~up)(x)],

O<a<l

la derniére égalité étant une conséquence de I'équation résolvante.
Posons f=u! —ug. On a alors, pour tous xeE et ae]0, 1[:

U —e R +(1—a) U") f() =2 (T + (1 =2) UH(f)]
201 +200f )
Or f est une charge: en effet, | f|Sul +ug et
u(f)=p(uz) — plug) =v, (1) —v5(1)=0
par hypothése. D’aprés le lemme 2.2 de [3] on a donc

sup US| <o,

O<a<1

ce qui donne la majoration suivante

sup sup |E, (4)—E,(B)| =2(| /| + sup [U°f])<.

t>0 xeE O<a<1

177

Nous sommes maintenant 24 méme de prouver le théoréme limite-quotient dans

le cas v, =v,=w.

A et B étant les deux FAS de I'enoncé du théoréme 3.18, posons A'=v,(1)A4
et B'=v,(1)B. A" et B sont encore deux FAS, et vérifient v, (1)=v,(1)
=v,(1)vgz(1). Il existe donc, en vertu de la proposition 3.19, une constante finie

M telle que
VxeB, Vt>0, |E(A,—B)|sSM.

En intégrant par rapport a v on obtient, pour tout t>0:
|E,(4,—B)|S[v(dx) |E (4, B)| =M,

soit encore
V(1) E,(4) —v (1) E,(B) £ M,

ce qui donne, en divisant par vz(1) E (B,):

E,(4) v,(1)
E,(B) vg(l)

M
va(1) E,(B,)

<

Or T'hypothése vy >0 entraine que E (B,) croit vers 'infini avec ¢, ce qui achéve

la démonstration.
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IV. Opérateurs potentiels

J. Neveu a montré dans [8] comment 'on pouvait associer & toute fonction k& de
4&. vérifiant U">1® p un opérateur W” transformant les fonctions spéciales en
fonctions bornées et permettant de résoudre I'équation de Poisson lorsque le
second membre est une charge. Nous allons montrer que la méme construction
peut étre faite a partir de toute FA A vérifiant U4>1® pu.

Lorsque I'on part d’une fonction & telle que U">1@® p, le noyau W* est défini
par la formule

th Z (Vh Mh)n Vh,

nz0

ou V* est lopérateur positif U"—1@® p. Soit maintenant A une FA vérifiant
U”>1® u. Nous avons vu, d’une part, quune telle fonctionnelle était forcément
spéciale, d’autre part que les temps locaux (multipliés éventuellement par une
constante suffisamment petite) satisfaisaient a cette inégalité.

L’opérateur V* de tout a I'heure sera évidemment remplacé par

VA=U*-1®u;
ce qui est par contre moins immédiat, c’est de trouver un équivalent a V* M,,
autrement dit de définir un opérateur qui soit en quelque sorte le transformé
de V4 par «multiplication a droite par A». Le lemme suivant va nous per-
mettre de donner un sens précis a cette expression:
(4.1) Lemme. Si A est une FAS telle que U= 1® u, alors quelle que soit la FA
Bona Ufz1®vs.

Dans ces conditions, le «multiplié & droite par B de V4» sera tout simple-
ment Popérateur V3! défini par

=Uf—1®v;.
Cela est compatible avec les définitions précédentes puisque I'on vérifie aisément
t

que, dans le cas ou B est de la forme B,=[h(X,)ds, Pon a Vi'=V4M,. Donnons
0
maintenant la démonstration du lemme.

Démonstration. 11 suffit de montrer que 'on a UZ'(f)=vy(f) pour toute fonction
f continue positive. Or on sait que pour tout o>0

1 o
)=, E, (X dB,

Alors linégalité U4=1® u, qui peut encore s’écrire U*(x, )2 pu pour tout x€E,
entraine

Va)o, vB(f)=§Eu§f(Xs) st=<u,E. E if(Xs)st]>

<U4 {E Bj f(XS)dBS]}(x)

o0

=E, [exp(—A)dtE,, jf(X

X

<

8

t+a

E,Jesp(—A)di. | £(X)dB

i

o
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On obtient alors, grice au lemme de Fatou

t+a

vB(f)<11msupE jexp( A) altl jf(X

t+a

« 1
<E, [exp(—A4,)dtlimsup- | f(X,) dB
0 an0 O

Or, en désignant par B)(w) la dérivée (définie pour presque tout f, en vertu du
théoréme de Lebesgue) de la fonction monotone ¢t—B,(w), il est facile de vérifier
que 'on a

1I+a
lim- | f(X,)dB,=B;f(X,) p.p.
a0 O 1

Il en résulte que

vp(f)SE, feXp 4)f(X) B, dt.

Or on sait (voir par exemple [11], p. 166) que dB,= B, dt, ce qui permet d’écrire

<E, [exp(—A4)f(X,)dB,= Uy f (x).

0

On a donc bien U= 1® v.
Définissons maintenant les opérateurs potentiels associés a une FA.

(4.2) Définition. Soit A une FAS telle que v, >0 et U*>1® u. On pose alors, B
étant une autre FA:

43) W=y (Vi vi= Y (Uf - 1@v)"(U" - 1@ u)

nz0 nz0

et

4.4) Wi= Z (Viyvs= Z (Uf—l@vA)"(U;—l(@vB).
n=0 nz0

Le lecteur vérifiera aisément que ces opérateurs satisfont aux relations
suivantes:

1—v,(1)
45 Wi=—==""
( ) A VA(l)

1—v,(1) .- 1-v,(1)
4.6 Wit ="—A"L v ticul WA=__"A\"7 .
4.6) v, Wy () vy; en particulier v, () U3

47) UAWg=wAUs.

On sait que les opérateurs W” transforment les fonctions spéciales en fonctions
bornées. Il nous sera utile par la suite de savoir que ce résultat reste vrai pour
les fonctionnelles additives:
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(4.8) Proposition. Soit A une FA telle que v,>0 et U4>1® u. Pour toute FAS B
la fonction Wil est bornée.

Démonstration. La fonction U# 1 étant bornée (d’aprés la proposition 3.2), on a

Witl= 3 (Uf—1®v)"(Us 1 —vg(1))

nz0
vy U L]
SIUA Y (U —1@v ) (1) ==
nz0 v4(1)

<+ o0

Nous allons prouver maintenant un certain nombre de formules faisant interve-
nir 2 la fois les opérateurs U et W.

(4.9) Proposition. Soit A une FA telle que v, >0 et U*>1® u. Alors, quelles que
soient les FA B et C telles que vz>0 et v.>0, on a les relations:

(410) U+ UEWA=Wi+——UP1®v,

1
v, (1)

et

1
411) UP+WAUB=WA+——. 1@V, UL
v, (1)

Démonstration. Nous nous contenterons de prouver la premiére identité, la
seconde s’obtenant par un raisonnement tout a fait similaire.
De la définition de W il résulte que
Wa=U—1Qv.+(Uf—1®@v,) WA
1
v4(l)

la formule (4.10) est donc démontrée dans le cas B=A:

=Ud+ U Wi —

1®ve;

b
V(1)

Dans le cas général, 'équation résolvante permet d’écrire:

(412) UA+UAWA=Wi+———1®v,.

UCA= UC“‘+B+ U,;‘”B Ué“
et
UA=UA*B+ Uf+P UL

En reportant ces expressions dans (4.12), on obtient:

1
v4(1)

soit encore, griace & (4.12):

W¢+ 1®@ve=Ud P+ U BW + U P (U + UL W,
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1
W+ 1Qve=Ug*B+ U BWA+ Up+E (WA 1®vc)
A(l) va(1)
=UdB+ UM EWA+ 1(1) U B()®ve.
A

Enfin, en remplacant Ug*#(1) par 1 —UZ*2(1) on trouve

(4.13) UATB UL EWA=

A(l) UA+B(1) &Rve,

ce qui est la formule (4.10) avec 4+ B a la place de B. On passe de A+B a B
grice 4 la relation suivante, vraie pour tout p=0:

P p
(4.14) Z (U21+B)n UCA+B+ Z (U;;H'B)" Ué4+B WCA+(Uf+B)I’+1 WCA

n=0 n=0

1 3 A+B\ny7A+B
s (S wruse)aev,

qui se démontre aisément par récurrence. En effet, pour p=0, (4.14) se réduit a
(4.13), et I'on passe de p a p+1 en multipliant & gauche (4.14) par U£+® et en
ajoutant au résultat (4.13). En passant a la limite dans (4.14) sans tenir compte
du terme (Uf " %)?+1 W4 on obtient

= WCA+

@.15) UB+UBWASWA+

1 B

v, (D) U/ 1®v,.

Désignons par P et Q les deux membres de cette inégalité. On aura P=0Q s’il
existe une fonction strictement positive f telle que les deux fonctions Pf et Q f
soient finies et égales en tout point. Posons f=Uh, h étant une fonction
speciale telle que u(h)>0: f est strictement positive partout et, la FA f- C étant
spéciale, Pf et Qf sont toutes deux bornées (d’aprés la proposition 4.8). La
relation (4.15) se déduisant de (4.14) par passage 2 la limite, il est clair que I'on
aura Pf=Q f si et seulement si

lim (U#* B+ W4 £ =0,

po®
ce qui est une conséquence du fait que

2 (UL Bt Wa f = U WS,

pz0
la fonction U W' f=UZ W2 1 étant bornée.

Les propositions précédentes ont plusieurs conséquences intéressantes:

(4.16) Corollaire. Soit A une FA telle que vA>O et U4>1®u. Une FA C est
alors spéciale si et seulement si sa mesure associée v, est bornée et si la fonction
WAL est bornée.
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Démonstration. La condition nécessaire résulte du corollaire 3.5 et de la proposi-
tion 4.8. Réciproquement, pour toute fonction hedé, telle que u(h)>0 on a,
grace a la formule (4.10):

Ub<sWi+ Ull®ve,

va(D)
d’ou

1
LEWE L+ —— vl
ug S We +VA(1)MA vel(l)

et ul. est une fonction bornée.

(4.17) Corollaire. Soit B une FAS telle que v5>0. Si C est une FA telle que u2
soit une fonction bornée, alors C est spéciale.

Démonstration. vo(1)=v, UE1 < |ug| vg(1)< oo, donc la mesure v. est bornée.
D’autre part, 4 étant une FA telle que v, >0 et U4>1®y, la formule (4.11)
entraine que

WA <uB+ Witul,
et Wil est une fonction bornée puisque les fonctions uf et Wil le sont. Le
corollaire 4.16 prouve alors que C est spéciale.

Remarque. Nous avons ainsi un nouveau critére de spécialité: 4 est spéciale dés
que ", est bornée pour une fonction h spéciale et telle que p(h)>0.
Le corollaire suivant généralise le lemme 2.2 de [3]:

(4.18) Corollaire. Si f est une charge, la famille des fonctions UPf est
uniformément bornée lorsque B parcourt les FA telles que vy >0.

Démonstration. En appliquant la formule (4.10) avec C,=t on obtient, puisque

u(f)=0:
UBf+ UBWAf=WAf.

Mais W4f est une fonction bornée puisque |f| est spéciale et que 'on a, W4
étant un opérateur positif:

IWALIS WA fIS IS < +co.
Ainsi, UF étant une contraction,
IUBf = | WAf-UgWAf | <2 WS |

pour toute FA B telle que vy >0.
Nous allons nous intéresser maintenant 4 la résolution de I'équation de
Poisson dont le second membre est une charge.

(4.19) Proposition. Soit B une FA telle que v;>0 et UP>1® p. Quelle que soit la
FA A telle que v >0, le noyau T} =1+ W§ résoud I'équation de Poisson pour le
processus changé de temps “X; autrement dit, si f est une charge pour X, la
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fonction T2 f est telle que
(4.20) (I-UNLZf=f

Démonstration. D’aprés la formule (4.10) on a

Ud+UsWE=WE+

Ug®v,.

1
vp(1)
Si f est une charge pour “X, v,(f)=0 et la relation précédente devient

UL+ UL WIS = WS,
ce qui peut encore s’écrire
I-UNTEf=F.

En particulier, tout noyau de la forme I'® résoud I’équation de Poisson pour le
processus X.

La proposition 4.19 va nous permettre de trouver une relation entre les
opérateurs W+ et W2 construits & partir de deux FA différentes A et B. Mais il
nous faut d’abord démontrer la proposition que voici:

(4.21) Proposition. Soient A et B deux FA telles que v, >0, U4>1® u et vz >0,
UB>1® u. Les opérateurs Wi et W sont alors liés par la relation

A 1 B 1
4.22) Wi +WW Bl Qv , = Wi

Démonstration. T'{* et I'? étant deux noyaux vérifiant I'équation (4.20), on sait
(voir [10]) qu’il existe une fonction finie ¥ et une mesure bornée p telles que 'on
ait

If+y®@v,=Irt+1Q®p.

—— 1 ®@v, W

On en déduit

(4.23) Wea+y@v, =WP+1®p.

En prenant la valeur des deux membres sur la fonction 1 on obtient
ca v ()=Wil+p(1),

1—v,()
va(1)

¢, étant la constante ; ¥ est donc de la forme

Y= (Wil+a),

1
va(1)

ol a est une constante.

Pour trouver p multiplions a gauche les deux membres de (4.23) par vp; cela
donne

v Wity v =cpv +vp(1)p,
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1 1
ou cB=~—(l 11 en résulte
vg(1)
p=——(vgWi+bv)),
AD ’ ~

b étant une constante. En reportant les valeurs de ¥ et de p dans (4.23) on
obtient

(4.24) WA+W WEQv,= ( -

pour une nouvelle constante k. En écrivant (4.24) pour la fonction 1 on obtient

——— 1@V Wi+k(1®v,),

CAWEL=WE1+c, +kv,(1),

ce qui prouve que k=0: (4.24) se réduit alors & la relation (4.22) qu’il fallait
démontrer.

(4.25) Proposition. Sous les mémes hypothéses que dans la proposition précédente,
les opérateurs W4 et W sont liés par la formule

(4.26) W4+ 1Qu=w=2+

1 1
v, (1) vp(l)
Démonstration. Multiplions 4 droite par U4 Iidentité (4.22) et ajoutons ensuite
U4 aux deux membres; cela donne

1@vy W4,

4.27) U+ Wiu4+ 1@V, WAUA.

WELQ@u=UA+WEUA+ (1)

v,4(1)

Mais d’apres la formule (4.11) on a

1
A WB Asz 1 UA
U4+ WU +VB(1) ®vp

et

UA+WAUA=WA 4

1
1 .
V) O

L’identité (4.27) devient alors

w4+

WEBl@u

1®u+

1 1
va(l) va(l)

=WB+

1 A
(@ &Y m

qui se réduit, aprés simplification, & (4.26).

(v A'Uﬂ+uin

Précisons, enfin, que les opérateurs I'* =1+ W+ vérifient les trois principes
fondamentaux de la théorie du potentiel: le principe de I'équilibre, le principe
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du balayage et le principe du maximum. Les démonstrations de [10] (chapitre 8,
paragraphe 2) sont en effet valables pour tout noyau I permettant de résoudre
I'équation de Poisson.

V. Processus de Harris en dualité

Nous supposons dans tout ce chapitre que le processus de Harris X est en
dualité avec un processus X. Nous prenons comme définition de la dualité celle
qui figure au chapitre VI du livre de Blumenthal et Getoor [2]. Rappelons que
les résolvantes U” et U® sont alors données par les formules

Uf (x)=[u(x, ) f(y) Ed)

et
SO 0)=]&@x) f(x)u(x, y),

£ étant une mesure ¢-finie sur (E, &). En fait, on a forcément &=y, car ¢ est
excessive et g-finie et il est bien connu que pour un processus de Harris une telle
mesure est égale a sa mesure invariante. Pour alléger, nous écrirons dans toute
la suite dx au lieu de u(dx).

Soit k une fonction de 4&, et o un réel tel que h<a. Les opérateurs U* et U*
étant en dualité, au sens ou

Vfes,, Vges., (LU=(U%g,

il résulte immédiatement des équations résolvantes

U'= Y (UM, ) U"
nz0
et

U= Y (UM, )y 0"

nz0

quil en est de méme des opérateurs U” et U":

LU =(fU"g.
On a alors la proposition suivante:

(5.1) Proposition. Pour toute he 4 & il existe une et une seule fonction u" définie
sur E x E et telle que

1) pour tout x€E la fonction y—u”(x, y) est a-coexcessive et pour tout y<E la
fonction x—u"(x, y) est a-excessive, on a=|h|;

2) pour toute fonction feé& . on a, quels que soient x€E et yeE:
Uf)=[u"(x, 1) f0)dy et fU'y)=]dxf(x)u"(x, y).
De plus, si k est une fonction de £&, majorant h, on a les relations:

(5.2) u'(x, y)=uk(x, y)+ [uk(x, z)dz[k(z) — h(z)] u"(z, y)
=uk(x, p)+ [ u'(x, 2) dz[k(z) — h(z)]u¥(z, y).
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Démonstration. Choisissons un réel « majorant k et posons
(5.3) u'x,y)=u(x, y)+ [ U(x, d2) [0~ h(2)]u*(z, ).

En se servant de I’équatjon résolvante et du fait que les opérateurs U" et U" sont
en dualité, on vérifie sans peine que la fonction u* ainsi définie satisfait aux
conditions 1) et 2) de 'énoncé.

L’unicité ainsi que les égalités (5.2) résultent du fait que deux fonctions p-
coexcessive égales p-presque partout sont identiques.

Remarquons que nous n’avons fait jusqu’a présent aucune hypothése quant &
la nature du processus X. En fait, comme nous allons le voir, le dual d’un
processus de Harris est forcément de Harris.

(5.4) Proposition. Pour toute fonction heé& | telle que u(h)>0, on a
UMh-p)y=p et hU"=1.

Démonstration. L’on sait, en effet, que (h-p)Ut=pu et U*(h)=1. Pour toute
fonction feé, on a, par dualité

SO -y =<fO h-py={fU" by ={ f, U"hy
== w,

d’ot U*(hp)=p. En particulier, la mesure p est co-invariante. De méme,

RO > =L UMy =Ch, U5 = () UM = ()= <1, .

d’ou hU"=1 p-p.p. En fait, cette égalité a lieu partout, puisque la mesure u
charge tous les ouverts cofins non vides et que la fonction hU", qui est ||h]-
coexcessive (comme on peut le voir aisément grace a 'équation résolvante), est
cofinement continue.

(5.5) Proposition. Le dual d’'un processus de Harris est lui-méme de Harris.

Démonstration. On sait (cf. [8]) qu'une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un processus soit de Harris est qu'il existe une fonction hef&, qui soit
strictement positive sur E et telle que Uh=1 et U"Z1®pu. X étant, par
hypothése, de Harris, choisissons une h satisfaisant a ces conditions. Comme elle
est strictement positive, la proposition précédente entraine que 'on a hU*=1.
Par ailleurs, I'inégalité U">1® u se traduit par le fait que pour tout xeE

ut(x, )21 p-p.p.,

donc partout, la fonction #”(x, -) étant cofinement continue. On en déduit que
u"=1 sur EXE et que

Vfed, YyeE, fUM=[dx[f()u"(x »znf),
autrement dit U= u® 1. Le processus X est donc de Harris.

Un raisonnement analogue permet de démontrer le résultat suivant:

(5.6) Proposition. Une fonction bornée h est spéciale et co-spéciale si et seule-
ment si il existe un réel ¢>0 tel que U*>=1® p.
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Démonstration. En effet, il est prouvé dans [5] que h est spéciale et co-spéciale si
et seulement si

Je>0, U'zl@u et U'zu®l.

Or on voit, en considérant la fonction u°", que la premiére de ces conditions
implique la seconde. '

Soit maintenant k une fonction de £&, vérifiant U">1Q® p.

Nous nous proposons de construire une fonction w" qui soit une densité de
Popérateur W* par rapport a u. Pour cela, choisissons un réel «>0 et posons,
pour tout couple (x, y)eE xE:

(5.7) wh(x, y)=u*(x, p)+o | W(x,dz)u(z, y)—;(lz)jdz h(z)u*(z, y).

Cette expression a toujours un sens puisque le dernier terme, égal a h U*(y), est
majoré par la constante ”%H, et I'identité (4.11) montre que I'on a bien W*(x, dy)
=wh(x, y) u(dy) pour tout x de E. Par ailleurs, quel que soit x, la fonction
wh(x, +), égale a la différence de deux fonctions o-coexcessives, est cofinement
continue; en particulier, on a w">=0 partout, et la fonction w" obtenue par (5.7)
est indépendante du réel o choisi.

Comme nous I'avons déja vu, I'inégalité U">1Q@ u entraine U">u®1, ce
qui permet de définir un opérateur W, en dualité avec W". On vérifie alors
quon a W*(dx, y)=u(dx) w"(x, y) pour tout yeE.

On peut également définir, par des méthodes analogues, des densités u” (resp.
w4) pour les opérateurs U4 (resp. W4) lorsque A est une FA (resp. une FA telle
que v, >0 et U4>1® p), mais cela n’a d’intérét réel que dans le cas des FA en
dualité, sur lequel nous reviendrons plus loin.

Les densités que nous venons de construire nous permettent de poser la
définition suivante:

(5.8) Définition. Soit v une mesure positive. Pour toute fonction he & on pose
Utv(x)= [ ut(x, y) v(d ).

Si, de plus, h est telle que u(h)>0 et U">1® p, on définit
Why(x)=[w"(x, y) v(dy).

Remarques. 1) 11 n’est pas difficile de vérifier que la fonction U*v (resp. W"v)
n’est autre que la densité par rapport a 4 de la mesure U"v (resp. W"v).

2) Soit A une FA. Dans [9] il est démontré que I'on a, pour tout o>0:

Vied,, ¥xeE, Ui(f)=[u"(x,y)f(1)v4dy).

Il en résulte, grace a la relation (5.3) et a 'équation résolvante, que
Ui f(x)=[u*(x, ) f(0) v4(dy).

En particulier, la fonction U"v,, est égale & ;.
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Ce qui précéde va nous permetire de définir la notion de mesure spéciale *:

(5.9) Définition. Une mesure positive v est dite spéciale si et seulement si pour
toute fonction heé &, telle que u(h)>0, la fonction Uty est bornée.

Comme pour les fonctions spéciales, il est évident qu’il suffit que cette
condition soit vérifiée pour une h>0 et telle que U"=1®m, (m,=+0). On voit,
par ailleurs, qu’une fonction f est spéciale si et seulement si la mesure f- u 'est
et, plus généralement, qu'une FA A est spéciale si et seulement si sa mesure
associée v, l'est.

(5.10) Proposition. Toute mesure spéciale est bornée.

Démonstration. Soient v une mesure spéciale et i une fonction de £&, telle que
0<u(h)<oo. On a alors UPv=(U"v). u<k- p, la fonction U"y étant bornée. On
peut donc écrire:

+ 00 >ku(h)=Ch, Uy =(h U vy =(1, vYy =v(1).

On sait que les fonctions spéciales sont stables par les opérateurs M, U". On
démontre pareillement que si v est une mesure spéciale, il en est de méme de la
mesure M, U*v=(h-U"v)p, ot hedé&,, u(h)>0 (la preuve de ce résultat est,
mutatis mutandis, la méme que celle du corollaire 4.5 du chapitre 6 de [10]: nous
ne la donnerons donc pas). Il en résulte immédiament que, pour tout o> 0, une
mesure v est spéciale si et seulement si la fonction U*v est spéciale bornée. D’ou
Pon déduit, grice au principe d’unicité des masses, que Papplication v— Ulv est
une injection isométrique du cone des mesures spéciales muni de la norme
vl =v(1) dans celui des fonctions spéciales bornées, considéré comme sous-
ensemble de L!(p).

La proposition suivante est a rapprocher du corollaire 4.16:

(5.11) Proposition. Soit W" le noyau construit a partir d'une fonction heté,
telle que p(h)>0 et U*>1Q® p. Une mesure v est alors spéciale si et seulement si
elle a une masse totale finie et la fonction Whv est bornée.

Démonstration. Nous avons déja vu que v spéciale entrainait v bornée. Par
ailleurs, en passant aux densités, la relation (4.11) se traduit de la fagon suivante:

0, )+ WG, d2) (2, )= )+ s
On en déduit, par intégration:
IU"y|
Wity UPv+ WM, UPv< | U (1+ Whh)= ) <+

Réciproquement, supposons v(1)<oo et W"v bornée. Soit k une fonction de
4£&, telle que pu(k)>0. Par un raisonnement analogue a celui que nous venons

! Surtout ne pas confondre ces mesures spéciales-ci avec celles qui sont définies dans [8] et [10],
et qui sont utiles dans la résolution de 'équation de Poisson
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de faire, on déduit de la relation (4.10) I'inégalité suivante:
1
Ukv< Wy +—— U¥(h) v(1),
u(h)
qui prouve bien que U*v est une fonction bornée.

W" &tant toujours le noyau construit & partir d'une fonction de £&, vérifiant
u(h)>0 et U">1® pu, on peut énoncer le principe d’unicité des masses que voici:

(5.12) Proposition. Soit v une mesure bornée. Si la fonction W"v est finie, elle
détermine v.

Démonstration. Soient v, et v, deux mesures bornées telles que
Why, =Why, <+
sur E. W"y, étant la densité par rapport a u de la mesure W"v,, on peut écrire

1—u(h)
p(h)

d’ou I'on déduit que v, et v, ont la méme masse totale. D’autre part, lidentité
(4.10) donne, pour un x%>0:

<h7 Whvi> :<h: Whvi>=<h Wh: vi>=

vi(l) (i=1,2),

1
U v—l—ocU"W"v—Whv—l—%J) U*h (i=1,2),

d’ou il résulte que 'on a U*v, =U%v, < + o0, ce qui implique (cf. [2]) v, =v,.
Nous allons commencer maintenant I'étude des FA en dualité.

(5.13) Définition. Une FA A de X et une FA A de X sont dites en dualité si les
opérateurs U* et U4 le sont, autrement dit si pour tout couple (f,g) de fonctions
de &, lona

(fUAg)=(fU4 .

A chaque fois que cela ne pretera pas a confusion, nous écrirons, pour
alléger les notations, U” au lieu de U4,

(5.14)  Proposition. Supposons que A, FA de X, et A, FA de X, soient telles que
v, =v;>0. Alors les FA A et A sont en dualité, et il en est de méme des processus
changés de temps “X et 4X.

Démonstration. Nous suivons de prés le paragraphe VIL2 de [9]. Posons
v=v, =y et supposons, dans un premier temps, que pour tout «>0 les fonctions
U®v et vU® sont bornées. Un tel o étant fixé, nous associons a tout >0 la
fonction g*# définie comme suit:
(5.15) V(x,y)eExE, g“f(x,y)=u"(x, y)~ B | U***(x, d2)u*(z, y)

si u*(x, y)<co

=00 81 uH(x,y)=
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La fonction u*(-, y) étant a-excessive pour tout yeE, il n’est pas difficile de
vérifier que l'on a, pour tout couple (x, y) de E xE,

BIULA*(x, d2)u(z, y) Su*(x, ¥),

ce qui entraine g*# >0 sur E x E. Par ailleurs, pour tout x ¢ E la fonction #*(x, +)
est telle que u*(x,-)<oo p-p.p. (puisque aU*1=1) et v-p.p. (puisque U*v est
bornée); dans ces conditions, la formule (5.15) et I'équation résolvante entrainent
que l'on a

(5.16)  UP4+*(x,dy)=g""(x, y) u(dy)
et
UL+ (x, dy)=g*"(x, y) v(dy).
De la méme fagon, en définissant g*# par
g0, y)=uwx, )~ Bfurx, ) Uf4**(dz,y)  si w'lx,y)<oo0
=00 sl u*(x,y)=00
ona

Ur4+e(dx, y)=pu(dx) £ (x, y)
et
U£A+u(dx7 y)—:V(dX) gm’ﬁ(x’ y)

Soit maintenant fe#¢&, . En intégrant (5.15) par rapport a f(x) u(dx) et compte
tenu de (5.16) on peut écrire:

(517) fudx) f(0) g7 (x, y)=FU*(3)~ B [§ (dx) f (x) P (x, 2) v(d2) u*(z, ).
Drautre part, la relation fUP4+%(y)=fU*(y)— p fUPA+* U%(y) sécrit
(5.18) [ u(dx) f(x) &P (x, y)=FU*()~ B § p(dx) f (x) P (x, 2) v(d2)w*(z, ).
En soustrayant (5.18) de (5.17) on obtient
§u(dx) f(x)[g™* (x, y)—£*#(x, y)]
=—B{fudx) f(x)[g**(x,2)— " (x, )] v(d2) u*(z, y),
ce qui peut encore s’écrire

(5.19) W P(y)=—pfv(d2) h**(D)u(z, y)
en posant

Wb (y)= [ u(dx) f () [g**(x, ») — 8P (x, y)]
={p(dx) f(x) g~ (x, y)— FUPAT2(y).

La fonction h** est bornée, puisque

°§WWﬂﬂw€ﬂnwéwumﬂmwmw=ﬂ%M§%y<+“
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et

05 7022 0 1T < oo,

La relation (5.19) donne alors
PO SB[ v(dz) WP (@) u*(z, ) S B IR*F] v T

Or I'hypothése v>0 entraine que [|v U*| >0. Il résulte que f< ||vU*|~! entraine
h*=#=0, soit encore

VyeE, [udx)f(x)g™*(x, y)=U""*(y).
En intégrant les deux membres par rapport a g(y) u(dy) on obtient
(5.20) <f, UPA*2g)=( fUP**2 g,

relation qui est donc valable quels que soient fedé_ , ged. et fe)0, By), pour
un fo< vO*~".

Le méme raisonnement peut étre refait en remplagant partout la mesure u
par la mesure v. On obtient alors, en désignant par {f, g), I'intégrale | fgdv,

(5:21) <f UG gy, =<fUf**" ),

pour tout 0, 5], B, étant le méme réel que précédemment.
Reprenons la construction précédente en partant, cette fois-ci, de la fonction
g=%o. Pour cela, posons, pour f>f,:

g2P(x, y) =P (x, ) = (B—Po) J UL **(x, d2) g"Po(z, y)  si g“Pe(x, y)< o0
=w s g®P(x, y)=c0.

On vérifie aisément que la fonction g*# est une densité de U?4+* par rapport & u
et de US4** par rapport & v et 'on voit, par des arguments de continuité cofine,
que g*#>0 partout. En raisonnant comme précédemment, on arrive &
démontrer que

(S UPAT2gy =(fUPAo ) et (f, Ut *egy, =(fTR, g,

dés que f—f,<B,, Cest-a-dire pour fe]f,, 28,1, B, étant toujours le méme réel
<071

On arrive ainsi, de proche en proche, & construire des fonctions g*# pour
toutes les valeurs positives de §; en faisant ensuite varier o dans IR* on voit que
les égalités (5.20) et (5.21) sont valables quels que soient les réels strictement
positifs « et f.

Dans le cas ou les fonctions U%v et v U* ne seraient pas bornées, on applique
ce qui précéde aux FA 1, - A et 1, - A et aux mesures v,=1y_- v qui leurs sont
associées, {E,} étant une suite croissante d’ensembles de réunion E et tels que
pour tout r et pour tout «>0 la mesure v, soit de a-potentiel et a-copotentiel
bornés; une telle suite existe grice au théoréme I1I.1 de [9]. Un passage a la
limite évident montre alors que (5.20) et (5.21) sont toujours vraies.
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En écrivant (5.20) avec f=1 et en faisant «—0 on voit que 4 et A sont en
dualité. De méme, en faisant tendre a vers zéro daus (5. 21) on obtient que
(fUSA gy, = fU%4, g>,; comme les mesures Us4(x, -) et U%4(-, y) sont absolu-
ment continues par rapport & v et que U;*="U" et UA4=40%, les processus
changés de temps 4X et “X sont bien en duahte (voir [2], p- 254).

Pour démontrer la réciproque de la proposition précédente nous aurons
besoin du lemme que voici:

(5.22) Lemme. L opérateur U* détermine la FA A (a une équivalence prés).

Démonstration. Posons V*=U4** Comme V*<U% V* est une résolvante pro-
pre, sous-markovienne; en outre V%= U4 Le théoréme 69 du chapitre IX de [7]
montre alors que U4 est un noyau propre vérifiant le principe de domination,
d’ou il résulte ([7], chapitre X, T 8) que la résolvante V* est parfaitement
déterminée par U4, Ainsi, si 4 et B sont deux FA telles que U4=U®, on peut
affirmer que pour tout o>0,U4+*=UB+* Autrement dit, quels que soient a>0,
feé, etxeEona

E, ] exp[ (4, +at)] f(X)dt=E, | exp[ — (B +a0)] f(X,)d1,
0 0
soit encore
jexm 2)E, [exp(— )f(X,)]dt—jexp( ) E, [exp(—B) f(X)] dt.

En se limitant aux f continues bornées, les applications t—E_[exp(—A4,) f(X,)]
et t—~E [exp(—B,) f(X,)] sont continues a droite, donc identiques, en Vertu des
propriétés de la transformée de Laplace. Comme elles engendrent le mé€me semi-
groupe, les fonctionnelles multiplicatives exp (— 4) et exp (— B) sont équivalentes
(cf. [2]), et il en est évidemment de méme des FA A et B.

Nous pouvons maintenant demontrer la réciproque de la proposition 5.14:

(5.23) Proposition. Soient A et A deux FA en dualité telles que v,>0 et v;>0.
Alors v, =v.

Démonstration. Nous supposons donc que A et A sont telles que (f, Ug)
={f U4, g>. Considérons la mesure v ; d’apres le théoréme VIL1 de [9] il existe
un ensemble polaire P et une FA A’ du processus Y, restriction de X 4 E—P,
telle que v; =v,>0. Or il est clair que Y est en dualité avec la restriction Y de
X aE—P et que 4, FA de X, induit une FA A’ de Y, dont la mesure associée est
encore v,. La proposmon 5.14, appliquée & Y, Y, A, A', montre alors que les
opérateurs U4 et U4 sont en dualité: si f et g sont dans & L.ona

LU gy={fU,g).

Mais U4 g=U4g sur E—P, et u(P)=0, dou <f,U4g>={fU%, g>, ce qui
entraine, compte tenu de 'hypothése, f U4= =f o4 y-presque partout. Or, d’aprés
la remarque déja faite dans la démonstration de la proposition 3.10, les
restrictions a E—P des deux fonctions de I'égalité précédente sont continues
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pour la topologie fine de Y: elles sont donc identiques. Le lemme 5.22 implique
alors que A’ est indistinguable de la restriction de 4 a Y, et I'on a donc
Vi=Vi=Vy.

La proposition suivante est a rapprocher de la proposition 5.6:

(5.24) Proposition. Soient A et A deux FA en dualité, de mesure associée v=>0.
Alors A est spéciale et A co-spéciale si et seulement si il existe un réel ¢ >0 tel que
U421Q® u.

Démonstration. Commengons par remarquer que, A et A étant en dualité, il en
est de méme des processus changés de temps 4X et AR, ainsi que nous I'avons
prouvé dans la proposition 5.14.

Montrons que la condition est suffisante. Si U4>1® p on sait, d’aprés le
lemme 4.1, que U*=1® v, (v,=V), ce qui peut encore s'écrire “U°>21®v,. La
proposition 5.6 entraine alors que la fonction 1 est spéciale & la fois pour X et
pour AL ce qui équivaut a la spécialité de A4 et a la co-spécialité de A.

Réciproquement, si 4 est spéciale et A co- -spéciale il existe, toujours en vertu
de la proposition 5.6, un réel ¢, >0 tel que 'on ait

A
U421 ®v,.
Pour 0<¢,<c, I’équation résolvante donne

UczA g (Cl o 02) U/C{lA UczA

2(c, —¢)(1@v ) Urt=5 c 975 (1@u).

2

En procédant comme dans la démonstration de la proposition 3.14 on déduit de
cette derniére inégalité I'existence d’un réel ¢ >0 tel que U421 Q® p.

Nous nous sommes déja servis du fait que, A étant une FA de X, il existe un
ensemble polaire P et une FA A du processus X restreint & E—P telle que
vi=v, ([9], théoréme VIL1).

Le corollaire suivant précise dans quelles conditions A est une FAS de X
restreint & E—P. Avec les notations que nous venons de donner, il s’énonce
ainsi:

(5.25) Corollaire. La fonctionnelle A est spéciale pour X restreint @ E—P si et
seulement si il existe un réel ¢>0 tel que U4=1Q@ .

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 5.24, moyen-
nant des arguments semblables & ceux utilisés dans la démonstration de la
proposition 5.23.

Revenons, pour finir, aux processus fortement fellériens. Des arguments
classiques permettent de démontrer sans difficulté le critére suivant:

(5.26) Proposition. Supposons qu’il existe un o.>0 pour lequel la fonction u* soit
bornée sur E X E et telle que pour tour yeE u*(-,y) soit une fonction continue.
Alors, quelle que soit la FA A telle que v, >0, le processus changé de temps *X est
fortement fellérien.
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On en déduit aussitot:

(5.27) Corollaire. Soient X un processus vérifiant les hypothéses de la proposition
précédente et A une FA d support relativement compact et telle que v,>0. A est
alors une FAS.

Démonstration. Le processus “X étant fortement fellérien, il suffit d’appliquer la
proposition 3.13.

L’exemple le plus simple de processus vérifiant les hypothéses de la proposi-
tion 5.26 est le mouvement brownien 4 une dimension, pour lequel on a

1 __
w(x, ) == eV
4

Nous retrouvons ainsi, par une méthode différente, le résultat du corollaire 3.11.
Le corollaire 5.27 va nous permettre de ’étendre aux processus stables sur R,
d’indice Ae€]1,2[. En effet, pour ces processus la fonction u*(0:>0) est donnée
par la formule

cos [(x —y)v]

dv
a+iov? ’

1
uoc(x, y)=7? g

et il est clair, grice au théoréme de Lebesgue, qu’elle satisfait aux conditions de
la proposition 5.26.
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