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I. Introduction et notations 

Le but du prdsent article est de montrer comment la th6orie des fonctions 
sp6ciales, ~difi~e par J. Neveu dans [8], peut s'6tendre aux fonctionnelles 
additives continues. 

Dans un premier temps, nous pr~cisons les outils techniques dont nous nous 
servirons tout au long de ce travail. 

Le chapitre III est enti~rement consacr~/t l'6tude des fonctionnelles additives 
sp6ciales: d6finition, propri~t6s de base, th6or~mes ergodiques. 

Au chapitre IV nous construisons des op~rateurs potentiels permettant de 
r~soudre l'6quation de Poisson. 

Enfin, le chapitre V reprend et pr6cise la plupart de ces questions dans le cas 
de la dualitY. 

Pour ce qui est des exemples, nous prouverons que les temps locaux d'un 
processus sont, s'ils existent, des fonctionnelles additives sp6ciales, de m~me que 
les fonctionnelles /t support relativement compact du mouvement brownien 
lin~aire ou des processus stables sur IR, d'indice strictement compris entre 1 et 2. 

Pr6cisons les notations que nous utiliserons dans la suite. E est un espace 
localement compact de type d6nombrable muni de sa tribu des bor61iens & 
Nous ddsignerons par d~ (resp. ddo, ~C+) l'ensemble des fonctions bor~liennes 
positives (resp. bor61iennes born~es, bor61iennes born~es et positives). Lorsque 
f ~ g ,  nous noterons Irfl[ la norme de f pour la topologie de la convergence 
uniforme sur E. Si f est une fonction et v u n e  mesure, l'int6grale de f par 
rapport  /~ v sera d~sign~e (~ condition qu'elle ait un sens) indiff6remment par 
l'un des symboles ~fdv, ~v,f) ou ( f  v). 

Pour A e &  la fonction indicatrice de A sera not6e l A. A toute fonction 
h e ~do+ nous associerons l 'op6rateur M h d6fini sur #do par la formule Mh(f)= hf. 

X est un processus de Markov standard (voir la d6finition dans [2]) 
valeurs dans E et v6rifiant, en outre, la condition de r6currence de Harris, 
laquelle s'6nonce ainsi: il existe une mesure positive rn sur (E, do) telle que l'on ait 
l'implication 
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(1.1) m(A)>O~VxsE, P~ (i la(Xt)dt=oo)=l. 

On sait (cf. [8]) que cette condition implique l'existence d'une mesure invariante, 
a-finie, unique ~t un facteur pr6s; nous d6signerons toujours par # Fun de ses 
repr6sentants. Si f et g sont deux fonctions de d~ nous 6crirons souvent {f ,  g) 
au lieu de #(fg). 

Le lecteur trouvera dans [2] la d6finition des fonctionnelles additives (en 
abr6g6 FA). Une FA est dire continue (en abr6g6 FAC) si (presque toutes) ses 
trajectoires sont continues. Toutes les FA que nous consid6rerons par la suite 
seront continues et v6rifieront la condition suppl6mentaire A, < oo p.s. pour tout 
t > 0 ;  c'est pourquoi il nous arrivera souvent d'6crire FA lieu de FAC. 
L'ensemble des FA 6tant un c6ne convexe, on peut l 'ordonner par la relation 
~< ~ >>, d6finie de la fagon suivante: A ~ B  si et seulement si il existe une FA C 
telle que B = A + C. 

Soit A une FAC. Pour f ~  5g+ il est clair que le processus f .  A d6fini par la 
formule 

(1.2) (f.A)t=if(Xs)dA s 
0 

est encore une FAC. Plus g6n6ralement, A 6tant donn6e, on consid6rera toutes 
t 

les fonctions f e g +  telles que 5f(Xs)dAs soit une FAC, que l'on d6signera 
toujours par le symbole f - A .  0 

Dans le cas particulier off h e , g +  et off A est la FA identique (A,=t) nous 
6crirons, par abus de notation, h au lieu de h .A.  Ainsi, si B e s t  une FA, B + h 
sera la FA d6finie par 

(1.3) (B+h)t=Bt+ i h(Xslds; 
o 

cette notation se r6vhlera trhs commode surtout dans les diverses applications de 
l'6quation r6solvante. 

Rappelons encore que, z t @ant le changement de temps associ6/t la FA A 
(voir [2] ou [7]), on a, pour toute f~g+: 

t A t  

(1.4) y f(X~)dA~= ~ f(X~)ds; 
0 0 

cette formule nous sera d'une utilit6 constante dans la dhmonstration de 
l'6quation r6solvante. Nous nous servirons aussi du fait que, A 6tant continue, 
on a pour tout t ~ 0 A~, = t. 

Si T e s t  un temps d'arr~t et a s lR+,  nous d6signerons par P~ l'op6rateur 
d6fini sur ~+ ou sur d g  par 

(1.5) P~f(x)=E~[e-~rf(Xr)]. 
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Rappelons enfin que X est dit fortement fell&ien si la fonction U=f est continue 
quels que soient fEdg+ et c~>0; dans cette d6finition U~f est le ~-potentiel de 
f ,  soit 

(1.6) U=f(x)=E~ e-~f(Xt)dt .  
0 

II. Op6rateurs et mesures assoei6es aux fonctionelles additives 

Dans le cas d'un processus fi temps continu, l'op6rateur U h associ6 ~ une 
fonction born6e, positive et mesurable h prend la forme (voir 1-3] et [8]): 

Vf~d~ Vx~E,  uhf(x)=Ex ~ exp - h(X=)ds f(Xt)dt .  
0 

On voit que, dans cette expression, la fonction h n'intervient que par 

l'interm6diaire de la fonctionnelle additive i h(Xs)ds; de m~me, seule compte la 
0 

mesure al6atoire f(X~)dt, induite sur IR+ par la fonctionnelle additive 
t 

S f(Xs) ds. Cette remarque incite ~t associer fi tout couple (H, A) de fonctionnel- 
o 
les additives un op&ateur positif, not6 UA ~, et d6fini de la faqon suivante: 

Vf~E+,  Vx~E,  U~f (x )=Ex~exp( -Ht ) f (X t )dA  t. 
o 

Dans le cas particulier o3 A t =-t on 6crira tout simplement U n. Si H et A 

sont respectivement de la forme ~ h(X=)ds et a(X=)ds, on voit instantan6ment 
0 0 

que l'op&ateur Uff est 6gal/t ghMa; ~t chaque lois que H sera obtenue/t  partir 
d'une fonction h on 6crira UA h au lieu de UA ~. Remarquons encore, pour finir, que 
l'on a la relation U~M s = U~. A. 

Les op6rateurs que nous venons de d~finir v6rifient, ~t l'instar des U h de 
Neveu, des relations que l'on peut baptiser, par analogie, (~6quations 
r~solvantes ~. 

(2.1) Proposition. Soient H et K deux FA telles que H ~ K  et soit L = K - H .  
Alors, quelle que soit la FA A, on ales dgalitOs 

n>O 

et 
u[ + u[ + uE uL 

D~monstration. Commen~ons par calculer la valeur de U[U~f(x).  On a, par 
d6finition: 
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co 

U~ UA K f (x) = E~ ~ exp ( - Kt) UA K f (Xt) dL, 
0 

co 

= E x ~ exp ( -  Kt) d L t Ext ~ exp ( -  Ks) f (Xs) dA s; 
0 0 

en introduisant le changement de temps associ6 ~t L, et en appliquant successive- 
merit le th6or~me de Fubini et la propri&~ de Markov  forte, on voit sans 
difficult6 que cette derni[re expression est ~gale ~t: 

co co 

Ex ~ exp(-K,)dL~ ~ e x p ( - K s o  O,) f(X,+s)d(Aso 0,), 
0 0 

laquelle, compte tenu du fait que les FAC A et K sont indistinguables de deux 
FA parfaites (voir [6]), peut elle-meme s'6crire 

co co 

E~ ~ exp(-Kt)dL t ~ exp [-(K~+s-K,) ] f(Xt+s)d(A,+s-A,). 
0 0 

On a donc, en d6finitive: 

U~ Uff f(x) = E~, ~ dLt ~ exp ( -  Ks)f(Xs) dAs 
0 t 

=E~ S exp(-Ks) f(Xs)LsdAs. 
0 

En se servant de la continuit6 de L et en raisonnant par r6currence, on d6montre 
ais6ment que pour tout n ~ N 

K, K ~exp(_Ks)f(xs)L"sdA (U~) U~ f(x)=E x o n! --s" 

I1 suffit maintenant de sommer sur tousles  n > 0 pour obtenir la premi6re 6galit6 
de l'6nonc6. La seconde s'en d6duit aussit6t, en isolant le terme de la somme 
correspondant ~t n = 0. I1 ne reste plus qu'/~ prouver la relation 

+ vL 

ce qui peut se faire directement, en faisant appel aux techniques d6j~ utilis6es 
plus haut. 

Remarque. La d6monstration pr~c6dente reste valable sous des conditions beau- 
coup plus faibles que celles dans lesquelles nous nous sommes plac&: il suffit, en 
effet, de supposer, d'une part, L continue, de l 'autre K et A parfaites. Cette 
remarque ne nous servira toutefois ioas par la suite, puisque nous ne 
consid~rons, dans ce travail, que des FAC. 

Avant d'examiner la fagon dont les op~rateurs que nous venons de d6finir 
agissent sur les mesures, faisons quelques rappels. On sait (voir [9]) qu'il est 



Fonctionnelles additives des processus r6currents 167 

possible de faire correspondre/~ toute FA A une mesure positive ~'A, d6finie par 
la formule 

1 

V i e { g + ,  vA(f)=Eu~ f(Xs)dA~, 
0 

et que l 'on a, quels que soient les r6els positifs t et c~, 

vA( f )=~ Eui  f (Xs)dAs=~#U~,f .  
0 

I1 est clair que si A est de la forme j a(Xs)ds , on a VA=a.#; plus g6n6ralement, 
si A = g . B ,  on a v A = g .  v 8. o 

Le mesure v A d6crit de fagon tr6s pr6cise le comportement/~ l'infini de la FA 
A: 

a) si VA>0 , alors V x e E ,  Px(Aoo=oo)=l ;  

b) si VA=O, alors P . ( A ~ = 0 ) = I  #-p .p .  En outre, puisque A est telle que 
pour tout t>OA,<oo  p.s., on a P.(Aoo < oo)=1. 

Le r6sultat suivant est alors 6vident: 

(2.2) Proposition. Soit A une FA de X. On a alors U A 1 < 1, l'~galitO ayant lieu en 
un point x si et seulement si Px(Aoo = oo) = 1. Plus pr~cisdment, deux cas seulement 
sont possibles: ou bien U 2 1 - 1 ,  ou bien U A 1 = 0  p-p.p, et U#1 < 1 partout. 

D~monstration. Toutes les assertions de l'6nonc6 sont des cons6quences 
imm6diates du calcul suivant: 

A~ 

uAI(x)=Ex ~" e x p ( - A t ) d A t = E  x ~ e - ' d t = E x [ 1 - e x p ( - A ~ ) ] .  
0 0 

et des remarques faites pr6c6demment sur la mesure v a. 
Etablissons maintenant  la formule fondamentale reliant entre eux les 

op&ateurs et les mesures associ6s aux FA. 

(2.3) Proposition. Soit A une FA. Pour route FA B relle que vB>0 , on a l'OgaIitd 
~B UBA = UA" 

Ddmonstration. Soit h une fonction quelconque de d6~+, v&ifiant #(h)> 0. Nous 
allons prouver successivement: 

1 ~ (h ~) U~ = VA. 
Choisissons un c~ > 0 tel que h =< ~. L'6quation r6solvante 

+ 

permet d'6crire, compte tenu du fait que (h. #) u h = #  (voir [8]): 

(h#) UAh =(h#) U~+ [(c~- h)#] U~=~#U~=UA. 

UAB+h• 2 ~ vB+ h v A. 
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De l'6quation r6solvante Uh= u~+h + Trh rra+h ~B~a on d6duit, compte tenu du 
1~ 

U~=(h~)U~ +vBU7 =vp+h vA=(h~)  h P+~ B+~ U~f +h. 

3 ~ vp U p_-< #. 

Grfice ~t l'6quation r6solvante 

u p =  F, ( g ~ + l )  n 
n > l  

il suffit de montrer que 

P 

(2.4) Vp_>_l, v B ~ (uP+l)"=<#, 
n=l 

le r6sultat s'obtenant en faisant tendre p vers l'infini. Or, pour p = 1, cela r6sulte 
de la relation v B U B+ 1+ # Up+ 1= #, laquelle n'est autre que celle prouv6e au 2~ 
dans le cas particulier h -- 1 et A t = t. En supposant (2.4) vraie pour p, on a: 

p + l  p 

VB 2 (uB+I)n=vBUB+I-I-VB s (uB+I)nuB+I 
n = l  n = l  

< v p U  p+ I + # U  B+ I = # ,  

et (2.4) est encore vraie pour p + 1. 

4 ~ VBUB=#. 

Soit h une fonction de ~g+, strictement positive sur E et telle que #(h)< o9. 
L'6quation r6solvante permet d'6crire: 

VB uB = VB uB+h -[- •B UB Mh uB+h. 

Or, d'apr6s 2~ on a: 

#= VB+ h U B+h= v B uB+h-k lAM h U p+h. 

En comparant les deux 6galit6s pr6c6dentes, on volt que la mesure 2 = # - v  B U B, 
qui est positive d'apr6s 3~ v6rifie: 

(2.5) 2=2Mh sB+h, 

d'ofl 

h . 2 = 2 M  h uB+h Mh =(h �9 2)uB+hMh<=(h �9 2)UhMh . 

Comme Uh(h)=l, les deux mesures h - 2  et (h. 2) UhMh ont la m~me masse 
totale 2(h)=<#(h)<oo; elles sont partant 6gales, et (h. 2) est invariante par 
UhMh, donc (cf. [8]) proportionnelle ~t h . # ,  ce qui entra~ne, puisque h est 
strictement positive, que l'on a 2 = c #  pour constante c__>O. Si l'on avait c>O, 
alors, d'apr6s (2.5), # v6rifierait 

~,t=(h~) U B+h, 
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ce qui entrainerait, compte tenu de la suite d'hgalit&: 

# = (h#) g h =(h#)  gB+h-[-(h#)Uh g s+h 

=(h#) uB+h-~- 3)B U s§ 

vsuS+h=o.  Or cela est absurde, puisque gB+hl >0 partout, donc vBUB+hl >0.  
La constante c est donc forc6ment nulle, et l 'on a bien v s U B = #. 

5 ~ vB Ef  = vA. 

L'6galit6 du 2 ~ permet d'6crire VB+ 1 UA ~+1= VA, soit encore 

vs U~+l +#U~f+l =vA. 

On a alors, grfice • l '6quation r6solvante: 

$,B U~= IJB U~+ I --~- VB UB U~+ I = $,B Uff+ I -]- # U~+ I = y A" 

Pour finir ce chapitre, consid6rons le processus xX chang6 de temps de X 
par une FA A de mesure VA>0: ce nouveau processus de Harris, de mesure 
invariante v A (voir [9]), permet de d6finir, pour toute fonction h de ~E+, un 
op6rateur A uh qu'il est utile de savoir exprimer en fonction des op6rateurs 
associ& ~ X. Le lecteur n 'aura aucune peine ~ v6rifier que deux applications 
successives de la formule (1.4) donnent: 

(2.6) Aah= U~ A. 

IIL Fonctionnelles additives sp6ciales 

Rappelons tout d 'abord (voir [8, 10]) qu'une fonction f ~ g +  est dite sp6ciale si 
et seulement si pour toute fonction h ~ E g+ telle que #(h)> 0, la fonction uhf est 

born6e. Nous 6tendrons cette notion aux FAC en posant 

(3.1) Ddfinition. Une F A C  A est dire sp~ciale (en abrOgO FAS) si et seulement si 
pour toute h ~d~+ telle que #(h)> 0 Ia fonction U h 1 est born~e. 

Conform6ment ~t Fusage, nous 6crirons u~ au lieu de U~ 1, et nous appelle- 
rons cette fonction le h-potentiel de A. t 

Remarquons que si f est une fonction positive telle que A t = ~ f ( X s ) d s  soit 
0 

une FAC (en particulier si f est bornhe), alors A est spdciale si et seulement si f 
l'est; cela rhsulte tout simplement du fait que u h = uhf. 

Comme dans le cas des fonctions, (voir [8] ou [-10]), une FA A est sp6ciale 
dhs que u h e s t  bornhe pour une h ~ g +  convenablement choisie, ~t savoir h > 0  
partout  et telle que U h > 1 | m o pour une mesure m o # 0. 

Nous allons montrer  maintenant  que si A est sphciale, toutes les fonctions du 
type u] = U~ 1, off B est une FA telle que v B > 0, sont born4es. 

(3.2) Proposition. Soient A une FAS  et B une FA C telle que v s > O. La fonction 
u~ est aIors bornOe. 



170 M. Brancovan 

Ddmonstration. Pour toute fonction h appartenant ~t ~#+ et charg6e par # on a: 

uB+h<.h < LlU~II < oo. 
A = U A =  

L'6quation r6solvante appliqu6e aux FA B et B + h donne alors: 

uB _ ~  B+h A - - u a  + U B M h  uB+h" 

La fonction u~ +h ~tant born6e, u B le sera aussi s'il est possible de choisir une h 
telle que uamh(1)= UB(h) soit born6e. Or une nouvelle application de l'6quation 
r6solvante/t B et B +  1 donne: 

v . . + ,  + v .  .+ 1  , 

et l'on voit qu'il suffit de prendre h = u ~  +~. En effet, h <  1 et 

U"(h)-- U"ug+l ~ gB ~ 1. 

D'autre part, l'hypoth6se vB>0 entraine que la fonction h est strictement 
positive sur E, puisque l'on a, pour tout x 

co 

h ( x ) = E  x y e x p ( - B t - t ) d B , ,  avec P ~ ( B ~ = o o ) = l .  
0 

La proposition 3.2 v a n o u s  permettre de g6n6raliser aux FAS un r6sultat 
bien connu dans le cas des fonctions sp6ciales, /t savoir la stabilit4 de ces 
derni4res sous l'action des op6rateurs Mh[f h, h 4tant dans d#+ et non #- 
n6gligeable. Cette g6n6ralisation peut s'6noncer ainsi: 

(3.3) Proposition. Si A est une F A S  et B une F A C  telle que v~>0, la F A  u~. B 

est spOciale. 

D~monstration. D'apr6s la proposition pr6c6dente UBA est born4e, donc C = u ] .  B 
est elle-m~me une FAC. 

Consid6rons alors une fonction h ~ dg+ telle que #(h)>0.  I1 s'agit de prouver 
que u~ est born6e. Or 

uh= Uhl h B = U~bl  A . 

En multipliant/~ gauche par U~ la relation " B . B+h-- l ' [B+h.  B UA---- ~A m ~h U A on obtient: 

h B = U ~ A  ~ ~ B  ~ h  U'A" U~bl  A h" B+h A- T]h I [B+h"  B 

Or deux autres applications de l'6quation r6solvante montrent que 

h. B+h v ~ , ~  _-<u~== Ilu),ll < oo 

et 

U~ U~+h l < Uh l = Uh(h)= l. 

En fin de compte, on peut donc 6crire: 

II S~u~ll < Iluhll + Ilu~l/< + o o .  
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(3.4) Proposition. Soit ~ un rdeI strictement positif. Une F A C  A est alors 
spdciale si et seulement si son ~-potentiel U~A est une fonction sp&iale born&. 

D~monstration. La proposition pr6c6dente, appliqu6e /~ B~=~t, entraine 
imm6diatement que la condition de l'6nonc6 est n6cessaire. Pour voir qu'elle est 
aussi suffisante, soit h e { g + ,  #(h)>O; on peut toujours supposer h__<~. 
L'6quation r~solvante permet alors d'6crire 

UhA = U~ + U h [(~ -- h) U~A] < U~A + o: uh(U~A). 

Or le dernier membre est born6 puisque u~ est sp6ciale born6e. 

(3.5) Corollaire. Si A est sp&iale, la mesure v A est born&. 

Ddmonstration. Comme vA=#U~,  on a vA(1)=#(u~). Or la fonction u~ est 
sp6ciale, donc #-int6grable (voir [8]). 

Nous allons maintenant prouver une autre proposition qui g6n6ralise une 
propri6t6 bien connue des fonctions sp6ciales: 

(3.6) Proposition. Soit A une F A C  v&ifiant VA>0 et U a > l |  pour une 
mesure m o >0;  alors A est spdciale. 

DOmonstration. Soit h une fonction sp6ciale strictement positive sur E (voir [8]). 
D'apr6s la proposition 3.3, la FAC U A ( h ) . A  est alors spdciale. Or 
U A (h) > m o (h) > 0, d'o6 

UA(h) �9 A >mo(h ) �9 A 

et 
A < [mo(h)]- 1 UA(h). A .  

La FA A est major6e par une FAS, donc est elle-mSme sp6ciale. 
Nous allons voir, grfice /t la proposition suivante, que le r6sultat pr6c6dent 

admet une r6ciproque. 

(3.7) Proposition. Etant donn& une F A  A telle que VA>O , les conditions suivan- 
tes sont dquivaIentes: 

1) A est sp&iale; 

2) toute fonction de ~ +  est spdciale pour le processus changO de temps AX; 
3) pour tout 0~]0, 1[, il existe une mesure V~ ~quivalente d v A telle que 

v~ | �9 

4) pour tout 0~]0, 1[, il existe une mesure #o dquivalente d # telle que 
U Oa ~ 1 | #o. 

D~monstration. Nous allons prouver la chaine d'implications 

1 ~ 2 ) ~  3) ~ 4 )  ~ 1). 

Pour montrer 1 )~2)  il suffit de v6rifier que 1 est sp6ciale pour AX, donc 
d'6tablir que la fonction a u h l = u ~ A  est born6e d6s que h e { g +  est telle que 
vA(h)>0. Or VA(h)>0 6quivaut ~t VhA>O , et la bornitude de UhA A est alors une 
cons6quence imm6diate de la proposition 3.2. 
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La fl6che 2 ) ~  3) se d6duit directement d'un r6sultat de Neveu (proposition 4.9 
de [8]) selon lequel, pour toute fonction sp6ciale born6e non nulle f et pour 
tout r6el positif 0 < Ilf II- 1, il existe une mesure 6quivalente/~ la mesure invarian- 
te, soit/~0, telle que l'on ait u ~  1 | I1 suffit, en effet, d'appliquer cette 
propri6t6 au processus AX, de mesure invariante VA, et fi la fonction sp6ciale 
born~e 1 pour obtenir AuO= uOA >= 1 | VOA . 

3)~4).  Soit O' un r6el strictement compris entre 0 et 1. L'6quation r6solvante 
s'6crit alors: 

uO A = uO' A "4- U~oL O)A UO A 

(0 ' - -  O) U~ A uOA ~ (0 t -- O)(~ @ ~ )  U OA 

=(O'--O)@vOA uOA= I @]2 O, 

en posant #~ U ~ Or, v~ 6tant 6quivalente fi VA, il est clair que/~0 est 
6quivalente /t v A U ~ donc/t  #, puisque VOA u~ 

4) ~ 1). Choisissons un 0 dans ]0, 1[. La proposition 3.6 entraine alors que la FA 
OA est sp6ciale, ce qui 6quivaut/t 1). 

On peut ais6ment se d6barrasser du 0 figurant dans les conditions 3) et 4), ce 
qui permet d'obtenir la r6ciproque d6j~t annonc6e de la proposition 3.6: 

(3.8) Proposition. Soit A une FAS  telle que VA>O. I1 existe alors une mesure #o 
~quivalente d # pour laquelle U A ~ 1 @ •0" 

Dkmonstration. I1 suffit de remarquer que si A est sp6ciale il en est de m~me de 
2A, et d'appliquer le 4) de la proposition 3.7 avec 0=�89 

L'6quivalence 1)<-2) de la proposition 3.7 va nous permettre d'6tablir un 
nouveau crit6re de sp6cialit6: 

(3.9) Proposition. Soit A une FA telle que VA>O. Alors A est sp~ciale si et 
seulement si le noyau U A est quasi compact. 

D~monstration. D'apr6s la proposition 3.7, A est sp6ciale si et seulement si toute 
fonction positive born6e est sp6ciale pour le processus de Harris A X. Or on sait, 
d'une part (cf. [3]), qu'il y a identit6 entre les fonctions qui sont sp6ciales pour le 
processus AX et celles qui le sont pour le noyau U 2, d'autre part ([10], 
proposition 4.9 du chapitre 6), que toutes les fonctions positives born6es sont 
sp6ciales pour un n o y a u  de Harris si et seulement si ce dernier est quasi 
compact. 

Nous allons donner maintenant quelques exemples de FAS. Pour cela, 
prouvons d'abord la proposition suivante: 

(3.10) Proposition. Soit A une FA telle que VA>0. Si le support de A est finement 
compact, alors A est spdciale. 

DOmonstration. D6signons par K le support finement compact de A et 
consid6rons une fonction sp6ciale f telle que /~( f )>0 .  On sait alors que la FA 
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gA(f )  "A est sp6ciale. Or, en adoptant les notations de [2], Uaf  est une 
fonction (X, e-a)-excessive, puisque 

uAf (x )  =E~ ~ exp ( - A t ) f ( X t )  dt = ~ Qt f ( x ) d t ,  
o o 

{2, 6tant le semi-groupe d6fini par Q~ f ( x )  = E~ [exp ( - A 0 f(X~)]. 

Tous les points de E 6tant permanents pour la fonctionnelle multiplicative 
e x p ( - A ) ,  il r6sulte d'une remarque de Blumenthal et Getoor  ([2], page 130) que 
la fonction u A f  est finement continue; comme elle est strictement positive sur 
E, il existe une constante a > 0  telle que u A f > a l K .  On en d6duit que la FA 
uA( f )  �9 A est minor6e par la FA a 1K �9 A, laquelle n'est autre que aA, d'apr6s une 
propri6t6 bien connue du support d'une FA. A est donc major6e par la FAS 
a-1 UA( f ) .  A, donc est elle-mame sp6ciale. 

La proposition pr6c6dente prend une forme particuli6rement agr6able dans 
les deux cas que voici: 

(3.11) Corollaire. Soit A une FA du mouvement brownien sur IR. Si VA>O et si le 
support de A est compact, alors A est spOciale. 

Ddmonstration. En effet, la topologie fine du mouvement brownien lin6aire 
coincide avec la topologie usuelle de IR. 

(3.12) Corollaire. Si le processus X admet un temps local L x en un point x, et si la 
mesure vLx n'est pas nulle, alors U est une FAS. 

DOmonstration. Le support de U est, en effet, finement compact, puisque r6duit 
au seul point x. 

L'hypoth6se vLx>0, que nous avons dfi introduire dans l'6nonc6 prdc6- 
dent, est v6rifi6e d6s que # charge les voisinages fins de x, puisque l'on a 
vr~(1)=p(u[x ) et que la fonction finement continue u~rx est telle que u~x(x)>0 
(voir [2]). On peut donc affirmer, en particulier, que les temps locaux du mouve- 
ment brownien lin6aire ou de tout processus X admettant un processus dual i~ 
sont des FAS. Nous reviendrons plus en d6tail sur le cas de la dualit6 au 
chapitre V. 

Nous avons vu, dans la proposition 3.7, que pour que A soit une FAS il faut 
et il suffit que la fonction 1 soit sp6ciale pour le processus chang6 de temps AX. 
Plus g6n6ralement, on peut se demander quelles sont, pour une FA A donn6e, 
les fonctions f telles que la FA f .  A soit sp6ciale. La r6ponse est donn6e par la 
proposition suivante qui, elle aussi, fait intervenir le processus chang6 de-temps: 

(3.13) Proposition. Soit f une fonction de {~+ et A une FA telle que va>0.  
Alors la FA f . A est X-spOciale si et seulement si f est aX-sp~ciale. 

D~monstration. Pour prouver que la condition est n6cessaire, soit h une fonction 
de dg+ telle que VA(h)>O; o n  veut montrer que a u h f =  U]af est born6e. Or la 
fonction uhAf n'est autre que UZA,hA qui est bien born6e puisque f .  A est X- 
sp6ciale et que Vha (1) = V a (h) > O. 
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R6ciproquement, soit h~dg+ telle que #(h)>0.  I1 s'agit maintenant de 
h _ U ] f  est born6e. Or, pour toute fonction g de ~g+ telle que prouver que u / A -  

v~(g)>0 on a 

U h f =  uh+gaf + % uh+gaf. 

Mais uh+gaf < u g A f = a U g f <  HaUgfJ] < oo, puisque f est aX-sp6ciale. Nous 
arriverons done ~t nos fins s'il nous est possible de choisir une g dans {g+ telle 
que va(g)>0 et [[ I/hA1 [I < OO. Or il suffit pour cela de poser g =  Uahl, 0(1 h a est 
une fonction X-sp6ciale charg6e par #. En effet, g est born6e, strictement positive 
sur E et telle que la F A g .  A = Ua(hl) �9 A soit sp6ciale. 

Comme exemple d'application de cette proposition, supposons que A soit 
une FA /t support relativement compact et telle que le processus chang6 de 
temps AX soit fortement fell6rien. La relation A = 1 s �9 A, off S d6signe le support 
de A, montre alors que A est sp6ciale; en effet, la fonetion born6e et/~ support 
compact 1 s est sp6ciale pour le processus aX. Nous verrons dans le chapitre sur 
la dualit6 des conditions suffisantes pour que tous les chang6s de temps d'un 
processus soient fortement fell6riens (cf. la proposition 5.26). 

Nous allons pr6ciser maintenant la proposition 3.8 dans le cas off la FAS A 
est un temps local: cela nous sera utile par la suite, lorsque nous construirons 
des op6rateurs potentiels. Nous avons vu, en effet, que si A 6tait sp6ciale l'on 
pouvait minorer l'op6rateur U a par un op6rateur du type 1 | #0, off #o est une 
mesure 6quivalente h #. Ce que nous allons montrer maintenant, c'est que si A 
est un temps local l'on peut prendre #o = #,/~ condition toutefois de remplacer A 
par un multiple convenablement choisi; cela n'est nullement genant, un temps 
local n'6tant de toute fagon d6fini qu'~ une eonstante multiplicative pr6s. 

(3.14) Proposition. Si A est un temps local tel que VA>0, alors il existe un rdel 
c > 0 tel que l'on ait U cA > 1 | #. 

Ddmonstration. Reprenons la d6monstration de la proposition 3.7: A 6tant 
sp6ciale, nous avons vu que pour tout r6el c I e)0, 1( l'on pouvait 6crire 

(3.15) uc'A~I| clA, 

v 6tant une mesure 6quivalente ~ v A. Mais A 6tant un temps local, v A se r6duit/~ 
une masse ponctuelle, et l'on a done forc6ment v=kav A pour une constante 
k 1 >0.  En reportant dans (3.15) on obtient: 

uclA>=kl(1 | VA uclA)---- k(1 @#), 

avec k =k l  c~ ~. 

I1 ne nous reste plus qu'/t 61iminer le facteur k e n  modifiant convenablement 
c 1. Posons B = c I A .  On a donc U S > k ( l |  Pour tout 0 <1  l'6quation 
r6solvante s'6crit 

U ~  Z (Ugh-o),)" U"= Z (1-0)"(Uff)" U". 
n>O n>-O 
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O r  

Uff UB>=k Uff(1 @#)=k(Uff l  @/~)=k(1 @#) 

d'ofi par r6currence, 

Vn~N, (i~)~174 

On pourra alors 6crire la suite d'inSgalit6s 

U~A>= U ~ = U~ - ~(1 | 1 |  

/t condition d'avoir k>O, c<Oc I e t  0 < 0 < 1 ,  ce qui sera vdrifi6 en choisissant 
d'abord 0<inf(k,  1) et en prenant ensuite c=Oc 1. 

Pour conclure ce chapitre sur les FAS, nous 6nongons deux thdor6mes 
limite-quotient. Le premier g6n6ralise celui qui est 6tabli dans [3] pour les 
fonctions sp6ciales: 

(3.16) Th6or6me. Soient A et B deux FA. Si f et g sont deux fonctions positives 
telles que les FA f .  A et g. B soient spkciales et que va(g)>0, et s i v  1 et v 2 sont 
deux probabilit~s quelconques, alors 

lim vl U~f  _vA( f )  
~ o  v: U~g vB(g) 

Dkmonstration. Commengons par 6tablir le r6sultat dans le cas particulier off 
f =  g = 1 et off A et B sont sp6ciales, avec v B > 0. Cela revient donc/~ prouver que 

(3.17) lim Vl(U~)-vA(1) 
~ 0  v2(u ~) vB(1)' 

Or les deux fonctions u I e t  u~ sont sp6ciales born6es et l 'on a #(u~)=vB(1)>0. 
On peut donc 6crire, en vertu du th6or~me limite-quotient d6montr6 dans [3]: 

lim vl U~u~ - # ( u ~ ) -  va(1) 
~.ov2U~t,~ t~(u~) vB(1)" 

Or il est facile de vSrifier que l'on a 

lim vl(u~)=lim vx U~ui" 
~ o  v2(u~) ~ o  v2 U u,  

cela r6sulte, en effet, d'une simple application de l'6quation rdsolvante et du fait 
que lira U ~ u 1 = oo. 

c~0 
L'6galit6 (3.17) se trouve ainsi d6montr6e. I1 suffit maintenant de remplacer A 

par f -  A et B par g. B pour obtenir le r6sultat du thdor6me. 
Voici maintenant le second th6orSme limite-quotient: 

(3.18) Th~or~me. Soient A et B deux FAS  telles que VB>0. Quelles que soient les 
probabilitOs v~ et v 2 on a alors 

lim E~ (At) _ VA(1 ) 
t~o~ E~:(B t) vB(1)" 
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Remarquons tout d'abord que les quotients qui figurent dans l'6nonc6 ont 
toujours un sens. En effet, pour tous t > 0  et x e E  on a: 

UlA(X)=E~ S e-S dAs> Ex i e-~ dA~> e-t Ex(At), 
0 0 

d'ofi il r6sulte que, pour A sp6ciale, la fonction E.(At) est sp6ciale born6e, 
puisque major6e par etu 1. 

Le th6or6me 3.18 pr6cise, dans le cas des FAS, le r6sultat suivant, que l'on 
trouvera dans [1]: si A et B sont deux FA telles que VA(1 ) < Oe et 0 < vn(1)< 0% 
alors 

lira E~(At) - vA(1) 
t-oo E~(Bt) VB(1 ) 

pour #-presque tout x. 
Nous ne d6montrerons le th6or6me que lorsque v 1 = v 2 = v, 6tant donn6 que 

le cas g6n6ral s'en d6duit grfice ~t une suite de lemmes pratiquement identiques ~t 
ceux qui figurent au chapitre 6 de [10], dans la preuve du th6or6me 6.5: il suffit 
de v6rifier que l'on a bien le droit de remplacer, dans l'6nonc6 de chacun d'entre 

t 

eux, ~ Pm h par iPflTds, ce qui se fait sans aucune difficult6; nous renvoyons 
m = l  0 

donc le lecteur ~t cet ouvrage. 
Commenqons par 6tablir une proposition qui est l'analogue, pour les fonc- 

tionnelles additives, d'un r6sultat bien connu dans le cas des chaines, savoir: si f 
est une charge (ce qui signifie Ifl sp6ciale born6e et # ( f )=0 ) ,  alors les sommes 

n 

partielles ~ P ~ f  sont uniform6ment born6es sur E (cf. [10], ch. 6, 
0 

proposition 5.7). 

(3.19) Proposition. A et B dtant deux FAS telles que VA(1)=Vl~(1), on a 

sup sup IEx(At)-Ex(Bt)I < + oe. 
t > 0  x ~ E  

D~monstration. Un calcul classique, utilisant la propri6t6 de Markov, permet 
d'6crire pour tout c~ > 0: 

Ex i e-~S dAs = [I - e-~t P(l U~A(X). 
0 

Or, pour tout t > 0, on a, par le th6or6me de convergence monotone: 

t 

lira E;, S e-~'S dAs=Ex(At) �9 
~ 0  0 

D'ofl 
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t t 

(3.20) ]Ex(At)-Ex(Bt)]<= sup ]Ex~e-~SdAs-Ex~e-~dBs 
O < a < l  0 o 

= sup ](I--e-=tP~)(U~A--U~)(X)[ 
0 < c ~ < 1  

= sup 1(I - e ~' Pt) [ I  + (1 - c~) U ~] (u~ - u~)(x)l, 
O < c ~ < l  

la derni6re 6galit6 6tant une cons6quence de l '~quation r6solvante. 
Posons  f - - u ~ - u  1. On a alors, pour  tous x~E et ~a]O, 1[-: 

[(I - e-~'P~)(I + (1 - ~ )  U~)f(x)] =<2 II(/+ (1 - ~ )  V=)(f)ll 

< 2  I[f[I + 2  I/e~fll .  

Or  f est une charge:  en effet, [fl<=u~+u~ et 

# ( f )  = #(u~) - #(u 1) = VA(1 ) -- VB(1 ) = 0 

par  hypoth6se.  D ' a p r &  le l emme 2.2 de [3] on a donc  

sup II U~'f II < oo, 
O < a < l  

ce qui donne  la ma jo ra t ion  suivante 

sup suplEx(At)-Ex(Br + sup Ela=f]l)<oo. 
t > O  x E E  0 < a < l  

Nous  sommes  main tenan t  fl m~me de p rouver  le th6or6me l imite-quot ient  dans 
le cas YI~---V2=Y. 

A et B &ant  les deux FAS de l 'enonc6 du th6or~me 3.18, posons  A'=vB(1)A 
et B'=vA(1)B. A' et B' sont encore deux FAS, et %rif ient  VA,(1)=VB,(1) 
=VA(1)VB(1 ). I1 existe donc, en vertu de la propos i t ion  3.19, une constante  finie 
M telle que 

Vx~g ,  Vt>O,  IE~(A't-B;)I<M. 

En int6grant  par  r appor t /~  v on obtient,  pour  tout  t > 0 :  

]g~(A~- B;)l < y v(dx) IE~(A;-B;)I < M, 

soit encore  

I vB(1) E~ (A,) - VA(1) E~ (B,) I = < M, 

ce qui donne,  en divisant par  vB(1)E~(Bt): 

E,~(At) VA(1 ) < M 

E~(Bt) VB(1)=VB(1)E~(Bt)" 

Or  l 'hypoth6se vn>O entraine que E~(Bt) croit  vers l 'infini avec t, ce qui ach0ve 
la d6monst ra t ion .  
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IV. Op6rateurs potentiels 
J. Neveu a montr6 dans [-8] comment l'on pouvait associer & toute fonction h de 
~#+ v~rifiant uh> 1 |  un op6rateur W h transformant les fonctions sp6ciales en 
fonetions born6es et permettant de r6soudre l'6quation de Poisson lorsque le 
second membre est une charge. Nous allons montrer que la m6me construction 
peut 6tre faite ~ partir de toute FA A v6rifiant uA> 1 | #. 

Lorsque l'on part d'une fonction h telle que U h > 1| #, le noyau W h est d6fini 
par la formule 

wh= y, (VhMh)" V h, 
n_>0 

off V hest  l 'op6rateur positif U h - l Q # .  Soit maintenant A une FA v6rifiant 
U A > 1| #. Nous avons vu, d'une part, qu'une telle fonctionnelle 6tait forc6ment 
sp6ciale, d'autre part que les temps locaux (multipli6s 6ventuellement par une 
constante suffisamment petite) satisfaisaient ~ cette in6galit6. 

L'op~rateur V h de tout fi l 'heure sera 6videmment remplac6 par 
V A = U A -  1 @#; 

ce qui est par contre moins imm6diat, c'est de trouver un 6quivalent ~ V hMh, 
autrement dit de d6finir un op6rateur qui soit en quelque sorte le transform6 
de V A par ((multiplication ~ droite par A>>. Le lemme suivant va nous per- 
mettre de donner un sens pr6cis/t cette expression: 

(4.1) Lemme. Si A est une FAS telle que uA ~=I | #, alors quelle que soit la FA 
B on a U ; ~ l |  B. 

Dans ces conditions, le <<multipli6 5. droite par B de VA>> sera tout simple- 
ment l'op6rateur VB A d6fini par 

V ; = U ~ - -  I| 
Cela est compatible avec les dOfinitions pr6c6dentes puisque l'on v6rifie ais6ment 

t 

que, dans le cas off B est de la forme B t = S h(Xs) ds, l'on a V~ = VAMh. Donnons 
0 

maintenant la d6monstration du lemme. 

Ddmonstration. I1 suffit de montrer que l'on a U~(f)>= vB(f ) pour toute fonction 
f continue positive. Or on salt que pour tout ~ > 0  

VB(f) =~Eu ! f (Xs)  dS~. 

Alors l'in6galit6 UA>= 1| #, qui peut encore s'6crire UA(x, ")>=# pour tout xeE,  
entraine 

1 ~ 

< U A { E .  1~ 

=E~ ~ exp(-A~) dt Ex~ ~ ~f(Xs) dB~ 
0 0 

oo 1 t+~, 

=E~ ! exp(-A,)dt~ !f(Xs)dBs. 
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On obtient alors, grfice au lemme de Fatou 

oo 1 ~§ 
vB(f) < lim~0sup E x ~o exp( - At) d t ~ ! f(Xs) dB s 

lt+~ 
< E ,  j exp(-A~) dt lira sup - ~ f (X,)  dBs. 

0 ~ 0  ~ t 

Or, en d6signant par B~(co) la d6rivde (d6finie pour presque tout t, en vertu du 
th6or6me de Lebesgue) de la fonction monotone  t~B~(co), il est facile de vbrifier 
que l 'on a 

1 t + ~  

lim - S f(X~) dBs =B~f(Xt) 
a ~ O  ~Z t 

I1 en r&ulte que 

p.p. 

Vs(f) < E~ ~ e x p ( - A t ) f ( X t )  B; d t. 
0 

t Or on sait (voir par exemple [11], p. 166) que dBt=Btdt,  ce qui permet d'6crire 

vn(f) < E~ S e x p ( - A , ) f ( X t )  dB, = UA f (x). 
0 

On a donc bien U ff > 1 | v B. 
D6finissons maintenant  les opdrateurs potentiels associ&/t  une FA. 

(4.2) D#finition. Soit A une FAS telle que VA>O et uA> I|  On pose alors, B 
#tant une autre FA: 

(4.3) WA= ~ (vA)'vA= ~ (UA--I|174 
n>-O n>=O 

et 

(4.4) 
n > O  n > 0  

Le lecteur v6rifiera ais6ment que 
suivantes: 

(4.5) WAal-- 1-vA(1)" 
VA(1) ' 

(4.6) VA W A - I - v A ( 1 )  
VA(1) 

(4.7) UaaWA=WAAU2. 

W ;  = E ( v 2 ) n v ;  = ~ (Ux~--I@vA)n(U~--I@VB)" 

ces op6rateurs satisfont aux relations 

1 -- v A ( 1 )  
v~; en particulier v A W A -  

VA(1) 
- -  . p ;  

On salt que les op6rateurs W h transforment les fonctions sp6ciales en fonctions 
born6es. I1 nous sera utile par la suite de savoir que ce r6sultat reste vrai pour 
les fonctionnelles additives" 
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(4.8) Proposition. Soit A une FA telle que v A > 0 et U A > 1 | #. Pour route FAS  B 
la fonction W A 1 est born~e. 

DOmonstration. La fonction U A 1 6tant born6e (d'apr& la proposition 3.2), on a 

wA1 = Z ( U A -  I| UA1 --%(1)) 
n_>O 

< IIUAlll Z ( U 2 - 1 |  rAY(l) = II UAlll < + o0. 
n__>0 VA(1) 

Nous allons prouver maintenant un certain nombre de formules faisant interve- 
nir ~t la fois les op6rateurs U et W. 

(4.9) Proposition. Soit A une FA telle que v A > 0 et u A >  1 | #. Alors, quelles que 
soient les FA B e t  C telles que VB>0 et vc>O , on a les relations: 

(4.10) Uc~ + U ~ W A =  Wg +v@(~UBA I |  c 

et 

(4.11) U ~ + W B a U ~ = W + ~ . I |  

D~monstration. Nous nous contenterons de prouver la premi6re identit6, la 
seconde s'obtenant par un raisonnement tout ~t fait similaire. 

De la d6finition de W A il r6sulte que 

w?=v?-l|174 
1 =ug 

VA(1) 

la formule (4.10) est donc d6montr6e dans le cas B =A:  

1 
(4.12) UcA + U AA WA = WA + v ~  I | v c . 

Darts le cas g6n6ral, l'6quation r&olvante permet d'6crire: 

ug=vg+,+u2+,Vc 
et 

u2=ay+,+vy+,a2. 
En reportant ces expressions clans (4.12), on obtient: 

W c A + l  l |  A A+, A W~ + u;3 (u~ + u A w, A~ 
A C ]~ 

soit encore, grace ~ (4.12): 
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WcA + ~  I| + U~+BW~ + U~+B (WcA + ~  I| 

= + , r  .72+ 

Enfin, en rempla~ant Uff+B(1) par 1 - uA+S(1) on trouve 

1 
[ T A + B  (4.13) UCA+B+~A+ . Wg=wA+vA~UAA+"(1)| 

ce qui est la formule (4.10) avec A+B it la place de B. On passe de A+B it B 
grfice it la relation suivante, vraie pour tout p>0 :  

P P 

(4.14) ~ (Ud+B)nU~+~+ ~ (U2+B)'U~+~W~+(Ud+B)v+IWd 
n=O n=O 

= W  A(1) 

qui se d6montre ais6ment par r6currence. En effet, pour p--0, (4.14) se r6duit it 
(4.13), et l'on passe de p it p-4-1 en multipliant it gauche (4.14) par UA a+B et en 
ajoutant au r6sultat (4.13). En passant it la limite dans (4.14) sans tenir compte 
du terme (uA+B) p+ I W A on obtient 

(4.15) U ~ + U f f W g < W A + ~ U f f l |  , 

D6signons par P et Q les deux membres de cette in6galit6. On aura P = Q  s'il 
existe une fonction strictement positive f telle que les deux fonctions P f  et Qf  
soient finies et 6gales en tout point. Posons f =  UCh, h 6tant une fonction 
sp6ciale telle que #(h)>0: f est strictement positive partout et, la FA f .  C &ant 
sp6ciale, P f  et Qf  sont routes deux born6es (d'apr6s la proposition 4.8). La 
relation (4.15) se d6duisant de (4.14) par passage it la limite, il est clair que l'on 
aura P f =  Qf  si et seulement si 

lim (UA+B) v+l WcAf = 0, 
p~o0  

ce qui est une cons6quence du fait que 

Z (uA+") v+l wAU=U~fWcAf 
p > 0  

la fonction u f w A f =  U~ W~.c l 6tant born6e. 
Les propositions pr6c6dentes ont plusieurs cons6quences int6ressantes: 

(4.16) Corollaire. Soit A une FA telle que VA>O et u A > I |  Une FA C est 
alors sp~ciale si et seulement si sa mesure associOe v cest bornOe et si la fonction 
W~ 1 est bornOe. 
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Ddmonstration. La condition n6cessaire r6sutte du corollaire 3.5 et de la proposi- 
tion 4.8. R6ciproquement, pour toute fonction hedg+ telle que /~(h)>0 on a, 
grfice g la formule (4.10): 

d'ou 

wg 1 + v@l) �9 vdl) 

et u~ est une fonction born6e. 

(4.17) Corollaire. Soit B une FAS telle que vB>O. Si C est une FA telle que u~ 
soit une fonction bornde, alors C est sp~ciale. 

Ddmonstration. Vc(1)=v,U~l< [lUcB[] v,(1)< oo, donc la mesure v c est born6e. 
D'autre part, A 6tant une FA telle que VA>O et u A > I |  la formule (4.11) 
entraine que 

W g  l < u~ + W, A u ~ 
= B C~ 

et Wc a 1 est une fonction born6e puisque les fonctions u~ et W~ 1 le sont. Le 
corollaire 4.16 prouve alors que C est sp6ciale. 

Remarque. Nous avons ainsi un nouveau crit&e de sp6cialit& A est sp6ciale dSs 
que u~ est born6e pour une fonction h sp6ciale et telle que #(h)> 0. 

Le corollaire suivant g6n&alise le lemme 2.2 de [3]: 

(4.18) Corollaire. Si f est une charge, la famille des fonctions U~f est 
uniformdment bornde lorsque B parcourt les FA telles que % > 0 .  

D~monstration. En appliquant la formule (4.10) avec C t= t  on obtient, puisque 
# ( f )=O:  

UBf + U~ W A f =  waf .  

Mais W A f  est une fonction born6e puisque If[ est sp6ciale et que l'on a, W A 
6tant un op6rateur positif: 

JwAf]-~ wA Jfl <-- II WA Iflll < + oo. 

Ainsi, U B &ant une contraction, 

]1UBf 1[ --- 11 w A f  - U~ w A f  11 _--< 2 [[ w A f  1] 

pour toute FA B telle que v 8 > 0. 
Nous allons nous int&esser maintenant ~ la r6solution de l'6quation de 

Poisson dont le second membre est une charge. 

(4.19) Proposition. Soit B une FA telle que v B > 0 et UB> 1 | p. Quelle que soit la 
FA A telle que VA>O , le noyau Ff  =I  + W f  rdsoud l'Oquation de Poisson pour le 
processus changO de temps AX; autrement dit, si f est une charge pour AX, la 
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fonction Ff  f est telle que 

(4.20) ( I -  U A ) F f f = f  

Ddmonstration. D'apr6s la formule (4.10) on a 

1 
V2 + V2 W2= + 4| 

Si f est une charge pour AX, Va(f)= 0 et la relation pr6c6dente devient 

uJf + g2 w2f = w~f, 

ce qui peut encore s'6crire 

(I - U A) F~Af = f . 

En particulier, tout noyau de la forme F B r6soud l'6quation de Poisson pour le 
processus X. 

La proposition 4.19 va nous permettre de trouver une relation entre les 
op6rateurs W Aet  W B construits fi partir de deux FA diff6rentes A et B. Mais il 
nous faut d'abord d6montrer la proposition que voici: 

(4.21) P r o p o s i t i o n .  Soient A et B deux FA telles que v A > O, uA> 1 | # et v B >0,  
UB> 1 |  Les opdrateurs Wff et Wff sont alors lids par la relation 

B 1 
(4.22) W 2 + v ~ W f l |  ~ +v~-(~) l |  

Ddmonstration. F~ et F f  6tant deux noyaux v6rifiant l'6quation (4.20), on sait 
(voir [10J) qu'il existe une fonction finie 0 et une mesure bornde p telles que l'on 
ait 

r2+0OvA=r~'+ 1 | 

On en d6duit 

(4.23) WAA+O| + I |  

En prenant la valeur des deux membres sur la fonction 1 on obtient 

CA+ OVA(I)= W~l +p(1), 

1 - VA(1 ) 
C A 5tant la constante VA(1 ) ; 0 est donc de la forme 

0 = ~ 1  ( W f l + a ) ,  
Va(1) 

off a est une constante. 
Pour trouver p multiplions & gauche les deux membres de (4.23) par VB; cela 

donne 

V B wA+VB(O) VA=CBVA+VI~(I)p, 
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1-vB(1). I1 en r6sulte off cB= v~(1) 

1 
p = ~ I ~  w A + b VA), 

b &ant une constante. En reportant les valeurs de ~ et de p dans (4.23) on 
obtient 

~,~ 1 l@vsW2+k(l@va) ' (4.24) WAa+ W~l| +v~ ~ 

pour une nouvelle constante k. En 6crivant (4.24) pour la fonction 1 on obtient 

ca+ WAB1 = W~l +ca +kvA(1), 

ce qui prouve que k=0 :  (4.24) se r6duit alors /t la relation (4.22) qu'il fallait 
d6montrer. 

(4.25) Proposition. Sous les m~mes hypothdses que dans la proposition prdcddente, 
les op&ateurs W a et W B sont lids par la formule 

v ~  B 1 WA" (4.26) W A+ W~I |  + v ~ l Q v  n 

D~monstration. Multiplions ~t droite par U a l'identit6 (4.22) et ajoutons ensuite 
U A aux deux membres; cela donne 

(4.27) UA-Jvw2uA-~-~WBI|174  A . 

Mais d'apr6s la formule (4.11) on a 

uA"~ WAB U A-~- wB A r  1 | VB U A 

et 

uA-~ W2 U A= wA ~ - & 1 @~. 

L'identit6 (4.27) devient alors 

WA+v-~-~AQ#+v~W~I@# 

= WB +vla(~ I @VBUA + &  I @vB (wA--uA + /-A(1) I | ) , 

qui se r6duit, apr4s simplification, ~t (4.26). 

Pr4cisons, enfin, que les ophrateurs F A =I + W A v4rifient les trois principes 
fondamentaux de la th6orie du potentiel: le principe de l'6quilibre, le principe 
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du balayage et le principe du maximum. Les d6monstrations de [10] (chapitre 8, 
paragraphe 2) sont en effet valables pour tout noyau F permettant  de r6soudre 
l '6quation de Poisson. 

V. Processus de Harris en dualit6 

Nous supposons dans tout ce chapitre que le processus de Harris X est en 
dualit6 avec un processus )(. Nous prenons comme d6finition de la dualit6 celle 
qui figure au chapitre VI du livre de Blumenthal et Getoor  [2 I. Rappelons que 
les r6solvantes U ~ et 0 ~ sont alors donn6es par les formules 

U=f(x) = ~ u ~ (x, y) f ( y )  ~ (dy) 
et 

f O=(y) = ~ r f ( x )  u~(x, y), 

6tant une mesure e-finie sur (E, B). En fait, on a forc6ment ~ =# ,  car ~ est 
excessive et a-finie et il est bien connu que pour un processus de Harris une telle 
mesure est 6gale ~t sa mesure invariante. Pour all6ger, nous 6crirons darts tonte 
la suite dx au lieu de #(dx). 

Soit h une fonction de ~g+ e t a  un r6el tel que h < e .  Les op&ateurs U ~ et U= 
6tant en dualit6, au sens off 

V f E  o~+, g g E g §  ( f ,  U ~ g ) = ( f O ~ , g ) ,  

il rdsulte imm6diatement des 6quations r6solvantes 

u h= ~ ( ~ M ~ _ 0  n u s 
ngO 

et 

~>= E (~>M~_O n ~> 
n>O 

qu'il en est de m~me des op&ateurs U h et ~>: 

( f ,  Uhg) = ( f  Oh, g) .  

On a alors la proposit ion suivante: 

(5.1) Proposition. Pour toute h E ~ E+ il existe une et une seule fonction u h d~finie 
sur E • E et telle que 

1) pour tout x E E la fonction y ~ Uh(X, y) est c~-coexcessive et pour tout y E E la 
fonction X ~Uh(X, y) est a-excessive, o~ ~= Irh]l ; 

2) pour toute fonction f e E +  on a, quels que soient x E E  et yEE:  

u h f ( x ) = ~ u h ( x , y ) f ( y ) d y  et f O h ( y ) = ~ d x f ( x ) u h ( x , y ) .  

De plus, si k est une fonction de ~ +  majorant h, on a Ies relations: 

(5.2) uh(x, y) = uk(x, y) + ~ uk(x, Z) dz [k(z) - h(z)] uh(z, y) 

= uk(x, y) + [. uh(x, z) dz [k(z)-  h(z)] uk(z, y). 
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D~monstration. Choisissons un r6el ~ majorant h et posons 

(5.3) uh(x, y) = u~(x, y) + j Uh(x, dz) [ ~ -  h(z)]u~(z, y). 

En se servant de l'6quation r6solvante et du fait que les op6rateurs U het 0 h sont 
en dualit6, on v6rifie sans peine que la fonction u h ainsi d6finie satisfait aux 
conditions 1) et 2) de l'6nonc6. 

L'unicit6 ainsi que les 6galit6s (5.2) r6sultent du fait que deux fonctions fl- 
coexcessive 6gales ~t-presque partout sont identiques. 

Remarquons que nous n'avons fait jusqu'~ pr6sent aucune hypoth6se quant/ t  
la nature du processus 32. En fait, comme nous allons le voir, le dual d'un 
processus de Harris est forc6ment de Harris. 

(5.4) Proposition. Pour toute fonction he6#+ telle que #(h)>0, on a 
Oh(h " #)=#  et hO h= 1. 

Ddmonstration. L'on sait, en effet, que ( h ' # ) U h = #  et Uh(h)=-l. Pour toute 
fonction f ~  N+ on a, par dualit6 

<f, Oh(h �9 #)> = < f O  h, h. I ~> = < f O  h, h> = < f ,  Uhh> 

= < L  l > = < L # > ,  

d'oO Oh(h#)=#. En particulier, la mesure # est co-invariante. De m~me, 

<h 0 h, f>  = <h, Uhf> = <h #, Uhf> = (h #) Uhf = # ( f )  = < 1, f>,  

d'ofi h Oh= 1 #-p.p. En fait, cette 6galit6 a lieu partout, puisque la mesure # 
charge tous les  ouverts cofins non vides et que la fonction h O h, qui est Ilhll- 
coexcessive (comme on peut le voir ais6ment grgtce g l'6quation r6solvante), est 
cofinement continue. 

(5.5) Proposition. Le dual d'un processus de Harris est lui-m~me de Harris. 

D~monstration. On sait (cf. [8]) qu'une condition n6cessaire et suffisante pour 
qu'un processus soit de Harris est qu'il existe une fonction he~r  qui soit 
strictement positive sur E et telle que Uhh--1 et U h > l @ # .  X 6tant, par 
hypoth6se, de Harris, choisissons une h satisfaisant ~ ces conditions. Comme elle 
est strictement positive, la proposition prbc6dente entraine que l'on a h O h= 1. 
Par ailleurs, l'in6galit6 U h > 1 | # se traduit par le fait que pour tout x e E 

uh(x, �9 )>  1 #-p.p., 

donc partout, la fonction uh(x,.) 6tant cofinement continue. On en d6duit que 
u h > l  s u r E x E e t q u e  

VfEg+  V y e E ,  f O h ( y ) = ~ d x f ( x ) u h ( x , y ) > g ( f ) ,  

autrement dit Oh> # |  1. Le processus J< est donc de Harris. 

Un raisonnement analogue permet de d6montrer le r6sultat suivant: 

(5.6) Proposition. Une fonction bornde h est spdciale et co-spdciale si et seule- 
ment si i l  existe un rdel c > 0 tel que uch> 1 | #. 
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Ddmonstration. En effet, il est prouv6 dans [5] que h est sp6ciale et co-sp6ciale si 
et seulement si 

~ C > 0 ,  uch?~l@# et gch~#@l. 

Or on voit, en consid6rant la fonction u oh, que la premiere de ces conditions 
implique la seconde. 

Soit maintenant h une fonction de ~g+ v6rifiant uh> 1 |  
NOUS nous proposons de construire une fonction w h qui soit une densit6 de 

l'op6rateur W h par rapport ~t #. Pour cela, choisissons un r6el e > 0  et posons, 
pour tout couple (x, y) ~ E x E: 

wh(x, y) = US(X, y) + C~ S Wh( x, dz) uS(z, y) - ~(h) ~ dz h(z) uS(z, y). (5.7) 

Cette expression a toujours un sens puisque le dernier terme, 6gal /t h 0~(y), est 

major6 par la constante I[hll et l'identit6 (4.11) montre que l'on a bien W h (x, dy) 

=wh(x ,y)#(dy)  pour tout x de E. Par ailleurs, quel que soit x, la fonction 
wh(x, .), 6gale /t la diff6rence de deux fonctions e-coexcessives, est cofinement 
continue; en particulier, on a wh> 0 partout, et la fonction w h obtenue par (5.7) 
est ind6pendante du r6el e choisi. 

Comme nous l'avons d6j/t vu, l'in6galit6 uh> 1 |  entra~ne Oh>#@ 1, ce 
qui permet de ddfinir un opdrateur rir h, en dualit6 avec W h. On v6rifie alors 
qu'on a W~(dx, y) = #(dx) wh(x, y) pour tout y e E. 

On peut 6galement d6finir, par des m6thodes analogues, des densit6s u A (resp. 
w a) pour les op6rateurs U A (resp. W A) lorsque A est une FA (resp. une FA telle 
que v A > 0  et u A >  1 | #), mais cela n'a d'int6r~t r6el que dans le cas des FA en 
dualit6, sur lequel nous reviendrons plus loin. 

Les densit6s que nous venons de construire nous permettent de poser la 
ddfinition suivante: 

(5.8) D~finition. Soit v une mesure positive. Pour toute fonction h ~o~+ on pose 

c7"~(~) = ~ u~(x, y) v(dy). 

Si, de plus, h est telle que #(h)>0 et u h > l |  on d~finit 

w ~ v(x) = ~ w h(x, y) v(cly). 

Remarques. 1) I1 n'est pas difficile de v6rifier que la fonction Uhv (resp. why) 
n'est autre que la densit6 par rapport ~t # de la mesure Uhv (resp. I~V h v). 

2) Soit A une FA. Dans [9] il est d6montr6 que l'on a, pour tout ~>0 :  

Vf~d~+, Vx~E,  U~(f )=~u~(x ,y ) f (y )v , t (dy) .  

I1 en r6sulte, grgtce/i la relation (5.3) et ~ l'6quation r6solvante, que 

U h f ( x )  = ~ u h(x, y) f ( y )  v A (dy). 

En particulier, la fonction U h v A est 6gale/t u~. 
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Ce qui pr6c6de va nous permet t re  de d6finir la not ion de mesure  sp6ciale 1 : 

(5.9) DOfinition. Une mesure positive v e s t  dire sp~ciale si et seulement si pour 
route fonction h~#g+  telle que # ( h ) > 0 ,  la fonction uhv est born~e. 

C o m m e  pour  les fonctions sp6ciales, il est 6vident qu' i l  suffit que cette 
condi t ion soit v&ifi6e pour  une h > 0  et telle que u h >  1 | m o (mo 4=0). On voit, 
par  ailleurs, qu 'une  fonct ion f est sp6ciale si et seulement  si la mesure  f . #  l 'est 
et, plus g6n&alement ,  qu 'une  F A  A est sp6ciale si et seulement  si sa mesure  
associ6e v a l'est. 

(5.10) Proposition. Toute mesure spdciale est born~e. 

D~monstration. Soient v u n e  mesure  spdciale et h une fonction de {g+  telle que 
0 < / l ( h ) <  oo. On a alors ~2hv=(uhv) �9 t~<k.lz ,  la fonction Uhv &ant  born6e. On 
peut  donc 6crire: 

+ oo > k #(h) >= (h, ~h V) = (h  [?h, V) = (1, V) = V(1). 

On sait que les fonctions sp6ciales sont stables par  les op&ateurs  M h U h. On 
d6montre  parei l lement  que si v est une mesure  sp6ciale, il en est de m~me de la 
m e s u r e  MhUhv=(h �9 uhv)[Z, Of.1 h~o~+, fl(h)>O (la preuve de ce r6sultat est, 
mutatis mutandis, la marne que celle du corollaire 4.5 du chapitre  6 de [10] : nous 
ne la donnerons  donc  pas). I1 en r6sulte imm6diament  que, pour  tout  ~ > 0, une 
mesure  v e s t  sp6ciale si et seulement  si la fonct ion U~v est sp6ciale born6e. D'ofi  
l 'on d6duit, grgtce au principe d'unicit6 des masses, que l 'appl icat ion v ~  U ~ v e s t  
une injection isom6trique du c6ne des mesures  sp6ciales muni  de la no rme  
Hvll=v(1) dans celui des fonctions sp6ciales born6es, consid&6 c o m m e  sous- 
ensemble  de L 1 (/z). 

La propos i t ion  suivante est ~t r approcher  du corollaire 4.16: 

(5.11) Proposition. Soit W h le noyau construit gt partir d'une fonction h~dg+ 
telle que l~(h)>0 et u h >  1 | #. Une mesure v e s t  alors sp~ciale si et seulement si 
elle a une masse totale f inie et la fonction why  est bornde. 

Ddmonstration. Nous  avons d6j/t vu que v sp6ciale entrainai t  v bornde. Par  
ailleurs, en passant  aux densit6s, la relat ion (4.11) se t radui t  de la fagon suivante:  

1 
uh( x' Y) + S Whh( x' dz) uh(z, y) = wh(x, y) + I~(h~" 

On en d6duit, par  int6gration: 

W h y <  Uhv+ Whmh Uhv<-- ]l UhvH (1 + Whh)= II UhvlI < + o0. 
= - #(h) 

R6ciproquement ,  supposons  v(1)<oo  et Why born6e. Soit k une fonction de 
dE+ telle q u e / z ( k ) > 0 .  Par  un ra i sonnement  a n a l o g u e / t  celui que nous venons 

1 Surtout ne pas confondre ces mesures sp6ciales-ci avec celles qui sont d6finies dans [-81 et [101, 
et qui sont utiles dans la r6solution de l'6quation de Poisson 
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de faire, on d6duit de la relation (4.10) l'in6galit6 suivante: 

1 
U k v <  W h v + ~ )  Uk(h) v(1), 

qui prouve bien que U~v est une fonction born6e. 

W h 6rant toujours le noyau  const ru i t / t  partir  d 'une fonction de {g+  v6rifiant 
#(h) > 0 et u h >  1 | #, on peut 6noncer le principe d'unicit6 des masses que voici: 

(5.12) Proposition. Soit v une mesure bornke. Si la fonction Why est finie, elle 
d&ermine v. 

Dkmonstration. Soient v 1 et v 2 deux mesures born6es telles que 
W tt 1) I = W h v 2 < -.1- oo  

sur E. W h v~ 6tant la densit6 par  rappor t  ~t # de la mesure 17r Vi ' on peut 6crire 

<h, Whvi )=<h ,  12Vhvi>=<hl2V h, v i ) = l - # ( h ~ )  vi(1) ( i=  1, 2), 
#(h) 

d'ofi l 'on d6duit que v, et v 2 ont  la m~me masse totale. D 'aut re  part, l 'identit6 
(4.10) donne, pour  un ~ > 0 :  

Vi(1) 
U s v i + c~ U s W h v i = W h v i + ~ U ~ 17 (i = 1, 2), 

d'ofi il r6sulte que l 'on a U~vl = U~v2< + ~ ,  ce qui implique (cf. I-2]) v~ = v  2. 

Nous  allons commencer  maintenant  l '6tude des F A  en dualit6. 

(5.13) Dffinition. Une F A  A de X et une F A  A de X sont dites en dualitd si les 
opkrateurs U a et 0 ~i le sont, atttrement dit si pour tout couple (f ,  g) de fonctions 
de g+ l'on a 

( f ,  UAg)  = ( f 1 3  A, g>. 

A chaque fois que cela ne pretera pas ~t confusion, nous 6crirons, pour  
all~ger les notations,  [7 a au lieu de 0 A. 

(5.14) Proposition. Supposons que A, F A  de X,  et A, F A  de X,  soient telles que 
VA=V2>0. Alors les F A  A e t  A sont en dualitd, et il en est de mdme des processus 
changds de temps AX et ,i~. 

DOmonstration. Nous  suivons de pr6s le paragraphe  VII.2 de [93. Posons 
v = v A = v~ et supposons,  dans un premier temps, que pour  tout  ~ > 0  les fonctions 
U~v et v[7 ~ sont borndes. Un  tel c~ 6tant fix6, nous associons ~t tout  f l > 0  la 
fonction g~' p d6finie comme suit: 

(5.15) g (x, y) E E x E, g=" e (x, y) = u ~ (x, y) - fl ~ U~ A + ~ (x, d z) u~(z, y) 

si u~(x, y )<  oo 

= oo si uS(x, y )=  oc,. 
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La fonction u~(.,y) 6tant a-excessive pour tout yEE,  il n'est pas difficile de 
v6rifier que l'on a, pour tout couple (x, y) de E x E, 

5 U~A+~( x, dz) u~(z, y) < u~(x, y), 

ce qui entraine g='~>0 sur E x E. Par ailleurs, pour tout  x s E  la fonction u~(x, .) 
est telle que u=(x, . )<ov #-p.p. (puisque a U ~ I = I )  et v-p.p. (puisque U=v est 
born6e); dans ces conditions, la formule (5,15) et l '4quation r6solvante entrainent 
que l'on a 

(5.16) U~a+~(x, dy)=g~,~(x,y)#(dy) 

et 
t2~A + ~(x, dy )=  g~'qx, y) v(dy). 

De la marne fa~on, en d4finissant ~='e par 

~,~'e(x,y)=u=(x,y)--fiSu=(x,z)U~Aa+~(dz, y) si u=(x,y)<oo 
=oo s i u  ~(x,y)=oo 

on a 

et 

8~A +~(clx, y) = v(ax) ?~,e(x, y). 

Soit maintenant  f e d # + .  En int6grant (5.15) par rapport  ~ f (x)~(dx)  et compte 
tenu de (5.16) on peut 6crire: 

(5.17) 5 I~(dx) f (x) g~'e(x, t') =fUX(Y) - fl 55 #(dx) f (x) g~'~(x, z) v(dz) u~(z, y). 

D'autre part, la relation fU~a+~(y)=fU~(y)--fifl,2'~A+= (7~(y) s'6crit 

(5.18) 5 g(dx) f (x) ~,='e(x, y)= fU~(y ) -  f15 5 #(ax) f (x) ~,~'e(x , z) v(dz)u=(z, y). 

En soustrayant (5.18) de (5.17) on obtient 

5 # (d x) f (x) [g~' ~ (x, y) - ~ '  ~ (x, y)] 

= - fi 55 # (d x) f (x) [g=' ~ (x, z) - ~=' ~ (x, z)] v (d z) u =(z, y), 

ce qui peut encore s'6crire 

(5.19) h~,e(y)= - f i  S v(dz)h='e(z)u~(z, y ) 
en posant 

h=' r (Y) = 5 # (d x) f (x) [g=' ~ (x, y) - ~=' ~ (x, y)] 

= 5 #(dx) f (x)  g='~(x, y ) - f ( 7  eA+=(y). 

La fonction h ~' ~ est bornhe, puisque 

O <= 5 #(dx) f (x) g='~ ( x, Y) <= 5 #(dx) f (x) u=( x, Y)= f O~(Y) <= Il f ll < + 
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et 

O< fUr f~"(y)<=llfH < + oo. 
O; 

La relation (5.19) donne alors 

Ih~'~(y)l <=fi [. v(dz) [h~'~(z)[ u~(z, y) <=fi Ilh~'~ll [Iv U~]I. 

Or l'hypoth6se v>0  entraine que IIv 0~11 >0. I1 r6sulte que/~< [Iv L?~tl - 1 entra~ne 
ha'P---0, soit encore 

v ~, ~ E, S #(dx) f (x)  g~,~(x, y) =f~7~A+~(y). 

En int6grant les deux membres par rapport/ t  g(y)p(dy) on obtient 

(5.20) < f ,  UPa+~g)=(fO~a+~,g) ,  

relation qui est donc valable quels que soient fedd~ g s g +  et /3 ~ )0, /?o), pour 
u n  /30 < ]Iv Veil - 1  

Le m~me raisonnement peut &re refait en remplaqant partout la mesure # 
par la mesure v. On obtient alors, en ddsignant par ( f ,  g)~ l'intdgrale Sfgdv, 

(5.21) ( f ,  U~a+~g)~=(fO~A+~,g)~ 

pour tout /3~ ]0,/3o], /~0 &ant le marne rdel que pr6c6demment. 
Reprenons la construction pr6c6dente en partant, cette fois-ci, de la fonction 

g~,po. Pour cela, posons, pour/3>/3o: 

g~'r162 dz)g~'~~ si g~'~~ 
= oo s i  g~' ~o ( x ,  y )  = o o .  

On v6rifie ais6ment que la fonction g"'~ est une densit6 de U ~A+~ par rapport ~ # 
et de UaA A+~ par rapport ~t vet  l'on volt, par des arguments de continuit6 cofine, 
que g~'~=>0 partout. En raisonnant comme prdc6demment, on arrive ~t 
d6montrer que 

(f ,  u~A+"g)=(fu~A+~',g) et (f ,  uPAA+"g)v=(fuPAA+~,g)~ 

d6s que/3-/~o </30, c'est-fi-dire pour/3e]/3o, 2/3o],/30 &ant toujours le marne r6el 

On arrive ainsi, de proche en proche, fi construire des fonctions g~'P pour 
routes les valeurs positives de/~; en faisant ensuite varier c~ dans 1R* on volt que 
les 6galit6s (5.20) et (5.21) sont valables quels que soient les r6els strictement 
positifs ~ et/3. 

Dans le cas off les fonctions U~v et v [7~ ne seraient pas borndes, on applique 
ce qui pr6c~de aux FA 1E, �9 A et 1~.  ~ et aux mesures v~-- 1E. v qui leurs sont 
associ&s, {E,} &ant une suite croissante d'ensembles de r6union E et tels que 
pour tout n et pour tout c~>0 la mesure v~ soit de ~-potentiel et ~-copotentiel 
bombs; une telle suite existe grfice au th6orbme III.1 de [9]. Un passage 5, la 
limite 6vident montre alors que (5.20) et (5.21) sont toujours vraies. 
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En 6crivant (5.20) avec /3= 1 et en faisant c~--.0 on voit que A e t ~  sont en 
dualit6. De m~me, en faisant tendre c~ vers z6ro dans (5.21) on obtient que 
( f ,  u~A g ) = ( f ~ A ,  g)~; comme les mesures u~A(x, . ) e t  0~A(., y) sont absolu- 
ment continues par rapport ~t v et que UBAA=AU ~ et [?A~A=~i[? ~, les processus 
chang6s de temps AX et Ay( sont bien en dualit6 (voir [2], p. 254). 

Pour d6montrer la r6ciproque de la proposition pr6c6dente nous aurons 
besoin du lemme que voici: 

(5.22) Lemme. E op~rateur U A d&ermine la FA A (fi une ~quivalence pros). 

D~monstration. Posons V~= U A+~. Comme V~< U s, V ~ est une r6solvante pro- 
pre, sous-markovienne; en outre V ~ = U A. Le th6or6me 69 du chapitre IX de [73 
montre alors que U a est un noyau propre v6rifiant le principe de domination, 
d'ofi il r6sulte ([7], chapitre X, T 8) que la r6solvante V ~ est parfaitement 
d6termin6e par U A. Ainsi, si A et B sont deux FA telles que uA = U R, on peut 
affirmer que pour tout :~> 0, Ua+~= U R+~. Autrement dit, quels que soient c~ > 0, 
f ~ g +  et x ~ E  on a 

o9 

E~ ~ exp [ - (A, + c~ t)] f (Xr) d t = E~ S exp [ - (B t + ~ t)] f (Xt) d t, 
0 0 

soit encore 

exp ( - e t) E~ [exp ( - A~) f (X t )  ] d t = ~ exp ( -  c~ t) E~ [exp ( -  Bt) f (Xt)] d t. 
0 0 

En se limitant aux f continues bornhes, les applications t - -*E~[exp(-At)f(Xt)  ] 
et t~E~[exp  ( - B t ) f ( X ~ )  ] sont continues ~t droite, donc identiques, en vertu des 
propri6tbs de la transformhe de Laplace. Comme elles engendrent le m6me semi- 
groupe, les fonctionnelles multiplicatives exp ( - A )  et exp ( - B )  sont 6quivalentes 
(cf. [2]), et il en est 6videmment de marne des FA A et B. 

Nous pouvons maintenant dhmontrer la rhciproque de la proposition 5.14: 

(5.23) Proposition. Soient A et .~ deux FA en dualitO telles que VA'~O et v i > 0 .  
Alors v a = v i. 

Dkmonstration. Nous supposons doric que A et .~ sont telles que ( f ,  u a g )  
= ( f l 2  A, g}. Considfrons la mesure VA; d'apr6s le th6or6me VII.1 de [9] il existe 
un ensemble polaire P et une FA A' du processus Y', restriction de ~2 /~ E - P ,  
telle que v+ = v A > 0. Or il est clair que f{ est en dualit6 avec la restriction Y de 
X ~t E -  P e t  que A, FA de X, induit une FA A' de Y, dont la mesure associ6e est 
encore v A. La proposition 5.14, appliqu6e fi Y, r A', A', montre alors que les 
op6rateurs U A' et 0 "i' sont en dualit6: si f et g sont dans g+, on a 

( f ,  U A ' g ) = ( f l J A ' , g ) .  

Mais UA'g=UAg sur E ~ P ,  et p (P)=0 ,  d'ofi ( f ,  U A g ) = ( f U A ' , g ) ,  ce qui 
entraine, compte tenu de 1 hypoth+se, f [ 2 X = f O  x" #-presque partout. Or, d'apr6s 
la remarque d6j/i faite dans la d6monstration de la proposition 3.10, les 
restrictions ~t E - P  des deux fonctions de l'6galit6 pr6c6dente sont continues 
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pour la topologie fine de Y: elles sont donc identiques. Le lemme 5.22 implique 
alors que A' est indistinguable de la restriction de 4 fi x~, et l'on a donc 
VX ~- V~, = V A . 

La proposition suivante est ~i rapprocher de la proposition 5.6: 

(5.24) Proposition. Soient A et 4 deux F A  en dualitY, de mesure associ& v>O. 
Alors A est sp~ciaIe et 4 co-spdciale si et seulement si il existe un r&l c > 0 tel que 
U~A> 1 |  

D~monstration. Commenqons par remarquer que, A et 4 6rant en dualit6, il en 
est de m6me des processus changds de temps AX et AX, ainsi que nous l'avons 
prouv6 dans la proposition 5.14. 

Montrons que la condition est suffisante. Si U~A> 1 |  on sait, d'apr6s le 
lemme 4.1, que U) A >= 1 | v A (v A = v), ce qui peut encore s'6crire AU~> 1 | V a. La 
proposition 5.6 entrMne alors que la fonction 1 est sp6ciale/t la fois pour AX et 
pour AX, ce qui 6quivaut /t la sp6cialit6 de A e t / t  la co-sp6cialit6 de A. 

Rdciproquement, si A est sp6ciale et 4 co-sp6ciale il existe, toujours en vertu 
de la proposition 5.6, un rdel c~ > 0  tel que l'on ait 

UA cl A ~ - 1 @ 
- -  " ~ ' A "  

Pour 0 < c 2 < c I l'4quation rdsolvante donne 

uc2A ~-~ (C1 --C2) ~AT[ClA uc2A 

~(C 1 --C2)(1 @ VA) U c2A =C--1 --C'22 (l @#) .  
C 2 

En proc6dant comme dans la d6monstration de la proposition 3.14 on ddduit de 
cette derniere indgalit6 l'existence d'un r6el c > 0 tel que ucA> 1 | p. 

Nous nous sommes d6j/t servis du fait que, A ~tant une FA de X, il existe un 
ensemble polaire P e t  une FA A du processus X restreint ~t E - P  telle que 
vx= v A ([9], th6or6me VII.l). 

Le corollaire suivant pr6cise dans quelles conditions 4 est une FAS de 
restreint ~ E - P .  Avec les notations que nous venons de donner, il s'dnonce 
ainsi: 

(5.25) Corollaire. La fonctionnelle 4 est sp&iale pour M restreint a E - P  si et 
seulement si il existe un rdel c > 0 tel que U cA > 1 | #. 

DOmonstration. C'est une consdquence immddiate de la proposition 5.24, moyen- 
nant des arguments semblables h ceux utilis6s dans la ddmonstration de la 
proposition 5.23. 

Revenons, pour finir, aux processus fortement fell6riens. Des arguments 
classiques permettent de d6montrer sans difficult6 le crit6re suivant: 

(5.26) Proposition. Supposons qu'il existe un ~ > 0  pour lequel la fonction u ~ soit 
born& sur E x E et telle que pour tout y ~ E  u~(., y) soit une fonction continue. 
Alors, quelle que soit la F A  A telle que v A >0,  le processus changO de temps AX est 
fortement  fellOrien. 
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On  en d6duit aussit6t:  

(5.27) Corollaire. Soient X un processus vOrifiant les hypotheses de la proposition 
prdcddente et A une f 'A d support relativement compact et telle que v a >0. A est 
alors une FAS. 

D~monstration. Le processus AX &ant  fortement  fell6rien, il suffit d 'appl iquer  la 
proposi t ion 3.13. 

L'exemple le plus simple de processus v6rifiant les hypoth6ses de la proposi- 
t ion  5.26 est le mouvemen t  b r o w n i e n / t  une dimension,  pour  lequel on a 

1 uS(x, y) = ~  e -  V2~ Ix-yl 

Nous  re t rouvons ainsi, par une m6thode diff6rente, le r~sultat du corollaire 3.11. 
Le corollaire 5.27 va nous permettre  de l '6tendre aux processus stables sur IR, 
d ' indice 2~]1 ,  2[. En  effet, pour  ces processus la fonct ion u~(e>0)  est donn6e 
par  la formule 

u~( x , y ) = l  ~ c~+�89 v~ dr, 

et il est clair, grfice au th6or6me de Lebesgue, qu'elle satisfait aux condi t ions  de 
la proposi t ion  5.26. 
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